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ДИНАМИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ
С УЧЕТОМ СКАЧКООБРАЗНОГО ИЗМЕНЕНИЯ ЦЕН ФИНАНСОВЫХ АКТИВОВ

Задача управления портфелем ценных бумаг, состоящим из рисковых и безрискового вложений, формулируется как дина-
мическая задача слежения за эталонным (гипотетическим) портфелем, имеющим заданную желаемую эффективность.
Предполагается, что динамика цен рисковых финансовых активов описывается стохастическими уравнениями с гауссов-
скими и импульсными пуассоновскими возмущениями. Предлагается подход к определению оптимальной стратегии
управления с обратной связью по квадратичному критерию.

Одной из основных задач финансового менеджмента яв-
ляется проблема выбора инвестиционного портфеля (ИП)
[1 – 8]. Основой существующей классической теории опти-
мального управления портфелем является однопериодный
«mean-variance» подход, предложенный Марковицем [3] и
модель ИП Мертона [4] в непрерывном времени.

В настоящее время существует множество моделей и
подходов к решению задачи управления ИП, но большинст-
во из них являются усложнениями и расширениями подхода
Марковица и Мертона на различные варианты стохастиче-
ских моделей цен рисковых и безрисковых ценных бумаг и
функций полезности. В своей основе они также либо мини-
мизируют риск портфеля (обычно дисперсию портфеля или
связанные с ней меры риска) при заданном среднем конеч-
ном доходе [2, 4 – 7], либо достаточно условно выбираемую
интегральную функцию полезности [4].

В работах [8, 9] предложена динамическая сетевая мо-
дель управления инвестиционным портфелем. Задача
управления портфелем формулируется как динамическая
задача слежения по квадратичному критерию за капиталом
некоторого гипотетического эталонного портфеля, имеюще-
го заданную желаемую доходность. Состояние портфеля
описывается вектором, компоненты которого равны объе-
мам инвестиций в рисковые и безрисковый активы, а управ-
лениями являются суммы перераспределяемого капитала,
переводимого с банковского счета в рисковые вложения и
наоборот. В [8-9] эволюция цен рисковых активов описыва-
ется классической моделью геометрического (экономиче-
ского) броуновского движения Блэка – Шоулса [4]. Обоб-
щение сетевой модели на случай учета скачкобразных из-
менений цен рисковых активов рассматривается в [10].

В отличие от [8, 9] в работах [11 – 13] динамика инве-
стиционного портфеля описывается в агрегированном виде.
Состояние портфеля определяется суммарным капиталом
всех вкладов в рисковые и безрисковый активы, а управле-
ниями являются объемы этих вкладов. Данная формулиров-
ка упрощает анализ и численную реализацию полученных
решений.

В данной работе, аналогично [10], предполагается, что
цены рисковых активов описываются стохастическими
уравнениями, содержащими также и импульсные пуассо-
новские возмущения, описывающие скачкообразные изме-
нения цен вследствие воздействия редких экстремальных
событий или ожиданий (модель Мертона). Получены урав-
нения, определяющие оптимальную стратегию управления
(формирования) портфеля по квадратичному критерию в
непрерывном и дискретном времени. Приводятся результа-
ты численного моделирования.

Результаты данной работы являются развитием и обоб-
щением [12, 13] на случай учета скачкообразных изменений
цен рисковых активов.

1. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИНВЕСТИЦИ-
ОННОГО ПОРТФЕЛЯ

В НЕПРЕРЫВНОМ ВРЕМЕНИ

Рассмотрим ИП, состоящий из n видов рисковых
вложений (под рисковыми будем понимать инвести-

ции, доходность которых – случайная величина) и
безрискового вклада с неслучайной доходностью. Ка-
питал, помещенный в i-й рисковый актив в момент
времени t, равен ( )iu t , 1, 2, ,i n= … ; в безрисковый
– 0 ( )u t . Тогда общий объем вложений (портфель) в
момент времени t будет равен
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где ( )i tξ  – ставка доходности i-го рискового вложе-
ния на промежутке [t; t+dt], случайная величина, r(t) –
неслучайная доходность безрисковых вложений. При

0 ( ) 0u t <  происходит заем капитала по безрисковой
ставке r(t) на сумму 0 ( )u t , а при ( ) 0iu t <  – продажа

без покрытия i-й ценной бумаги на сумму ( )iu t  (так
называемая операция "short-sale")[1, 4].

Используя (1), уравнение (2) преобразуем к виду
( ) ( ) ( ) ( ) ( )dV t r t V t dt b t u t= + ,

где [ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T
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T – знак транспонирования; капитал, вкладываемый в
безрисковый актив,
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Стратегия управления портфелем путем перерас-
пределения капитала между различными видами ин-
вестиций определяется таким образом, чтобы капитал
реального портфеля с минимально возможными от-
клонениями (с минимально возможным риском) сле-
довал капиталу 0 ( )V t  некоторого определяемого ин-
вестором эталонного портфеля с доходностью

0 ( ) ( )t r tμ > , эволюция которого описывается уравне-
нием

0 0 0
0( ) ( ) ( ) , (0) (0)dV t t V t dt V V= μ = .

В качестве меры риска выберем квадратичный
функционал
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где R(t) – симметричная положительно определенная
матрица весовых коэффициентов. Второе слагаемое
под интегралом в функционале (3) учитывает ограни-
чения, связанные с управлением портфелем.

Для описания эволюции цен рисковых активов ис-
пользуем модель
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где ( )iS t  – цена i-го рискового вложения в момент
времени t; ( ) 0i tμ >  – ожидаемая доходность i-го
вложения, которая характеризует среднюю норму
возврата за период [t; t+dt]; ( )ij tσ  – элементы матри-

цы волатильности ( )tσ , ( ) ( ) 0Tt tσ σ ≥ , ( )ij tδ  – эле-

менты матрицы ( )tδ , определяющие влияния скачков
цены j-го рискового вложения на цену i-го,

[ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T
nw t w t w t w t= …  – стандартный винеров-

ский  процесс  размерности n; ( )j tπ  – независимые
между собой пуассоновские процессы с функциями
интенсивности ( ) 0j tλ >  и непрерывными функциями

распределения скачков ( , )j jF t dz ,
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{ }M ( ) ( ) 0i jdw t d tπ = , , 1, 2, ,i j n= … .

При отсутствии импульсной составляющей урав-
нения (4) представляют собой геометрическое (эко-
номическое) броуновское движение, модели которого
обычно используются в финансовой математике [4,
14]. За счет дополнительных слагаемых с импульс-
ными пуассоновскими возмущениями учитываются
резкие скачкообразные изменения цен, связанные с
редкими экстремально отрицательными или положи-
тельными событиями на рынке ценных бумаг, подоб-
ные модели цен рассматривались в [4].

Определим вектор-столбец 0( ) ( ), ( )
T

x t V t V t⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , и

с учетом (4) представим уравнения динамики управ-
ляемого и эталонного портфелей в виде
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Функционал (3) запишем следующим образом:
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где [1, 1]h = − .
Система (5) содержит мультипликативные гаус-

совские и пуассоновские возмущения. Закон управле-
ния с обратной связью определим в классе линейных

0
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u t K t V t K t V t K t x t= + = , (7)

где 1 2( ) [ ( ), ( )]K t K t K t=  – матрица коэффициентов об-
ратной связи, выбирается из условия минимума
функционала (6).

Функционал (6) можно записать в виде
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где матрица вторых моментов ( ) M[ ( ) ( )]TP t x t x t=  с
учетом (7) удовлетворяет уравнению
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Следуя методике получения оптимальной страте-
гии управления линейными системами с мультипли-
кативными шумами, предложенной в [15, 16], пере-
формулируем данную задачу управления стохастиче-
ской системой в виде эквивалентной задачи управле-
ния детерминированной системой, описываемой мат-
ричным уравнением динамики вторых моментов со-
стояний (9), матрицей K(t) в качестве управляющих
воздействий и критерием качества (8). Применяя
принцип максимума в матричной формулировке [17],
получим следующие уравнения, определяющие опти-
мальную стратегию управления:
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Блоки матрицы K(t) и элементы матрицы Q(t) оп-
ределяются уравнениями
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1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Tnt t t tμ = μ μ μ… ,

вектор [ ]1 1, 1, , 1 T= …  размерности n,
Заметим, что решение задачи не зависит от 22Q .

2. АНАЛИЗ ЧАСТНОГО СЛУЧАЯ

Рассмотрим оптимальное управление при ( )R t O≡ ,
где O – нулевая матрица соответствующей размерно-
сти, и критерии вида

{ } { }20M ( ) ( ) tr ( )TJ V T V T h hP T⎡ ⎤= − =⎣ ⎦ . (10)

Будем предполагать, что ( ) ( ) 0Tt tσ σ > . В данном
случае уравнения, определяющие оптимальное управ-
ление, запишутся следующим образом:
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где ( ) [ ( ) 1 ( )] ( )[ ( ) 1 ( )]Tt t r t t t r tρ = μ − γ μ − ,

1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]T Tt t t t t t −γ = σ σ + δ Λ δ .
Решения дифференциальных уравнений (11) име-

ют вид
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С учетом этого оптимальные коэффициенты 1( )K t
и 2 ( )K t  определяются по формулам
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Уравнения для элементов матрицы вторых момен-
тов (9) при оптимальных 1( )K t  и 2 ( )K t  имеют вид
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Решение данных уравнений в конечный момент
времени имеет вид
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Подставляя (12), (13) в (10), запишем выражение
для оптимального значения критерия
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Получим уравнение для дисперсии оптимального

портфеля в момент времени T. Рассмотрим уравнение
динамики портфеля при оптимальном управлении
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j j j j
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j j j j
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dV t r t t dt t t t r t dw t

t t t t t r t d t V t

t dt t t t r t dw t

t t t t t r t d t

=

=

=

=

⎛
= −ρ − σ γ μ − −⎜⎜

⎝
⎞

− λ θ δ γ μ − π +⎟⎟
⎠

⎛
+ ρ + σ γ μ − +⎜⎜

⎝
⎞

+ λ θ δ γ μ − π ⎟
⎠

∑

∑

∑

∑

{ }0 ( ) ( )
0 ( ),

T

t
r d

e V t
μ τ − τ τ∫

×⎟

×

где 1 2( ) ( ), ( ), , ( )j j j njt t t t⎡ ⎤σ = σ σ σ⎣ ⎦… ,

1 2( ) ( ), ( ), , ( )j j j njt t t t⎡ ⎤δ = δ δ δ⎣ ⎦… .

Очевидно, что
{ } { }

0( ( ) ( ))
0

M ( ) [ ( ) ( )] ( )

( ) ( ) .

T

t
r d

dV t r t t M V t dt

t e V t dt
μ τ − τ τ∫

= − ρ +

+ρ
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Учитывая граничное условие: { } 0M (0) (0)V V= ,
получим решение данного уравнения:

{ }
{ }

0 0
( ) ( ) d ( )d

0 0M ( ) (0) 1 ( )

T T
r t t t t t

V T e V e V T
−ρ − ρ∫ ∫⎡ ⎤

⎢ ⎥= + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (15)

С учетом (12) дисперсия оптимального управляе-
мого портфеля

{ } { } 0

2
( )

01 ( )D ( ) M ( ) (0)
( )

T
r t dtTV T V T V e

T

∫⎡ ⎤
− β ⎢ ⎥= −⎢ ⎥β

⎢ ⎥⎣ ⎦

, (16)

где 0
( )

( ) 1

T
t dt

T e
− ρ∫

β = − .
Используя (15), уравнение (16) запишем в виде

{ } 0 0
( ) ( )

0 0 2D ( ) ( ) [ (0) ( )]

T T
t dt r t dt

V T T e V e V T
− ρ∫ ∫

= β − . (17)
Сравнивая уравнение (17) с (14), получим

{ }D ( ) ( )V T T J= β .
Уравнение, аналогичное (16), было получено в ра-

боте [7] при решении классической "mean-variance"
задачи оптимизации ИП с использованием в качестве
критерия взвешенной суммы математического ожи-
дания и дисперсии портфеля (так называемой бикри-
териальной задачи) в условиях изменения цен риско-
вых активов по закону (4) без импульсной состав-
ляющей. Согласно [7], уравнение (16) определяет эф-
фективную границу бикритериальной задачи (мини-
мальную дисперсию портфеля при заданном матема-
тическом ожидании капитала в конечный момент
времени). Таким образом, решение, полученное в [7],
является частным случаем для рассматриваемой зада-
чи, причем при минимизации критерия (10) также ми-
нимизируется и дисперсия портфеля.

3. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИНВЕСТИЦИ-
ОННОГО ПОРТФЕЛЯ

В ДИСКРЕТНОМ ВРЕМЕНИ

Уравнения управляемого и эталонного портфелей
в дискретном времени выглядят следующим образом:

0 0
0

( 1) [1 ( 1)] ( ) ( 1) ( ),
( 1) [1 ( 1)] ( ),

V k r k V k b k u k
V k k V k
+ = + + + +

+ = + μ +

где [ ]1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( )nb k k r k k r k k r k= ξ − ξ − ξ −… ,
r(k+1) – неслучайная доходность безрискового вкла-
да; ( 1)i kξ +  – ставка доходности i-го рискового вло-
жения на интервале [k; k+1], случайная величина,

[ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T
nu k u k u k u k= … , капитал, вкладывае-

мый в безрисковый актив,

0
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

u k V k u k
=

= − ∑ .

Квадратичный функционал (3) в дискретном слу-
чае представим в следующем виде:

( )
1

0 2

0

0 2

M [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] .

T
T

k
J V k V k u k R k u k

V T V T

−

=

⎧⎪= − + +⎨
⎪⎩

⎫
+ − ⎬

⎭

∑ T
(18)

Для описания эволюции цен рисковых финансо-
вых активов используем модель

, ,
1 1

( 1) ( ) 1 ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ,

i i i

n n

i j j i j j
j j

S k S k k

k w k k k
= =

⎡
+ = + μ + +⎢

⎣
⎤

+ σ + + + δ + π + ⎥
⎥⎦

∑ ∑
(19)

где ( 1) 0iw k + >  – ожидаемая доходность i-го риско-
вого вложения, которая характеризует среднюю нор-
му возврата за период [k; k+1]; ( )ij kσ  – элементы

матрицы волатильности ( )kσ , ( ) ( ) 0Tk kσ σ ≥ ; ( )ij kδ  –

элементы матрицы ( )kδ , определяющие влияния
скачков цены j-го рискового вложения на цену i-го;

[ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T
nw k w k w k w k= …  – дискретный белый

шум размерности n с единичной ковариационной
матрицей; ( 1)j kπ +  – случайная величина, в момент

времени 1k +  с вероятностью 1 j− λ  сохраняющая

прежнее значение ( )j kπ  и с вероятностью jλ  прини-

мающая новое значение ( 1)jz k + . Функция распреде-

ления скачков ( , )j jF k dz , характеристики скачков
2 ( , ) ( )

j

j j j jz F k dz k
Ω

= θ∫ ,

( , ) 0
j

j j jz F k dz
Ω

=∫ , { }M ( ) ( ) 0i jw k kπ = ,

, 1, 2, ,i j n= … .

Определим вектор-столбец 0( ) [ ( ), ( )]Tx k V k V k=  и
с учетом (19) представим уравнения динамики управ-
ляемого и эталонного портфелей в виде
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Функционал (18) запишем следующим образом
1

1
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T T T
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T T

J x k h hx k u k R k u k

x T h hx T
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где [ ]1, 1h = − .
Оптимальный закон управления определим в виде

0
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u k K k V k K k V k K k x k= + = , (21)

где [ ]1 2( ) ( ), ( )K k K k K k=  – матрица коэффициентов
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обратной связи выбирается из условия минимума
функционала (20), который можно записать в виде

1

0
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T T
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где матрица вторых моментов { }( ) M ( ) ( )TP k x k x k=  с

учетом (21) удовлетворяет уравнению
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Применяя принцип максимума в матричной фор-
мулировке [17], получим решение задачи минимиза-
ции функционала (22) на траекториях системы (23)
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Блоки матрицы K(k) и элементы матрицы Q(k) оп-
ределяются уравнениями
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где T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]nk k k kμ = μ μ μ… ,

{ }1 1 2 2( ) diag ( ), ( ), , ( )n nk k k kΛ = λ θ λ θ λ θ… .

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Определим стратегию управления портфелем, со-
стоящим из банковского счета с доходностью
r = 0,002 и двух видов акций, доходность вложений в
которые описывается уравнениями (19) с постоянны-
ми параметрами: μ = [0,0058; 0,003], λ = [0,06; 0,08],

0,0032 0,000006
0,000006 0,001

⎡ ⎤σ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 1 0

0 1
⎡ ⎤δ = ⎢ ⎥⎣ ⎦

,

( )jF dz  – равномерно распределены на промежутке

[ 5 ; 5 ]j j− μ μ  (j = 1, 2). Доходность эталонного порт-

феля 0μ  = 0,004. Численно была реализована страте-
гия управления вида (21), (24) с весовой матрицей

0,0001 0,0005
0,00005 0,0001R −⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

.

Результаты численного моделирования представ-
лены на рис. 1 и 2. На рис. 3 приводится динамика до-
ходностей акций.

Рис. 1. Динамика капиталов управляемого и эталонного
портфелей: кр. 1 – эталонный портфель; кр. 2 – управляе-
мый портфель

Рис. 2. Динамика управляющих воздействий: кр. 1 – вклад в
первую акцию; кр. 2 – вклад в во вторую акцию; кр. 3 –
вклад в безрисковый актив

V, V0

u0, u1, u2

k

k
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Рис. 3. Динамика изменения доходностей акций: кр. 1 – до-
ходность первой акции; кр. 2 – доходность второй акции

Согласно рис. 1 – 3, при отсутствии резких изме-
нений доходностей акций (обусловленных пуассонов-
скими скачками) кривые динамики управляемого и
эталонного портфеля практически совпадают, так как
изменения управлений компенсируют текущие слу-
чайные колебания рисковых активов. При возникно-
вении скачка доходностей кривая управляемого
портфеля незначительно отклоняется от эталонного,
но за несколько шагов возвращается к кривой эталон-
ного портфеля за счет резких изменений управляю-
щих воздействий.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена динамическая стохастическая модель
формирования инвестиционного портфеля в агреги-
рованном виде, состоящего из рисковых и безриско-
вого финансовых активов в условиях диффузионно-
скачкообразной модели финансового рынка. Задача
управления ИП сформулирована как динамическая
задача слежения за эталонным портфелем  с заданной
желаемой эффективностью.

В отличие от традиционных подходов, практиче-
ская реализация полученных алгоритмов сводится к
решению обыкновенных матричных скалярных диф-
ференциальных (или разностных) уравнений Риккати
(а не уравнений в частных производных).

Данный подход позволяет учесть особенности
управления различными видами инвестиций посред-
ством выбора весовой матрицы в функции риска.

Проведен анализ полученной стратегии управле-
ния и показано, что частным случаем результатов, по-
лученных в работе, является решение бикритериаль-
ной задачи [7], т. е. при минимизации квадратичного
критерия одновременно минимизируется дисперсия
портфеля.
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