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ДИНАМИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЫНОЧНОЙ МОДЕЛИ

Рассматривается задача динамического управления инвестиционным портфелем (ИП), состоящим  из рисковых вложений
(обыкновенных акций) и безрискового вклада (банковского счета или надежных облигаций). Задача управления ИП фор-
мулируется как  динамическая задача слежения по квадратичному критерию в пространстве состояний. Для описания до-
ходностей рисковых финансовых вложений  используется однофакторная рыночная модель. Получены уравнения для оп-
ределения оптимальной стратегии управления. Приведены результаты численного моделирования.

Проблема управления ИП является одной из основных в
управлении финансами и представляет как теоретический,
так и практический интерес. Можно выделить два основных
подхода к ее решению. Классический подход, предложен-
ный в [1,2], и последующие его модификации исходят из
предположения о том, что при формировании своего порт-
феля инвестор, с одной стороны, хотел бы минимизировать
риск портфеля (обычно дисперсию портфеля или связанные
с ней меры риска), с другой стороны – получать желаемую
доходность (либо в двойственной постановке – максимизи-
ровать доходность при ограниченном риске). При этом за-
дача оптимизации структуры портфеля (определения опти-
мальных долей вложений в различные виды активов) реша-
ется в статической постановке (однопериодные модели) и в
зависимости от выбора функции риска и способов учета не-
определенности сводится к решению задач квадратичного,
стохастического или линейного программирования [1 – 5].
Возможно распространение этого подхода на многопериод-
ный случай, однако это приводит к значительным вычисли-
тельным затратам [6].

Второй подход основан на построении динамических
моделей ИП в непрерывном времени и использовании для
выбора оптимальной структуры портфеля методов теории
стохастического управления. При этом эволюция портфеля
описывается стохастическим дифференциальным уравнени-
ем в агрегированном виде,  т. е.  уравнением для капитала
портфеля в целом, а в качестве управляющих воздействий
также берутся доли вложений общего капитала в тот или
иной актив. Классическая оптимизационная проблема в ди-
намической постановке заключается в определении страте-
гии управления ИП, максимизирующей некоторую инте-
гральную функцию полезности, зависящую от уровня теку-
щего потребления и конечного богатства, которая имеет
достаточно условный характер и обычно подбирается из
класса функций, для которых можно получить приемлемое
аналитическое решение [7]. За исключением весьма ограни-
ченного набора функций полезности, такой подход приво-
дит к трудной проблеме численного решения уравнений ди-
намического программирования [8]. Используются также и
другие критерии оптимизации портфеля, в частности, в [9]
критерий, чувствительный к риску (risk-sensitive criterion).
Достаточно полный обзор методов оптимизации ИП в ди-
намической постановке с использованием различных крите-
риев дан в [10].

В работах [11 – 13] предложена динамическая модель
управления ИП в пространстве состояний, в которой струк-
тура портфеля описывается в виде динамической стохасти-
ческой сети, узлы которой представляют собой капитал,
помещенный в данный рисковый (акции) или безрисковый
(надежные облигации или банковский счет) актив, а дуги –
направления и объем капитала, перемещаемого между акти-
вами. Задача управления ИП формулируется как динамиче-
ская задача слежения за капиталом некоторого гипотетиче-
ского эталонного портфеля, имеющего задаваемую инве-
стором желаемую доходность. В качестве моделей эволю-
ции цен акций в [11, 12] рассматривалась классическая мо-
дель геометрического (экономического) броуновского дви-
жения (модель Блэка – Шоулса) и ее аналог в дискретном

времени, в [13] модель Мертона,  учитывающая скачкооб-
разные изменения цен вследствие воздействия редких экс-
тремальных событий или ожиданий.

В данной работе в рамках подхода [11 – 13] для описа-
ния доходностей цен рисковых финансовых активов ис-
пользуется так называемая однофакторная рыночная модель
[14],  которая связывает доходность отдельной акции с до-
ходностью рыночного индекса (рыночного портфеля, вклю-
чающего в определенных долях акции ведущих корпора-
ций; в США, например, это индекс Доу – Джонса, Standart
and Poor's 500 Stock Index, в России – индекс РТС). Такая
модель показывает достаточно хорошее соответствие ре-
альным данным и широко используется на практике [14].
Получены уравнения для определения оптимальной страте-
гии управления с обратной связью. Приводятся результаты
численного моделирования.

МОДЕЛЬ ПОРТФЕЛЯ
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ

Рассмотрим ИП, состоящий из n – 1 видов риско-
вых вложений (под рисковыми будем понимать инве-
стиции, доходность которых – случайная величина) и
банковского счета с неслучайной, но, возможно, пе-
ременной доходностью. Управление портфелем осу-
ществляется путем перераспределения капитала меж-
ду различными видами инвестиций посредством бан-
ковского счета. Рассматривается самофинансируемый
портфель, т.е. деньги извне на банковский счет могут
поступать только в виде займа, который погашается
из капитала портфеля, а со счета снимаются только с
целью вложения в ценные бумаги, формирующие ИП.
Предполагается, что масштаб инвестиций инвестора
не влияет на цены акций, т.е. рассматривается так на-
зываемый "маленький" инвестор и не учитываются
трансакционные издержки и налоги.

Пусть [ ]1 2( ) ( ), ( ),..., ( )n
Tx t x t x t x t=  – вектор-стол-

бец, компоненты которого равны объему инвестиций
в i-й актив, i=1,2,…,n; компонента )(txn  описывает
состояние банковского счета, верхний индекс Т озна-
чает транспонирование.

Тогда динамика портфеля в дискретном времени
описывается следующими уравнениями:

для рисковых активов
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где )(kui  – сумма капитала, перераспределяемого в
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момент времени k, )1( +kvi , r(k+1) – ставки доходно-
стей соответственно  рисковых и безрискового вло-
жений на интервале [k, k+1]; )1( +kvi  – случайная ве-
личина. Если 0)( >kui , то – покупку акций вида i – на
сумму )(kui , снятую с банковского счета, а если

0)( <kui , то это означает продажу акций вида i на
сумму )(kui   и помещение этой суммы на банков-
ский счет. В векторно-матричной форме уравнения
(1), (2) имеют вид

)],()()[1()1( kBukxkAkx ++=+ (3)
где матрицы
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1−nI  – единичная матрица размера (n – 1). Необходи-
мо определить стратегию управления ИП путем пере-
распределения капитала между различными инвести-
циями так, чтобы капитал реального портфеля с наи-
меньшими отклонениями (с минимально возможным
риском) следовал капиталу некоторого определяемого
инвестором эталонного портфеля, эволюция которого
описывается уравнением

0 0 0( 1) [1 ( 1)] ( ),V k k V k+ = + μ + (4)

где )()(0 trk >μ  – заданная желаемая доходность
портфеля.

В качестве меры риска выберем квадратичный
функционал вида
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где общий капитал портфеля V(k) = Cx(k), С = [E, 1],
матрица R(k) > 0, начальный капитал ).0()0( 0VV =
Второе слагаемое в функционале (5) накладывает ог-
раничения на "мощность" управляющих воздействий.
Отрицательное значение переменной  )(kxn  означает
заем капитала в размере )(kxn , отрицательное значе-
ние какой-либо из переменных 1,...,2,1, −= nixi , оз-
начает рекомендацию участвовать в операции «shot
sale» (продажа без покрытия) [14].

Для описания эволюции доходностей рисковых
финансовых активов используем однофакторную ры-
ночную модель [14]

)()()( kkRkv iimiii ωσ+β+α= , (6)
где )(kiω  – последовательность некоррелированных
случайных величин с нулевым средним и единичной
дисперсией; iα  – коэффициент смещения; iβ  – коэф-
фициент наклона (в рыночной модели он носит назва-
ние «коэффициент "бета" ценной бумаги вида j»),

0>σ i  –  волатильность (изменчивость) ценной бума-
ги; mR  – эффективность рынка (доходность рыночно-
го индекса).  Для описания динамики изменения до-
ходности рыночного индекса используем модель  ви-
да [10]

)()( kkR mmmm ωσ+μ= , (7)

где mμ  – ожидаемая доходность; 0>σm  – волатиль-
ность рыночного индекса; )(kmω  – последователь-
ность некоррелированных случайных величин с нуле-
вым средним и единичной дисперсией. Последова-
тельности 1,...,2,1),( −=ω niki , и )(kmω  некоррели-
рованы между собой.

С учетом (7) уравнение (6) примет вид
)()()( kkkv iimmimiii ωσ+ωσβ+μβ+α= . (8)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ
СТРАТЕГИИ УПРАВЛЕНИЯ

Используя модель доходностей рисковых активов
(8), уравнение портфеля (3) преобразуем к виду
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Введем расширенный вектор-столбец
[ ]TT kVkxkz )(),()( 0=

и, объединяя уравнения (9) и (4), запишем
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Система (10) относится к классу систем с мульти-
пликативными шумами. Определим оптимальную
стратегию управления с обратной связью вида

)()()( kzkKku = ,
где K(k) – матрица коэффициентов обратной связи,
выбирается из условия минимума функционала (5).

Функционал (5) можно записать в виде
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где tr{●} – след матрицы; [ ]1,−= CC ;

{ })()()( kzkzMkP T=

– матрица вторых моментов. Получим разностное
матричное уравнение для определения этой матрицы.
Используя уравнение (10), будем иметь
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Оптимальную стратегию управления получим,

решив задачу    оптимизации детерминированной сис-
темы, описываемой матричным уравнением динамики
вторых моментов состояний (12), матрицей K(k) в ка-
честве управляющих воздействий и критерием опти-
мальности (11). Для решения этой задачи используем
принцип максимума в матричной формулировке [15].
Определим Гамильтониан системы
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где Q(k) – матричный множитель Лагранжа. Необхо-
димые условия минимума имеют вид
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Взяв производные, получим уравнения, дающие
решение задачи слежения за эталонным портфелем:
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Пример 1. Определим стратегию управления
портфелем, состоящим из банковского счета доходно-
стью r = 0,002  и одного вида акций, с параметрами

1α =0,01, 1β =1,3, 1σ =0,02. Параметры рыночного ин-
декса: mμ =0,007 и mσ =0,01. Доходность эталонного
портфеля μ0 = 0,01. Весовой коэффициент R = 0,01.
Результаты численного моделирования ИП представ-
лены на рис. 1, где на оси абсцисс указаны номера ин-
тервалов, а по оси ординат – суммы вложений. На
рис. 2 и 3 показаны поведения доходностей акции и
рыночного индекса соответственно.

Рис. 1. Динамика портфеля, состоящего из акции и банков-
ского счета: кр. 1 – построенный портфель; кр. 2 – эталон-
ный портфель; кр. 3 – банковский счет; кр. 4 – акция; кр. 5 –
управление

Рис. 2. Динамика поведения доходности акции  (пример 1)
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Рис. 3. Динамика поведения рыночного индекса (пример 1)

Пример 2. Рассмотрим портфель, состоящий из
трех видов акций и банковского счета. Параметры
рисковых ценных бумаг для данного ИП следующие:

=σ1 0,03, 1α =0,01, 1β =1,5, =σ2 0,025, 2α =0,015,

2β =0,9,  =σ3 0,03, 3α =0,012, 3β =0,7. Параметры
рыночного индекса: mμ =0,012, mσ =0,02. Доходность
банковского счета r = 0,0025. Доходность эталонного
портфеля 0μ =0,02. Весовая матрица { }diag 1,1,1R = .
Рис. 4 иллюстрирует динамику распределения финан-
совых ресурсов между различными видами активов,
на рис. 5 показано поведение управляющих воздейст-
вий, на рис. 6 и 7 изображено поведение рыночного
индекса и доходности 3-й акции.

Рис. 4. Динамика портфеля, состоящего из трех акций и
банковского счета: кр. 1 – эталонный портфель; кр. 2 – по-
строенный портфель; кр. 3 – банковский счет; кр. 4, 5, 6 –
рисковые активы

Рис. 5. Динамика поведения управляющих воздействий
(кр. 1, 2, 3 – 321 ,, uuu )

Рис. 6. Динамика поведения рыночного индекса (пример 2)

Рис. 7. Динамика поведения доходности 3-й акции
(пример 2)
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