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Г.М. Кошкин, И.Г. Пивен

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ УСЛОВНЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ СИЛЬНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ

В работе предлагается метод оценивания функционалов от условных распределений при непараметрической неопределен-
ности по наблюдениям, удовлетворяющим условиям сильного перемешивания, на основе кусочно-гладких аппроксимаций
оценок подстановки, для которых выведены формулы главных частей асимптотических среднеквадратических ошибок с
улучшенной скоростью сходимости.  Полученные результаты применены для решения задачи идентификации нелинейной
авторегрессии первого порядка.

Определим класс условных функционалов формулой
( ) ( , ) ( )( ) ( ) ( | ) ,

( ) ( )
g y f x y dy G xJ x g y f y x dy

p x p x
∫

= ∫ = = (1)

где g(•) – известная измеримая по Борелю скалярная функ-
ция, f(x,у) – неизвестная плотность распределения наблю-
даемой двумерной случайной величины Z = (X,У) ∈ R 2,

( ) ( ) ( , ) ,G x g y f x y dy= ∫
 
 p(x) – маргинальная плотность рас-

пределения величины Х, ( , )( | )
( )

f x yf y x
p x

=  –  условная плот-

ность распределения.
Интегрирование, если не оговорено иначе, проводится

на всей числовой оси или плоскости, т.е.
1 2,∫ ≡ ∫ ∫ ∫ ≡ ∫

R R
.

Приведем примеры условных функционалов (1).
Так, условное математическое ожидание, или функция

регрессии выхода стохастического объекта относительно
входа, является моделью, минимизирующей среднеквадра-
тическую ошибку (СКО) истинных выходов объекта и мо-
дели:

( , )( ) ( | ) ( | ) .
( )

yf x y dyr x E Y X x yf y x dy
p x

∫
= = = ∫ =

Обычно при построении модели учитываются не все
входы реального объекта, поэтому возникает погрешность,
связанная с упрощением регрессионной модели относи-
тельно истинной структуры объекта.

 Эту погрешность можно измерять остаточной (услов-
ной) дисперсией

2
2( , )( | ) ( ).

( )
y f x y dyD Y x r x

p x
∫

= −

Для характеристики уровня сложности объекта приме-
няются также такие его статистические характеристики, как
условные коэффициенты асимметрии и эксцесса. В этом
случае g(у) = уk, k = 1, 2, 3, 4; более сложные функции g(у)
заданного вида используются при поcтроении оптимальных
оценок  прогноза  (см. гл. 8 в [1] ).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Простые непараметрические ядерные оценки под-
становки [2. С. 91] условных функционалов J(x) в
точке x согласно [1. С. 28] имеют вид

1 1

( )( ) ( ) ,
( )

n n
n i i

n i
i in n n

G x x X x XJ x g Y K K
p x h h= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= = ∑ ∑⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2)

где 1( )n
n

G x
nh

=
1

( )
n

i
i

i n

x X
g Y K

h=

⎛ ⎞−
∑ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

Zi = (Xi,Yi), 1,i n=
– двумерная выборка, характеризуемая плотностью
f(x,у),

1( )n
n

p x
nh

=
1

n
i

i n

x X
K

h=

⎛ ⎞−
∑ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

К(u) – ядерная функция, последовательность чисел
hn

 >0 удовлетворяет условию 0.lim n
n

h
→∞

=
 
Согласно (2),

при g(y) = y получаем известную ядерную оценку рег-
рессии Надарая–Ватсона [3,4].

Применение оценок типа (2) иногда приводит к
нежелательным эффектам. Например, при некоторых
значениях параметров модели оценки (2) становятся
неустойчивыми, в частности, если |рn(x)| < ε для дос-
таточно малых ε.

Другая проблема состоит в том, что теоретическая
возможность равенства рn(х) = 0 (например, когда ис-
пользуются знакопеременные ядра [5], улучшающие
скорость сходимости в среднеквадратическом ядер-
ной оценки Jn(x) к функции J(x)) не позволяет из-за
неустойчивости оценки типа (2) в явном виде сфор-
мировать мажорантную последовательность и опре-
делить главную часть СКО оценки Jn(x) в соответст-
вии с методами, изложенными в [1, 6, 7].

 Известны следующие три метода решения этих
проблем.

1. Ограничивать область U, в которой р(х) > 0 [8],
при исследовании свойств сходимости оценки Jn(x).

2. Налагать на случайную величину g(Y) и ядро
К(u) дополнительные условия:

|g(Y)|< ∞  [3], sup [exp( | ( ) |] ,
Y

E a g Y < ∞   a > 0 [9],

K(u) ≥ 0 [3,9].
3. Использовать усеченные модификации знамена-

теля оценки (2) [1. C. 68].
В работе предлагается четвертый метод решения

указанных проблем: оценивание функционала (1) при
непараметрической неопределенности с помощью ку-
сочно-гладких аппроксимаций оценок (2), для кото-
рых можно найти главные части асимптотических
СКО с улучшенной скоростью сходимости, причем
наблюдения удовлетворяют условиям сильного пере-
мешивания (с.п.).

 Полученные результаты применены при решении
задачи идентификации нелинейной авторегрессии
первого порядка и позволяют также исследовать бо-
лее общие динамические системы, в том числе про-
цессы авторегрессионного типа со свойствами с.п. [1.
С. 146].

Сходимость с вероятностью 1 для последователь-
ностей с.п. оценок типа (2) исследовалась в [11] , но
проблема вычисления СКО таких оценок осталась не
исследованной. В [9] найдена главная часть асимпто-
тической оптимальной СКО оценки Надарая – Ватсона
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для с.п. последовательностей, но с традиционной ско-
ростью сходимости.

2. КУСОЧНО-ГЛАДКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
КЛАССИЧЕСКИХ ОЦЕНОК

Представим функционал J(x) в виде

1 0 1 0( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ).J x H a x a x a x a x= = (3)
Согласно [1. С. 17], назовем базовыми функциона-

лами функции

1( ) ( ) ( , )a x g y f x y dy= ∫  и 0 ( ) ( , ) ( ).a x f x y dy p x= ∫ =

Для преодоления ограничений, указанных в п.2, и
увеличения устойчивости оценки Jn(x) в области, в
которой знаменатель рn(х) в (2) близок к нулю, при-
меним следующую кусочно-гладкую аппроксимацию
(см. [7] ) для оценки (2):

[ ]

,

( )
( ) ,

(1 | ( ) | )
n

n
n v n

J x
J x

J x
ν

ρ τ
=

+ δ
� (4)

где τ> 0, ρ> 0, ρτ ≥ 1 и 2 1
, ( ( ) ),n n nO h nhν −
νδ = +

 
ν ≥  2.

В данной работе установлены условия существо-
вания оптимальной скорости сходимости порядка

2 /(2 1)( ),O n− ν ν+  ν = 2, 4,…, непараметрической оценки
(2) и ее кусочно-гладких аппроксимаций (4) для сла-
бозависимых наблюдений, удовлетворяющих усло-
вию с. п., при которых эта скорость является опти-
мальной и в случае независимых наблюдений (см. [5,
6] ). Если v → ∞ , то эта оптимальная скорость, кото-
рая является наилучшей согласно [10], стремится к
скорости сходимости 1( )O n−  классических парамет-
рических оценок.

3. ЯДЕРНЫЕ ОЦЕНКИ БАЗОВЫХ ФУНКЦИО-
НАЛОВ СЛУЧАЙНОЙ ВЫБОРКИ

3.1. Вспомогательные обозначения
и определения

Пусть Z1 ,…, Zn – двумерная выборка объема n из
генеральной совокупности, характеризуемой плотно-
стью распределения ( , )f x y . В качестве непараметри-
ческой оценки плотности 0( ) ( )p x a x=  и базового
функционала 1( )a x  воспользуемся объединенной ста-
тистикой следующего вида:

1

1( ) ( ) ,
n

r i
nr i

n ni

x X
a x g Y K

nh h=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑    r = 0, 1, (5)

где K(u) – ядро, которое, вообще говоря, не обяза-
тельно обладает характеризационными свойствами
плотности (неотрицательность и нормировка на 1), а
последовательность чисел 0.nh ↓

Оценку (5) при r = 0 обычно называют ядерной
или парзеновской оценкой плотности (иногда оценкой
типа Розенблатта – Парзена).

Определение 1. Функция 1( ) : sH z R R→  принад-
лежит классу , ( ),v sN x  если она и все ее частные про-
изводные (до v -го порядка включительно) непрерыв-
ны в точке x.

Определение 2. Функция ,( ) ( )v sH z N R∈ , если
указанные в определении 1 свойства ( )H z  выполня-

ются для всех sx R∈ .
Определение 3. Функция ,( ) ( , )v sH z N x∈ ε , если

( )H z и все ее частные производные до v-го порядка
включительно непрерывны и ограничены в некоторой
ε -окрестности точки х.

Обозначим:

1
sup sup,

x x∈
=

R
 ( ) ,j

jT u K u du= ∫  1, 2,...j = .

Определение 4. Борелевская функция K(u) при-
надлежит классу нормированных ядер ,A  если

 ( )sup
u

K u < ∞ , ( ) ,K u du < ∞∫  ( ) 1.K u du =∫
Определение 5. Борелевская функция ( ) ,vK u A∈

если ( ) ,K u A∈  и K(u) удовлетворяет условиям

( )vu K u du < ∞∫  , Tj = 0 , 1,..., 1.j v= −

Замечание 1. Классу 2A  принадлежат симмет-
ричные относительно нуля ядра с характеризацион-
ными свойствами плотности и 2 ( ) ,u K u du < ∞∫  одна-

ко ядра K(u) из класса ,vA  4,v ≥  не являются плотно-
стями, поэтому функция K(u) при некоторых значени-
ях аргумента u будет отрицательной.

Одним из методов нахождения ядер ( ) vK u A∈  яв-
ляется рекуррентная процедура, основанная на поли-
номах Якоби, ортонормированных с весовой функци-
ей { }2( ) 1 , 1;0, 1p u u u u= − ≤ > , которая определяется

следующим образом:
2

0
( ) ( ) (0) ( )(2 3)( 2) / 8( 1)

v

j j
i

K u p u p p u j j j
−

=
= + + +∑ ,

2 1
3 2 5( ) ( ) ( )
4 2j j j

j jp u up u p u
j j+ +

⎡ ⎤+ +
= −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

,

0 0( ) (0) 1p u p= = , 1( ) 2p u u= , 1(0) 0p = .
В качестве примера приведем ядро класса А6:

2 4 6 8 при 1,105(5 35 63 33 ) / 2 ,( )
при 1.0,

uu u uK u
u

≤⎧ − + −=⎨ >⎩

3.2. Асимптотические свойства

Обозначим ( ) ( ) ( , )r
ra x g y f x y dy+ = ∫ , смещение

оценки ( )nra x  – через ( ) ( ) ( )nr nr rb a a x a x= Ε − . Теперь
сформулируем условия асимптотической несмещен-
ности оценки (5).

Лемма 1 (асимптотическая несмещенность базо-
вой оценки). Если при r = 0,1 функции 0,1( ) ( )ra z N x∈ ,

sup ( )r
x

a x+ < ∞ , ядро удовлетворяет условиям

( )K u du < ∞∫ , ( ) 1K u du =∫ ,

последовательность вещественных чисел 0nh ↓ , то

lim ( ) lim ( ) ( ) 0.nr nr rn n
b a a x a x

→∞ →∞
= Ε − =  (6)
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Определение 6. Оценка nt  параметра t имеет ско-

рость сходимости порядка n−α  при 0α >  (в знаках:
( )nt V n−α∈ ), если для ее СКО 2 2( ) ( )n nu t t t= Ε −  спра-

ведливо предельное соотношение 2lim ( ) ,nn
n u t Cα

→∞
=

где 0 .C< < ∞
Обозначим производную m-го порядка функции

( )ra x  как ( ) ( )m
ra x .

При вычислении скорости сходимости оценки (2)
в соответствии с определением 6 требуется для ( )nJ x
вычислить скорость сходимости смещения.

Лемма 2 (скорость сходимости смещения). Пусть
при r = 0,1 1) ,1( ) ( )r va z N R∈ ; 2) ( )sup ( )m

r
x

a x <∞ , m = 0,v;

3) K(u) удовлетворяет условию vA  без sup ( )
u

K u < ∞ ;

4) 0nh ↓ .
Тогда при n → ∞  для смещения оценки ( )nra x

получим
( )( ) ( ) ( )v v v

nr r n nb a x h o h− ω = , (7)

где 
( )

( ) ( )( )
!

v
v r

r v
a xx T

v
ω = .

Определение 7. Последовательность веществен-
ных чисел { }nh  принадлежит классу Н, если

( 1/ ) 0.n nh nh+ ↓

Обозначим ( ) ( ) ( ) ,L c K u K cu du= ∫  1c R∈ , т.е.
2(1) ( ) .L K u du= ∫

Определение 8. Числовую последовательность nα
будем называть эквивалентной числовой последова-
тельности 0nβ ≠  (в знаках ~n nα β ), если
lim | / | 1n nn→∞

α β = .

Лемма 3 (ковариация). Пусть при r,s = 0,1 и x y≠ :

1) функции 0,1 2 0,1( ) ( ), ( ) ( );ra z N y a z N y∈ ∈  

2) функции 0,1 2 0,1( ) ( ), ( ) ( );ra z N x a z N x∈ ∈   

3) ядро ( )К u A∈  и lim
u →∞

( ) 0;К u =

4) 2| ( ) |g YΕ < ∞ ;
5) последовательность вещественных чисел nh H∈ ;
6) 0sup | ( ) | .

u
K u u C≤

Тогда при n → ∞  ковариация равна

,cov( ( ), ( )) ~ (1) ( ) ( )
2

x y
nr ns r s r s

n
a x a y L a x a y

nh + +
δ

⎡ ⎤+⎣ ⎦ . (8)

Следствие 1 (дисперсия). Если выполнены усло-

вия 2) – 5) леммы 3, то при n → ∞ дисперсия равна

2
1( ) ~ (1) ( )nr r

n
Da x L a x

nh
. (9)

Улучшение скорости сходимости смещения оцен-
ки (лемма 2) позволяет повысить скорость ее сходи-
мости в смысле определения 6.

Теорема 1 (СКО). Если выполнены условия лем-
мы 2 и следствия 1, то при n → ∞ оптимальная после-
довательность o

nrh принимает вид
1

2 1
0 2 2

0 ( )

(1) ( )arg min ( ( )) ~
2 ( )nr

r
nr h nr

r

L a xh u a x
n x

ν+

> ν

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎡ ⎤ν ω⎣ ⎦⎣ ⎦

,

а оптимальная СКО вычисляется по формуле
2 2( ( ) | ) ( ( )) ~o

nr nr

o
nr nrh hu a x u a x

=
=

[ ]
2 22

2 1 ( )2 2 12 1(1) ( )~ 2 1 ( ) ( )
2

v vv
v vr vv

r
L a xv x O n

nv
−+ ++⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ω =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. (10)

Согласно (10) и определению 6, при ν → ∞
2

12 1( ) ( ) ( )
v

o v
nra x V n V n

− −+∈ → ,
Вывод. Скорость сходимости оптимальной непа-

раметрической оценки ( )o
nra x  стремится к обычной

скорости сходимости параметрических оценок.
Замечание 2. Результаты теоремы 1 имеют важное

теоретическое значение, но их применение на практи-
ке вызывает определенные затруднения, так как, во -
первых, они справедливы только при достаточно
больших n и, во-вторых, оптимальные o

nrh  и
2 ( ( ))nru a x  выражаются через неизвестные нам функ-

ции 2 ( )ra x , ( )ra x  и их производные ( ) ( )v
ra x .

Это позволяет считать центральной проблемой
при применении на практике оценок ( )nra x  задачу
нахождения для конкретного набора 1,..., nZ Z  опти-
мального, в смысле некоторого критерия, значения

1( ,..., )o
nr nh Z Z .

Например, при r = 0 такое 1( ,..., )o
nr nh Z Z  часто на-

ходят из максимума эмпирической функции правдо-
подобия:

1 0 1
1

( ,..., ) arg max ( )
n

o
nr n h n i

i
h Z Z p X> −

=

= ∏ , (11)

где 
1

1
1( )

( 1)

n
j i

n i
j i

X X
p X K

n h h

−

−
≠

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ .

Свойства так называемой кросс-проверочной ядер-
ной оценки 0ˆ ˆ( ) ( )n np x a x=  с параметром 0 1( ,..., )o

n nh Z Z ,
полученным из критерия (11), обсуждаются в гл. 6
монографии [14], где также можно найти достаточно
подробный список литературы по данной проблеме.

Методом кросс-проверки можно найти

1 1( ,..., )o
n nh Z Z  для 1( )na x , 1( ,..., )o

n nh Z Z  для оценки

1 0( ) ( ) / ( )n n nJ x a x a x=  функции J(x) из минимума кри-
териев:

[1 1 0
1

( ,..., ) arg min ( )
n

o
n n h i

i
h Z Z g Y>

=
= −∑

2
1

1
1 ˆ( ) ( )

( 1)

n
i j

j n i
j i

X X
g Y K p X

hn h

−

−
≠

⎤−⎛ ⎞
− ⎥⎜ ⎟− ⎥⎝ ⎠ ⎦

∑ ,
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[1 0
1

( ,..., ) arg min ( )
n

o
n n h i

i
h Z Z g Y>

=
= −∑

2
1 1

( ) ( )
n n

i j i j
i i

i j i j

X X X X
g Y K g Y K

h h

− −

≠ ≠

⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
∑ ∑ .

Представляет интерес также подход Э.Надарая к
решению указанной проблемы, когда в оптимальных

o
nrh  неизвестные функции 2 ( )ra x ,. ( )ra x  и их произ-

водные ( ) ( )v
ra x  заменяются соответственно состоя-

тельными ядерными оценками (см. пар. 2, гл. 1 в [15]).
Замечание 3. При использовании в (11) оценок с
2v >  эмпирическая функция правдоподобия может

принять отрицательное значение с отличной от нуля
вероятностью, что приведет к некорректному резуль-
тату, не поддающемуся интерпретации. Этого можно
избежать, если в (11) использовать неотрицательные
ядерные оценки плотностей с улучшенной скоростью
сходимости [1, 16].

4. УСЛОВИЕ СИЛЬНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ

Обозначим σ-алгебру, порожденную одномерными
случайными величинами sX , 1sX + , …, tX , через t

sF .
Определение 9. Строго стационарная последова-

тельность { } 1j j
X

≥
 удовлетворяет с.п. условию, если

( ) ( ) ( ) ( )
0 ,
sup 0,

A F B F
P AB P A P B

∞
−∞ τ∈ ∈

− ≤α τ ↓  ,τ ↑ ∞  (12)

( )α τ  – коэффициент с.п. (в знаках: { } 1
( )j j

X S
≥

∈ α ).

Замечание 4. В определении 9 под { } 1j j
X

≥
 можно

подразумевать также последовательность векторов.
Важные примеры с.п. последовательностей можно

найти в [10], [1]; отметим только, что с.п. последова-
тельности обычно генерируются динамическими мо-
делями авторегрессионного типа [1].

Обозначим ( )
1

EX X ρ ρ
ρ = . В дальнейшем часто

будет использоваться следующее неравенство.
Лемма 4 [17]. Пусть случайные величины X и Y

измеримы относительно σ-алгебр 0F−∞  и F ∞
τ  соответ-

ственно, имеет место (12) и пусть 1 , , ,p q r≤ ≤ ∞
1 1 1 1.p q r− − −+ + =  Тогда

1/E E E 2 ( ) .r
p qXY X Y X Y− ≤ πα τ  (13)

Впервые неравенство типа (13) с константой
С = 12 вместо 2π было доказано в [18].

5. СВОЙСТВА ЯДЕРНЫХ ОЦЕНОК
БАЗОВЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

С.П. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Понятно, что результаты лемм 1 и 2 остаются
справедливыми и в случае, когда выборочные наблю-
дения 1{ }n

jZ  зависимы между собой. Далее мы дока-
жем, что для ковариаций, дисперсий и СКО оценок
выражения их главных частей (главных вкладов) при
задаваемых условиях перемешивания совпадают с

главными вкладами утверждений леммы 3, следствия
1 и теоремы 1.

Положим ( , ), ,z x y z x y= ∂ =∂ ∂  1 1 1( ) ( , ).Z z X x Y y< = < <
Обозначим

2
2 ( ) ( ) ( , ) ,a x g y f x y dy+δ+

+δ = ∫
1 , 1( , ) ( ) ( ) ( , , , ) ,r r

rsa x y g v g q f x v y p dvdp+
τ τ= ∫∫

где 
4

1 1( , ) ( , )f z p P Z z Z p
z pτ τ
∂

= < <
∂ ∂

 – четырехмерная

плотность распределения случайных величин 1( , ).Z Zτ

Лемма 5 (ковариация оценок базовых функциона-
лов для с.п. последовательностей).

Пусть при r, s = 0,1
1) последовательность { } 1

( )j j
Z S

≥
∈ α , причем

[ ]
1

( q d
∞

α τ τ < ∞∫ , 0 1;q< <

2) функции 0,1 2 0,1( ) ( ), ( ) ( );r sa v N y a v N y+
+ +δ∈ ∈

3) функции 0,1 2 0,1( ) ( ), ( ) ( );r sa v N x a v N x+
+ +δ∈ ∈

4) ядро ( )К u A∈  и дополнительно lim
u →∞

( ) 0;К u =

5) 0sup ( ) ;
u

K u u C≤

6) последовательность вещественных чисел
,nh H∈  (2 )sup ( ) .r

x
a x+

+δ < ∞

Тогда при n → ∞  для ковариации справедлива
оценка

1
4 (1 (1))cov( ( ), ( ))nr ns q

n

oa x a y
nh +

π +
≤ ×

1
2

(2 ) (2 )( ) ( )
q

r sa x a y
−

+ +
+δ +δ⎡ ⎤× ×⎣ ⎦

[ ]
12

1
1

( ) ( ) .
q q

qK u du d
−

∞
−

⎡ ⎤
× α τ τ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  (14)

Пусть дополнительно
7) коэффициент ( )α τ  удовлетворяет

[ ]
1

( ) ,q d
∞

α τ τ < ∞∫  0 0,5q< < ;

8) функции ( )ra x+  ( )sa y+  и 1 , ( , )rsa x y+
τ  для 1τ >

равномерно ограничены в R2.
Тогда при n → ∞  ковариация равна

[ ],

cov( ( ), ( ))
1(1) ( ) ( ) .

2

nr ns

x y
r s r s

n n

a x a y

L a x a y o
nh nh+ +

=
δ ⎛ ⎞

= + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (15)

Следствие 2 (дисперсия оценок базовых функ-
ционалов для с.п. последовательностей).

Если при r = s = 0,1 выполнены условия 1), 3), 4),
6) – 8) леммы 5, то при n → ∞  дисперсия оценки равна

( ) 2
1 1(1) ( ) .nr x r

n n
Da L a x o

nh nh
⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16)

Теорема 2 (СКО оценок базовых функционалов
для с.п. последовательностей). В условиях леммы 2 и
следствия 2 при n → ∞  выполняются все утвержде-
ния теоремы 1.
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6. СХОДИМОСТЬ ЧЕТВЕРТЫХ
МОМЕНТОВ ЯДЕРНЫХ ОЦЕНОК
БАЗОВЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

ДЛЯ С.П. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Обозначим
1 ( )( )

8
1

( , , , )
( , , , )

i i j i j k

i i j i j k

f z s u w
Z z Z s Z u Z w

z s u w

+ + +

+ + +

=

∂ Ρ < < < <
=

∂ ∂ ∂ ∂
– плотность распределения случайных величин

1( , , , ),i i j i j kZ Z Z Z+ + +

81 ( )( ), ( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )r r r r
i i j i j k r R

a x y x y g v g s g v g s+
+ + + ′ ′ ′ ′= ×∫

1 ( )( ), ( , , , , , , , )i i j i j k rf x v y s x v y s dvdsdv ds+ + + ′ ′ ′ ′ ′ ′× ,

61(1 )(1 ), ( , , ) ( ) ( ) ( )r r r
j j k r R

a x y x g v g s g v+
+ + + ′ ′= ×∫

1(1 )(1 ), ( , , , , , )j j k rf x v y s x v dvdsdv+ + + ′ ′ ′× .
4

4 ( ) [ ( ) ( )]nr nr nM a a x a x= Ε −  – четвертый момент
отклонений ( )nra x  от ( ),ra x

1

1( ) ( )
n

nr nr r ir
n i

S a x a x
nh =

= − Ε = η∑  – центрирован-

ная оценка ( )nra x ,

( ) ( )r ri i
ir i i

n n

x X x X
g Y K g Y K

h h
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −

η = − Ε ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

, r = 0,1.

Лемма 6 (порядок сходимости четвертых цен-
тральных моментов). Пусть для r = 0,1

1) последовательность { } 1
( )j j

Z S
≥

∈ α  и

[ ]2 2
0

( ) ,d
δ∞
+δτ α τ τ < ∞∫  δ > 0

2) функции 1 ( )( ), 0,4( , , , ) ( , , , ),i i j i j k ra u v t w N x x x x+
+ + + ∈

, , 1,i j k ≥  ;i j k n+ + ≤  1(1 )(1 ), 0,3( , , ) ( , , ),j j k ra u v t N x x x+
+ + + ∈

, 1,j k ≥  1 ;j k n+ + ≤
3) ( )K u A∈  и 

| |
lim ( ) 0;
u

uK u
→∞

=

4) последовательность вещественных чисел ,nh H∈

(2 )sup ( ) .x ra x+
+δ < ∞

Тогда 4
2 2
1( ) .nr

n
S O

n h

⎛ ⎞
Ε = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
Лемма 7. (порядок сходимости четвертых момен-

тов отклонений). Если для r = 0,1 выполняются усло-

вия лемм 2 и 6, то 4
4 2 2

1( ) .v
nr n

n
M a O h

n h

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

7. СВОЙСТВА ЯДЕРНОЙ ОЦЕНКИ УСЛОВНО-
ГО ФУНКЦИОНАЛА ДЛЯ

С.П. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Оценим условный функционал
1 0( ) ( ( ), ( ))J x H a x a x= = 1 0( ) / ( )a x a x

методом подстановки [2, с.91], т.е. отношением
1 0 1 0( ) ( ( ), ( )) ( ) / ( ),n n n n nJ x H a x a x a x a x= =

где ( )nra x  задается формулой (5).

Учитывая, что знаменатель ( )nf x  может быть
близок к нулю в оценке подстановки ( )nJ x  отноше-
ния J (x), особенно при использовании знакоперемен-
ных ядер для восстановления базовых функционалов,
приходим к выводу о неустойчивости самой оценки
подстановки. Поэтому, как следует из Введения и п.3,
теоремы о СКО оценок сложных функций с особен-
ностями, требующими нахождения мажорантных по-
следовательностей, оказываются неприменимыми.
Одним из конкретных способов решения этой про-
блемы является использование для оценки отношения

( )nJ x  кусочно-гладкой аппроксимации ( )nJ x�  (см.
формулу (4)).

Введем обозначения:
1 1 1 0

1 0
0 1 0 0

cov( , ) cov( , )( , ) ;cov( , ) cov( , )
n n n n

n n
n n n n

a a a aB a a a a a a
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

{ } 1n nt ≥  – последовательность оценок аргумента t

функции 1( ) : , 1;sH t R R s→ ≥  1( ) ( ,..., ),sH t H H∇ =
где 1 1( ) / ,..., ( ) / ;s sH H t t H H t t= ∂ ∂ = ∂ ∂

2 2
1 ...n n nst t t= + +  – евклидова норма вектора nt ;

N +  – множество четных натуральных чисел;
ϒ {( ) ( , ) : ( ) 2 /( 1) 0,q k q q k kλ = ≥ λ = λ − − >

[ ]}0 3, 1;2 , 2k k kλ ≥ λ = = ≥ ,

множество для тройки ( , , ),q k λ  где , ;k λ ∈ Ν

{( ) ( , ) : 0 ( 1) / 2 ,m k m k kΓ = γ ≤ γ ≤ − −

}0 (3, 1;2 , 2, Ν)m m k k k k≥ = = ≥ ∈  – множество для
пары ( , )kγ  и Νm ∈ ;

~
( ) ( ) /(1 ( ) ) ,q p

n n n nH t H t H t= + δ

где 0,q > 0, 1, 0.np pq> ≥ δ >
Определение 10. Последовательность функций

{ }( )nH t  принадлежит классу ( ),M γ  если для всевоз-
можных значений величин 1,..., nX X  последователь-

ность { }( )nH t  мажорируется числовой последова-

тельностью 0 ,nC d γ , ,0 .nd n↑ ∞ → ∞ ≤ γ < ∞
Свойства оценки подстановки ( )nH t  и ее кусочно-

гладкой аппроксимации 
~

( )nH t  исследованы в [7]. Да-
лее эти теоремы (обозначенные здесь под номерами 4
и 5) дополнены новыми следствиями.

Теорема 3 (теорема 1 в [7]). Пусть выполнены ус-
ловия

1) 2,( ) ,sH z N
2) { ( )} ( ),nH t M∈ γ

3) / 2( )i i
n nt t O d −Ε − =

для всех i ∈ Ν .
Тогда для любого k ∈ Ν

[ ] ( 1) / 2( ) ( ) ( )( ) ( ).
kk T k

n n nH t H t H t t t O d − +⎡ ⎤Ε − − Ε ∇ − =⎣ ⎦

Если в условии 3) положить i = m, то утверждение
теоремы выполняется, когда 4) ( , ) ( ).k mγ ∈ Γ
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Следствие 3. Пусть выполнены условия
1) 2,( ) ,sH z N
2) { ( )} ( ),nH t M∈ γ

3) 4 2( ),n nt t O d −Ε − =

4) { }( , ) (4) : 0 1/ 4 .kγ ∈ Γ = γ ≤ γ ≤
Тогда для СКО оценки подстановки имеем

2

3/ 2

, 1

( ( ))

cov( , ) ( ) ( ) ( ).

n
s

j p nj np nj np n
j p

u H t

H H t t b t b t O d −

=

=

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦∑
Теорема 4 (следствие 4 в [7]). Пусть выполнены

условия
1) для некоторого 3,λ ≥  ,λ ∈ Ν

/ 2( )n nt t O dλ −λΕ − = , ,nd ↑ ∞ ,n → ∞

2) функция 2,( ) ( , )sH z N t∈ ε ,

3) 1,n nCd −δ = 0 C< < ∞

4) ( ) 0H t ≠  или .q +∈ Ν

Тогда для любых ( )( , )q k ∈ ϒ λ

[ ]
1

2( ) ( ) ( )( ) ( ).
k

k k
n n nH t H t H t t t O d

+
−

⎡ ⎤Ε − − Ε ∇ − =⎣ ⎦
�

Следствие 4. Пусть выполнены условия
1) 2,( ) ,sH z N∈

2) 4 2( ),n nt t O d −Ε − =

3) 1,n nCd −δ = δ = �

4) ( ) 0H t ∉  или ,q +∈ Ν

5) { }( , 2) (4) : 4 .q q q∈ ϒ = ≥

Тогда
2

3/ 2

, 1

( ) ( )

cov( , ) ( ) ( ) ( ).

n
s

j p nj np nj np n
j p

H t H t

H H t t b t b t O d −

=

⎡ ⎤Ε − =⎣ ⎦

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∑

�

Лемма 5 и следствие 2 определяют условия сходи-
мости ковариационной матрицы оценок 1( )na x  и

0 ( )na x  для с.п. последовательностей.
Лемма 8. Если выполняются условия следствия 2, то

2 1
1 0

1 0

( ) ( )lim ( , ) (1) .( ) ( )n n nn

a x a xnh a a L a x a x→∞

⎡ ⎤Β = ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (19)

Наличие верхнего или нижнего индекса [ ]v  у ве-

личин [ ] [ ], ( )v v
nr nrh a x  и др., зависящих от K(u), обознача-

ет принадлежность ядра K(u) классу функций vA .

Обозначим через [ ] ( )o v
nra x  оптимальную оценку базо-

вого функционала, для которой

[ ] [ ] 1/(2 1) ,o v o v v
nr rh n− += β

[ ] [ ] [ ] 1/(2 1)

2(1) ( ) /(2 ) ,
vo v v v

r r rL a x vB
+

⎡ ⎤β =
⎣ ⎦

где

 [ ] 2( ) ;v v
r rB ⎡ ⎤= ω⎣ ⎦

пусть также

[ ] [ ]( ) [ ]( )1/ 2
,

vo v v o v
r r rQ B= β  2 ( ) .L K u du= ∫

Лемма 9. Если выполняются условия следствия 2, то

[ ] [ ]
2

2 1
1 0lim ( , )

v
o v o vv
n nn

n a a+
→∞

Β =

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

[ ]

0 1 1 012 1

1 1 01

0 1 1 01 01

1 01 0

( / ) ( / )(1) ( ) ( )
2

.
( / ) ( / ) (1) ( )( )

2

v v v vv

v v v

v v v v v

v v v

L LL a x a x

L L L a xa x

⎡ ⎤⎛ ⎞β β β β⎢ ⎥⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎢ ⎥β β β⎝ ⎠⎢ ⎥

⎛ ⎞⎢ ⎥β β β β⎜ ⎟+⎢ ⎥⎜ ⎟β β β⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (20)

Замечание 5. Порядок скорости сходимости СКО
в (10) совпадает с порядком скорости сходимости ко-
вариационной матрицы (20) (каждого ее элемента) в
смысле определения 6.

Обозначим
2 2 2(1)( ) ( ) ( | ) ( )

( )
Lx g y f y x dy J x
p x

⎡ ⎤σ = −⎣ ⎦∫ .

Свойства оценки подстановки условного функ-
ционала ( )nJ x  и ее кусочно-гладкой аппроксимации

[ ] ( )v
nJ x�  изучаются ниже.
Теорема 5. Пусть выполнены следующие условия:
1) последовательность 1{ } ( ),j jZ S≥ ∈ α  и коэффи-

циент с.п. α(τ) удовлетворяет двум дополнительным
ограничениям

[ ]
1

( ) ,
q
d

∞
α τ τ < ∞∫  0 1/ 2,q< <

[ ]2 2
0

( ) ,d
δ

∞ +δτ α τ τ < ∞∫  0;δ >

2) 2,1( ) ( ),ra z N x∈  (2)sup | ( ) | ,r
x

a x < ∞  r = 0, 1,

     2 0,1( ) ( ),a v N x+ ∈  (2 ) 0,1( ) ( ),a v N x+δ ∈

3) (2)sup | ( ) | ,r
x

a x < ∞  ( ) 0,p x >  r = 0, 1, sup ( ) ;
x

p x < ∞

4) последовательность вещественных чисел ;nh H∈
5) ядро ( ) ,K u A∈  

| |
lim ( ) 0;
u

uK u
→∞

=

6) функции ( )ra x+  и 1 , ( , ),rsa x x+
τ  r = 0, 1, для τ > 1 в

R2 равномерно ограничены;
7) функции 1 ( )( ), 0,4( , , , ) ( , , , ),i i j i j k ra u v t w N x x x x+

+ + + ∈

i, j, k≥1, i + j + k ≤ n, 1 ( )( ), 0,3( , , ) ( , , ),i i j i j k ra u v t N x x x+
+ + + ∈

r = 0,1,  j, k ≥ 1  1 + j + k ≤ n;
8) 2 | ( ) | ;u K u du < ∞∫  9) | ( ) | .g Y < ∞

Тогда при n → ∞  
2

2 ( )( ( ) ( ))n
n

xJ x J x
nh

σ
Ε − − −
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4 2 2(2) (2)2
2 3/2

1( ( ) ( )) ( ) ( )
(2 ( )) ( )

n

n

h T
J x p x J x p x O

p x nh

⎛ ⎞
⎡ ⎤− − = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Асимптотические свойства оценки условного фун-
кционала, задаваемой формулой (4), характеризует

Теорема 6. Пусть выполнены следующие условия:
1) последовательность 1{ } ( )j jZ S≥ ∈ α  и

[ ]
1

( ) ,
q
d

∞
α τ τ < ∞∫  0 0,5q< < ,

[ ]2 2
0

( ) ,d
δ

∞ +δτ τ τ < ∞∫  0;δ >

2) ,1( ) ( ),r va z N x∈  ( )sup ( ) ,v
r

x
a x < ∞  r = 0, 1,

2 0,1( ) ( ),a v N x+ ∈  2 0,1( ) ( ),a v N x∈  (2 ) ( )a v+δ ∈ 0,1( ),N x

4sup ,
x

a+ < ∞

3) ( )sup ( ) ,v
r

x
a x < ∞  ( ) 0,p x >  r = 0, 1, sup ( ) ;

x
p x < ∞

4) последовательность вещественных чисел тако-
ва, что ( 1/ ) 0;n nh nh+ ↓

5) ядро ( ) ,vK u A∈  
| |
lim ( ) 0;
u

uK u
→∞

=

6) функции ( )ra x+  и 1 , ( , ),rsa x x+
τ  r = 0, 1, для τ > 1 в

R2 равномерно ограничены;
7) функции 1 ( )( ), 0,4( , , , ) ( , , , ),i i j i j k ra u v t w N x x x x+

+ + + ∈

i, j, k≥1, i + j + k ≤ n,

1 ( )( ), 0,3( , , ) ( , , ),i i j i j k ra u v t N x x x+
+ + + ∈  r = 0, 1, j, k≥1

1 + j + k ≤ n;
8) ( )vu K u du < ∞∫  для некоторого ;v +∈ Ν

9) ( ) 0J x ≠  или τ ≥ 4, .+τ∈ Ν

Тогда при n → ∞  [ ] [ ]
2

2
( )

( ( ) ( )) vv
n

n

x
J x J x

nh

σ
Ε − − −�

[ ]

2 2 2( ) 3/ 2
,2 ( ( ) ( )) ( ) ( ) (( ) ).

( ( ) !)

v
vn v

n v
h T

J x p x J x p x O
p x v

⎡ ⎤− − = δ⎣ ⎦

Для получения улучшенной скорости сходимости

СКО оценки 
[ ]~

( )
v

nJ x  порядка 2 /(2 1)( )v vO n− +  по сравне-

нию с обычной скоростью порядка 4 /5( )O n−  для
( )nJ x  ( ср. п. 6 в [6] ) согласно теореме 7 необходимо

применить знакопеременные ядра K(u), принадлежа-
щие к классу vA  для 2.v >

Применение полученных в этой работе новых ре-
зультатов, изложенных в теоремах 6 и 7, в случае
конкретной ( )g ⋅  в (2), (4) и зависимости наблюдений
требует проверки следующих простых условий:

4 2( ( ) ( )) (( ) )n na x a x O nh −Ε − = ,

4 2( ( ) ( )) (( ) ).n np x p x O nh −Ε − =

Сравнительные преимущества теоремы 7 по срав-
нению с теоремой 6 открывают особые возможности
применения кусочно-гладких аппроксимаций оценок
подстановок:

1) Улучшается скорость сходимости СКО при ис-
пользовании знакопеременных ядер для кусочно-
гладкой аппроксимации [ ] ( )v

nJ x�  при 4.v ≥

Снимается ограничительное условие ( ) .g Y < ∞

СКО для кусочно-гладкой аппроксимации [ ] ( )v
nJ x�

вычисляется даже в тех случаях, когда ранее это было

невозможно, т.е. при 
1

0
n

i

ni

x X
K

h=

⎛ ⎞−
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  и ( ) 0K u ≤  на

некоторых множествах из R1 (например, в области
определения знакопеременных финитных ядер).

Лемма 10. Если выполнены условия леммы 6 и
теоремы 6 то при n → ∞

[ ]4 2
,2( ) ( ) ( )n nJ x J x OΕ − = δ .

Лемма 11. Если выполнены условия леммы 6 и
теоремы 7 то при n → ∞

4[ ] 2
,( ) ( ) ( )v

n n vJ x J x O⎡ ⎤Ε − = δ⎣ ⎦
� .

Согласно лемме 11 и лемме Бореля – Кантелли
справедливо

Утверждение. Если ряд 2
,

1
n v

n

∞

=
δ∑  сходится, то при

n → ∞  последовательность оценок [ ] ( )v
nJ x� сходится к

( )J x  с вероятностью 1, т.е.
[ ]~

lim ( ) ( ) 0 1
v

n
n

J x J x
→∞

⎧ ⎫⎪ ⎪Ρ − = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.

Аналогичное утверждение справедливо и для
оценки ( )nJ x .

Следствие 5. В условиях леммы 11 для оптималь-
ной последовательности 1/(2 1)( )o v

nh O n− += , обеспечи-
вающей одинаковую скорость сходимости к нулю
дисперсии и квадрата смещения оценки [ ] ( )v

nJ x�  [6],

имеет место равенство { }[ ]lim ( ) ( ) 0 1o v
nn

J x J x
→∞

Ρ − = =� .

Следствие 5 справедливо, так как

0
2 /(2 1)

, , | ( )
n n

o v v
n v n v h h O n− +

=
δ = δ = ,

и ряд 2
,

1
( )o

n v
n

∞

=
δ∑  сходится.

Введем два вида оптимальных оценок условных
функционалов J(x):

оценку подстановки [ ] [ ] [ ]
0 1( ; , )v o v o v

nJ x β β , для каждой
компоненты которой используется свое оптимальное
значение параметра [ ] [ ] 1/(2 1)o v o v v

nr rh n− += β , r = 0, 1, и со-
ответствующую ей кусочно-гладкую аппроксимацию

[ ] [ ] [ ]
0 1( ; , )v o v o v

nJ x β β� ;

оценку подстановки [ ] [ ]
0( ; )v o v

nJ x β , для которой ис-
пользуется общее оптимальное значение параметра

[ ] [ ] 1/(2 1)o v o v v
nh n− += β , и соответствующую ей кусочно-

гладкую аппроксимацию [ ] [ ]
0( ; )v o v

nJ x β� .
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Обозначим
[ ]

2 [ ] [ ] 2
[ ] 0 1 [ ]

1

(1)( ; , ) ( ) ( | )
( )

v
o v o v

v o v
Lx g y f y x dy

p x
σ β β = +

β ∫

[ ] [ ] [ ] [ ]2 [ ]
0 1 1 0

[ ] [ ] [ ]
0 1 0

( / ) ( / )( ) (1)
( )

v v v vv

o v v v
L LJ x L

p x

⎡ ⎤⎛ ⎞β β β β
+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟β β β⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,

[ ]
2 [ ] 2 2
[ ] 0 [ ]

(1)( ; ) ( ) ( | ) ( )
( )

v
o v

v o v
Lx g y f y x dy J x

p x
⎡ ⎤σ β = −⎣ ⎦β ∫ .

Теорема 7. Если выполнены условия теоремы 7,
то при n → ∞

2
[ ] [ ] [ ] 2 2 [ ] [ ]2 1

[ ]0 1 0 1

2 2[ ] 2 ( ) [ ] 2 ( )
1 02

( ( ; , ) ( )) ( ; , )

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )
( ( ) !)

(1),

v
v o v o v o v o vv

n v

o v v v o v v vv

n J x J x x

T
J x p x J x p x

p x v
o

+ Ε β β − −σ β β −

⎡ ⎤− β − β =⎣ ⎦

=

�

2
[ ] [ ] 2 2 [ ]2 1

[ ]( ( ; ) ( )) ( ; )
v

v o v o vv
n vn J x J x x+ Ε β − − σ β −�

2 2[ ] 2 ( ) ( )
2 ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( ) !)
(1).

o v v v vvT
J x p x J x p x

p x v
o

⎡ ⎤− β − =⎣ ⎦

=
Полагая во втором утверждении теоремы 8 v=2, по-

лучаем результат Г. Коломба [28], приведенный в [22].

8. НЕПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ
НЕЛИНЕЙНОЙ АВТОРЕГРЕССИИ

Пусть случайная последовательность
{ }, ..., 1,0,1,...tX t = −

генерируется нелинейной авторегрессией

1( ; )t t tX X − ψ= ψ α + ε  (21)

где { }tε  – последовательность независимых и одина-
ково распределенных случайных величин с нулевым
средним и дисперсией 1tDε = , ψ – неизвестная функ-
ция, такая, что

1,x y ∈ R , ( ) ( ) | |y x y a xψψ + − ψ ≤ , 0 1aψ< < ,

(0) 0ψ = ; (22)
условие (22), как показано в [23], обеспечивает ста-
ционарность процесса (21).

Заметим, что к авторегрессии типа (21) сводится и
более сложная модель

1( ) ( ; )t t tg X X a−= ψ + ε ,

когда известная функция g(.) и ее обратная функция
1( )g− ⋅  являются взаимно однозначными. Действи-

тельно, в этом случае, обозначив ( )t tY g X= ,
1( ) [ ( )]t tY g Y−Φ = ψ , приходим к модели вида

1( ; )t t tY Y a− Φ= Φ + ε .

Пусть 0 1, ,..., nX X X  – выборка, генерируемая про-
цессом (21). Теперь функцию ψ в (21) можно оценить
статистикой

1 1

1 1
( )

n n
t t

n t
n nt t

x X x Xx X K K
h h

− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
ψ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ , (23)

которая по структуре аналогична известной регресси-
онной оценке Надарая – Ватсона, или ее кусочно-
гладкой аппроксимацией

[ ]

,

( )
( )

(1 | ( ) | )
v n

n
n v n

x
x

x τ ρ

ψ
ψ =

+ δ ψ
� . (24)

Оценка (24) и ее свойства сходимости в средне-
квадратическом анонсировались в [25 – 27].

Оценка условной дисперсии, характеризующей
качество приближений (23) и (24) к функции ψ нели-
нейной авторегрессионной модели (21), выражается
формулой

2
12 1

11
2

1 1
1 1

nn
tt

tt
ntnt

n n nt t
nt nt

x Xx X X KX K
hh

D
x X x XK Kh h

−−

==

− −

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎛ ⎞−
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦= −
⎛ ⎞− ⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑

∑ ∑
. (25)

Если ϕ – плотность распределения случайной ве-
личины tε , C < ∞  и 0∀Δ >

| ( ) ( ) |x x dx Cϕ + Δ − ϕ ≤ Δ∫ ,

то процесс нелинейной авторегрессии tX , согласно
[24], удовлетворяет условию с.п.: для любого 0τ >

( )( ) ( ) aC a e ϕ−δ τ
ϕα τ ≤ , ( )C aϕ < ∞ , ( ) 0aψδ > . (26)

Теперь, учитывая (26), нетрудно переформулиро-
вать все результаты пп. 3-7 данной работы для оценок
(23), (25) и их кусочно-гладких аппроксимаций типа
(24). Например, главная часть дисперсии оценки ус-
ловной дисперсии (25) при выполнении требуемых
условий выражается формулой

6

22 2 2
1 2 1

(1)
( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( , ) .
n

L
nh p x

y p x ya x p x a x p x a x f x y dy

×

⎡ ⎤× − − +⎣ ⎦∫
Полученные результаты позволяют также исследо-

вать более общие динамические системы, в том числе
процессы авторегрессионного типа со свойствами с.п.
[1. С. 244] (важные примеры с.п. последовательностей
можно найти в [12] и [1. С. 146]). Из областей совре-
менной математики, где открываются новые возмож-
ности применения результатов исследований с.п. по-
следовательностей, несомненный интерес представляет
теория одномерных конечных автоматов [13].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для удобства будем отмечать знаком ■ конец до-
казательства.

Доказательство леммы 1. По определению мате-
матического ожидания имеем

1E ( ) ( ) ( , ) .r
nr

n n

x ta x g y K f t y dtdy
h h

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫  (П.1)

Так как по условиям леммы

( ) ( , ) ,r

n

x tK g y f t y dydt
h

⎛ ⎞−
< ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  (П.2)
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то в соответствии с замечанием [28. С. 299] об усло-
виях равенства многократного интеграла повторному
имеем E ( )nra x < ∞ . Сделав в интеграле (П.2) замену

переменных 
n

x t u
h
−

= , получаем

E ( ) ( ) ( ) ( , )r
nr na x K u g y f x uh y dydu= − =∫ ∫

= ( ) ( )r na x uh K u du−∫ .

Разобьем пространство 1R  на непересекающиеся
множества { }1 ( ) :| | /n nR u u hδ = <δ , { }1 ( ) :| | /n nR u u hδ = ≥δ ,

0δ>  произвольное. Тогда

[ ]( ) ( ) ( )r n ra x uh a x K u du− − ≤∫
1 ( )| |

sup ( ) ( ) | ( ) |
nn

r n r Ruh
a x uh a x K u du

δ<δ
≤ − − +∫

1 ( )
( ) ( ) | ( ) |

n
r n rR

a x uh a x K u du
δ

+ − +∫ . (П.3)

Первое слагаемое в правой части неравенства
(П.3) выбором δ  можно сделать меньше / 3ε .

Второе слагаемое этого же неравенства не больше

1 ( )
| ( ) |

nR
С K u du

δ∫ , если взять 2sup | ( ) |r
x

C b x≥ . Выбо-

ром достаточно большого n его можно сделать мень-
ше 2 / 3ε , т.е. формула (2) справедлива.

Доказательство леммы 2. В интеграле (П.2) раз-
ложим функцию по формуле Тейлора с остаточным
членом в форме Лагранжа и получим

1
( )

1

( )

( ) ( ) ( 1) ( )
!

( 1) ( ) ,
!

iv
i i n

nr r r i
i

v
v v n

r v nr

h
a x a x a x T

i
h

a x T
v

−

=
Ε = + − +

+ − + γ

∑
(П.4)

где

( ) ( )( 1)
( ( 1) ( ) ( )

!

v
v v v vn

nr r n r r
h

a x uh a x u K u du
v

− ⎡ ⎤γ = + − θ −⎣ ⎦∫ ,

0 1r< θ < .
Из теоремы Лебега о мажорируемой сходимости

(ее условия выполнены ввиду ( )vu K u du < ∞∫ ,
( ) ( )( ( 1) ) ( )v v v
r n r ra x uh a x+ − θ →  при n → ∞  для каждого

1x ∈ R ) следует, что | | ( )v
nr no hγ = . С учетом того, что

0iT = , 1,..., 1,i v= −  сумма в (П.4) равна нулю, и, та-
ким образом, имеет место утверждение (7). ■

Доказательство леммы 3. По определению кова-
риации, учитывая независимость двумерной выборки

1 1( , ),..., ( , )n nX Y X Y , получаем

1 1
1 12

cov( ( ), ( ))
1 cov ( ) , ( )

nr ns

r s

n nn

a x a y
x X y Xg Y K g Y K

h hn h

=
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −

= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2
1 ( ) ( , )r s

n nn

x t y tg z K K f t z dtdz
h hnh

+⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎪= −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
∫∫

( ) ( , ) ( ) ( , )r s

n n

x t y tg z K f t z dtdz g z K f t z dtdz
h h

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎪− ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

∫∫ ∫∫ .

Обозначим

( ) ( ) ( , ) ( )r
r r

n n

x t x tG x g z K f t z dtdz a t K dt
h h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ ∫ ,

( , ) ( ) ( , )r s
r s

n n

x t y tG x y g z K K f t z dtdz
h h

+
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫

= ( )r s
n n

x t y ta t K K dt
h h+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ . (П.5)

Тогда

{ }2
1cov( ( ), ( )) ( , ) ( ) ( )nr ns r s r s

n
a x a y G x y G x G y

nh += − . (П.6)

Согласно лемме 1, при n → ∞  ( ) ( ) (1)r
r

n

G x a x o
h

= + ,

( )
( ) (1)s

s
n

G y
a y o

h
= + .

Если у=х , то рассуждая аналогично (П.3), полу-
чим при n → ∞

2( , )
( ) ( ) (1) ( ) (1)r s

r s n r s
n

G x x
a x uh K u du L a x o

h
+

+ += − = +∫ .

При y x≠ , выполнив в интеграле ( , )r sG x y+  в

(П.5) замену переменных 
n

x t u
h
−

= , приходим к ра-

венству
( , )

( ) ( )r s
r s n

n n

G x y y xa x uh K u K u du
h h

+
+

⎛ ⎞−
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ .

Пусть ε – любое сколь угодно малое число, | | 1ε < ,
1( )y x −ε ≠ − , sign ( ) signy x− = ε , ( ) /n ny x hμ = − . То-

гда (ср. [29])

| | | |

( ) ( ) ( ) (...) (...)
n n

n r s n
u u

K u K u a x uh du+
≤εμ >εμ

+ μ − = + ≤∫ ∫ ∫

| |
sup | ( ) | | ( ) ( ) |

n
n r s n

u
K u K u a x uh du+

≤εμ
≤ + μ − +∫

| |
sup | ( ) | | ( ) ( ) |

n
n r s n

u
K u K u a x uh du+

>εμ
+ + μ − =∫

(1 ) (1 )
sup | ( )| | ( ) ( )|

n n n
n r s n

u
K u K u a x uh du+

−ε μ ≤ +μ ≤ +ε μ
= +μ − +∫

1

| |
sup | ( ) || | | ( ) ( ) |

n
r s n

u
K u u u K z a y zh dz−

+
>εμ

+ − ≤∫

(1 ) (1 )
sup | ( ) | | ( ) ( ) |

n n
r s n

z
K z K u a x uh du+

−ε μ ≤ ≤ +ε μ
= − +∫

| ( ) ( ) |
| || |

r n
r s n n n

C h
K z a y zh dz U W

y x ++ − = +
ε − ∫ .

При достаточно больших n и достаточно малом |ε|<1
1

(1 ) (1 )
sup | ( ) || | | ( ) ( )|

n n
n r s n

z
U K z z z K u a x uh du−

+
−ε μ ≤ ≤ +ε μ

≤ − ≤∫

| ( ) ( ) |
(1 | |) | |

r n
r s n n

C h
K z a y zh dz Z

y x +≤ − =
− ε − ∫ .

Применяя лемму 1 имеем, что ( )n nZ O h= ,
( )n nW O h=  и, таким образом,

{( , ) (1) ( ) (1), ,
(1) .

r s r s

n

C x y L a x o если y x
o если y xh

+ + + ==
≠
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Выполнив в том же интеграле ( , )r sC x y+  в (П.5)

замену переменных 
n

y z u
h
−

= , имеем

,
( , )

(1) ( ) (1)r s
r s x y

n

C x y
L a y o

h
+

+= δ +  при n → ∞ .

Так как ковариация является симметричной функ-
цией случайных величин, то необходимо, чтобы этим
свойством обладала и ее оценка. Поэтому, представив

( , ) ( , )
( , )

2
r s r s

r s
C x y C x y

C x y + +
+

+
= , с учетом изложен-

ного выше, получаем

,( , )
(1)[ ( ) ( )] (1)

2
x yr s

r s r s
n

C x y
L a x a y o

h
+

+ +
δ

= + + .

Подставив ( , )r sC x y+ , ( )rC x , ( )sC y  в выражение
(П.12), приходим к необходимому результату. ■

Доказательство теоремы 1. В силу леммы 2 и
следствия 1 СКО можно представить в виде суммы
дисперсий (9) и квадрата смещения ( )nrb a

2 2

2( ) 2 2
1 2

(1) ( )( ( ))

1( ) .

r
nr

n

r n nr
n

L a xu a x
n h

x h o h
n h

ν ν ν
+

= +

⎛ ⎞
⎡ ⎤+ ω + +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

(П.7)

Продифференцировав главную часть СКО (П.7) по
nh  и приравняв полученное выражение к нулю, полу-

чаем, что
1

12 1
2 2 1

( ) 2
(1) ( )~ ( )

2 [ ( )]

vo r v
nr v

r

L a xh O n
nv x

+ −
+

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

ω⎢ ⎥⎣ ⎦
. (П.8)

Заменяя в (П.7) nrh на o
nrh  согласно (П.8), прихо-

дим к утверждению теоремы (10). ■
Введем обозначения, которые понадобятся в даль-

нейшем: 1( ) ( )r i
ir i

n n

x X
x g Y K

h h
⎛ ⎞−

ξ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1 ( )rU x= ξ ,

( )rV yτ= ξ .
Доказательство леммы 5. Воспользуемся мето-

дом доказательства теоремы 3 из [30]. Представим ко-
вариацию в виде

2
1 1

1cov( ( ), ( ) cov( ( ), ( ))
n n

nr ns ir js
i j

a x a y x y
n = =

= ξ ξ =∑∑

1 1 12
2

1 2cov( ( ), ( )) ( 1)cov( ( ), ( ))
n

r s r sx y n x y
n n τ

τ=
= ξ ξ + −τ+ ξ ξ =∑

{ }2
1 ( , ) ( ) ( )r s r s

n
G x y G x G y

nh += − +

12
2

2 ( 1)cov( ( ), ( ))
n

r sn x y
n τ

τ=
+ − τ + ξ ξ =∑

( , ) ( , ).n nA x y R x y= +  (П.9)
По лемме 3 первое слагаемое в правой части по-

следнего равенства (П.9) при n → ∞  равно

[ ], 1( , ) (1) ( ) ( )
2

x y
n r s r s

n n
A x y L a x a y o

nh nh+ +
δ ⎛ ⎞

= + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (П.10)

Применив лемму 4 при 2 , 2r p q+ δ
= = = + δ

δ
, по-

лучим

[ ]
1

2 2 22cov( , ) 2 ( 1)U V E U E V
δ

+δ +δ +δ+δ ⎡ ⎤≤ π α τ− ⎣ ⎦ . (П.11)

По теореме о мажорируемой сходимости имеем
для любого 0δ >

2
2

2
1 ( ) ( , )r

nn

x tE U g z K f t z dtdz
hh

+δ
+δ

+δ

⎛ ⎞−
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫

2
(2 )1

1 (1) ( ) ( ) .s
n

o a y K u du
h

+δ+
+δ+δ

+
= ∫  (П.12)

Так как ( ) 0,α τ ↓  то для любого δ > 0 справедливы
неравенства:

[ ] [ ] [ ]
2 3 42 2

2 3
2

( 1) ( 1) ( 1) ...d d

δ δ δ∞ +δ +δ +δ

τ=

α τ− ≤ α τ− τ+ α τ− τ+ =∑ ∫ ∫

[ ] [ ]2 2

2 1

( 1) ( 1)d d
∞ ∞δ δ

+δ +δ= α τ− τ= α τ− τ∫ ∫ (П.13)

Учитывая соотношения (П.11) – (П.13), получаем
оценку для ( , ) :nR x y

12
2

2( , ) ( 1)cov( ( ), ( ))
n

n r sR x y n x y
n τ

τ=
= − τ + ξ ξ ≤∑

[ ]

1
2

(2 ) (2 )2(1 ) /(2 )

2
2 2 2

2

4 (1 (1)) ( ) ( )

( ) ( 1)

r s
n

o a x a y
nh

K u du

+ + +δ
+δ +δ+δ +δ

∞ δ
+δ +δ +δ

τ=

π + ⎡ ⎤≤ ×⎣ ⎦

⎡ ⎤× α τ − ≤⎣ ⎦ ∑∫
1

2
(2 ) (2 )2(1 ) /(2 )

4 (1 (1)) ( ) ( )r s
n

o a x a y
n h

+ + +δ
+δ +δ+δ +δ

π + ⎡ ⎤≤ ×⎣ ⎦

[ ]
2

2 2 2

1

( ) ( )K u du d
∞ δ

+δ +δ +δ⎡ ⎤× α τ τ⎣ ⎦∫ ∫ . (П.14)

Обозначив ,
2

qδ
=

+ δ
 0 1,q< <  получим

2(1 )
2

+ δ
+ δ

(2 )
2
+ δ + δ

= =
+ δ

1 ,+ δ

1 1
2 2 2 /(1 )q q

= =
+ δ + −

1 ,
2

q−

22 ,
1 q

+ δ =
−

откуда и следует неравенство (14).
Из (П.9) и (П.10) вытекает, что для доказательства

второго утверждения леммы (15) достаточно доказать,
что слагаемое ( , )nR x y  в (П.9) имеет порядок

1 .
n

o
nh

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Для этого представим

( )

1
2

1 1 2
( ) 1

2( , ) cov ( ), ( )

2 cov ( ), ( ) ,

c n

n r s

r s
c n

R x y x y
n

x y J J
n

τ
τ=

∞

τ
+

≤ ξ ξ +

+ ξ ξ = +

∑

∑
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где ( )c n  – положительные целые числа такие, что

( ) ,c n → ∞  ( ) 0,nc n h →  2( ) q
nc n h → ∞ ; при

n → ∞ (например, можно взять 1( ) ~ ,nc n hε−

0 1 2 .q< ε < −
Теперь, учитывая условие 6) леммы, имеем

4

( )

1 2
2

2 ( ) ( )
c n

r s
R

n nn

x u y uJ g z K g p K
h hnh τ=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
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1 ( , , , ) ( , ) ( , )f u y v p f u y f v p dudzdvdpτ× − ≤
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2
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c n

rs r s
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a x y a x a y
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+ + +
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⎡ ⎤≤ + ×⎣ ⎦∑
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n
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x u y u CK K dudv K u du
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h c nCc n O o
n nh nh

∞

−∞
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎡ ⎤× ≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∫∫ ∫

если ( )c n → ∞  и ( ) 0nc n h →  при .n → ∞
Для 2J , согласно (П.14), имеем

1
2

2 (2 ) (2 )2(1 ) /(2 )
4 (1 (1)) ( ) ( )r s

n

oJ a x a y
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+ + +δ
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( ) 1
( ) ( 1)
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K v dv

δ
∞ +δ+δ +δ

τ= +

⎡ ⎤× α τ −⎣ ⎦ ∑∫ , (П.15)

для любого δ > 0.
Так как функция (2 ) ( )ra x+

+δ  ограничена, а
2( )K u du+δ < ∞∫  для любого δ ≥ 0, то в силу моно-

тонного убывания α(τ) для любого δ > 0 имеем
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∑

Теперь выберем 4 ,
1 2

q
q

δ =
−

 10 ,
2

q< <  и получим
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2

2 1 2
2

( ) .
( )

q

q
n

CJ
c n nh

∞

+
τ=

≤ τ α τ∑
Функция ( )α τ  не возрастает, т.е. 1 (1) (2)≥ α ≥ α ≥

(3)...,≥ α поэтому [ ]2

2
( ) ,q

∞

τ=
τ α τ < ∞∑  так как из

[ ]
2

( ) ,q
∞

τ=
α τ < ∞∑  10 ,

2
q< <  следует, что

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
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2 2 2
2

2 2
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2 2

( ) ( ) ( )
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q q q

t
q q q
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t
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τ= γ= =γ τ=
∞ ∞ ∞

γ= =γ τ=

∞ ∞

τ= τ=

τ α τ = α + α τ ≤

≤ α γ α + α τ ≤

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ α τ + α τ < ∞
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∑ ∑∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Таким образом

2 1 2 2
1 1 1 ,

( ) ( )q q
nn n n

J O O o
nhc n nh nh c n h+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

так как 2( ) q
nc n h → ∞  при .n → ∞

Доказательство леммы 6. Воспользуемся методи-
кой доказательств леммы 4 [31] и леммы 5 [31]. После-
довательность 1{ }j jZ ≥  является стационарной, поэтому

4
4

4 4
1

1( )
n

nr ir
in

S
n h =

⎛ ⎞
Ε = Ε η ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1 ( ) ( )4 4
, ,

4! n

r ir i j r i j k r
i j kn

n
n h + + +≤ Εη η η η∑ , (П.16)

где сумма берется по тем , , ,i j k  для которых
, , 1,i j k ≥  .i j k n+ + ≤  (П.17)

По лемме 4 при 2 ,r + δ
=

δ
 2 ,p q= = + δ  учитывая,

что 1 0rΕη =  после замены переменных в интегралах,
получим

{ } [ ] 2
21 ( ) ( ) 1( ) 2 ( 1)r ir i j r i j k r ri

δ +δ
+δ+ + +Ε η η η η ≤ π α − ⎡Ε η ×⎣

[ ]
1 4

2 2 22( ) ( ) ( 1) (1 (1))ir i j r i j k r nC i o h
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4 22
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+δ + + +
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2 2( 1)nCh i
δ

+δ +δ≤ α − , (П.18)

и { } [ ]
4

2 21 ( ) ( )( ) ( ) .r ir i j r i j k r nCh k
δ

+δ +δ+ + +Ε η η η η ≤ α  (П.19)

Используя повторно лемму 4 и условие стацио-
нарности, получим

{ } { }
}

[ ] }

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
4

2 2 1 1 ( 1)

( ) ( )
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+ + + + + +

+ + + + + +

δ
+δ +δ +

Ε η η η η = Ε η η η η −

−Ε η η Ε η η +Ε η η Ε η η ≤

≤ α + Ε η η Ε η η

Еще дважды применяя лемму 4, получаем

[ ]
2

2 21( ) ( 1) ,r ir nCh i
δ

+δ +δΕ η η ≤ α −

[ ]
2

2 21 ( 1)( ) ( ) .r k r nCh k
δ

+δ +δ+Ε η η ≤ α

Подставляя эти два неравенства в предыдущее не-
равенство, находим
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{ }

[ ] [ ] [ ]
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  (П.20)
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δ δ δ
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⎝ ⎠

. (П.21)

Согласно полученным неравенствам, сумма в

(П.16) не превосходит произведения 
4

2
nCh +δ  на

[ ] [ ] [ ]2 2 2
, ,

( 1) ( ) 2 ( )
i k j j k i

i k i
δ δ δ
+δ +δ +δ
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j k i

i
δ
+δ

≤
+ α −∑  (П.22)

где индексы суммирования, кроме указанных ограни-
чений, подчиняются и (П.17).

Поскольку 1 (0) (1) (2)...,= α ≥ α ≥ α  то
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Аналогично
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Из этих двух цепочек неравенств вытекает, что
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Второе слагаемое в правой части последнего нера-

венства (П.25) при 0<δ<2 имеет порядок 2 2
1 ,

n
o

n h

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 а

первое слагаемое – скорость сходимости меньшую,
чем это необходимо для справедливости утверждения
леммы.

Займемся первым слагаемым. Выберем последова-
тельность целых положительных чисел так, чтобы

( ) ( ),с n o n=  1( ) ( ),nс n O h−=  т.е. ( )с n → ∞  при .n → ∞
При таком выборе ( )с n  имеем
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при n → ∞ , поэтому
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Теперь покажем, что в условиях леммы величина
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имеет, по крайней мере, порядок 2 2
1

n
O

n h

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Для этого

получим для величин из (П.18) – (П.20) другие нера-
венства. Сделав замены переменных, имеем
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где 1 (..), 1( )( ),
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max .i r i j i j k r
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Обозначив
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аналогично получаем
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Согласно неравенствам (П.27) – (П.29), слагаемые
в (П.16) не превосходят произведения 4
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где , 1 (..), (..)0 , ( )0 ( ),max( , , .i r i r i r i rf f f f ⋅ ⋅=  Далее имеем
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Так как в условиях леммы
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Доказательство леммы 7. Привлекая при р = 4 и
m = 2 неравенство

1
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pm m
p

i i
i i

a m a−

= =

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑    р > 1, (П.31)

имеем
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[ ] [ ]4 43 4
4 ( ) ( ) 2 ( ) .nr nr nr nr nrM a S b a S b a⎡ ⎤= Ε + ≤ Ε +⎣ ⎦
Доказательство леммы 9. Используя, как при до-

казательстве леммы 3, приемы замены переменных в
интегралах, получаем для r, s = 0,1

2
2 2 1

[ ] [ ]2 1
[ ] [ ] [ ]lim cov( , ) lim ( )

v
v v

o v o vv
nr ns r so v o v o vn n nr ns nr

n x tn a a a t K
nh h h

+
+

+
→∞ →∞

⎡ ⎛ ⎞−
= ×⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

∫

[ ] [ ] [ ]( ) ( )r so v o v o v
ns nr ns

x t x t x tK dt a t K dt a t K dt
h h h

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −
× − =⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

∫ ∫

=

2
[ ]2 1

[ ]
[ ] [ ]lim ( ) ( )

v
o vv

o v nr
r s nro v o vn ns ns

hn a x uh K u K u du
nh h

+

+
→∞

⎡ ⎛ ⎞
− −⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

∫
[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )o v o v o v

ns r nr s nsh a x uh K u du a x uh K u du⎤− − − ⎦∫ ∫ .

Доказательство следствия 3 теоремы 4. Полагая
в утверждении теоремы 4 k = 2 получаем следующую
цепочку равенств:

{ }{ }

2
2 3/ 2

1

3/ 2

, 1

, 1

3/ 2

, 1

( ( )) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) cov( , ) ( ) ( )

(

s

n j nj j n
j

s

j p nj j np p n
j p

s

j p nj nj nj np np np
j p

s

n j p nj np nj np
j p

n

u H t H t t O d

H H t t t t O d

H H t t b t t t b t

O d H H t t b t b t

O d

−

=

−

=

=

−

=
−

⎡ ⎤
=Ε − + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= Ε − − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

= Ε −Ε + −Ε + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ = + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+

∑

∑

∑

∑
3/ 2 ).

Доказательство теоремы 6. В обозначениях след-
ствия 3 имеем

2,s =  1 2( , ),z z z=  1 2( ) / ,H z z z=

1 2 1 0 1( , ) ( , ) ( , ),n n n n n n nt t t a a a p= = =  1 2( , ),t t t=

1 1( ) ( ) ( ),t a x J x p x= =  2 0 ( ) ( ),t a x p x= =
4( ),n n nd O h nh−= +  1 1/ ( ),H p x=

2
2 1( ) / ( ) ( ) / ( ).H a x p x J x p x= − = −

Покажем, что 2
4 1, ( ).n n nM a p O d −=  Действительно,

4 1 4 1 4, 2n n n nM a p M a M p≤ ⎡ + ⎤ =⎣ ⎦
4 4

1 12 ( ) ( )n na a p p⎡ ⎤= Ε − + Ε −⎣ ⎦ .

Оба слагаемых в правой части последнего равен-
ства, согласно лемме 7, имеют порядок

2 2(( ) ).v
n nO nh h− +

Далее все необходимые ковариации находятся в
соответствии с леммой 8:

1 1 1 0
1 0

0 1 0 0

cov( , ) cov( , )lim ( , ) cov( , ) cov( , )
n n n n

n n nn n n n n

a a a anh a a a a a a→∞

⎡ ⎤Β = =⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1

1 0

( ) ( )(1) ( ) ( )
a x a xL a x a x

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
. (П.38)

Выполняется и условие 2) следствия 3. В самом
деле, учитывая, что ( ) 0,K u >  получаем

1
| ( ) | ( )

n
i

n i
ni

x XJ x g Y K
h=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

0

1,1
max(| ( ) |)

n
i

j n
j nni

x XK g Y C Cd
h ∈=

⎡ ⎤⎛ ⎞−
≤ ≤ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ,

т.е. γ = 0.
Так как ( ) 0,p x >  а при 2 0z ≠  функция 1 2/z z

принадлежит классу 2,2 1( ( ), ( ))N a x p x , то, используя
при нахождении смещений лемму 2 (ν=2), получаем

2
(2) 22

1 1( ) ( ( ) ( )) ( ),
2 ( ) !

n
n n

h T
H b a J x p x o h

p x v
− =

2
(2) 22

2 0( ) ( ) ( ) ( ).
2 ( )

n
n n

h T
H b a J x p x o h

p x
− =

Теперь, собирая вместе найденные выше выраже-
ния, после элементарных преобразований приходим к
утверждению теоремы.

Доказательство теоремы 7. Сначала доказатель-
ство данной теоремы полностью совпадает с доказа-
тельством теоремы 6.

Отличия начинаются после формулы (П.38). Во-
первых, теперь отсутствует необходимость в нахож-
дении мажорантной последовательности. Во-вторых,
при 2 0,z ≠  как следствие аналитичности функции

1 2/ ,z z  записываем, что 1 2 ,2 1/ ( ( ), ( )),vz z N a x p x∈  .v +∈Ν
При нахождении смещений используем лемму 2 в

общем случае:

( )
1 1

( )
2 0

( ) ( ( ) ( )) ( ),
( ( ) !)

( ) ( ) ( ) ( ).
( ( ) !)

v
v vn v

n n

v
v vn v

n n

h T
H b a J x p x o h

p x v
h T

H b a J x p x o h
p x v

− =

− =

Далее нетрудно убедиться, что все условия след-
ствия 4 для оценки

[ ] ( )v
nJ x�  при 0 4q q≥ =

выполняются.
Для получения улучшенной скорости сходимости

среднеквадратической ошибки оценки [ ] ( )v
nJ x�  поряд-

ка 2 /(2 1)( )v vO n− +  по сравнению с обычной скоростью

порядка 4 /5( )O n−  для ( )nJ x  (ср. п. 6 в [6]) согласно
теореме 7 необходимо применить знакопеременные
ядра ( ),K u  принадлежащие к классу vA  для 2.v >

Применение полученных в этой работе новых ре-
зультатов, изложенных в теоремах 6 и 7, в случае
конкретной ( )g ⋅  в (2), (4) и зависимости наблюдений
требует проверки следующих простых условий:

4 2( ( ) ( )) (( ) ),n na x a x O nh −Ε − =
4 2( ( ) ( )) (( ) ).n np x p x O nh −Ε − =

Сравнительные преимущества теоремы 7 по срав-
нению с теоремой 6 открывают особые возможности
применения кусочно-гладких аппроксимаций оценок
подстановок:

Улучшается скорость сходимости СКО при ис-
пользовании знакопеременных ядер для кусочно-
гладкой аппроксимации [ ] ( )v

nJ x�  при 4.v ≥

Снимается ограничительное условие ( ) .g Y < ∞
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СКО для кусочно-гладкой аппроксимации [ ] ( )v
nJ x�

вычисляется даже в тех случаях, когда ранее это было

невозможно, т.е. при 
1

0
n

i

ni

x X
K

h=

⎛ ⎞−
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  и ( ) 0K u ≤  на

некоторых множествах из R1 (например, в области
определения знакопеременных финитных ядер…).

Доказательство теоремы 8. Доказательство этой
теоремы проводится аналогично доказательствам тео-
рем 6 и 7 с использованием ковариационной матрицы
леммы 9 вместо матрицы леммы 8.
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