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Эйлеров граф — это связный граф, у которого все степени вершин — чётные
числа. Пентациклическим графом называется связный граф с n вершинами и
n+4 рёбрами. Получена явная формула для числа помеченных эйлеровых пента-
циклических графов с заданным числом вершин, а также найдена соответствую-
щая асимптотика для числа таких графов с большим числом вершин. Доказано,
что при равномерном распределении вероятностей вероятность того, что помечен-
ный эйлеров пентациклический граф является блоком (кактусом), асимптотиче-
ски равна 53/272 (63/272 соответственно).
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An Euler graph is a connected graph in which all degrees of vertices are even numbers.
A pentacyclic graph is a connected graph with n vertices and n+ 4 edges. We obtain
an explicit formula for the number of labeled Euler pentacyclic graphs with a given
number of vertices, and found the corresponding asymptotics for the number of such
graphs with a large number of vertices. We prove that, given a uniform probability
distribution, the probability that a labeled pentacyclic Euler graph is a block (cactus)
is asymptotically 53/272 (63/272), respectively.
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Введение
Рассматриваются неориентированные простые связные графы.
Для связного графа точкой сочленения называется его вершина, после удаления

которой вместе с инцидентными ей рёбрами граф становится несвязным, а мостом—
ребро, удаление которого приводит к несвязности графа. Блок— это связный граф без
точек сочленения, а также максимальный связный нетривиальный подграф, не име-
ющий точек сочленения. Чётным графом называется граф, у которого все степени
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вершин— чётные числа. Эйлеров граф— это связный чётный граф [1, с. 22]. Циклома-
тическим числом связного графа называется увеличенная на единицу разность меж-
ду числом рёбер графа и числом его вершин. k-Циклический граф — это связный граф
с цикломатическим числом k.

Эйлеровы графы находят применение в исследовании операций (задача китайского
почтальона) [2], биоинформатике [3] и криптографии [4].

Р. Рид [5] нашёл производящую функцию для числа помеченных чётных графов
с заданными числами вершин и рёбер, из которой производящая функция для помечен-
ных эйлеровых графов может быть получена логарифмированием. С. Тазава перечис-
лил по числу вершин помеченные эйлеровы блоки [6]. В [7] найдены явные формулы
и асимптотика для числа помеченных эйлеровых бициклических и трициклических
графов с заданным числом вершин; в [8] перечислены по числу вершин помеченные
эйлеровы тетрациклические графы. В [9] получена явная формула для числа поме-
ченных эйлеровых пентациклических блоков.

В данной работе получена явная формула для числа помеченных эйлеровых пен-
тациклических графов с заданным числом вершин и найдена асимптотика для числа
таких графов с большим числом вершин. Доказано, что при равномерном распре-
делении вероятностей помеченный эйлеров пентациклический граф является блоком
(кактусом) с вероятностью, асимптотически равной 53/272 (63/272).

1. Перечисление графов
Теорема 1. Число E5(n) помеченных эйлеровых пентациклических графов

с n вершинами при n > 7 равно

E5(n) =
n!

29030400
(1360n7 − 21490n6 + 101563n5 + 83930n4 − 1999655n3+

+4004840n2 + 2158812n+ 3457440).
(1)

Доказательство. Пусть B(n, k) —число помеченных k-циклических блоков

с n вершинами; Bk(z) =
∞∑
n=0

B(n, k)
zn

n!
— соответствующая экспоненциальная произ-

водящая функция. В [10] для числа S̄(n, k) помеченных связных графов без мостов
с n вершинами и цикломатическим числом k при k > 1 доказана формула

S̄(n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]Yk(nB

′
1(z), . . . , nk!B′k(z))z−n. (2)

Здесь [z−1] — оператор формального вычета [11, с. 25]; а Yk(x1, . . . , xk) —многочлены
разбиений (многочлены Белла), для которых известна формула [12, с. 173]

Ym(x1, . . . , xm) =
∑
π(m)

m!

k1! . . . km!

(x1

1!

)k1
. . .
(xm
m!

)km
,

где суммирование проводится по всем разбиениям π(m) числа m:

k1 + 2k2 + . . .+mkm = m, ki > 0, i = 1, . . . ,m.

Будем считать теперь, что числа S̄(n, k) и функции Bk(z) относятся к классу поме-
ченных эйлеровых графов. Формула (2) может быть неверна для подкласса связных
графов [13]. Класс графов называется блочно-устойчивым, если граф принадлежит
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этому классу тогда и только тогда, когда каждый блок графа принадлежит этому
классу [14]. Для блочно-устойчивого класса графов формула (2) верна [13]. Известно,
что класс эйлеровых графов является блочно-устойчивым [15].

Так как [9, с. 246]

Y5(x1, x2, x3, x4, x5) = x5
1 + 10x2x

3
1 + 10x3x

2
1 + 15x2

2x1 + 5x4x1 + 10x3x2 + x5 =

= x5
1 + 10x3x

2
1 + 5x4x1 + x5

и xi = ni!B′i(z), имеем

E5(n) =
(n− 1)!

120
[z−1]

(
n4(B′1(z))5+60n2B′3(z)(B′1(z))2+120nB′1(z)B′4(z)(z)+120B′5(z))

)
z−n .

Интегрируя по частям последнее слагаемое, найдём

E5(n) = B(n, 5)+
n!

120
[z−1]

(
n3(B′1(z))5 +60nB′3(z)(B′1(z))2 +120B′1(z)B′4(z)(z)

)
z−n . (3)

В [9] получена формула

B(n, 5) =
n!(n− 3)(n− 5)

29030400
(265n5 + 2680n4 − 17157n3 − 82816n2 + 335252n+ 351456).

Так как эйлеров унициклический блок— это простой цикл, то B(n, 1) =
(n− 1)!

2
. В [7]

доказано, что B(n, 2) = 0, B(n, 3) =
n!

288
(n− 3)(n− 4)(n+ 7), а в [8] найдена формула

B(n, 4) =
n!

5760
(n− 2)(n− 4)(n− 5)(n2 + 11n+ 18).

Таким образом, имеем

B1(z) =
∞∑
n=3

1

2
(n− 1)!

zn

n!
, B′1(z) =

z2

2(1− z)
, B′2(z) = 0,

B3(z) =
∞∑
n=5

n!

288
(n− 3)(n− 4)(n+ 7)

zn

n!
=
z5(4− 3z)

48(1− z)4
, B′3(z) =

3z6 − 11z5 + 10z4

24(1− z)5
,

B4(z) =
∞∑
n=6

B(n, 4)
zn

n!
=

8z6 − 12z7 + 6z8 − z9

48(1− z)6
, B′4(z) =

z9 − 7z8 + 20z7 − 28z6 + 16z5

16(1− z)7
.

Суммирование рядов для B3(z) и B4(z), а также дифференцирование выполнено с по-
мощью пакета программ Maple.

Представляя выражение (3) в виде

E5(n) = B(n, 5) + P (n) +Q(n) +R(n), (4)

с помощью известного разложения (1− z)−p−1 =
∞∑
i=0

(
i+ p

p

)
zi ([12, с. 141]) получим

P (n) =
n!

120
n3[z−1](B′1(z))5z−n =

n!n3

120
[z−1]

z10

32(1− z)5
z−n =

=
n!n3

3840
[z−1]

∞∑
i=0

(
i+ 4

4

)
zi+10−n =

n!n3

3840

(
n− 7

4

)
=

n!n3

92160
(n− 7)(n− 8)(n− 9)(n− 10);



90 В.А. Воблый

Q(n) =
n!

120
[z−1]60nB′3(z)(B′1(z))2z−n =

n!n

192
[z−1]

3z10 − 11z9 + 10z8

(1− z)9
z−n =

=
n!n

192
[z−1]

∞∑
i=0

(
3

(
i+ 6

6

)
zi+10−n − 11

(
i+ 6

6

)
zi+9−n + 10

(
i+ 6

6

)
zi+8−n

)
=

=
n!n

192

(
3

(
n− 5

6

)
− 11

(
n− 4

6

)
+ 10

(
n− 3

6

))
=

=
n!n

69120
(n− 5)(n− 6)(n− 7)(n− 8)(n2 + 8n− 3);

R(n) =
n!

120
[z−1]120B′1(z)B′4(z)(z)z−n =

n!

32
[z−1]

z11 − 7z10 + 20z9 − 28z8 + 16z7

(1− z)8
z−n =

=
n!

32
[z−1]

∞∑
i=0

((i+ 7

7

)
zi+11−n − 7

(
i+ 7

7

)
zi+10−n + 20

(
i+ 7

7

)
zi+9−n−

−28

(
i+ 7

7

)
zi+8−n + 16

(
i+ 7

7

)
zi+7−n

)
=
n!

32

((n− 5

7

)
− 7

(
n− 4

7

)
+

+20

(
n− 3

7

)
− 28

(
n− 2

7

)
+ 16

(
n− 1

7

))
=

=
n!

161280
(n− 5)(n− 6)(n− 7)(2n4 + 15n3 − 35n2 − 30n+ 48).

Подставляя в (4) выражения для B(n, 5), P (n), Q(n), R(n), получим формулу (1).

В таблице представлены числа E5(n), вычисленные с помощью теоремы 1 и пакета
программ Maple. При n = 6 пентациклический граф является блоком, поэтому E5(6) =
= B(6, 5) = 90.

n 6 7 8 9 10 11 12
E5(n) 90 5061 199528 6519492 191434320 5317946855 143972662680

2. Асимптотика и вероятность
Из теоремы 1 сразу получаем следствие 1.
Следствие 1. При n→∞ верно асимптотическое равенство

E5(n) ∼ 17n7

362880
n! .

Зададим на множестве помеченных эйлеровых графов с n вершинами равномерное
распределение вероятностей.

Следствие 2. Пусть Pn — вероятность того, что помеченный эйлеров пентацик-
лический граф с n вершинами является блоком. При n → ∞ верна асимптотика

Pn ∼
53

272
.

Доказательство. Pn =
B(n, 5)

E5(n)
∼ 265

29030400

362880

17
=

53

272
при n→∞.

Кактусом называется связный граф, в котором нет рёбер, лежащих более чем на
одном простом цикле [1, с. 93]. Все блоки кактуса — рёбра или простые циклы.
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Следствие 3. Пусть P̄n — вероятность того, что помеченный эйлеров пентацик-
лический граф с n вершинами является кактусом. При n → ∞ верна асимптотика

P̄n ∼
63

272
.

Доказательство. Пусть Ca(n, k) —число помеченных эйлеровых k-циклических
кактусов с n вершинами. В [10] получена формула

Ca(n, k) =
(n− 1)!nk−1

k!2k

(
n− k − 1

k − 1

)
,

из которой имеем Ca(n, 5) =
n3n!

3840

(
n− 7

4

)
=

n!n3

92160
(n−7)(n−8)(n−9)(n−10) ∼ n!n7

92160
,

P̄n =
Ca(n, 5)

E5(n)
∼ n!n7

92160

362880

17n!n7
=

63

272
при n→∞.
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