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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО СИНТЕЗА ДВОИЧНЫХ 4D-НЕЛИНЕЙНЫХ  

МОДУЛЯРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 

Рассматривается задача синтеза одного класса двоичных 4D-нелинейных модулярных динамических систем, 

заданных двухзначным аналогом полинома Вольтерры. Задача формулируется как задача квадратичной оп-

тимизации. При удовлетворении входной последовательностью системы условия ортогональности приводит-

ся алгоритм решения поставленной задачи. При неудовлетворении входной последовательностью условий 

ортогональности для решения задачи предлагается методика, основанная на привлечении специальных орто-

гональных входных последовательностей. 

Ключевые слова: нелинейные модулярные динамические системы; полином Вольтерры; задача оптимально-

го синтеза; задача квадратичной оптимизации; условие ортогональности; ортогональные входные последова-

тельности. 

 

Модулярные динамические системы (МДС) [1–6] являются одним из важных классов дискрет-

ных динамических систем (понятие модулярной динамической системы – синоним понятия «конеч-

ные автоматы», «конечные последовательностные машины» и т.д. [7]). Обычные, т.е. однопарамет-

рические, и многопараметрические МДС широко применяются в вычислительной технике, системах 

диагностики, кодировании и декодировании дискретных сообщений, в криптографии, моделирова-

нии, управлении непрерывных и дискретных объектов, в распараллеливании выполнения вычислений 

для различных задач (см. [1, 2, 4–6, 8–12]). Исследованы также задачи теории и приложений МДС 

(см.: [1–7, 13–19]). К таким задачам относится и задача синтеза МДС. К настоящему времени разра-

ботаны методы и алгоритмы решения задачи синтеза для различных классов однопараметрических и 

многопараметрических МДС, заданных в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры [5, 6, 20–22]. 

Одним из классов МДС является класс двоичных 4D-нелинейных МДС (4D-НMДC), который имеет 

более общие структуры, чем nD-НMДC, {1, 2, 3}n . А это стимулирует изучение различных задач 

также для 4D-НMДC. Лишь в работе [23] для полной реакции двоичных 4D-НMДC, заданных функ-

циональными входно-выходными соотношениями, получено полиномиальное соотношение в виде 

двухзначного аналога полинома Вольтерры. В данной работе рассматривается вопрос разработки ме-

тода и алгоритма решения задачи синтеза для двоичных 4D-НMДC. 
 

1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим двоичную 4D-НMДC с фиксированный памятью n0, ограниченной связью 

1 2 3P P P P   , со степенью S, описываемую в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры [23]: 
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Пусть ( ) ,i F i   через ),,,( 321 m  обозначим ν-й элемент множества ( )F i . Тогда  

4D-НMДC (1) можно записать в следующем виде:                                                 
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где для простоты записей приняты обозначения: 

1 2 3, ,( , , , )[ , , , ] [ , , , ]i i mh j h j


        , , 0 1 2 3( ,( , , , ) ),iQ Q i m   , 1 2 3(( , , , ) )i m    , 

, 1 2 3(( , , ) )iL L  . 

Из формулы (2) видно, что двоичный 4D-НMДC состоит из различных блоков. Между блоками  

и возможными двойками ,i   есть взаимно-однозначное соответствие, где {1,..., },i   {1,..., }.i S  

Отметим, что количество блоков определяется по формуле 1 ... .S    

Пусть  [0, ] 0,1,... ,    [0, ] {0,1,..., },    1,3n c C C         , и последовательность  

 0 1 2 3 1 1 2 2 3 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]}y n c c c n N c C c C c C     (3) 

суть желаемая выходная последовательность 4D-НMДC (2). Пусть на вход 4D-НMДC (2) поступает 

произвольная двоичная неизвестная последовательность  

1 2 3 1 1 2 2 3 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]}u n c c c n N c C c C c C    . 

Задача оптимального синтеза двоичных 4D-НMДC (2) заключается в нахождении для всех 

,i  , ,( , , ) ij L    ,  {1,..., },i   {1,..., },i S  таких , [ , , , ] {0,1}ih j     , при которых минимизи-

руется функционал 
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Функционал (4) указывает расстояние между реальной 1 2 3[ , , , ]y n c c c  и желаемой 0 1 2 3[ , , , ]y n c c c  после-

довательностями 4D-НMДC (2). Задача (2), (4) суть задача квадратичной оптимизации. 
 

2. Матричный вид задачи оптимального синтеза 
 

Через k  обозначим k-й элемент в ,i  , а компоненты набора k  обозначим через 

( )
, ,( , , , )k

       , где ,( , , ) iQ     . Введем следующий вектор столбец: 
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где каждому набору 1 2 3 1 2 3( , , , ) [0, ] [0, ] [0, ] [0, ]n c c c N C C C     соответствует одна компонента. По-

следовательно введем следующие блочные матрицы: 
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Последовательно введем следующие блочные векторы:                                                    
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где в формулах (6)–(8) через A  обозначено количество элементов во множестве A.  

В блочной матрице U все элементы блочной подматрицы 3( ), 1,U i i S , распишем в открытом 

виде, в полученной блочной матрице все элементы блочный подматрицы 2 ( , )U i  , 1, ,i    1,i S , 

также распишем в открытом виде и т.д. Тогда получим обыкновенную матрицу U размерностью 

1 2 3( 1)( 1)( 1)( 1)N C C C R     , где 
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i
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  . В блочном векторе H все компоненты блочных 

подвекторов 3( ), 1,H i i S , распишем в открытом виде. В полученном блочном векторе все компо-

ненты блочных подвекторов 2 ( , )H i  , 1, ,i    1,i S , распишем в открытом виде и т.д. Тогда полу-

чим обыкновенный вектор H с R компонентами.   

Предполагаем, что  1 2 3( 1)( 1)( 1)( 1)N C C C R     . Пусть  
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3 2 3 1 2 3 1 2 3( [0,0,0,0],..., [0,0,0, ],..., [0,0, , ],..., [0, , , ],..., [ , , , ])TY y y C y C C y C C C y N C C C . 

Тогда задачу (2), (4) можем записать в следующем матричном виде: 

                                           , (2)Y U H GF  ,                                                   (9) 

                                               0 0( ) ( ) minTJ Y Y Y Y     .                                        (10) 

Пусть на вход 4D-НМДС (2) поступает входная последовательность 

                      1 2 3 1 1 2 2 3 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]}u n c c c n N c C c C c C    ,                     (11) 

и она такова, что матрица U, образованная из нее по формулам (5), (6), удовлетворяет условиям орто-

гональности 

                                 1,1 , ,diag{ ,..., }; 0, 1,...,T
R RU U d d d R      ,                  (12)                                       

где , , 1, ,  d R    есть элементы матрицы  .TU U  Тогда последовательность (11) называется ортого-

нальной входной последовательностью для 4D-НМДС (2) . 

При произвольности двоичной входной последовательности (11) матрица U может не удовлет-

ворять условиям ортогональности (12). Можно доказать, что при 1S   невозможно найти входную 

последовательность типа (11) при которой U удовлетворяла бы условиям ортогональности (12). Од-

нако если в разные блоки 4D-НМДС (2) поступают разные входные последовательности, тогда воз-

можно удовлетворение матрицей U , образованной аналогично по формулами (5), (6), условия орто-

гональности аналогично (12) при 1S  . 
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Решения задачи (2),(4) для случая  ортогональных входных последовательностей  и случая не-

ортогональных входных последовательностей будем проводить в отдельности.  

 
3. Решение задачи оптимального синтеза 4D-НМДС  

при ортогональных входных последовательностях 
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

        ,                            (15)                                    

3 2 1 2( ) ( ( , )  ...  ( , ))
i

V i V i V i    ,   3 3( (1)  ...  ( ))V V V S . 

В (15) матрица V как обычная матрица имеет размерность 1 2 3( 1)( 1)( 1)( 1)N C C C R     .              

Задача (13), (4) имеет следующий матричный вид: 

                                    , (2)Y V H GF  .                                                                                              (17) 

В формуле (16) операция проводится над конечным полем (2)GF , а в (17) операция про-

водится над полем вещественных чисел. Однако эта задача оптимизации есть задача целочисленной 

оптимизации. Для решения данной задачи нужно использовать метод, использующий ее специфи-

ческие особенности. Пусть входные последовательности 

        , 1 2 2 1 1 2 2 3 3{ [ , , , ] : [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]},i n c c c n N c C c C c C      1, ,i    1,i S ,          (18)  

ортогональные, т.е. удовлетворяются  условиям ортогональности 

                                   1,1 , ,diag{ ,..., }; 0, 1,...,T
R RV V d d d R      ,                              (19)               

где , , 1, ,d R    – элементы матрицы .TV V   

Рассмотрим следующую задачу квадратичной оптимизации над полем действительных чисел: 

                                                               Y V K  ,                                                              (20)                                                                                                             

                                           0 0( ) ( ) minTJ Y Y Y Y    ,                                     (21) 

где количество компонентов неизвестного вектора K суть R, и задача (20), (21) есть непрерывный ана-

лог задачи (16), (17). Через kα и hα обозначим α-й компонент вектора K и вектора H соответственно. 

Если решение задачи (20), (21) известно, то решение задачи (16), (17) определяется по формуле [20] 

                                           
1, если 0,5,

0, если 0,5.

k
h

k








 


                                                 (22)                                                  
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В случае удовлетворения входной последовательностью (18) условия ортогональности (19), 

решение задачи квадратичной оптимизации (20), (21) можно определить по формуле 

                                                             
1

0( )T TK V V V Y     .                                                 (23)                                        

Рассмотрим вопрос определения оптимального значения импульсных характеристик , [ , , , ]ih j    , 

, ,i   ,( , , ) ,ij D     {1,..., },i   {1,..., }i S . Для этого определим номера компонентов вектора 

,
1 , 1 ,( , ,( , , ) ) ( [( , , ) , ],..., [( , , ) , ])

i

T
i iH i j h j h j


     

           среди компонентов вектора H. Рассмот-

рим компоненту , [( , , ) , ]ih j      вектора 1( , ,( , , ) )H i j    , где ,{1,..., },i    ,{1,..., }iL  . Но-

мер компоненты , [( , , ) , ]ih j      можно определить по формуле 

                                  
, ,1 1

, , ,
1 1 1 1 1

( 1) .
i

i

L Li

i i

   

   
    

                                          (24)    

Таким образом, при ортогональной последовательности (18) решение задачи (16), (17), т.е. опти-

мальное , [( , , ) , ]ih j     , ,{1,..., },i    ,{1,..., }iL  , {1,..., },i   {1,..., }i S , можно определить 

по следующей последовательности: определение вектора K – решения задачи (20), (21), по формуле (23); 

для каждых ,{1,..., },i    ,{1,..., }iL  , {1,..., },i   {1,..., }i S  определение , [( , , ) , ]ih j      по 

формуле 

,

1, если 0,5,
[( , , ) , ]

0, если 0,5,
i

k
h j

k



  




    



 

где γ определяется по формуле (24). 
 

4. Решение задачи оптимального синтеза 4D-НМДС  

при произвольных входных последовательностях 
 

Пусть входная последовательность (11) суть произвольная неизвестная двоичная последова-

тельность. Тогда элементы матрицы U, образованной по формулам (5), (6), неизвестны, и условие 

ортогональности (12) не выполняется. По этой причине решение задачи оптимального синтеза (2), (4) 

на основе существующих методов невозможно, так как для решения задачи оптимизации этими ме-

тодами должны быть известны значения элементов матрицы U или ее какие-либо свойства. Поэтому 

для решения поставленной задачи необходима разработка специального метода, основанного на ор-

тогонализации входной последовательности, которая будет поступать на вход 4D-НМДС. Для реали-

зации этого поставим на вход 4D-НМДС специальные преобразователи, с помощью которых входная 

последовательность (11) преобразуется в специальные ортогональные последовательности    

, 1 2 1 1 2 2 3 3{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]},i n c c n N c C c C c C      {1,..., },i   {1,..., }i S . 

Для каждых {1,..., },i   {1,..., }i S , в качестве преобразователя можно использовать линей-

ную модулярную систему, описываемую следующим уравнением: 

           
1

, 1 2 3 , 1 2 3 1 2 3 , 1 2 3
0

[ , , , ] [ 1, , , ] [ , , , ] [ , , , ] ,   (2) ,
n

i i i
m

n c c c g n m c c c u m c c c g n c c c GF


  


              (25)        

где , 1 2 3[ , , , ] ig n c c c  является импульсной характеристикой соответствующего преобразователя. Вы-

ход преобразователя (25) подается на вход тех блоков 4D-НМДС (2), которые соответствуют ,i  , 

где {1,..., },i   {1,..., }i S . Для каждых {1,..., },i   {1,..., },i S  при известной последовательности 

, 1 2 1 1 2 2 3 3{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]},i n c c n N c C c C c C      импульсную характеристику преобразова-

теля (25) можно определить по формуле 
1

, 1 2 3 , 1 2 3 1 2 3 , 1 2 3
0

[ , , , ] [ 1, , , ] [ , , , ] [ , , , ] ,   (2) .
n

i i i
m

g n c c c g n m c c c u m c c c n c c c GF


  


      
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Таким образом, для решения задачи синтеза 4D-НМДС с произвольными неизвестными вход-

ными последовательностями сначала осуществляем ортогонализацию ее входной последовательности, 

а после этого, применяя методику решения задачи синтеза 4D-НМДС с ортогональными входными 

последовательностями, рассмотренную в разделе 3, решаем поставленную задачу. 
 

Заключение 
 

В работе задача оптимального синтеза одного класса двоичных 4D-НМДС, заданных двухзнач-

ным аналогом полинома Вольтерры, сформирована как задача квадратичной оптимизации. Получен 

матричный вид задачи оптимального синтеза. Введены понятие ортогональной входной последова-

тельности для двоичных 4D-НМДС. Приведена методика решения задачи оптимального синтеза дво-

ичных 4D-НМДС с ортогональными входными последовательностями. А для решения задача опти-

мального синтеза двоичных 4D-НМДС с произвольными двоичными входными последовательностя-

ми предложена методика, основанная на привлечении специальных ортогональных последовательно-

стей. Отметим, что ортогональные последовательности строятся на основе условий ортогональности, 

учитывающих особенности рассматриваемой МДС. Поэтому в дальнейшем, во-первых, необходимо 

найти такие условия и, во-вторых, на основе этих условий разработать алгоритм для построения ор-

тогональных входных последовательностей. 
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Binary 4D-nonlinear modular dynamic system (4D-NMDS) with fixed memory n0, limited connection 1 2 3P P P  , degree S, 

described in the form of  two-valued analogue of Volterra’s polynomial is considered: 

  

, ,

, , , , ,

1 2 3 , , , 1
1 1 ( , , ) ( , , ) 1

1 2 2 3 3

[ , , , ] [ , , , ]    [ ( , , , ),

( ), ( ), ( )], (2).

i

i i i

mS

i
i j L Q

y n c c c h j u n c

p j c p c p GF

  

     



   
           

  

              

    

 (1) 

Here  [0, ] 0,1,... ,   [0, ] {0,1,..., },  1,3;n c C C           1 2 3[ , , , ]y n c c c  and 1 2 3[ , , , ]u n c c c  is a sequence over field (2)GF ; 

{ (1),..., ( )},P p p r    (1) ... ( ) ,p p r        ( ) {..., 1,0,1...},p j    1,..., ,j r 1,3  . 

Let 0 1 2 3{ [ , , , ] : [0, ]},y n c c c n N  1 1[0, ],c C  2 2[0, ],c C  3 3[0, ],c C  be desired output sequences of 4D-NMDS (1). Let an ar-

bitrary binary unknown sequence enter the input 4D-NMDS (1) 

    1 2 3 1 1 2 2 3 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]}u n c c c n N c C c C c C    .            (2)  

The problems of the optimal synthesis of binary 4D-NMDS (1) consist in finding for all ,( , , ) ij L    , ,i  , {1,..., },i   

{1,..., },i S  such , [ , , , ] {0,1}ih j     , for which the following functional is minimized 

                    
1 1 2 2 3 3

2
1 2 3 0 1 2 3

0 [0, ] [0, ] [0, ]

( [ , , , ] [ , , , ])
N

n c C c C c C

J y n c c c y n c c c
   

     .                   (3) 

Based on the sequence (2), the matrix 0( , , , , , )U i j     is constructed. Based on the 0( , , , , , )U i j     and , [ , , , ]ih j    , se-

quentially matrices 1( , , , , )U i j   , 2( , )U i  , 3( )U i , U and vectors 1( , , , , )H i j   , 2( , )H i  , 3( )H i , H are constructed respectively. 

The matrix U and the vector H have the dimensions 1 2 3( 1)( 1)( 1)( 1)N C C C R      and R, respectively, where 
0 1 2 3( 1)

1

S
i
n r r r

i

R C 


  . 

The formulas (1) and (3) have the following matrix form: 

                     , (2)Y U H GF  ,     0 0( ) ( ) minTJ Y Y Y Y     . (4) 

If 1S  , then the input sequence is not orthogonal, i.e. does not satisfy the conditions. 1,1 ,diag{ ,..., },T
R RU U d d   , 0,d    

1,...,R . If different input sequences enter input different blocks 4D-NMDS (1), then it is possible that, together input sequences 

of all blocks 4D-NMDS (1) can be orthogonal input sequences. Let orthogonal sequences , 1 2 3[ , , , ]i n c c c , {1,..., },i   {1,..., }i S , 

enters to input of 4D-НМДС (1) and the matrix V is formed from them. Then the solution to problem , (2)Y V H GF  , 

0 0( ) ( ) minTJ Y Y Y Y     is determined on the basis of the solution to the continuous problem of the quadratic optimization 

Y V K  , 0 0( ) ( ) minTJ Y Y Y Y     as follows:  if k  and h  are α-th components of vectors K and H respectively, then if 

0.5k  , then 1,h   else 0.h  The vector K is determined by the formula 1
0( )T TK V V V Y    .  

Also in the case of non-orthogonal input sequences, for solving problem (4) a technique, based on attracting special orthogonal 

sequences, is proposed.  
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