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РАЗЛОЖЕНИЕ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ МАГНИТНОГО
ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА В ОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ

Вводится магнитный оператор Шредингера, соответствующий обобщенной
задаче Дирихле. Доказывается его самосопряженность и дискретность спек-
тра в ограниченных областях в многомерном случае, а также базисность его
собственных функций в пространстве Лебега и магнитном соболевском про-
странстве. Дается новая характеристика области определения магнитного
оператора Шредингера. Исследуется существование и единственность ре-
шения магнитного уравнения Шредингера со спектральным параметром.
Доказывается, что если спектральный параметр отличен от собственных
значений, то первая обобщенная задача Дирихле имеет единственное реше-
ние. Находится условие разрешимости обобщенной задачи Дирихле при
совпадении спектрального параметра с собственным значением магнитного
оператора Шредингера.

Ключевые слова: магнитный оператор Шредингера, дискретный спектр,
собственные значения и собственные функции, разложение по собственным
функциям, теоремы существования и единственности решений.

1. Постановка задачи

Пусть G  – ограниченная область в n -мерном пространстве nR .
Рассмотрим в G  магнитное выражение Шредингера

2

,
1

1 ( ) ( )
n

a V k
kk

H a x V x
i x=

⎛ ⎞∂
= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑ , (1)

где ( )V x  – вещественный электрический потенциал, 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))na x a x a x a x=

– вещественный магнитный потенциал, 1i = − , 1 2( , ,..., ) n
nx x x x R= ∈ .

В пространстве 2 ( )L G  введем симметрический оператор 0
,a VH  с областью оп-

ределения 0
, 0( ) ( )a VD H C G∞= , порожденный выражением (1), т.е. действующий по

правилу
2

0
,

1

1( ) : ( ) ( ) ( ) ( )
n

a V k
kk

H x a x x V x x
i x=

⎛ ⎞∂
ϕ = + ϕ + ϕ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑ , ( )0( )x C G∞ϕ ∈ ,

где 0 ( )C G∞  (пространство основных функций) – совокупность всех бесконечно
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дифференцируемых финитных в G  функций. Замыкание оператора 0
,a VH  обозна-

чим через ,
D
a VH .

Цель работы – доказать дискретность спектра оператора ,
D
a VH , получить раз-

ложение по собственным функциям этого оператора и применить полученные ре-
зультаты к исследованию первой обобщенной задачи Дирихле для уравнения

, ( ) ( ) ( )D
a VH u x u x f x− λ = (2)

в ограниченных областях пространства nR , где λ  – спектральный параметр. От-
метим, что под первой обобщенной задачей Дирихле для уравнения (2) понимаем

задачу нахождения такой функции ( )u x  из класса 1
2 ( )

o

W G , которая удовлетворяет
уравнению (2) в смысле теории обобщенных функций в области G  при

',1
2( ) ( )
o

f x W G∈ . Здесь через ',1
2 ( )
o

W G  обозначено сопряженное пространство к

1
2 ( )

o

W G , являющееся замыканием пространства 0 ( )C G∞  в пространстве Соболева

первого порядка 1
2 ( )W G .

В приложениях принципиальное значение имеет разложение по собственным
функциям краевых задач для дифференциальных уравнений. В настоящее время
существует несколько методов (см. [1]) доказательства полноты собственных
функций. В настоящей работе доказывается полнота собственных функций опера-
тора ,

D
a VH  методом Грина.

2. Основные результаты

В пространстве 1 1
2 2( ) ( )

o o

W G W G×  с помощью выражения (1) определим полуто-
ралинейную форму

,
1

( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

a V k k
k kk G

u x v xh u v ia x u x ia x v x dx
x x=

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∫

( ) ( ) ( )
G

V x u x v x dx+∫ . (3)

Обозначим через ,
F
a VH  оператор, ассоциированный с формой (3).

Теорема 1. Пусть G  – ограниченная область в nR , функции ( )ka x ,
1, 2,...,k n= , имеют непрерывные ограниченные в G  частные производные пер-

вого порядка, а функция ( )V x  – измеримая и ограниченная в G . Тогда оператор

,
D
a VH  – существенно самосопряженный и справедливы равенства

1
, ,

D F
a V a VH H G E−

μ= = + μ ,

где Gμ  – оператор Грина, который введен в работе [2], E  – единичный оператор.
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Доказательство. Существенно самосопряженность оператора 0
,a VH  следует

из теоремы Ляйнфельдера – Зимадера (см. [3]). Самосопряженность оператора

,
F
a VH  следует из теоремы Лакса – Мильграма (см. [4, 5] и [6, с. 16]) и теории рас-

ширения по Фридрихсу (см. [7]). Из теории расширения Фридрихса следует, что
область определения оператора ,

F
a VH  следующая:

1
, 2 , 2( ) ( ) ( ) : ( ) ( )

o
F
a V a VD H x W G H x L G

⎧ ⎫⎪ ⎪= ϕ ∈ ϕ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.

Очевидно, что , ,
D F
a V a VH H= , так как расширение Фридрихса ,

F
a VH  является един-

ственным самосопряженным расширением симметрического оператора 0
,a VH .

В работе [8] доказано, что оператор Грина Gμ  является самосопряженным опера-

тором в пространстве 2 ( )L G . Поэтому его обратный 1G−
μ  также будет самосопря-

женным. Из определения оператора Gμ  (см. [2]) следует, что для любого элемен-

та из 2 ( )L G  существует функция из 1
2 ( )

o

W G , такая, что 1
, ,a VG f H u−

μ μ=  ( , ,a VH μ

определено в работе [2]). Тем самым, область определения и действия оператора
1G E−

μ + μ  следующие:

1 1
2 2 , 2( ) ( ) ( ) : ( ) ( ), ( )

o

a VD G E u x L G u x W G H u L G−
μ

⎧ ⎫⎪ ⎪+ μ = ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,

1
,( ) a VG E u H u−

μ + μ = , ( )1u D G E−
μ∈ + μ .

Отсюда получаем, что
1

,
D
a VG E H−

μ + μ = .

Следовательно,
1

, ,
D F
a V a VH H G E−

μ= = + μ .

Теорема доказана.
В дальнейшем оператор ,

D
a VH  назовем магнитным оператором Шредингера,

соответствующим первой обобщенной задаче Дирихле.
Теорема 2. Магнитный оператор Шредингера ,

D
a VH , соответствующий пер-

вой обобщенной задаче Дирихле, имеет чисто дискретный спектр.
Доказательство. Самосопряженность и полуограниченность снизу оператора

Грина Gμ  в произвольной области доказана в работе [8]. Из теоремы Реллиха (см.

[9, с. 183] или [10, с. 167]) cледует, что если область G  – ограниченная, то опера-
тор Gμ  является вполне непрерывным оператором. Обозначим через , ( )D

a VR λ

резольвенту оператора ,
D
a VH . Для доказательства теоремы достаточно доказать,
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что оператор ,
D
a VH  имеет компактную резольвенту (см. [11] или [12, с. 269, тео-

рема XIII.64]).
Пусть λ  и ν  – произвольные регулярные числа оператора ,

D
a VH . Тогда имеет

место следующее тождество Гильберта (см. [13, с. 136]):

, , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )D D D D
a V a V a V a VR R R Rλ − ν = λ − ν λ ⋅ ν . (4)

Если в тождестве Гильберта (4) число ν  заменить произвольным числом μ  из
промежутка 0( , )−∞ λ  (число 0λ

 
определено в работе [2]) и учесть, что

, ( )D
a VR Gμμ = , то получим

, ,( ) ( ) ( )D D
a V a VR G R Gμ μλ − = μ − λ λ ⋅ . (5)

Из вполне непрерывности оператора Грина Gμ  и равенства (5) вытекает, что опе-

ратор , ( )D
a VR λ  – вполне непрерывный, так как пространство вполне непрерывных

операторов образует идеал. Теорема доказана.
Обозначим через , 1, 2,...k kλ = , собственные значения магнитного оператора

,
D
a VH  и упорядочим их в порядке возрастания (с учетом их кратности)

1 2 3 ... ...kλ ≤ λ ≤ λ ≤ ≤ λ ≤ .

Из теории Фредгольма следует, что lim kk→∞
λ = +∞ .

Пусть ( ), 1, 2,...k x kϕ = , – ортонормированные собственные функции оператора

,
D
a VH , отвечающие собственным значениям , 1, 2,...k kλ = .
Имеет место следующая
Теорема 3. Система собственных функций { } 1( )k kx ∞

=ϕ  образует ортонорми-
рованный базис в пространстве 2 ( )L G .

Доказательство. Из теоремы 1 вытекает, что
1

,
D
a VH G E−

μ= + μ .

Из этого равенства и равенства

, ( ) ( )D
a V x k kH x xϕ = λ ϕ , 1, 2,...k = ,

следует, что ( ), 1, 2,...k x kϕ = , являются также собственными функциями для опе-

ратора Грина Gμ , отвечающими собственным значениям 
1

1

k k

∞

=

⎧ ⎫
⎨ ⎬

λ − μ⎩ ⎭
, т.е.

1( ) ( )k k
k

G x xμϕ = ϕ
λ − μ

, 1, 2,...k = . (6)

Так как оператор Грина является вполне непрерывным положительно-опреде-
ленным самоспоряженным оператором, то система собственных функций
{ } 1( )k kx ∞

=ϕ  полна в 2 ( )L G . Из ортонормированности и полноты следует, что сис-

тема собственных функций { } 1( )k kx ∞
=ϕ  образует базис в пространстве 2 ( )L G , т.е.
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любую функцию ( )f x  из пространства 2 ( )L G  единственным образом можно раз-
ложить по собственным функциям, т.е.

1
( ) ( , ) ( )k k

k
f x f x

∞

=
= ϕ ϕ∑

и 2 2

1
( , )k

k
f f

∞

=
= ϕ∑ .

Теорема доказана.
Используя теорему 3, дадим новую характеристику области определения опе-

ратора ,
D
a VH .

Теорема 4. Для того чтобы функция 2( ) ( )f x L G∈  принадлежала области оп-

ределения оператора ,
D
a VH , необходимо и достаточно, чтобы

22

1
( , )k k

k
f

∞

=
λ ϕ < +∞∑ . (7)

Доказательство. Необходимость. Пусть функция ( )f x  принадлежит области

определения оператора ,
D
a VH . Так как 1

,( ) ( )D
a VD H D G−

μ= , то существует функция

( )g x  из пространства 2 ( )L G , которая ( ) ( )G g x f xμ = . Из теоремы 3 следует, что

функцию ( )g x  можно разложить по собственным функциям { } 1( )k kx ∞
=ϕ , т.е. спра-

ведливо равенство

1
( ) ( , ) ( )k k

k
g x g x

∞

=
= ϕ ϕ∑ ,

где 2

1
( , )k

k
g

∞

=
ϕ < +∞∑ . (8)

Отсюда и из равенства (6) получим

1

1( ) ( , ) ( )k k
kk

f x g x
∞

=
= ϕ ϕ

λ − μ∑ .

С другой стороны, имеем

1
( ) ( , ) ( )k k

k
f x f x

∞

=
= ϕ ϕ∑ .

Из базисности системы { } 1( )k kx ∞
=ϕ  следует, что

1( , ) ( , )k k
k

f gϕ = ϕ
λ − μ

. (9)

Так как ~k kλ λ − μ  при k → ∞ , то из (8) и (9) получим

( ) ( )2 2 22 2
2

1 1 1

1, , ~ ( , )k k k k k
k k kk

f g g
∞ ∞ ∞

= = =
λ ϕ = λ ϕ ⋅ ϕ < +∞

λ − μ
∑ ∑ ∑ .
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Достаточность. Пусть 2( ) ( )f x L G∈  и

22

1
( , )k k

k
f

∞

=
λ ϕ < +∞∑ .

Докажем, что ,( ) ( )D
a Vf x D H∈ . Положим

1
( ) ( , ) ( )

k

k j j
j

f x f x
=

= ϕ ϕ∑ .

Тогда

,
1

( ) ( , ) ( )
k

D
a V k j j j

j
H f x f x

=
= λ ϕ ϕ∑ .

Из (7) и теоремы 3 следует, что lim ( ) ( )kk
f x f x

→∞
=  и

,
1

lim ( ) ( , ) ( )D
a V k j j jk j

H f x f x
∞

→∞ =
= λ ϕ ϕ∑ .

Из замкнутости оператора ,
D
a VH  следует, что ,( ) ( )D

a Vf x D H∈  и

,
1

( ) ( , ) ( )D
a V j j j

j
H f x f x

∞

=
= λ ϕ ϕ∑ .

Теорема доказана.
Теперь докажем, что система собственных функций { } 1( )k kx ∞

=ϕ  магнитного

оператора Шредингера ,
D
a VH , соответствующая первой обобщенной задаче Ди-

рихле, образует ортогональный базис в пространстве 1
, , ( )a VW Gμ  (пространство

1
, , ( )a VW Gμ  введено в работе [2]).
Справедливa следующая
Теорема 5. Система собственных функций { } 1( )k kx ∞

=ϕ  оператора ,
D
a VH  образу-

ет ортогональный базис в магнитном пространстве Соболева первого порядка
1
, , ( )a VW Gμ .

Доказательство. Так как функции ( )k xϕ , 1, 2,...k = , принадлежат области

определения оператора ,
D
a VH , то из теоремы 3.1 работы [2] следует, что

1
, ,( ) ( )k a Vx W Gμϕ ∈ , 1, 2,...k = . Из равенства

1
, , 1

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

a V

l m
l m k l k mW

k kk G

x x
ia x x ia x x dx

x xμ

∞

=

⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ⎛ ⎞
ϕ ϕ = + ϕ − ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∫

( ) ( )( ),( ) ( ) ( ) ( ) ( )D
l m a V k m

G G

V x x x dx H E x x dx+ − μ ϕ ϕ = − μ ϕ ϕ =∫ ∫

( )( )
2 ( )( ) ( ) ( ) ,k k m k k m L G

G

x x dx= λ − μ ϕ ϕ = λ − μ ϕ ϕ∫
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и ортогональности системы { } 1( )k kx ∞
=ϕ  в пространстве 2 ( )L G  следует, что если

l m≠ , то 1
, , ( )

( , ) 0
a V

l m W Gμ
ϕ ϕ = , т.е. система { } 1( )k kx ∞

=ϕ  ортогональна и в простран-

стве 1
, , ( )a VW Gμ . Так как пространство 1

, , ( )a VW Gμ  плотно вложено в 2 ( )L G , то из

теоремы 3 следует, что система { } 1( )k kx ∞
=ϕ  образует ортогональный базис в про-

странстве 1
, , ( )a VW Gμ . Теорема доказана.

Следствие 1. Из теоремы 3.1 работы [2] следует, что система { } 1( )k kx ∞
=ϕ  обра-

зует базис в пространстве 1
2 ( )

o

W G .
Теперь, используя полученные результаты, исследуем существование и единст-

венность решения первой обобщенной задачи Дирихле в ограниченных областях.
Теорема 6. Пусть G  – ограниченная область в nR , 2( ) ( )f x L G∈  и

{ } 1\ k kC ∞
=λ ∈ λ . Тогда первая обобщенная задача Дирихле имеет единственное

решение.
Доказательство. Пусть функция ( )f x  и число λ  удовлетворяют условию

теоремы. Из сходимости ряда

( ) 2

1
, k

k
f

∞

=
ϕ∑

и ( )lim kk→∞
λ − λ = ∞  следует, что ряд

1

1 ( , ) ( )k k
kk

f x
∞

=
ϕ ϕ

λ − λ∑  (10)

сходится в пространстве 2 ( )L G . Обозначим сумму ряда (10) через ( , )u x λ , т.е. по-
ложим

1

1( , ) ( , ) ( )k k
kk

u x f x
∞

=
λ = ϕ ϕ

λ − λ∑ . (11)

Докажем, что функция ( , )u x λ , определенная по формуле (11), принадлежит про-

странству 1
2 ( )

o

W G . Так как пространства 1
2 ( )

o

W G  и 1
, , ( )a VW Gμ  топологически экви-

валентны (см. [2]), то достаточно доказать, что 1
, ,( , ) ( )a Vu x W Gμλ ∈ . По теореме 5

система функций 
1

( )k

k k

x
∞

=

⎧ ⎫ϕ⎪ ⎪
⎨ ⎬

λ − μ⎪ ⎪⎩ ⎭
 образует ортонормированный базис в простран-

стве 1
, , ( )a VW Gμ . Из равенства Парсеваля следует, что

1
, ,

1
, ,

2

2
( )

1 ( )

( , ,
a V

a V

k
W G

k k W G

u x u
μ

μ

∞

=

⎛ ⎞ϕ
λ = ⎜ ⎟⎜ ⎟λ − μ⎝ ⎠

∑ .
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Из (11) имеем

( )
22 ( )( )

1, ( , )k k L GL G
k

u fϕ = ϕ
λ − λ

, 1, 2,...k = ,

и 1 2, ,
( )( )

( , ) ( , )
a V

k
k k L GW G

k
u f

μ

λ − μ
ϕ = ϕ

λ − λ
, 1, 2,...k =  . (12)

Так как ~k kλ − μ λ  при k → ∞ , то из (12) следует, что

2

2
( )
2

1

( , )k L G
k

k k

f∞

=

ϕ
λ ⋅ < +∞

λ − λ
∑ .

Следовательно, 1
, ,( , ) ( )a Vu x W Gμλ ∈ .

Теперь докажем, что функция ( , )u x λ  принадлежит области определения опе-

ратора ,
D
a VH .

Из сходимости ряда
2

1
( , )k

k
f

∞

=
ϕ∑

и асимптотического равенства ( )22 ~k kλ λ − λ  при k → ∞  получим

( )2

2
( ) 222 2
2

1 1 1

( , )
( , ) ~ ,k L G

k k k k
k k kk

f
u f

∞ ∞ ∞

= = =

ϕ
λ ϕ = λ ϕ < +∞

λ − λ
∑ ∑ ∑ . (13)

Из (13) и теоремы 4 следует, что ,( , ) ( )D
a Vu x D Hλ ∈ . Применяя оператор ,

D
a VH E− λ

к равенству (11), получим

, ,
1

1( ) ( , ) ( , )( ) ( )D D
a V k a V k

kk
H E u x f H E x

∞

=
− λ λ = ϕ − λ ϕ =

λ − λ∑

1
( , ) ( ) ( )k k

k
f x f x

∞

=
= ϕ ϕ =∑ .

Теорема доказана.
В заключение исследуем существование решения первой обобщенной задачи

Дирихле для уравнения

0, ( ) ( ) ( )D
a V kH u x u x f x− λ = , (14)

где 
0kλ  – один из собственных значений оператора ,

D
a VH , 2( ) ( )f x L G∈ .

Пусть порядок собственного значения 
0kλ  равен 

0kp . Выберем ортонормиро-

ванный базис 0( )
1 ( )k xϕ , 0( )

2 ( )k xϕ ,..., 0

0

( ) ( )
k

k
p xϕ  в собственном подпространстве 

0k
Lλ .

Из теории Фредгольма (см. [6, с. 30]) следует, что верна следующая
Теорема 7. A) Для того чтобы первая обобщенная задача Дирихле для уравне-

ния (14) имела решение, необходимо и достаточно, чтобы функция ( )f x  была ор-

тогональна собственным функциям 0( )
1 ( )k xϕ , 0( )

2 ( )k xϕ ,..., 0

0

( ) ( )
k

k
p xϕ .
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B) Если ( )f x  ортогональна всем собственным функциям 0( )
1 ( )k xϕ , 0( )

2 ( )k xϕ  ,...,
0

0

( ) ( )
k

k
p xϕ , то уравнение (14) имеет бесконечно много решений вида

0
0

0

0

( )

1

( , )
( ) ( ) ( )

k

j k

p
j k

k j i i
jj i

f
u x x c x

=
λ ≠λ

ϕ
= ϕ + ϕ

λ − λ∑ ∑ ,

где 
01 2, ,...,

kpc c c  – произвольные постоянные числа.
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bounded domains in the multidimensional case. We also prove the basis property of its
eigenfunctions in the Lebesgue space and in the magnetic Sobolev space. We give a new
characteristic of the definition domain of the magnetic Schrödinger operator. We investigate the
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existence and uniqueness of a solution of the magnetic Schrödinger equation with a spectral
parameter. It is proved that if the spectral parameter is different from the eigenvalues, then the
first generalized Dirichlet problem has a unique solution. We then find the solvability condition
for the generalized Dirichlet problem when the spectral parameter coincides with the eigenvalue
of the Schrödinger magnetic operator.
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