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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЕ НЕКРИТИЧЕСКИХ
МАРКОВСКИХ ВЕТВЯЩИХСЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ

Работа посвящена исследованию переходных вероятностей Марковских вет-
вящихся случайных процессов непрерывного времени при минимальных
моментных условиях. Рассмотрим некритический случай, т.е. случай, когда
средняя плотность интенсивности превращения частиц не равна нулю. Най-
дем асимптотическое представление для переходных вероятностей без до-
полнительных моментных условий. Для нахождения конечного предельного
инвариантного распределения мы ограничиваемся условием конечности мо-
мента типа [ ln ]x xE  для плотности превращения частиц. Утверждение об
асимптотическом представлении вероятностной производящей функции
(Основная Лемма) исследуемого процесса и ее дифференциальный аналог
будут лежать в основе наших выводов. При этом существенно применяется
теория правильно меняющихся функций в смысле Карамата.
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функции, Основная лемма, переходные вероятности, инвариантные распре-
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1. Введение

Модели ветвящихся случайных процессов являются наиболее подходящими
среди всех остальных для многих природных и технических явлений, связанных
с развитием численности популяции частиц. Процесс Гальтона – Ватсона (Г-В) с
дискретным временем представляет собой простейший ветвящийся процесс, в ко-
тором последовательность числа поколений определяет однородную цепь Марко-
ва, а закон превращения частиц не зависит от времени и наличия других частиц.
К настоящему времени существует множество моделей ветвящихся процессов,
которые являются модификациями или обобщениями процесса Г-В (см. [1]). Пря-
мое обобщение модели процесса Г-В приводит к так называемому процессу
Беллмана – Харриса, в котором время жизни всех частиц имеет некоторый произ-
вольный закон распределения ( )G t . Этот процесс впервые рассмотрен в работе
[2] в 1948 году. Позднее, в 1964 году, Б.А. Севастьянов [3] построил модель не-
сколько более общую, чем в [2], распространяя процесс Беллмана – Харриса на
случай с несколькими типами частиц и определяя вероятность их превращения,
зависящую от их возраста (см. также [4, гл. 8]). Еще одна модификация модели
Г-В – это модель ветвящихся процессов в случайной среде. Эта модель была вве-
дена в работе В. Смита и В. Вилкинсона [5] для случая среды, порожденной по-
следовательностью независимых одинаково распределенных случайных величин.
В настоящее время благодаря исследованиям В.А. Ватутина и его коллег и учени-
ков, теория ветвящихся процессов в случайной среде продолжает интенсивно раз-
виваться (см. [6–11]).
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Развитие общей теории ветвящихся случайных процессов связано с одной сто-
роны востребованностью углубленного исследования классических моделей и, с
другой стороны, характеризуется открытием новых моделей, глубоко и наглядно
описывающих суть изучаемых реальных явлений. В этой связи, исследование по
улучшению имевшихся результатов в рамках классических моделей и установле-
ние новых, наиболее соответствующих объективным условиям, представляет оп-
ределенное значение.

В настоящей работе мы рассмотрим классическую модель ветвящегося про-
цесса, называемого Марковским однородным ветвящимся случайным процессом
непрерывного времени, в котором распределение продолжительности жизни час-
тицы ( )G t  представляет собой экспоненциальный закон (см. [4, с. 28]).

Пусть в некоторой системе имеется популяция частиц одного типа, способных
гибнуть и превращаться в случайное число частиц того же типа. Определим про-
цесс эволюции численности этих частиц, развивающийся по следующей схеме.
Случайная функция ( )Z t  обозначает число частиц в момент времени

[0, )t ∈ = + ∞T� . Каждая существующая в момент t  частица, независимо от своей
предыстории и от наличия других частиц, за малый промежуток времени ( , )t t + ε

(при 0ε ↓ ) превращается в 0 \{1}j ∈N  частиц с вероятностью ( )ja ε + εO , где

0 {0}= ∪N N  и {1,2, }= …N ; с вероятностью 11 ( )a+ ε + εO  частица продолжает

жить или производит ровно одного потомка. Здесь числа { }0,ja j ∈N  – локаль-

ные плотности, которые указывают на интенсивности превращения частиц, при-
чем они удовлетворяют соотношению

0

0 1
\{1}

0 j
j

a a a
∈

< < − = < ∞∑
N

.

Появившиеся новые частицы претерпевают превращения по такому же случайно-
му закону. Вышеопределенный процесс называется Марковским ветвящимся слу-
чайным процессом (МВП) и семейство случайных величин { }( ),Z t t ∈T  образует
однородную цепь Маркова с пространством состояний 0 {0}= ∪S S , где ⊂ NS
(см. [4]). В последних обозначениях мы отметили, что состояние рассматриваемой
цепи { }( )Z t  можно разделить на два класса: {0}  – единственное поглощающее
состояние и S  – класс всех сообщающихся состояний.

Частицы, участвующие в процессе, в зависимости от контекста, могут быть
представлены животными в биологических задачах, элементарными частицами в
ядерной физике, людьми в задачах демографии и т.д. А.Н. Колмогоров, одним из
первых, обратил внимание на возможность применения теории МВП в биологи-
ческих задачах в работе [12], опубликованной еще в 1938 году в Известиях НИИ
математики и механики Томского университета.

Определим условную вероятность { }{ }: (0)i Z i∗ = ∗ =P P  при условии, что в на-
чальный момент в системе имеются ровно i ∈S  частиц. Известно, что переход-
ные вероятности { }( ) ( )ij it Z t j= =Pp  удовлетворяют для любых ,i j ∈S  условию
ветвления (см. [4, с. 13])
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Из этого следует, что для изучения эволюции процесса { }( ),Z t t ∈T  достаточно
определить вероятности 1( ) : ( )j jt t=p p . Эти вероятности, в свою очередь, задают-

ся с помощью локальных плотностей { }ja  соотношением

1( ) ( )j j jaε = δ + ε + εOp  при 0ε ↓ , (1.1)

где ijδ  – знак Кронекера; (0 )j ja ′= +p . Из соотношения (1.1) следует, что для ве-

роятностной производящей функции (ПФ) 
0

( ; ) : ( ) j
jjF t s t s

∈
= ∑ S

p  имеет место

следующее представление:
( ; ) ( ) ( )F s s f sτ = + ⋅ τ + τO  при 0τ ↓

для всех [0, 1)s ∈ , где 
0

( ) : j
jjf s a s

∈
= ∑ S

 – ПФ интенсивностей превращения час-

тиц (см. [4, с. 26]).
Предполагая конечности ряда jj ja

∈∑ S
, введем обозначение

: (1 )j
j

m ja f
∈

′= = −∑
S

.

Параметр m  – средняя плотность интенсивности превращения частиц, по сути,
регулирует асимптотическое поведение траекторий процесса { }( )Z t . Рассмотрим

случайную величину { }: inf : ( ) 0t Z t= ∈ =H T , обозначающую момент вырожде-

ния процесса. Из теоремы о вырождении [13, с. 108] следует, что { } i
i q< ∞ =P H ,

где q  – вероятность вырождения процесса, которая является наименьшим корнем
уравнения ( ) 0f q = . Этот корень, как известно, равен 1 , если 0m ≤ , и меньше 1
при 0m >  (см. [4, гл. 1, § 1]). В связи с этим МВП классифицируется в зависимо-
сти от знака параметра m  и называется докритическим, критическим и надкри-
тическим, если 0m < , 0m =  и 0m >  соответственно.

Наши дальнейшие рассуждения будут связаны с теорией правильно меняю-
щихся функций в смысле Карамата. Положительная функция называется медлен-
но меняющейся (ММ) функцией на бесконечности, если она измерима на некото-
рой положительной полуоси [ , )A ∞  и принадлежит классу

( ): ( ) : lim 1   (0, )
( )x

xx для произвольного
x→∞

⎧ ⎫λ
= = λ ∈ ∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
S∞

l
l

l
.

Положительная функция ( )xV  называется правильно меняющейся (ПМ) на бес-

конечности с показателем (0, )ρ ∈ ∞ , если она представима в виде ( ) ( )x x L xρ=V ,

где ( )L x ∈ S∞ . Через R∞
ρ  обозначим класс ПМ-функций на бесконечности. Функ-

ция ( )L x  называется ММ-функцией в нуле, если ( )1L x ∈ S∞ . Классы ММ- и

ПМ-функций в нуле обозначим S0  и R0
ρ  соответственно. Таким образом, если

( )1L x ∈ S∞ , то ( )L x ∈ S0  (см. [14]).
Возможность применения ПМ-функций в теории МВП впервые была обсуж-

дена в работе Золотарева [15]. Подробные материалы, связанные с применением
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ПМ-функций в теории ветвящихся процессов, можно найти в монографиях
[16, 17].

Далее мы рассмотрим некритический случай, т.е. 0m ≠ . Введем в рассмотре-
ние условные вероятности

{ }( ) : ( )ij it Z t j t= = < < ∞PH Hp

и в дальнейшем, где это будет необходимо, будем писать { }∗P  вместо 1{ }∗P .
В монографии [16, с. 121–122] доказано, что для докритического случая

( 0m < ) и при любых ,i j ∈S , существует предельная ПФ

( ) : lim ( ) j
ijt j

s t s
→∞ ∈

= ∑ H

S
V p

и она удовлетворяет функциональному уравнению Шредера

( ) [ ]1 ( ; ) 1 ( )mtF t s e s− = −V V , (1.2)

причем 1 (1 )s− − ∈V R0
1 . Представляя ( )sV  в виде степенного ряда

( ) j
jjs s

∈
= υ∑ S

V , из уравнения (1.2) можно получить (1 ) 1jj∈− = υ =∑ S
V . А

также, это уравнение эквивалентно следующему соотношению:
( )mt

j k kj
k

e
∈

⋅ υ = υ τ∑ H

S

p  для любого τ∈T . (1.3)

Доказательство последнего факта мы отложим до четвертого раздела. Уравнение
(1.3) выражает свойство инвариантности предельного распределения { },j jυ ∈S

относительно переходных вероятностей ( )ij tHp .
В монографии [16, с. 121, 122] также было доказано, что существует функция

( )L s ∈ S0 , такая, что

{ } ( )mt mtt L e e> = ⋅P H , (1.4)

причем, если выполнено условие
lnj

j
a j j

∈

< ∞∑
S

, [ ]A

то существует конечное математическое ожидание : (1 )kk k
∈

′μ = υ = −∑ S
V  и

1 (0 )Lμ = + . Так что

{ }| | 1m te t> ⎯⎯→
μ

P H  при t → ∞ . (1.5)

В работе [18] утверждения (1.4) и (1.5) были обобщены для некритического
случая в процессах Гальтона – Ватсона с дискретным временем.

Асимптотические представления переходных вероятностей ( )ij tp  впервые бы-
ли исследованы в работе [19]. В этой же работе, помимо случая 0m = , автор рас-
смотрел случай 0m >  и нашел довольно громоздкий вид асимптотического пред-
ставления 1 ( )j tp  используя, при этом, условие конечности второго момента

(1 )f ′′ − . Асимптотические выражения для вероятностей ( )ij tp  в более явном виде
были найдены в работах автора [20, 21].
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Настоящую работу мы посвящаем улучшению вышеуказанных результатов.
В Теореме 1 мы распространим утверждения (1.4) и (1.5) на случай 0m > . Далее
обсудим асимптотические свойства при t → ∞  переходных вероятностей ( )ij tp .
Найдем для них асимптотическое представление (теоремы 2, 3) без дополнитель-
ных моментных условий, улучшая вышеупомянутые результаты из [19–21].
В конце мы переходим к задаче существования инвариантного распределения для
МВП. Докажем аналог теоремы о сходимости отношений [20] к инвариантному
распределению (теорема 4). Эта теорема, в отличие от соответствующей теоремы
из [20], указывает на регулярную изменчивость ПФ инвариантного распределе-
ния.

2. Основная лемма и ее дифференциальный аналог

В теории ветвящихся процессов асимптотическое представление ПФ рассмат-
риваемого процесса служит основой для ряда важных результатов. Мы начнем с
доказательства нижеследующей Основной леммы для некритических процессов (в
литературе такое название обычно используется для критического случая).

Предполагая 0q ≠  в случае 0m > , введем в рассмотрение функцию
( ; ) ( ; )qF t s F t qs q= . Нетрудно проверить, что она определяет докритический

МВП { }( ),qZ t t ∈T  с пространством состояний 0S  и с плотностью закона

превращения частиц 1k
k ka q −ϕ = . Определяя инфинитезимальную ПФ

( ) : k
q kkf s s

∈
= ϕ∑ S

, можно вычислить среднюю плотность (1 )q kkf k
∈

′ − = ϕ∑ S
.

Дифференцируя ( )qf s  в точке 1s ↑ , имеем

1(1 ) ( )k
q k

k
f ka q f q−

∈

′ ′− = =∑
S

.

Поскольку : (1 )kka ka f
∈

′= = − < ∞∑ S
 и 1q ≤ , то

1( ) k
k kk kf q ka q ka−

∈ ∈
′ = ≤ < ∞∑ ∑S S

.

Тогда, в соответствие с вышеупомянутым результатом из [6, с. 121, 122], убедим-
ся в том, что существует предельная ПФ

{ }( ) : lim ( ) j
i qt j

s Z t j t s
→∞ ∈

= = < < ∞∑ P
S

V H

при любых ,i j ∈S  и для всех [0, 1)s ∈ , а также она удовлетворяет функциональ-
ному уравнению Шредера

( ) [ ]1 ( ; ) 1 ( )t
qF t s s− = β ⋅ −V V , (2.1)

где 1 (1 )s− − ∈V R0
1  и { }: exp ( )f q′β = . Притом, если выполнено условие [ ]A , то

: (1 )′μ = − < ∞V . Легко заметить, что 1β < . Действительно, в силу определения
МВП, имеем 0(0) 0f a= > , ( ) 0f q = , 0 1q< ≤ , (1) 0f =  и

2

2
( ) ( 1) 0k

k
k

f s k k a s −

≥

′′ = − ≥∑ .
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Последнее указывает на выпуклость вниз ПФ ( )f s  для 0 1s≤ ≤ . Также для
1q s≤ ≤  она удовлетворяет условиям теоремы Ролля. Тогда существует точка

( )0 ,1s q∈ , такая, что 0( ) 0f s <  и 0( ) 0f s′ = . Поэтому ( )f s  непрерывно убывает
от 0(0) 0f a= >  до 0( ) 0f s < , проходя точку ( ) 0f q = . Сказанное равносильно

( ) 0f s′ <  для 00 s s≤ ≤ , в частности ( ) 0f q′ <  и, следовательно, 1β < .
Итак, рассмотрим функцию

( ; ) : 1 ( ; )q qR t s F t s= − .

Лемма 1. Пусть 0q > . Тогда найдется функция ( ; )t xlβ , такая, что

0( ; ) : ( )t x x= ∈ S0l lβ β  для любого фиксированного 0 ,t ∈T  и справедливо следую-

щее представление для [0, 1)s ∈ :

( ; ) (1 ) ( ;1 ) t
qR t s s t s= − ⋅ − ⋅βlβ . (2.2)

Если выполнено условие [ ]A , то ( ;1) 1t → μlβ  при t → ∞ , где μ  – число, получен-

ное в (1.5) и, ( ;0 ) 1t + =lβ  для всех фиксированных t ∈T .
Доказательство. Используем по существу тот же метод, что применялся в

работе [8], для доказательства дискретного аналога формулы (2.2). Обозначив
( ; ) : 1 ( ;1 )qt s F t sφ = − − , уравнение (2.1) запишем в виде

( )( ; ) ( )tt s sϑ φ = β ⋅ϑ , (2.3)

где ( ) : 1 (1 )s sϑ = − −V . Используем верхний символ « ← » для обозначения обрат-

ной функции к заданной. Введем функцию ( ) : ( )a x x= ϑ← . Тогда из определения
функций ( ; )qR t s , ( ; )t sφ  и равенства (2.3), следует

( )( ; ) (1 ) t
qR t s a s= ϑ − ⋅β . (2.4)

Обозначая ( ): ( ; )y t s= ϑ φ , из равенства (2.3) имеем ( )ts a y= β . Из того же

обозначения выпишем равенство ( ; ) ( )t s a yφ = . Отсюда, введя еще одну обратную

функцию ( ; ) : ( ; )b t x t x= φ←  по аргументу x , для любого фиксированного t ∈T ,
находим ( ); ( )b t a y s= . Таким образом, мы получили соотношение

( ); ( )t
ya b t a y

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

β⎝ ⎠
. (2.5)

С другой стороны, из определения функции ( ; )t sφ  и из свойства ПФ ( ; )qF t s  сле-

дует, что ( ; ) 0t sφ ↓  при 0s ↓ . Тогда, в силу того, что (1 ) 1− =V , находим

( )
0 0 0

lim lim ( ; ) lim ( ) 0
s s x

y t s x
↓ ↓ ↓

= ϑ φ = ϑ = .

Отсюда (0 ) 0a + = . Следовательно, в силу равенства (2.5) имеем

( )
0

lim ; 0
x

b t x
↓

= . (2.6)
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В свою очередь, нетрудно проверить, что согласно определению МВП ts∂φ ∂ → β

при 0s ↓ , и поэтому, по правилу дифференцирования обратных функций, получим

( ) ( )
1

0 0

; ; 1
t

x x

b t x t x
x x

−

= =

⎛ ⎞∂ ∂φ
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟∂ ∂ β⎝ ⎠

. (2.7)

Теперь, с помощью соотношений (2.6) и (2.7), можно записать формулу Тей-
лора для функции ( ; )b t s  в окрестности точки 0s =  (фиксируя t ) с точностью до
первой ненулевой производной в следующем виде:

( )( ; ) 1 (1)t
sb t s = +
β

O  при 0s ↓ .

Это представление, вместе с формулой (2.5), с учетом (0 ) 0a + = , дает следующее
соотношение:

( ) ( ); ( ) 1
( ) ( )

t

t

a s b t a s
a s a s

β
= ⎯⎯→

β
 при 0s ↓ (2.8)

для любого фиксированного t ∈T .
Из теории обратных функций известно, что ( )a s s  является монотонно не-

убывающей функцией при 0s ↓ . На самом деле это следует из того, что
( )1 ( ) (1 )s s− −V  есть монотонно неубывающая функция. Так что в силу утвер-

ждения (2.8) получаем, что для каждого 1, 1 t⎡ ⎤λ ∈ β⎣ ⎦  справедливо соотношение

( ) ( ) ( )( )
1 1

( ) ( )

t ta s sa s s
a s s a s s

β βλ λ
≤ ≤ ⎯⎯→

при 0s ↓ . Выбирая t ∈T  достаточно большим, убедимся, что последнее соот-
ношение выполняется и для всех 1λ ≥ . Таким образом, мы установили, что

( )a s s  является ММ-функцией в нуле. Обозначим ее

( )( ) : a ss
s

= ∈ S0la .

Формулу (2.4) теперь можно записать в виде

( )( ; ) (1 ) (1 ) t t
qR t s s s= ϑ − ⋅ ϑ − β ⋅βla . (2.9)

Позже станет ясно (см. теорему 1), что ( )sla  по сути та же ММ-функция, что и в
формуле (1.4).

Как было отмечено выше, функция ( )sϑ ∈ R0
1 , поэтому, сохраняя прежние обо-

значения, функцию (1 )sϑ −  можно представить в следующем виде:

(1 ) (1 ) (1 )s s sϑ − = − −lϑ , (2.10)

где ( )x ∈ S0lϑ . Теперь, введя обозначение ( )( ; ) : ( ) ( ) tt x x x x= ⋅ βl l l lβ ϑ ϑa , для

(0, 1]x ∈ , из соотношений (2.9) и (2.10) мы получаем представление (2.2).
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Далее проверяем свойства функции ( ; )t xlβ  при условии выполнения [ ]A .
В этом случае, как было указано выше, существует конечное математическое
ожидание : (1 )kk k

∈
′μ = υ = −∑ S
V . Очевидно (0) 0=V  и, следовательно, (1) 1ϑ = ,

поэтому (1) 1=lϑ . Значит, ( )( ;1) tt = βl lβ a . С другой стороны, как уже было пока-

зано выше, (0 ) (0 ) 0a + = ϑ + = . Тогда в силу свойства производной обратных
функций, с учетом (1 ) 1− =V , находим

0

0 1

( ) 1(0 ) lim (0 )
(0 )

1 1 1 .lim lim
( ) 1 ( ) (1 )

x

x y

a x a
x

x y
x y

↓

↓ ↑

′+ = = + = =
′ϑ +

−
= = = =

′ϑ − − μV V

la

Отсюда ( ;1) 1t → μlβ  при t → ∞ . Аналогичным путем вычислим

0

( )(0 ) lim
x

x
x↓

ϑ
+ = = μlϑ .

Поэтому ( ;0 ) 1t + =lβ .

Наконец очевидно, что функция 0( ) : ( ; )x t x=l lβ β  при любом фиксированном

0t ∈T , как комбинация двух функций ( ), ( )⋅ ⋅ ∈ S0l lϑ a , принадлежит классу S0 :

( )x ∈ S0lβ .
Доказательство леммы завершено. ■
Основная лемма указывает на то, что в асимптотике траекторий некритическо-

го процесса { }( ),Z t t ∈T  неявно присутствует свойство правильного изменения
функций.

Далее мы интересуемся асимптотикой функции ( ; )qR t s s∂ ∂ . Из комбинаций
прямого и обратного уравнений Колмогорова следует, что

( )( ; )( ; )
( )

q qq

q

f F t sF t s
s f s

∂
=

∂
, (2.11)

где ( ) ( )qf s f qs q= . Очевидно, что (1) 0qf = . Поэтому

( ) ~ (1 )( 1) ( )( 1)q qf s f s f q s′ ′− − = − , при 0s ↓ .

Применяя это соотношение в правой части (2.11), получаем

( )
( ; ) | ln | ( ; ) 1 (1)

( )
q

q
q

R t s
R t s

s f s
∂ β

= − +
∂

O , при t → ∞ . (2.12)

Из соотношений (2.2) и (2.12) мы получаем теперь следующий дифференциаль-
ный аналог Основной леммы.

Лемма 2. В условиях леммы 1 справедливо следующее представление:

( )
( ; ) | ln | (1 ) ( ;1 ) 1 (1)

( )
q t

q

R t s
s t s

s f s
∂ β

= − − ⋅ − ⋅β +
∂

Olβ  при t → ∞ , (2.13)

где функция ( ; )t xlβ  найдена в лемме 1.
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3. Асимптотические свойства переходных вероятностей
и инвариантные распределения

В этом параграфе мы исследуем некоторые асимптотические свойства МВП,
используя лемму 1. Начнем с предельного выражения «конечного хвоста» распре-
деления величины H .

Теорема 1. Пусть 0q > . Тогда найдется функция ( )x ∈ S0la , такая, что име-
ет место представление

{ } ( )t tt q< < ∞ = ⋅ β ⋅βP H la . (3.1)

Если выполнено условие [ ]A , то

{ }t qt−β ⋅ < < ∞ ⎯⎯→
μ

P H  при t → ∞ . (3.2)

Доказательство. Так как вероятность исчезновения k  частиц равна kq , то

{ }( ) kt Z t k q< < ∞ = =P H . Поэтому из формулы полной вероятности следует

{ } { }
1 1

( ) ( ) ( ) k
k k

k k
t t Z t k t t q

∞ ∞

= =

< < ∞ = < < ∞ = =∑ ∑P PH H p p .

Учитывая уравнение ( ; )F t q q=  [1, с. 52], из последнего соотношения получаем

{ } 0
0

( ) ( ) ( ; ) ( ;0) ( ;0)k
k

k
t t q t F t q F t q F t

∞

=

< < ∞ = − = − = −∑P H p p .

Следовательно { } ( ;0)qt q R t< < ∞ = ⋅P H . Здесь используем формулу (2.2) при

0s = . В ходе ее доказательства показано, что ( )( ;1) tt = βl lβ a , где ( )x ∈ S0la . Та-

ким образом, мы получаем формулу (3.1). Соотношение (3.2) следует из (3.1), с
учетом того, что (0 ) 1+ = μla  при выполнении условия [ ]A .

Теорема доказана. ■
Далее используем обозначение

0:
| ln |

a
qβ =

β
.

Поскольку 110
( )q s

R s t
=

∂ ∂ = −p , то следующая локальная предельная теорема сра-

зу получается из асимптотической формулы (2.13), полагая в ней 0s = , с учетом
свойства функции ( ; )t xlβ  из леммы 1.

Теорема 2. Пусть 0q > . Тогда следующее асимптотическое представление
имеет место:

( ) ( )11( ) 1 (1)t tqt
qβ

= ⋅ β ⋅β +Op la  при t → ∞ , (3.3)

где функция ( )x ∈ S0la  найдена в теореме 1. Если выполнено условие [ ]A , то

11
1( )t qt

q
−

β

β ⋅ ⎯⎯→
μ

p  при t → ∞ .
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Далее нас будет интересовать предельные поведения переходных вероятно-
стей ( )ij tp  для всех ,i j ∈S  и вопрос существования инвариантной меры относи-
тельно этих вероятностей. Для этого мы используем следующую лемму о моно-
тонной сходимости отношений переходных вероятностей из работы [22, с. 402];
см., также [20].

Лемма 3. Для всех ,i j ∈S

1

11

( )
( )

ij i
j

t
iq

t
−⎯⎯→ ⋅ π ≤ ∞

p
p

 при t → ∞ , (3.4)

где числа 1 11lim ( ) ( )j t j t t→∞π = p p , для которых справедливо уравнение

( )t
j k kj

k∈

β ⋅ π = π τ∑
S

p (3.5)

для любого τ∈T .
С помощью соотношения (3.4), получаем теперь следующее обобщение теоре-

мы 2.
Теорема 3. Пусть 0q > . Тогда следующее асимптотическое представление

имеет место:

( ) ( )( ) 1 (1)
i

t t
ij j

iqt
qβ

= π ⋅ β ⋅β +Op la  при t → ∞ ,

где функция ( )x ∈ S0la  найдена в теореме 1. Если выполнено условие [ ]A , то

( )
i

jt
ij

iqt
q

−

β

π
β ⋅ ⎯⎯→ ⋅

μ
p  при t → ∞ .

Рассмотрим теперь ПФ

11

( )
( ; ) :

( )
ij j

i
j

t
t s s

t∈

= ∑
S

p
p

P  и ( ) : j
j

j
s s

∈

= π∑
S

P .

Очевидно, что 1( ; ) ( ; )i
i t s iq t s−= ⋅P P , где 1( ; ) : ( ; )t s t s=P P , и из сходимости (3.4)

следует ( ; ) ( )t s s→P P  при t → ∞  равномерно для всех [0, 1)s ∈ . А соотношение
(3.5) эквивалентно функциональному уравнению

( ) ( )( ) ( ; ) ( ;0)t s F t s F tβ ⋅ = −P P P (3.6)

(см. [22, с. 403]). Таким образом, множество положительных чисел { },j jπ ∈S

представляет собой инвариантную меру для процесса { }( ),Z t t ∈T . Следующая
теорема описывает ее основные свойства.

Теорема 4. Пусть 0q > . Тогда следующая сходимость имеет место:

( ; ) 1 (1 )t qs s
qβ

⎯⎯→ − ϑ −
P  при t → ∞ , (3.7)

где и ( )xϑ ∈ R0
1 . Более того (0) 0=P  и ( )q qβ=P . Если выполнено условие [ ]A , то

( )
q

q
q
β′ = μP .
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Доказательство. Согласно нашим обозначениям, ( )( ; ) 1 ( ; )qF t qs q R t s= ⋅ − .

Поэтому можем написать следующую цепочку равенств:

11

11 11

( ; ) ( ;0)( ; )
( )

( ;0) ( ; )
( ;0) ( ; ) 1 .

( ) ( ) ( ;0)
q q

q q
q

F t qs F tt qs
t

R t R t sq R t R t s q
t t R t

−
= =

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − = ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

P
p

p p
(3.8)

Как было показано в доказательстве теоремы 1, { } ( ;0)qt q R t< < ∞ = ⋅P H . Тогда в

силу представления (3.1) получаем равенство ( )( ;0) t t
qR t = β ⋅βla , здесь ( )x ∈ S0la .

Из последнего равенства вместе с асимптотической формулой (3.3) получим

( )
11

( ;0)
1 (1)

( )
qR t

q q
t β= +O

p
 при t → ∞ . (3.9)

В свою очередь, из представления (2.9) для ( ; )qR t s  следует, что

( )
( )

(1 )( ; )
(1 )

( ;0)

t
q

t
q

sR t s
s

R t

ϑ − β
= ϑ − ⋅

β

l

l

a

a

, (3.10)

где ( ) 1 (1 )x xϑ = − − ∈V R0
1 . Поскольку 0 ( ) 1s≤ <V  для [0, 1)s ∈ , то 0 ( ) 1x< ϑ ≤

для (0, 1]x ∈ . Тогда согласно результату из [23, с. 140, лемма 1], дробь правой
части (3.10) стремится к 1  при t → ∞ . Следовательно,

( )
( ; )

(1 ) 1 (1)
( ;0)

q

q

R t s
s

R t
= ϑ − +O  при t → ∞ . (3.11)

Комбинируя теперь (3.8) – (3.11), мы получаем утверждение (3.7). Оно же нам да-
ет формулу

( ) 1 (1 )qs s
qβ

= − ϑ −
P . (3.12)

Теперь, пусть выполнено условие [ ]A . В ходе доказательства леммы 1 было
замечено, что (0 ) 0ϑ + =  и (1) 1ϑ = . Тогда, из формулы (3.12) получаем

(0) 0=P  и ( )q qβ=P .

Учитывая последние результаты и представление (2.10), равенство (3.12) преобра-
зуем к виду

( ) ( ) (1 )
qq qs s

q sq q
β−

= −
−

lϑ
P P ,

где ( )x ∈ S0lϑ . В последнем равенстве переходим к пределу при 1s ↑ . Тогда оче-

видно, что левая часть будет равняться ( )q′P , а функция ( )xlϑ  в правой части,

как известно из доказательства леммы 1, имеет конечный предел 0lim ( )x x↓μ = lϑ .

Следовательно, ( )q q qβ′ = μP .
Теорема доказана. ■
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4. Заключительные замечания

Изучение предельной структуры некритического МВП было основной целью
данной работы. Полученные результаты основаны исключительно на Основной
лемме. Начатое в начале обсуждение свойств инвариантного распределения

{ },j jυ ∈S  закончилось в теореме 4 подтверждением того, что распределения

{ },j jυ ∈S  и { },j jπ ∈S , порожденные ПФ ( )sV  и ( )sP являются, как оказалось,

лишь разными версиями одного и того же предельного закона. На самом деле,
формула (3.12) нам дает следующую связь между ( )sP  и ( )sV :

( ) ( )
( )
qs s
q

= V
P
P

(4.1)

или же ( ) ( )qs q sβ= VP . Полученный вывод указывает на единственность инвари-
антного распределения с точностью до постоянного множителя. Соотношение
(4.1) согласуется с соответствующим результатом из работы [22, с. 397], где вы-
ражение ( ;1 )t s−lβ  в правой части соотношения (2.2) было выведено в виде экс-

поненты от интегральной функции, зависящей от ПФ ( )f s .

Вернемся теперь к предельной ПФ ( ) : j
jjs s

∈
= υ∑ S

V  и покажем, что для мно-

жества { },j jυ ∈S  на самом деле выполняется уравнение (1.3). Из равенства (4.1)

получаем
( ) ( )( ; ) ( ) ( ; )qF t qs q F t s= VP P .

В свою очередь, в силу (3.6)

( ) ( )( ) ( ; ) ( ;0)t qs F t qs F tβ ⋅ = −P P P .

Из последних двух соотношений находим

( ) ( )( ) ( ; ) ( ;0)t
q qs F t s F tβ ⋅ = −V V V .

Отсюда по правилу сравнения степенных рядов легко получить уравнение
( )t

j k kj
k

t
∈

β ⋅ υ = υ∑ H

S

p  для любого t ∈T ,

что является обобщением уравнения (1.3) для случая 0m ≠ .
Наконец, определим случайный процесс { }( ),Z t t ∈H T  с переходными веро-

ятностями
{ }( ) : ( )ij it Z t j t= = < < ∞PH Hp .

Отметим, что этот процесс является ветвящимся процессом и обладает свойством
эргодичности (см. [22]). Таким образом, в рассматриваемом случае существует
эргодическая цепь { }( ),Z t t ∈H T , связанная с исходным процессом { }( ),Z t t ∈T ,
такая, что ее переходные вероятности

( )
( )

( )

j
ij

ij k
kjk

t q
t

t q
∈

=
∑

H

S

p
p

p
.
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При выполнении условия [ ]A  эти вероятности имеют конечный предел
{ , }j jυ ∈S , представляющий собой инвариантное распределение с конечным ма-

тематическим ожиданием kk k
∈

μ = υ∑ S
.
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We study the evolution of the population of single-type particles called Markov branching
process. Let ( )Z t  be the population size at a time [0, )t ∈ = + ∞T� . The conversion intensity of

particles is given by determining the local densities { },ja j ∈S . The process { }( ),Z t t ∈T  is a

homogeneous-time Markov chain with the state space 0 {0}= ∪S S , where ⊂ NS , and its

classification depends on the sign of the parameter : jja ja
∈

= ∑ S
, the average density. We

consider the case 0a ≠ , in which the process is called non-critical. We find an asymptotic
representation of transition functions { }( ) : ( ) ( )ij t Z t j Z i= τ + = τ =Pp , ,tτ ∈T� without any
additional conditions. Afterwards, we show that conditional transition functions

{ }( ) : ( )ij it Z t j t= = < < ∞PH Hp  have a finite limit jυ  as t → ∞  and an appropriate generating

function ( ) j
jjs s

∈
= υ∑ S

V  satisfies the Schroeder functional equation. We prove that another

limit law 1 11: lim ( ) ( )j t j t t→∞π = p p  has the same properties as { }jυ . So that setting

( ) : j
jjs s

∈
= π∑ S

P , we assert that

( ) ( )
( )
qs s
q

= V
P
P

.

All our conclusions are based on the Main Lemma of the theory of non-critical processes; see
Lemma 1.
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