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В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ ПРИ БИЛИНЕЙНОЙ
АППРОКСИМАЦИИ ЗАМЫКАЮЩИХ УРАВНЕНИЙ

Рассматривается построение дифференциальных уравнений равновесия в
перемещениях для плоского деформирования сплошных сред при билиней-
ной аппроксимации замыкающих уравнений без учёта геометрической не-
линейности в цилиндрической системе координат. Построение билинейных
физических зависимостей основано на вычислении секущих модулей объём-
ного и сдвигового деформирования. При этом на первом участке диаграмм
секущий модуль и объёмного и сдвигового деформирования постоянен, в то
время как на втором участке диаграмм секущий модуль объёмного дефор-
мирования является функцией объёмной деформации, а секущий модуль
сдвига является функцией интенсивности деформаций сдвига.
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Вопросы построения замыкающих уравнений для сплошных нелинейно упру-
гих сред, находящихся в условиях сложного напряжённого и деформированного
состояния, позволяющие адекватно описать эволюцию их напряжённо-деформи-
рованного состояния, являются ключевыми [1, 2]. Фактические зависимости меж-
ду объёмными деформациями и объёмным напряжениями, а также между сдвиго-
выми деформациями и сдвиговыми напряжениями являются, как правило, нели-
нейными и трудно поддающимися аналитическому описанию. Вместе с тем, даже
в случае нелинейного аналитического описания замыкающих уравнений, решение
конкретных задач методами теории упругости является чрезвычайно сложным
процессом, обусловленным физической нелинейностью.

 Для исключения эффектов физической нелинейности предлагается диаграммы
объёмного ( )σ = σ ε  и сдвигового ( )T T Г=  деформирования при сложном на-
пряжённо-деформированном состоянии аппроксимировать билинейными функ-
циями. При этом и на первом и на втором участках билинейных диаграмм объём-
ного и сдвигового деформирования можно будет использовать уравнения линей-
ной (или геометрически нелинейной) теории упругости. Это с одной стороны. А с
другой – разрешающие дифференциальные уравнения и системы дифференциаль-
ных уравнений, в силу линейных зависимостей между напряжениями и деформа-
циями, будут иметь относительно простой вид.

Вопросам аппроксимации диаграмм работы материалов уделяется пристальное
внимание. Так, в работе [3] рассмотрены практические вопросы аппроксимации
опытных диаграмм работы неупругих материалов степенными и дробно-
линейными функциями. Дана методика определения геометрического и физиче-
ского смысла эмпирических коэффициентов, входящих в аппроксимирующие
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формулы. В статье [4] показано, что результаты расчётов цилиндрической обо-
лочки с сыпучим заполнителем при поперечном изгибе в геометрически и физи-
чески нелинейной постановке существенно отличаются от экспериментальных
данных, если применяется билинейная аппроксимация диаграммы деформирова-
ния без учёта критических значений напряжений и деформаций. Отмечено, что
точность решения во многом определяется величиной касательного модуля уп-
рочнения материала. В работе [5], на основе положения о кинематической и ста-
тической определимости, описана методика определения диаграмм нелинейного
деформирования разносопротивляющихся материалов при неоднородном напря-
жённо-деформированном состоянии, а также иллюстрируются основные приёмы
(сплайн-аппроксимации) для достижения приемлемой точности результирующих
функций. В работе [6] рассматриваются и анализируются физические законы свя-
зи напряжений и деформаций современной теории упругопластического дефор-
мирования, а также постулаты макроскопической определённости и изотропии
начально-изотропных сплошных сред. Обсуждается вопрос о возможности при-
менения постулата изотропии к оценке влияния параметров вида напряжённо-
деформированного состояния, возникающего из-за деформационной анизотропии
при изменении внутренней структуры материалов. Также обсуждается вопрос о
правомерности представления симметричных тензоров второго ранга напряжений
и деформаций в виде векторов координатного линейного евклидова шестимерно-
го пространства. Предложен соответствующий принцип тождественности тензо-
ров и векторов. В статье [7] для случая одноосного деформирования реологически
сложных сред с учётом разносопротивляемости деформациям растяжения и сжа-
тия приводится общая схема построения математических моделей, на базе кото-
рых строятся модели для пространственного напряжённо-деформированного со-
стояния и обсуждаются вопросы идентификации входящих в них механических
постоянных.

В настоящее время в связи с усложнением форм строительных конструкций,
развитием авиастроения, кораблестроения, ракетостроения и так далее роль тео-
рии упругости как в линейной, так и в нелинейной постановке, резко изменилась.
Теперь она составляет основу для построения практических методов расчёта де-
формируемых тел и систем тел разнообразной формы. При этом в современных
прочностных и деформационных расчётах учитываются не только сложность
формы тела и разнообразие воздействий (силовое, температурное и т.п.), но и
специфика физических свойств материалов, из которых изготовлены тела.

Значительное внимание уделяется расчёту деформируемых тел с учётом гео-
метрической и физической нелинейности. Так, в работе [8] на основе соотноше-
ний нелинейной теории упругости, в предположении простого активного нагру-
жения, получено решение физически и геометрически нелинейной задачи о боль-
ших деформациях полой сферы, выполненной из несжимаемого материала. Полу-
ченные результаты свидетельствуют о существенном влиянии физической нели-
нейности материала сферы на функциональную зависимость перемещение – дав-
ление. Автором [9] разработана теория расчёта стержневых конструкций с учётом
всех видов нелинейности. Изогнутая ось стержня аппроксимируется пространст-
венной кривой. Получены системы разрешающих дифференциальных уравнений.
В статье [10] приведен динамический критерий потери устойчивости прямоуголь-
ных в плане сферических оболочек при действии переменной во времени попе-
речной нагрузки с учётом двух типов нелинейности – геометрической и физиче-
ской. Геометрическая нелинейность учитывается на основе соотношений
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Т. Кармана. Физическая нелинейность описывается деформационной теорией
пластичности А.А. Ильюшина. В статье [11] представлен вычислительный алго-
ритм, одновременно учитывающий физическую и геометрическую нелинейность
деформирующейся среды, предназначенный для изучения статического упруго-
пластического состояния вблизи транспортных подземных выработок произволь-
ной формы. В основу алгоритма положена вариационная формулировка нелиней-
ного конечно-элементного анализа. В работе [12] на основе гипотезы Эйлера –
Бернулли построена теория нелинейной динамики неоднородной однослойной
балки с учётом физической геометрической (в смысле Т. фон Кармана) нелиней-
ности. Балка находится под действием знакопеременной нагрузки, распределён-
ной равномерно по всей её поверхности. В статье [13] рассматриваются пологие
оболочки на прямоугольном плане с учётом геометрической и физической нели-
нейности, а также неоднородности свойств материала по толщине оболочки.
Авторами [14] рассмотрены процессы деформирования шарнирно закреплённых
по торцам прямолинейных идеального и неидеального (неоднородного) стержней
с параметром гибкости λ = 867 при действии осевой сжимающей силы. В расчёт-
ной модели учтена геометрическая и физическая нелинейность, пластичность,
изотропность, реальная диаграмма деформирования материала. Показано, что в
идеальном стержне деформации обусловлены эффектом Пуассона, изгибных де-
формаций нет. Установлено, что для неидеального стержня существует критиче-
ская сила, при которой происходит потеря устойчивости стержня, связанная со
значительными поперечными перемещениями (прогибами). Величина полученной
критической силы согласуется с известным решением Эйлера.

Уравнения механики деформируемого твёрдого тела записываются, как пра-
вило, в соответствующей системе отсчёта – соответствующей системе координат.
В зависимости от формы тела используются декартовы, полярные, цилиндриче-
ские, сферические [15−17] и другие координаты, например криволинейные под-
вижные лагранжевы [18], биполярные координаты [19]. Общие уравнения меха-
ники можно записать также и для общего случая произвольных криволинейных
координат [1]. В данной работе используется наиболее часто применяемая в зада-
чах, после декартовой, цилиндрическая система координат.

Цилиндрическая система координат используется при решении многих задач
как линейной, так и нелинейной теории упругости. Так, в работе [20] выполнено
исследование напряжённо-деформированного состояния пороупругого цилиндри-
ческого тела при радиальном равномерном сжатии, в результате чего построена
математическая модель, описывающая неоднородное напряжённо-деформиро-
ванное состояние цилиндрического тела для материалов с пористой структурой
при упругой работе полностью сжатой матрицы. В [21] в цилиндрической системе
координат рассматривается задача устойчивости кольцевых пластин с криволи-
нейными структурами армирования в условиях плоского напряжённого состоя-
ния. Получен общий вид форм потери устойчивости, что позволило свести дву-
мерную задачу к одномерной. Определены критические нагрузки для законов ар-
мирования по спирали Архимеда и логарифмической спирали. На основе метода
малого параметра [22] построено аналитическое решение стохастической нели-
нейной краевой задачи установившейся ползучести для толстостенной трубы, на-
ходящейся под действием внутреннего давления в цилиндрических координатах.
Приведено обобщение задачи расчёта толстостенной трубы, свойства материала
которой описываются случайной функцией двух аргументов. В работе [23] в ци-
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линдрической системе координат рассмотрено напряжённое состояние простран-
ства, заполненного сыпучим материалом. Микроструктура сыпучего материала
обусловливает возможность объёмной пластической деформации за счёт дефор-
мации сдвига. Это подтверждается ассоциированным законом течения к условию
пластичности, предполагающего зависимость предельного касательного напря-
жённого состояния от давления, что, в свою очередь, допускает возможность
замкнутого вида условия пластичности в пространстве главных напряжений.
В той же системе координат методом конечных элементов рассматриваются со-
стояния толстостенного цилиндра при двух видах нагружения в неоднородном
температурном поле [24]. При этом исследуется влияние учёта связанности чис-
ленного определения напряжённо-деформированного состояния и температурного
поля на решение задачи нелинейной термоупругости. Статья [25] посвящена уп-
ругопластическому кручению двухслойного слабоанизотропного стержня некру-
гового поперечного сечения, представляющего собой двухсвязную область. Ре-
шение строится в предположении, что пластическая область целиком охватывает
внешний контур поперечного сечения и существует упругопластическая граница,
которая расположена между внутренним контуром и границей раздела слоёв.
Задача решается в цилиндрической системе координат. В работе [26] так же в
цилиндрической системе координат исследуется распространение нестационар-
ных осесимметричных поверхностных возмущений в полупространстве, запол-
ненном упругой однородной изотропной средой Коссера. Замкнутая система
уравнений включает в себя уравнения относительно нетривиальных компонент
потенциалов перемещения и угла поворота, а также соотношения, связывающие
перемещения с потенциалами, и компонент тензоров напряжений и моментных
напряжений с перемещениями и углом поворота. На граничной плоскости заданы
нормальные перемещения. Показано, что учёт моментных напряжений приводит к
качественным изменениям, а именно, наблюдается дополнительный волновой
фронт. В статье [27] анализируются две анизотропные упругие модели, описы-
вающие механическое поведение древесины: линейная ортотропная модель и ци-
линдрически ортотропная модель. Показано, что вторая модель является более
сложной, но зато более адекватно описывает механические свойства древесины.

В статье [28] представлена разработка математической модели для описания
механических свойств однослойных углеродных нанотрубок (ОСНТ). Связи угле-
род – углерод (С–С) между двумя соседними атомами смоделированы как балки
Эйлера. Материальные константы балочного элемента – модуль Юнга и коэффи-
циент Пуассона – определяются на атомном уровне. Расчёт выполнен в цилинд-
рических координатах. В данной работе строятся дифференциальные уравнения
равновесия в перемещениях для случая плоского деформирования сплошной сре-
ды в цилиндрических координатах ( ) ( ), ,   , ,   0u u r v v r w= ϕ = ϕ =  при аппрокси-
мации замыкающих уравнений произвольной формы билинейными функциями
без учёта геометрической нелинейности. Дифференциальные уравнения равнове-
сия в перемещениях для случая плоского деформирования сплошной среды в де-
картовых координатах при аппроксимации замыкающих уравнений произвольной
формы билинейными функциями без учёта и с учётом геометрической нелиней-
ности приведены в работах [29, 30], а для случая осесимметричного деформиро-
вания сплошной среды при аппроксимации замыкающих уравнений произвольной
формы билинейными функциями с учётом и без учёта геометрической нелиней-
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ности – в [31]. Дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях для
случая центрально-симметричного деформирования сплошной среды при аппрок-
симации замыкающих уравнений произвольной формы билинейными функциями
с учётом и без учёта геометрической нелинейности разработаны в [32]. Вопросы
аппроксимации диаграмм объёмного ( )σ = σ ε  и сдвигового ( )T T Г=  деформи-
рования при помощи билинейных функций, а также вопросы нахождения опти-
мального расположения точки излома на билинейном графике в [33].

Построение физических уравнений

В соответствии с рис. 1 и 2 секущие модули объёмного расширения (сжатия)
( ),K K Г= ε  и сдвига ( ),G G Г= ε  на первом прямолинейном участке диаграмм

( )σ = σ ε  и ( )T T Г=  будут определяться выражениями

0
1 const
3

K K= = ; (1)

0 constG G= = . (2)

ГГ10
G0

G1

T

T1
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Рис. 1. Диаграмма ( )σ = σ ε

Fig. 1. Curve ( )σ = σ ε

Рис. 2. Диаграмма ( )T T Г=

Fig. 2. Curve ( )T T Г=

На втором прямолинейном участке диаграмм ( )σ = σ ε  и ( )T T Г=  секущий
модуль объёмного расширения (сжатия) ( ),K K Г= ε  и секущий модуль сдвига

( ),G G Г= ε  будут определяться выражениями

( ) ( ) 1
1 0 1

1 const
3

K K K K K
ε⎡ ⎤= ε = + − ≠⎢ ⎥ε⎣ ⎦

; (3)

( ) ( ) 1
1 0 1 const

Г
G G Г G G G

Г
= = + − ≠ . (4)

Здесь 0K − начальный модуль объёмного расширения (сжатия); 0G − начальный
модуль сдвига; 1K − модуль упрочнения при объёмном расширении (сжатии);

1G − модуль упрочнения при сдвиге; σ − первый инвариант тензора напряжений;
ε − первый инвариант тензора деформаций; T − интенсивность касательных на-
пряжений; Г − интенсивность деформаций сдвига.

Так как построение билинейных диаграмм объёмного и сдвигового деформи-
рования выполняется, вообще говоря, независимо друг от друга, а при плоской
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деформации – в цилиндрических координатах

rr ϕϕε = ε + ε

и ( )2 2 2 22 3
3 2rr rr rГ ϕϕ ϕϕ ϕ= ε − ε + ε + ε + ε ,

то установить связь между точками излома билинейных диаграмм ( )σ = σ ε  и
( )T T Г=  в явном виде не представляется возможным.

Здесь
1 1;   ;   rr r r

u v v u vu
r r r r rϕϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ε = ε = + ε = ε = + −⎜ ⎟∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ⎝ ⎠
,

причём
2 2

2 2 2
1 1 1 ;r r v u u vr v

r r r r rr r r
ϕ ϕ∂ε ∂ε ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = − + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂⎝ ⎠∂

2 2

2
1 1 ;r r v u v

r r r
ϕ ϕ∂ε ∂ε ∂ ∂ ∂

= = + −
∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ϕ∂ϕ

2 2

2 2

2 2

2

1 1 ;

1 ;

rr

rr

u v v uu
r r r r r rr r

u v u
r r

ϕϕ

ϕϕ

∂ε ⎡ ⎛ ⎞⎤∂ε∂ε ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = + − + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂∂ ⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠⎦
∂ε ⎛ ⎞∂ε∂ε ∂ ∂ ∂

= + = + +⎜ ⎟∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ϕ∂ϕ⎝ ⎠

( ) ( )

( ) ( )

 2 32 2 ;
3 2
2 32 2 .

3 2

rrr
rr rr r

rrr
rr rr r

Г
r Г r r r
Г

Г

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ ϕ

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ ϕ

∂ε ∂ ε⎡ ∂ε ⎤∂
= ε − ε + ε − ε + ε⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∂ε ∂ε⎡ ∂ε ⎤∂
= ε − ε + ε − ε + ε⎢ ⎥∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ⎣ ⎦

Рассмотрим шесть основных случаев физических зависимостей.
 Случай 1: 0 1 0 1,   K K G G≠ ≠ . Здесь возможны три варианта взаимного распо-

ложения абсцисс точек излома билинейных диаграмм объёмного и сдвигового
деформирования.

а). Численные значения абсцисс точек излома билинейных диаграмм совпада-
ют, то есть 1 1Гε = . При этом 10 ≤ ε ≤ ε  и 10 Г Г≤ ≤ .

б). Численные значения абсцисс точек излома билинейных диаграмм не совпа-
дают, то есть 1 1Гε < . При этом 10 ≤ ε ≤ ε  и 0 10 Г Г Г≤ ≤ < . Здесь интенсивно-

сти 0Г  соответствуют такие компоненты деформации, что 1rr ϕϕε + ε = ε .
в). Численные значения абсцисс точек излома билинейных диаграмм не совпа-

дают, то есть 1 1Гε > . При этом 0 10 ≤ ε ≤ ε < ε  и 10 .Г Г≤ ≤  Здесь объёмной де-
формации 0ε  соответствуют такие компоненты деформации, что

( )2 2 2 2
1

2 3
3 2rr rr r Гϕϕ ϕϕ ϕε − ε + ε + ε + ε = .
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В этом случае физические уравнения плоской деформации в цилиндрических
координатах с учётом формул (1) и (2) будут иметь вид

0 0

0 0

0 0 0

1 12 ;
3 3
1 12 ;
3 3

1 2,    .
3 3

rr rr

r r r zz

K G

K G

G K G

ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞σ = ε + ε − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞σ = ε + ε − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞σ = σ = ε σ = − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

(5)

Случай 2: 0 1 0 1,   K K G G≠ ≠ . Численные значения абсцисс точек излома били-
нейных диаграмм не совпадают, то есть 1 1Гε < . При этом 1 0ε ≤ ε ≤ ε  и

0 1.Г Г Г≤ ≤  Здесь объёмной деформации 0ε  соответствуют такие компоненты

деформации, что ( )2 2 2 2
1

2 3
3 2rr rr r Гϕϕ ϕϕ ϕε − ε + ε + ε + ε = , а интенсивности 0Г  со-

ответствуют такие компоненты деформации, что 1rr ϕϕε + ε = ε .
В этом случае физические уравнения плоской деформации в цилиндрических

координатах с учётом формул (2) и (3) будут иметь вид

( )

( )

( )

1
1 0 1 0

1
1 0 1 0

0

1
1 0 1 0

1 12 ;
3 3
1 12 ;
3 3

;
1 2 .
3 3

rr rr

r r r

zz

K K K G

K K K G

G

K K K G

ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

ε⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ = + − ε + ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥ε ⎝ ⎠⎣ ⎦
ε⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ = + − ε + ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥ε ⎝ ⎠⎣ ⎦

σ = σ = ε
ε⎧ ⎡ ⎤ ⎫σ = + − − ε⎨ ⎬⎢ ⎥ε⎩ ⎣ ⎦ ⎭

(6)

Случай 3: 0 1 0 1,   K K G G≠ ≠ . Численные значения абсцисс точек излома били-
нейных диаграмм не совпадают, то есть 1 1Гε > . При этом 0 1ε ≤ ε ≤ ε  и

1 0.Г Г Г≤ ≤  Здесь объёмной деформации 0ε  соответствуют такие компоненты

деформации, что ( )2 2 2 2
1

2 3
3 2rr rr r Гϕϕ ϕϕ ϕε − ε + ε + ε + ε = , а интенсивности 0Г  –

такие компоненты деформации, что 1rr ϕϕε + ε = ε .
 В этом случае физические уравнения плоской деформации в цилиндрических

координатах с учётом формул (1) и (4) будут иметь вид

( )

( )

( )

( )

1
0 1 0 1

1
0 1 0 1

1
1 0 1

1
0 1 0 1

1 12 ;
3 3
1 12 ;
3 3

;

1 2 .
3 3

rr rr

r r r

zz

Г
K G G G

Г
Г

K G G G
Г

Г
G G G

Г
Г

K G G G
Г

ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ = ε + + − ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ = ε + + − ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤σ = σ = + − ε⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎡ ⎤⎫σ = − + − ε⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎣ ⎦⎭

(7)
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Случай 4: 0 1 0 1,   K K G G≠ ≠ . Здесь возможны три варианта взаимного распо-
ложения абсцисс точек излома билинейных диаграмм объёмного и сдвигового
деформирования.

а). Численные значения абсцисс точек излома билинейных диаграмм совпада-
ют, то есть 1 1Гε = . При этом 1ε ≥ ε  и 1Г Г≥ .

б). Численные значения абсцисс точек излома билинейных диаграмм не совпа-
дают, то есть 1 1Гε < . При этом 0ε ≥ ε  и 1Г Г≥ . Здесь объёмной деформации

0ε  соответствуют такие компоненты деформации, что

( )2 2 2 2
1

2 3
3 2rr rr r Гϕϕ ϕϕ ϕε − ε + ε + ε + ε = .

в). Численные значения абсцисс точек излома билинейных диаграмм не совпа-
дают, то есть 1 1Гε > . При этом 1ε ≥ ε  и 0.Г Г≥ Здесь интенсивности 0Г  соот-

ветствуют такие компоненты деформации, что 1rr ϕϕε + ε = ε .
 В этом случае физические уравнения плоской деформации в цилиндрических

координатах с учётом формул (2) и (4) будут иметь вид

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1
1 0 1 1 0 1

1 1
1 0 1 1 0 1

1
1 0 1

1 1
1 0 1 1 0 1

1 12 ;
3 3
1 12 ;
3 3

;

1 2 .
3 3

rr rr

r r r

zz

Г
K K K G G G

Г
Г

K K K G G G
Г

Г
G G G

Г
Г

K K K G G G
Г

ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ = + − ε + + − ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ε ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ = + − ε + + − ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ε ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤σ = σ = + − ε⎢ ⎥⎣ ⎦
ε⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫σ = + − − + − ε⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ε⎩ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

(8)

Случай 5: 0 1 0 1,   K K G G= ≠ . Точка излома на диаграмме ( )σ = σ ε  отсутству-
ет. При этом, если 10 Г Г≤ ≤ , то физические уравнения плоской деформации в
цилиндрических координатах будут иметь вид (5); если 1Г Г≥ , то физические
уравнения плоской деформации будут иметь вид (7).

Случай 6: 0 1 0 1,   K K G G≠ = . Точка излома на диаграмме ( )T T Г=  отсутству-
ет. При этом, если 10 ≤ ε ≤ ε , то физические уравнения плоской деформации в
цилиндрических координатах будут иметь вид (5); если 1ε ≥ ε , то физические
уравнения плоской деформации будут иметь вид (6).

Построение дифференциальных уравнений равновесия

Подставляя физические уравнения (5) – (8) в дифференциальные уравнения рав-
новесия плоской деформации сплошной среды в цилиндрических координатах [1]:

1 0;

1 2 0,

r rrrr
r

r
r

F
r r r

F
r r r

ϕ ϕϕ

ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

∂σ σ − σ∂σ ⎫
+ + + = ⎪∂ ∂ϕ ⎪

⎬∂σ ∂σ ⎪+ + σ + = ⎪∂ ∂ϕ ⎭

(9)

получим четыре вида разрешающих уравнений в перемещениях, имеющих одну и
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ту же структуру:
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

0;

0.

r
u u u v v vA B C D E F A F

r rr r
u u u v v vA B C D E F B F

r rr r ϕ

⎧ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + =⎪ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ⎪

⎨
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ + + + + + + + =⎪ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ⎩

(10)

Коэффициенты 1 1 1 1 1 1,   ,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F A  и 2 2 2 2 2 2,   ,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F B  в
уравнениях (10) зависят от вида физических уравнений.

1) Для физических уравнений (5) получим

1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 02

0 0 0 0 2

2 2 2 0 0 2 0 2 0 0 22

0

1 4 1 1 1 1;  ;   0;   0;  0;  ;
3 3 3 3
1 4 1 1 7 1 ;
3 3 3 3

1 1 1 1 4 10;    0;  ;  ;  ;  0;
3 3 3 3

1

A K G B G C D E F K G
rr

u u vA K G K G
r r r r

A B C K G D G E K G F
r r

vB G
r

⎛ ⎞= + = = = = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂
= 0 0 2

1 7 1 .
3 3

v uK G
r r r

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(11)

2) Для физических уравнений (6)

1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 02

1 0 1 0 2

2 2 2 1 0 2 0 2 1 0 22

0

1 4 1 1 1 1;   ;   0;   0;   0;   ;
3 3 3 3
1 4 1 1 7 1 ;
3 3 3 3

1 1 1 1 4 10;  0;  ;  ;  ;  0;
3 3 3 3

1

A K G B G C D E F K G
rr

u u vA K G K G
r r r r

A B C K G D G E K G F
r r

B G
r

⎛ ⎞= + = = = = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂
= 1 0 2

1 7 1 .
3 3

v v uK G
r r r

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(12)

3) Для физических уравнений (7)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1
1 0 1 0 1 0 1 3

21 1
1 1 0 1 0 1 3 2

1
1 0 1 3

1
1 0 1 3

1
1 0 1 3

1 4 4 4 1 2 ;
3 3 3 3 3

1 ;

1 1 12 2 ;
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12 ;
3

2 2
3
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r

r rr rr
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r
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Г Г
Г Г

B G G G G G
Г Г r
Г

C G G
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Г
D G G

Г
Г

E G G
Г

ϕϕ

ϕ

ϕ ϕϕ
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ϕ ϕϕ

⎛ ⎞= + + − − − ε − ε ε − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤= + − − − ε⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡⎛ ⎞ ⎤= − − ε ε − ε + ε − ε⎜ ⎟⎢ ⎥⎣⎝ ⎠ ⎦
⎛ ⎞= − − ε ε − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − ε ε − ε( ) 2
1 ;rr r

( ) ( ) ( )
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1 1
1 0 1 0 1 0 1 3

21 1
1 0 1 0 1 3

1 2 2 4 1 12
3 3 3 3 3

1    ;

rr rr

r

Г Г
F K G G G G G

Г rГ
Г Г

G G G G G
Г rГ

ϕϕ

ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − − − ε − ε ε − ε +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + − − − ε⎢ ⎥⎣ ⎦
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( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
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0 1 3

21 1 1
0 1 1 0 1 0 13 2 3
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4) Для физических уравнений (8)
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.

Таким образом, дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях для
плоской деформации сплошной среды в цилиндрических координатах при били-
нейной аппроксимации физических соотношений построены.

Заключение

Построенные в статье дифференциальные уравнения равновесия в перемеще-
ниях в цилиндрических координатах могут найти применение при определении
напряжённо-деформированного состояния сплошных сред, находящихся в усло-
виях плоской деформации, физические соотношения для которых аппроксимиро-
ваны билинейными функциями.
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Замечание: предложенный в статье метод построения дифференциальных
уравнений равновесия в перемещениях для геометрически линейных сплошных
сред, физические соотношения для которых аппроксимированы билинейными
функциями, может быть с успехом применён и для сплошных сред, механическое
поведение которых описывается геометрически нелинейными моделями.
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Problems of the formulation of differential equations of equilibrium in terms of displacements
for a plane strain of continuous media at bilinear approximation of closing equations are
considered leaving out of account geometric nonlinearity in the cylindrical coordinate system.
Based on the assumption that the curves of volumetric and shear strain are independent from each
other, six main cases of physical dependencies are considered, which are the functions of the
relative position of break points on the bilinear curves of the volumetric and shear strain.
Obtaining of bilinear physical dependencies is based on the calculation of secant moduli of the
volumetric and shear strain. On the first line of the curves, secant moduli are constant for both
volumetric and shear strain, while on the second line, the secant modulus of the volumetric strain
is a function of the volumetric strain, and the secant modulus of the shear strain is a function of
the shear strain intensity. Putting the corresponding bilinear physical equations into differential
equations of continuum equilibrium, which disregard geometrical nonlinearity, the resulting
differential equations of equilibrium are obtained in terms of displacements for a one-dimensional
plane strain of continuum in the cylindrical coordinate system. These equations can be used when
determining stress-strain state of continuous media under one-dimensional plane strains with no
regard for geometrical nonlinearity, and whose physical relations are approximated by bilinear
functions.
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