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В КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОМ КОНТИНУУМЕ1

На основе гипотезы простой разгрузки предлагается описание процесса по-
тери несущей способности конечного элемента. На основе конечно-элемент-
ного комплекса Ansys Workbench приведены результаты расчетов в случае
упругого и упругопластического поведения материала. Показана возмож-
ность учета остаточных деформаций в зоне удаления конечного элемента
для материала с упругопластическими свойствами в рассмотренной модели.

 Ключевые слова: метод конечных элементов, удаление конечного элемен-
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Прогнозирование несущей способности различных конструкций в настоящее
время строится на конечно-элементном анализе [1–4], в том числе и реализован-
ном в рамках коммерческих пакетов [5, 6]. Как правило, в большинстве случаев
расчеты ограничиваются нахождением предельной внешней нагрузки, при кото-
рой, используя определенный локальный критерий разрушения, состояние конеч-
ного элемента трактуется как критическое. При этом собственно процессу «раз-
рушения» элемента не уделяется должного внимания.

При расслоении композиционных материалов в рассмотрение вводятся коге-
зионные элементы с различными законами ниспадающего участка деформирова-
ния: трапециидальный (трилинейный), параболический и экспонециидальный [7].
Однако решение реальных задач строится, как правило, на билинейном законе
распределения когезионных сил [8–11] в одном измерении (направлении отрыва).
Образование новых материальных поверхностей в данном подходе ассоциируется
с достижением нулевого значения когезионных сил в рассматриваемых элемен-
тах. Отметим, что различные законы когезионного взаимодействия и материаль-
ные характеристики когезионных элементов существенно влияют на распределе-
ние напряжено-деформированного состояния в зоне предразрушения [12] и тре-
буют экспериментального подтверждения.

При рассмотрении стадии разупрочнения в материальном объеме [13–15]
сложность задачи связана с построением определяющих соотношений неустойчи-
вого по Друкеру деформирования [16, 17] и их подтверждением в соответствую-
щих экспериментах.

Так, например, в программном комплексе Ansys Workbench [6] функцией ekill
(kill element) элемент исключается из рассмотрения, что фактически соответству-
ет умножению локальной матрицы жёсткости элемента на число близкое к нулю.
Эта процедура является корректной при упругом поведении конструкций и не
учитывает перераспределения напряжений при возможном упругопластическом
характере деформирования за счет разгрузки и догрузки локальных областей в зо-
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не образования новых материальных поверхностей. Наличие этапа локальной раз-
грузки, сопровождаемой процессом упругопластического догружения вне разру-
шаемого материального объема, является принципиальным отличием от процеду-
ры kill element.

В работах [18, 19] при исследовании разрушения адгезионного слоя в компо-
зиционном материале было предложено рассматривать разрушение как процесс
простой разгрузки образуемых материальных поверхностей от напряжений, дей-
ствующих по границе разрушаемого элемента слоя. В данной работе предлагается
обобщить данный подход на случай разрушения произвольного элемента в конеч-
но-элементном континууме на примере комплекса Ansys Workbench.

Цель работы – определение изменения напряженно-деформированного со-
стояния упругопластического тела в процессе потери несущей способности от-
дельными конечными элементами при фиксированных внешних воздействиях.
Предлагаемый подход позволяет «растянуть» процесс убывания жесткости эле-
мента во времени и установить возможность разрушения конструкции до полной
потери несущей способности данного элемента.

Постановка задачи

Рассмотрим конечно-элементный континуум, находящийся в равновесии под
воздействием внешней нагрузки. На рис. 1, a представлена его область с выделен-
ным горизонтальной штриховкой элементом, находящимся в рамках того или
иного критерия в состоянии предразрушения.
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Рис. 1. Взаимодействие конечного элемента с ансамблем конечных элементов
Fig. 1. Finite element interaction with a finite element ensemble

На рис. 1, b представлена та же область, но без разрушаемого элемента, за
взаимодействие с которым отвечают узловые силы равные по модулю и противо-
положные по направлению узловым силам, обеспечивающим равновесие исклю-
ченного конечного элемента, показанного на рис. 1 c).

Разрушение элемента будем трактовать как процесс образования новых, сво-
бодных от узловых сил, материальных поверхностей. В этом случае, следуя рабо-
там [18, 19], необходимо при неизменной внешней нагрузке разгрузить узлы от
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сил, связывающих разрушаемый конечный элемент с основным телом. Данная
схема показана на рис. 2.
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Рис. 2. Разгрузка образуемых поверхностей
Fig. 2. Unloading of the formed surfaces

На рис. 2, a значения ( )∆ , , , , , , ,e e i j k m n o p=F  определяют приращения новой
внешней узловой нагрузки. Соответствующие приращения определяются услови-
ем ( ) ( )∆ 0e e+ =F F . Приращение внешней нагрузки, действующей при задании

( )∆ eF , полагается нулевым. Завершение этапа разгрузки показано на рис. 2, b.
При этом узлы , , , , , ,i j k m n o p  станут свободными от узловых сил, действовавших
на них со стороны разрушенного элемента.

Таким образом, процесс удаления элемента в рамках предлагаемого подхода
будет разбит на несколько этапов или шагов.

На первом шаге решается задача деформирования до достижения внешней на-
грузкой критического значения. В результате ее решения выделяется элемент, пе-
реходящий в стадию разрушения. На данном этапе определяются узловые силы
взаимодействия разрушаемого элемента со смежными ему элементами.

На втором шаге путем разгрузки узлов разрушаемого элемента, отвечающих за
его взаимодействие со смежными элементами, формируются новые материальные
поверхности. Образование новых материальных поверхностей и определение из-
менения НДС в окружающем разрушенный элемент теле происходит при нулевом
приращении внешней нагрузки. Основной проблемой первого этапа является на-
хождение узловых сил взаимодействия разрушаемого элемента и, следовательно,
формирование граничных условий второго этапа. В этом случае конечно-элемент-
ное решение приводит к нулевому значение узловой силы для каждого внутрен-
него узла. Для решение данной задачи в работе [18] был предложен метод по-
вторного нагружения. Дискретное решение первого этапа содержит вектор пере-
мещений ( )eu . Для определения узловых сил ( )eF  заменим действие разрушаемо-
го элемента заданием процесса узловых перемещений элемента, при повторении
закона внешнего воздействия на тело согласно рис. 3.

На рис. 3, a показан элемент в состоянии предразрушения с найденным полем
узловых перемещений ( )eu . На рис. 3, b показано повторное нагружение тела без
разрушаемого элемента с заданным полем узловых перемещений.
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Рис. 3. Схема повторного нагружения
Fig. 3. Reload pattern

В результате решения задачи повторного нагружения в узлах , , , , , ,i j k m n o p

будут найдены узловые силы ( )eF  взаимодействия с элементом, показанным на
рис. 1, c как реакции в рассматриваемых узлах.

Отметим, что процедуру повторного нагружения можно проводить и с разру-
шаемым элементом, предварительно умножив его локальную матрицу жёсткости
на число близкое к нулю. Данный процесс реализуется в программном комплексе
Ansys Workbench функцией ekill (kill element) и не требует перестройки сетки ко-
нечных элементов для рассматриваемого тела.

На втором шаге при нулевом приращении внешней нагрузки и исключенном
из рассмотрения разрушаемом элементе (функцией ekill или перестройкой облас-
ти конечных элементов) в узлах , , , , , ,e i j k m n o p=  дается приращение узловых

сил ( ) ( )∆ e e= −F F , что будет соответствовать образованию новых поверхностей и
разрушению элемента.

Таким образом, алгоритм решения при данном подходе будет следующим:
1. Решение задачи деформирования с нахождением элемента в состоянии

предразрушения, его узловых перемещений и критической нагрузки.
2. Решение задачи повторного нагружения при критической внешней нагрузке

с целью определения сил взаимодействия разрушаемого элемента и смежных с
ним элементов.

3. Решение задачи разгрузки узлов образуемых новых поверхностей.
Отметим, что в программном комплексе Ansys Workbench можно определить

узловые силы взаимодействия при расчете в модуле Static Structural с помощью
функции fsum встроенного языка APDL. В конкретной задаче функция fsum при-
менялась для каждого узла удаляемого элемента. Входными данными для этой
функции являются уникальный номер узла и номер шага расчета, на котором не-
обходимо вычислить компоненты узловых сил реакции.

Таким образом, этап 2 по решению задачи повторного нагружения приведен-
ного выше алгоритма для нахождения узловых сил взаимодействия ( )eF  разру-
шаемого элемента и его смежных элементов можно не проводить. Данный шаг
будет заменен исключением разрушаемого элемента с помощью функции ekill, с
приложением узловых нагрузок ( )eF . В этом случае напряженно-деформиро-
ванное состояние тела с удаленным элементом будет эквивалентно состоянию за-
вершения этапа 1.
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Решение задачи

В качестве примера реализации предложенного алгоритма рассмотрим задачу
о растяжении пластины с боковым физическим разрезом толщиной δ0, симмет-
ричной внешней распределённой нагрузкой с постоянной интенсивностью со-
гласно схеме рис. 4. Левая и правая боковые поверхности жестко закреплены от
горизонтальных перемещений и свободны от вертикальных нагрузок.

Рис. 4. Схема нагружения
Fig. 4. Loading pattern

Материал пластины брался близким к стали со следующими материальными
характеристиками: коэффициент Пуассона ν = 0.31, модуль упругости
E = 1.93·105 МПа, предел текучести Tp = 210 МПа, упрочнение принималось ли-
нейным. Толщину разреза выбираем равной δ0 = 0.01 м. Рассматриваем плоское
деформированное состояние. Материал на продолжении физического разреза был
разбит на квадратные в плане элементы.

Экспериментально показано, что при нагружении трещиноподобного дефекта
нормальным отрывом процесс разрушения (подрастание трещины) инициируется
в направлении трещины. Поэтому будем моделировать процесс разрушения для
первого конечного элемента, расположенного на продолжении физического раз-
реза. При этом критерий разрушения не рассматривается. Процесс разрушения
рассмотрим для упругой постановки и в случае упругопластических свойств ма-
териала, когда в области окончания физического разреза реализуется область раз-
витых пластических деформаций. Результаты расчета задач, с предлагаемой мо-
делью процесса разрушения элемента, будем сравнивать с расчетом задачи для
идентичной внешней нагрузки без соответствующего элемента.

На рис. 5 показаны результаты расчета интенсивности напряжений (по Мизесу)
без учета пластических свойств материала для внешней нагрузки F = 19000 Н, рас-
пределенной по поверхности. На рис. 5, a показано распределение интенсивности
напряжений при завершении процесса разрушения элемента, а на рис. 5, b – поле
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Рис. 5. Сравнение упругих решений
Fig. 5. Comparison of elastic solutions

интенсивности напряжений пластины без разрушаемого элемента. Как видно из
расчетов, смоделированный процесс разрушения элемента дает идентичный резуль-
тат нагружению пластины без элемента. При линейно упругом решении (nlgeom
off) имеют место незначительные расхождения расчетов (менее 0.1%).

На рис. 6 показан аналогичный расчет с учетом упругопластических свойств
материала. Выделены области, где имеют место необратимые деформации и пока-
зана соответствующая интенсивность пластических деформаций. На рис. 6, a при-
веден расчет с учетом процесса разрушения элемента, а на рис. 6, b рассматрива-
лось активное нагружение пластины без удаляемого элемента. В этом случае вид-
ны существенные различия в размерах области пластических деформаций (в том
числе и остаточных деформаций после локальной разгрузки образуемых поверх-
ностей) и несущественные в численных значениях их интенсивности.
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Рис. 6. Сравнение упругопластических решений
Fig. 6. Comparison of elastoplastic solutions

На рис. 7 и 8 показана эволюция интенсивности напряжений в процессе ло-
кальной разгрузки конечного элемента. На рис. 7 отображена интенсивность на-
пряжений в окрестности удаляемого элемента на момент его замены силами реак-
ций в состоянии предразрушения.

Из сравнения рис. 7 и 8 видим, что в локальных областях зоны предразруше-
ния интенсивность падает, что приводит к их разгрузке. В случае упругопласти-
ческого деформирования данный процесс разрушения элемента приводит к появ-
лению необратимых деформаций в разгруженных областях, которые могут быть
найдены в ходе решения задачи. В частности, из сравнения рис. 6, a и b.

На рис. 8 интенсивность напряжений построена при простой разгрузке соот-
ветствующих реакций.
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Рис. 7. Интенсивность напряжений в момент предразрушения элемента
Fig. 7. Stress intensity at a time instant of pre-fracture of the element

Рис. 8. Интенсивность напряжений в момент снятия локальной нагрузки
от разрушаемого элемента

Fig. 8. Stress intensity at a time instant of local unloading
of the destructible element

Заключение
Предложено описание процесса локальной разгрузки конечного элемента.

В рамках программного комплекса Ansys Workbench данная методика была реа-
лизована. Проведенные вычисления показали, что при упругопластическом де-
формировании материала результаты расчетов, полученные с помощью процеду-
ры kill element и предложенного подхода, имеют различия. Для упругого дефор-
мирования применение процедуры kill element и обсуждаемого метода простой
разгрузки приводит к одному результату. Это объясняется тем, что в линейно уп-
ругих телах различным законам изменения внешних воздействий при переходах
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из начального состояния в одно и то же конечное состояние соответствуют оди-
наковые распределения напряжений. В случае упругопластических тел напряжен-
но-деформированные состояния могут различаться, так как зависят от законов
изменения внешних воздействий. В нашем случае переход из начального состоя-
ния с удаленным элементом не эквивалентен действительному нагружению
сплошного тела и последующей локальной разгрузке поверхности контакта с уда-
ляемым элементом.
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The subcritical elastoplastic deformation and the fracturing of an element of a finite element
continuum in the Ansys Workbench complex are considered. When solving the elastoplastic
problem of the subcritical deformation, a finite element with the failure criterion reached is
selected. In a pre-fracture state of the element, the nodal forces provided by the interaction with
an adjacent element are determined using the Ansys Workbench internal procedure. The
following step is the consideration of the varying stress-strain state of the body during the element
destruction. The elastoplastic problem is solved in the conditions of simple unloading of the body
surface adjacent to the destructible element while maintaining the external load corresponding to
the destruction initiation. When implementing the local unloading, a possibility of the new plastic
region formation and the partial unloading are studied. As a result, the stress-strain state of the
body at the beginning of local unloading is not the same as that at the end of the process. The
proposed approach differs from the “element killing” procedure when the element stiffness after
the failure criterion reached is assumed to be close to zero. The paper provides solutions to the
problems of deformation of elastic and elastoplastic plates with a side cut taking into account their
element destruction.
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