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Исходя из точной трехмерной постановки задачи и ее решения в преобразо-
ваниях, выведены общие уравнения продольно-радиальных колебаний
цилиндрической оболочки, содержащей вязкую сжимаемую жидкость, из
которых можно получить типа классических и уточненных приближенные
уравнения колебаний. На основе полученных уточненных уравнений коле-
баний решена задача о гармонических продольно-радиальных колебаниях
цилиндрической оболочки.
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Для приведения трехмерной по пространственным координатам задачи теории
оболочек к двумерной используют различные методы и подходы. При этом в ка-
честве основных неизвестных функций берутся перемещения срединной поверх-
ности оболочки [1] и применяются различного рода упрощающие гипотезы и
предпосылки механического и геометрического характера [2]. Примененные при
построении теории гипотезы и предпосылки вместе с упрощениями приводят к
существенным недостаткам и погрешностям. В теории оболочек Кирхгофа – Лява
указанные недостатки являются существенными. На это в свое время обратили
внимание В.В. Новожилов и Р.М. Финкельштейн [2], Х.М. Муштари [3], В.М. Да-
ревский [4], У.К. Нигуль [5], поэтому «более тщательное соблюдение гипотез
Кирхгофа – Лява все же не гарантирует получение более точных уравнений коле-
бания» [6].

Кроме этого, можно указать еще три направления в теории оболочек, где пло-
хо работают известные классические теории. Во-первых, при расчете многослой-
ных оболочек и оболочек, находящихся в деформируемой среде, условия на кон-
тактной поверхности целесообразно сформулировать относительно перемещений
контактирующей, а не срединной поверхности. При этом динамические контакт-
ные условия должны быть сформулированы в напряжениях. Общеизвестно, что в
теории Кирхгофа – Лява пренебрегаются напряжения , ,rr r zθ θσ σ σ  и, естественно,
при этом нельзя точно сформулировать контактные условия в напряжениях. По-
этому, при решении контактных задач теории оболочек появляется необходи-
мость построения уточненной теории. В этом направлении С.А. Амбарцумяном
[7] и Ю.И. Юаном [8] развиты теории, в которых пренебрегается напряжением

rrσ  и приближенно учитываются напряжения rθσ и zθσ .
Во-вторых, при расчете толстостенных цилиндрических оболочек погреш-

ность при применении теории Кирхгофа – Лява может оказаться большей даже
при напряженном состоянии со сравнительно небольшим показателем изменяемо-
сти [9].
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В-третьих, при исследованиях нестационарного колебания цилиндрических
оболочек, в частности при исследовании быстропротекающих переходных про-
цессов, применение классической теории нежелательно, если иметь в виду, то об-
стоятельство, что «развитие классической теории стимулировалось, главным об-
разом, запросами задач на собственные частоты колебаний» [10]. Указанные не-
достатки теории Кирхгофа – Лява и других классических теорий побудили многих
исследователей предпринимать попытки уточнения уравнений колебаний теории
оболочек и, в частности цилиндрических оболочек и стержней кругового попе-
речного сечения.

С другой стороны, несмотря на погрешности, вызываемые различными гипо-
тезами, применяемыми при выводе уравнений колебаний, исследователи вынуж-
дены их применять при решении тех или иных задач о колебаниях механических
систем. Не составляют исключение и теории типа теорий Тимошенко, которые
также используют упрощающие гипотезы. Из большого числа уточненных теорий
цилиндрических оболочек можно привести теорию Г. Германна и И. Мирски [11].
Она считается наиболее правильной и простой для решения динамических задач
цилиндрической оболочки. При разработке этой теории используются гипотезы и
предположения, которые существенно упрощают построение теории и оконча-
тельных разрешающих уравнений колебаний [12].

При построении уточненных теорий стараются вывести уточненные уравнения
колебаний, учитывающих те или иные факторы физического, механического или
геометрического характера. В зависимости от учитываемых факторов методы вы-
вода уравнений колебаний, основанные на динамической теории упругости, раз-
деляются на три основные направления.

К первому из них можно отнести методы, которые основаны на использовании
вариационных принципов в динамике.

Ко второму направлению относят методы, основанные на разложении состав-
ляющих поля упругих перемещений в ряды, в том числе в степенные. Существен-
ное развитие такой метод получил в работах российских ученых. На его основе
В.З. Власовым был разработан метод начальных функций применительно к обо-
лочечным системам. Строгое математическое обоснование метода разложения
упругих смещений в степенные ряды на примере динамической задачи о слое в
случае плоской деформации дано Г.И. Петрашенем [10].

Наконец к третьему направлению относится метод использования общих реше-
ний в преобразованиях трехмерных задач теории упругости. Существенное и ус-
пешное применение к задачам динамики этот метод получил в работах И.Г. Филип-
пова и его учеников [13−15]. Сущность метода сводится к изучению построенных
решений при различных типах внешних воздействий и к выяснению условий, при
выполнении которых смещения или их «главные части» удовлетворяют несложным
уравнениям колебаний, и к нахождению алгоритма, позволяющего по полю этих
«главных частей» вычислять приближенные значения полей смещений и напряже-
ний в любом сечении для произвольного момента времени [16, 17].

В работах [18, 19] решения задачи о переходном процессе деформации в ци-
линдрической оболочке получены с привлечением приближенной теории. В них в
рамках теории Тимошенко рассмотрены задачи о распространении нестационар-
ных волн и о переходных волновых процессах в линейно-вязкоупругой круговой
цилиндрической оболочке конечной длины при динамическом нагружении одного
из ее торцов.
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В последнее время исследователями уделяется особое внимание нестационар-
ным задачам о колебаниях цилиндрических тел с жидкостями. К таким относится
работа [20], в которой предложен подход к определению собственных частот и
мод составных систем оболочек, включающий построение математической моде-
ли, основанной на теории Кирхгофа – Лява, уточненной теории типа Тимошенко
и теории пространственной упругости. Работа [21] посвящена разработке подхода
для определения характеристик волнового процесса в цилиндрической полости,
заполненной вязкой сжимаемой жидкостью, возбуждаемой вибрирующим сфери-
ческим телом, размещенным на оси полости. Численно-аналитический метод на-
хождения собственных частот и форм колебаний трубопровода, транспортирую-
щего идеальную жидкость, предложен в [22]. Метод позволяет определить собст-
венные частоты и формы, когда натяжение или сжатие, а также диаметр являются
произвольными функциями продольной координаты. Авторами [23] задача взаи-
модействия двухфазной жидкости с трубопроводом решена на основе стержневой
теории. Построена математическая модель колебаний горизонтальных вязкоупру-
гих трубопроводов, транспортирующих двухфазную среду, учитывающая внут-
реннее давление.

Ниже рассматривается задача о продольно-радиальных колебаниях круговой
цилиндрической упругой оболочки с внутренним 1,r  внешним 2r  радиусами и со-
держащей покоящуюся вязкую сжимаемую жидкость. Без применения дополни-
тельных гипотез и предпосылок физического или механического характера выве-
дены общие уравнения колебаний такой оболочки, из которых можно получить
типа классических и уточненных уравнения колебаний. Предложен алгоритм, по-
зволяющий по полю искомых функций однозначно определить напряженно-
деформированное состояние точек произвольного сечения рассматриваемой гид-
роупругой системы по значениям искомых функций. Полученные уточненные
уравнения колебаний применены для исследования гармонических колебаний ци-
линдрической оболочки с вязкой жидкостью.

Постановка задачи

Считается, что рассматриваемая цилиндрическая оболочка, как трехмерное те-
ло, строго подчиняется математической линейной теории упругости и в точной
постановке описывается трехмерными уравнениями. При этом она отнесена к ци-
линдрической системе координат ( )zr ,,θ , где ось z  направлена по оси симмет-
рии цилиндра (рис. 1).
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Рис.1. Геометрия оболочки
Fig. 1. Shell geometry
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Предполагается, что колебания слоя, как и жидкости малы. При этом малость
колебаний подразумевает малости смещений точек оболочки и жидкости. Зависи-
мости между напряжениями и деформациями в точках цилиндрического слоя счи-
таются заданными в виде соотношений закона Гука для изотропного тела. Уравне-
ния движения точек оболочки как цилиндрического слоя используются в виде

;μ∆Ψ = ρψ
G G��  ( )2 ,Ф Фλ + μ ∆ = ρ �� (1)

где ,λ μ – коэффициенты Ламэ; ρ  – плотность материала оболочки; ∆  – трехмер-
ный оператор Лапласа. При этом потенциалы продольных Ф и поперечных Ψ

G

волн введены по формуле

( )[ ]1 2grad rot rotz zU Ф e e= + Ψ + Ψ
G G G . (2)

Аналогично уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости при продоль-
ных колебаниях имеют вид [24]

2 2 2
0 0

4 11 0
3

v G
t ta a t

⎡⎛ ⎞ ⎤′∂ ∂ ∂
+ ∆ − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎣⎝ ⎠ ⎦

, 2 0v
t

∂⎛ ⎞′− ∆ χ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, ( ), ,r zθ ∈ Ω , (3)

где Ω  – объем пространства, занятый жидкостью; a0 – скорость звука в покоя-
щейся жидкости; ′ν – кинематический коэффициент вязкости; ′μ – коэффициент
вязкости 0′ ′ ′μ = ρ ν ; 0′ρ  – плотность покоящейся жидкости;

( )[ ]( )1 2grad rot rotz zV G e e
t

∂
= + χ + χ

∂

G G G . (4)

Считается, что колебания цилиндрической оболочки возбуждаются усилиями на
её внешней поверхности при 2rr = , т.е. граничные условия задачи имеют вид [25]

( ) ( )
2

, , , ;rr rr rr z t f z t=σ =  ( ) ( )
2

, , ,rz rzr rr z t f z t=σ = . (5)

Будут иметь место следующие динамические и кинематические условия на по-
верхности контакта взаимодействующих сред

( ) ( )
1 1

, , , ,rr rrr r r rr z t P r z t= =σ = − , ( ) ( )
1 1

, , , ,rz rzr r r rr z t P r z t= =σ = − ; (6)

( ) ( )
1 1

, , , ,z zr r r rV r z t U r z t
t= =

∂
=

∂
, ( ) ( )

1 1
, , , ,r rr r r rV r z t U r z t

t= =
∂

=
∂

, (7)

где ijP  ( ), , ,i j r z= θ  – компоненты тензора напряжений в жидкости; Начальные
условия задачи считаются нулевыми.

Уравнения колебаний

Для решения задачи (1), (3) – (7), функции внешних воздействий рассматри-
ваются в классе функций, представимых в виде [26]

( ) } ( )(0)

0 ( )

sin, , ,
cos

pt
r r

l

kzf z t dk f k p e dp
kz

∞

=
−∫ ∫

 ( ) } ( )(0)

0 ( )

cos, , ,
sin

pt
rz rz

l

kzf z t dk f k p e dp
kz

∞

= ∫ ∫ (8)
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где ( )l  – разомкнутый контур в плоскости p, прилегающий справа к участку

( )0, 0i i− ω ω  мнимой оси. Кроме того, функции ( ),rf z t  и ( ),rzf z t  предполагаются

такими, что функции ( )(0) ,rf k p  и ( ) ( )0 ,rzf k p  пренебрежимо малы вне области,

00 k k≤ ≤ , 0m pΙ < ω .
При представлении вектора перемещения в виде (2) крутильное составляю-

щее перемещения зависит только от потенциальной функции 1ψ , а продольная и
радиальная составляющие зависят только от потенциальных функций Ф  и 2ψ .
Поэтому задача изучения продольно-радиальных колебаний цилиндрической
оболочки может быть рассмотрена отдельно от задачи о крутильных колебаниях
[27]. Аналогичное утверждение имеет место и для содержащейся в оболочке
жидкости.

Исходя из этого, представив потенциалы Ф , 2Ψ , G  и 2χ  аналогично (8) и
подставив их в уравнения (1), (3), получаем обыкновенные дифференциальные
уравнения, общие решения которых, учитывающие ограниченности решений при

0r =  и r → ∞ , выражаются через модифицированные функции Бесселя и равны
( ) ( ) ( )0 1 0 2 0Ф r A I r A K r= α + α , ( ) ( ) ( )20 1 0 2 0r B I r B K rΨ = β + β , 1 2r r r≤ ≤ , (9)

( ) ( )0 0G r CI r= δ , ( ) ( )20 0r DI rχ = γ , (10)

где Ai, Bi, C и D – постоянные интегрирования;

( )2 2 2 2 ,k pα = + ρ λ + μ 2 2 2 ,k pβ = + ρ μ

( )2 2 2 2
03 3 4 ,k p a v′δ = + +  2 2 .k p ′γ = + ν

Аналогично представив напряжения ijσ , Pij, преобразуются граничные и кон-

тактные условия (5) – (7). Подставив в преобразованные граничные условия ре-
шения (9), (10), получим

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]2 2 2
0 1 0 2 1 1 1 2

22 k I r A K r A I r A K r A
r
α⎡ ⎤μα + α − λ α + α − μ α − α −⎣ ⎦

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )2 (0)
0 1 0 2 1 1 1 2

22 , ,r
kk I r B K r B I r B K r B f k p
r
β

− μ β β + β + μ β − β = (11)

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )2 2 (0)
1 1 1 2 1 1 1 2

12 , .rzk I r A K r A k I r B K r B f k pα α − α − β β + × β − β =
μ

При классическом исследовании колебаний цилиндрической оболочки за ис-
комые величины принимаются смещения точек срединной поверхности оболочки.
Однако такой выбор не единственный [28]. Например, рассматривая цилиндриче-
скую оболочку, необходимо выбирать такую поверхность, которая для стержня
переходит в осевую линию, а для тонких оболочек – в срединную поверхность.
С другой стороны, в экспериментальных исследованиях получают информацию о
смещениях точек внешней или внутренней поверхности оболочки, по которым
необходимо определить напряженно-деформированное состояние самой оболоч-
ки. В связи с этим за искомые величины примем перемещения и напряжения в
точках некоторой промежуточной поверхности цилиндрической оболочки, радиус
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которой определяется по формуле

1 1

22
r r

r
⎛ ⎞

ξ = χ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1 2 1

2 1 2
2 2 .

r r r
r r r

+ ≤ χ ≤ +

Заметим, что ξ может быть радиусом внутренней, срединной или внешней по-
верхности цилиндрической оболочки, при значениях χ .

В дальнейшем, используя стандартные разложения модифицированных функ-
ций Бесселя, введя новые искомые функции Uz,j и Ur,j (j = 0,1) , которые являются
главными частями соответственно продольного и радиального перемещений по-
верхности оболочки, контактирующей с жидкостью, и, осуществляя обратное
преобразование, получим систему уравнений

( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1
0 0 ,0 0 0 1 1 ,1 1 1 0,z zR R R R

r r r z z r r r z z
U U

C C U C C C C U C C
z z

∂ ∂
− + − − − + − =

∂ ∂

( ) ( ) ( ),0 ,1
0 0 0 0 ,0 1 1 1 ,1 0,r rR R R

r r z z z r r z z
U U

d d d d U d d d U
z z

∂ ∂
− + − − − − =

∂ ∂

( )

( )

,0 ,1
0 ,0 0 1 ,1 1

,0 ,1
0 0 ,0 1 1 ,1

1 , ,

1 , ,

z z
r r z r r z r

r r
r z z r z z rz

U U
e U e e U e f z t

z z
U U

d d U d d U f z t
z z
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,a b  – скорости распространения соответственно продольных и поперечных волн
в материале оболочки.

Полученная система уравнений (12) является системой общих уравнений про-
дольно-радиальных колебаний круговой цилиндрической упругой оболочки, со-
держащей вязкую сжимаемую жидкость, относительно главных частей перемеще-
ний точек внутренней поверхности, контактирующей с поверхностью содержа-
щейся жидкости. При этом операторы R

klC  и R
kld  из (13) представляют собой реак-

цию вязкой жидкости на колебания оболочки. Из (12) можно получить уравнения
для оболочки: а) с несжимаемой вязкой жидкостью; б) сжимаемой идеальной
жидкостью; в) с несжимаемой идеальной жидкостью. Кроме того, в случае отсут-
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ствия жидкости, полученные уравнения колебаний (12) в частных случаях пере-
ходят в классическое уравнение продольных колебаний кругового стержня, в
уравнение Релея или в уточненное уравнение типа С.П. Тимошенко. Наряду с
уравнениями колебаний выведены формулы для всех компонент тензора напря-
жений и вектора перемещений. Например, при нулевом приближении эти форму-
лы имеют вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1
1 1 ,0 1 2 2 2 ,1

1

1, , 1 1 ln 1 2 1 2 ;
2

z z
zz r r

U Urr z t q q U r q q U
z r z

∂ ∂⎧ ⎡ ⎤⎫⎛ ⎞
σ =μ − − + − + − + + λ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎣ ⎦⎭

( ) ( ) ,0
1 ,0 1, , 1 z

rr r
U

r z t q U q
z

∂⎡ ⎤
σ = −μ + + +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

( ) ,1
1 2 2 ,1 22

1 1

1 2 1ln 1 ln
2 2

z
r

Ur rr q U q
r r zr

∂ ⎫⎧⎡⎛ ⎞ ⎤ ⎡ ⎤
μ − λ + + + +⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ∂⎩⎣⎝ ⎠ ⎦ ⎣ ⎦ ⎭

; (14)

( ),0 1 ,1
1

1( , , ) ln
2z z z

rU r z t U rU
r

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
;

( ) ,1
,0 1 2 2 ,1 1 22

1 1

2( , , ) 1 ln ln
2

z
r r r

Ur r rU r z t U r q U r q
r r zr

∂⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + λ + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩ ⎭

,

2
1

1 2
q = −

− ν
.

Формулы (14) позволяют определить напряженно-деформированное состояние
произвольной точки оболочки по значениям искомых функций ,z jU  и ,r jU
(j = 0,1) , по результатам решения уравнений (12).

Гармонические колебания цилиндрической оболочки
с вязкой сжимаемой жидкостью

Ниже на основе полученных уравнений колебаний исследуются гармониче-
ские продольно-радиальные колебания упругой цилиндрической оболочки, содер-
жащей вязкую сжимаемую жидкость. Для описания поведения цилиндрического
слоя с вязкой жидкостью применяются приближенные уравнения колебаний, по-
лученные из общих уравнений (12), ограничиваясь в них нулевым приближением.
При этом предполагается, что поверхности оболочки свободны от внешних нагру-
зок. Тогда правые части уравнений колебаний будут равны нулю. В полученных
приближенных уравнениях перейдем к безразмерным переменным по формулам

*
1t t r a= , *
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1r r r= , *

,0 ,0r rU U= ,

*
,1 1 ,1r rU rU= , *

,0 1 ,0z zU rU= , *
,1 ,1z zU U= (15)

и, в дальнейшем, для простоты записи, опустим «звездочки» над буквами. Тогда
система уравнений колебаний в безразмерных координатах, с учетом равенства
нулю функций внешних воздействий, принимает вид
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Решение дифференциальных уравнений (16) будем искать в виде
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где ω  – частота колебаний; k  – волновое число. Подставляя (17) в уравнения (16)
будем иметь систему четырех однородных алгебраических уравнений относи-
тельно ,0 ,0 ,1 ,1, , ,r z r zU U U U
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Приравняв нулю определитель, элементы которого являются коэффициентами
при неизвестных функциях этой системы, получим частотное уравнение
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Уравнение (19) решалось численно с помощью программы “Maple 17”. При
этом расчеты производились для различных материалов оболочки при следующих
значениях физико-механических их параметров:

- сталь: Е = 2.0⋅1011 Па; ρ = 7850 кг/м3; ν = 0.25;
- медь: Е = 1011 Па; ρ = 8940 кг/м3; ν = 0.31;
- алюминий: Е = 7.0⋅1010 Па; ρ = 2750 кг/м3; ν = 0.35.
В качестве содержащейся среды приняты следующие жидкости со следующи-

ми характеристиками:
- тяжелая нефть: µ´ = 128⋅10−3 Па⋅с, ρ = 914 кг/м3, ν´ = 140⋅10−6 м2⋅с−1;
- керосин: µ´ = 2.17⋅10−3 Па⋅с, ρ = 800 кг/м3, ν´ = 2.7⋅10−6 м2⋅с−1.
Геометрические характеристики оболочки следующие:

r1 = 1; r2 = r1+h; h = 0.01; 0.05; 0.1; 0.15.
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Численные результаты

Результаты проведенных расчетов приведены на рис. 2 – 6 в виде зависимо-
стей наименьшей частоты ω от волнового числа k. На рис. 2 приведены графики
зависимостей частоты от волнового числа при различных значениях толщины
оболочки: h = 0.01; 0.05; 0.1; 0.15. Приведенные графики (рис. 2 – 6) показывают,
что при значениях волнового числа k ≤ 3 зависимости частоты ω от волнового
числа k носят нелинейный характер, а в дальнейшем, с ростом k эти зависимости
становятся линейными. Значения частоты тонкой оболочки при h = 0.01 резко от-
личается от остальных. Например, при k = 2 эта разница для h = 0.05 составляет
порядка 30.4 %; для h = 0.1 – порядка 41.3 %; для h = 0.15 – порядка 43.8 %. При
увеличении значений волнового числа указанные разницы уменьшаются.

h = 0.01
h = 0.05
h = 0.1
h = 0.15

Сталь
Медь
Алюминий

0 2 4 6 k

1

2

3

ω
4

0 2 4 6 k

1

2

3

ω

Рис. 2. Зависимости ω от k для оболочек из
стали при различных значениях толщины h
Fig. 2. Dependences of ω on K for steel shells
at various thicknesses h

Рис. 3. Зависимости ω от k для заполненных
оболочек из различных материалов
Fig. 3. Dependences of ω on k for the filled
shells made of various materials

Например, при k = 7 эта разница для h = 0.05 составляет 16 %, а для h = 0.1 и
h = 0.15 разница почти одинаковая и составляет примерно 17.5 %. Для толсто-
стенных оболочек (h = 0.05; 0.1; 0.15) при значениях k > 7, значения частот мало
отличаются друг от друга. Отсюда следует, что чем тоньше оболочка, тем выше
частота ее колебаний, что соответствует физической сущности задачи. На рис. 4
представлены зависимости от k  для заполненных тяжелой нефтью тонких оболо-
чек (h = 0.01) из различных материалов: стали, меди и алюминия. Из графиков
следует, что чем больше значение модуля упругости материала, тем выше частота
колебаний. Например, при k = 4 разница между частотами колебаний для оболо-
чек из алюминия и стали равна приблизительно 33.3 %. Значение этой разницы
увеличивается в сторону высоких частот, т.е. для коротковолновых процессов.
Для заполненных стальной и медной оболочек, значения модулей упругости ко-
торых близки друг к другу по сравнению с алюминиевой оболочкой, значения
частот при k ≤ 3 совпадают и начинают различаться при k > 3, и достигают 12 %
при k = 8. Это указывает на то, что более коротковолновые процессы приводят к
большей разнице значений частот колебаний, которая возрастает с ростом числа k.



Продольно-радиальные колебания упругой цилиндрической оболочки 149

На рис. 4 – 6 приведены зависимости ω от k для заполненных керосином и тя-
желой нефтью стальных (рис. 4), алюминиевых (рис. 5) и медных (рис. 6) оболо-
чек толщиной h = 0.01. Из них следует общее заключение, что содержащиеся в
оболочке жидкости приводят к уменьшению частоты колебаний. Это имеет место
для оболочек из стальных, алюминиевых и медных оболочек, т.е. содержащаяся
жидкость уменьшает частоту колебаний оболочки независимо от материала обо-
лочки. При этом уменьшение частоты происходит по разному для разных мате-
риалов оболочки.
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Тяжелая нефть

Пустая
Керосин
Тяжелая нефть

0 2 4 6 k

1

2

3

ω
4

0 2 4 6 k

1

2

3

ω
4

Рис. 4. Зависимости ω от k для стальных обо-
лочек, заполненных вязкими жидкостями
Fig. 4. Dependences of ω on k for the steel shells
filled ith viscous fluids

Рис. 5. Зависимости ω от k для алюминие-
вых оболочек, заполненных вязкими жид-
костями
Fig. 5. Dependences of ω on k for the
aluminum hells filled with viscous fluids
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Рис. 6. Зависимости ω от k для медных оболочек,
заполненных вязкими жидкостями

Fig. 6. Dependences of ω on k for the copper shells
filled with viscous fluids
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Например, при k = 8 разница между частотами стальной (рис. 4) пустой и за-
полненной керосином оболочки составляет 15.6 %, а для заполненной тяжелой
нефтью оболочки равен 23 %. Повторяя расчет для алюминиевой (рис. 5) и мед-
ной (рис. 6) оболочек находим, что указанные показатели равны соответственно
49.8 % и 55.6 % для алюминиевой и 23.5 % и 35 % для медной оболочек.

Выводы

Таким образом:
- предложены приближенные уравнения продольно-радиальных колебаний

упругой круговой цилиндрической оболочки, содержащей вязкую сжимаемую
жидкость. Полученные уравнения пригодны для решения прикладных задач
инженерной практики. Наряду с уравнениями колебаний предложены формулы
для всех компонент тензора напряжений и вектора перемещений, позволяющие
определить напряженно-деформированное состояние произвольной точки обо-
лочки с заданной точностью по координатам r, z и времени t. Выведены также
формулы для всех компонент тензора напряжений и вектора скоростей частиц
взаимодействующей вязкой жидкости;

- проведенный, в целях проверки достоверности полученных результатов,
сравнительный анализ показал, что предложенные в работе общие и уточненные
уравнения осесимметричных колебаний рассматриваемой гидроупругой системы,
в частном случае отсутствия взаимодействующей вязкой жидкости, совпадают по
структуре, но отличаются по коэффициентам с соответствующими результатами
работ [27−29];

- в качестве примера решена задача о гармонических колебаниях тонкой ци-
линдрической оболочки, содержащей вязкую жидкость, в частности керосина или
тяжелой нефти. Полученные результаты по исследованию зависимости частоты
от волнового числа показали, что чем тоньше оболочка, тем выше частота ее ко-
лебаний; содержащаяся в оболочке жидкость приводит к уменьшению частоты
колебаний оболочки из всех трех (сталь, медь, алюминий) материалов. При этом
величина влияния зависит от значения модуля упругости применяемого мате-
риала.
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In this paper, the longitudinal-radial vibrations of the elastic cylindrical shell filled with a
viscous compressible fluid are studied using the mathematical model proposed. The general
equations for the longitudinal-radial vibrations of the shell made of the homogeneous and
isotropic material are derived. These equations can be used to obtain refined equations of
vibrations. The proposed algorithm allows one to uniquely determine the stress-strain state of
points in any section of the considered hydroelastic system using the field of the required
functions in coordinates and time. The benchmark problem of harmonic oscillations in a
cylindrical shell with a viscous fluid is solved. The dependences of the frequency on the wave
number are obtained for various shell- fluid interaction cases.
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