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Известно, что принцип максимума Понтрягина является необходимым условием локального 

минимума. Это условие дает возможность среди всех возможных допустимых управлений выделить 

те, которые могут претендовать на роль оптимальных. 

Производные нецелого порядка, дробные дифференциальные и разностные уравнения находят 

применение в современных исследованиях в теоретической физике, механике и технике. Наличие  

в уравнениях дробной конечной разности интерпретируется как отражение свойства памяти процесса. 

Вопросы развития теории и практики применения дифференциальных уравнений дробного порядка 

и, соответственно, их дискретных аналогов – разностных уравнений дробного порядка – рассмотрены 

в работах [1–7]. 

Дискретному принципу максимума для задач оптимального управления посвящено большое 

количество работ, среди них можно выделить работы [8–10]. В настоящей статье формулируется  

и доказывается принцип максимума Понтрягина для случая, когда динамика системы задана разност-

ными уравнениями дробного порядка. 

 

1. Основные понятия и постановка задачи 

 

Сначала приведем некоторые понятия и определения, необходимые в дальнейшем [1]. Пусть N – 

множество натуральных чисел вместе с нулем. Для a Z  введем следующие обозначения:

 , 1, 2,...,aN a a a    ,    1, 1t t t t      . 

Определение 1. Расширенный биномиальный коэффициент 
a

n

 
 
 

 определяется следующим об-

разом: 

 

   

1
, 0,

1 1

1, 0,

0, 0.
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  


    
  

  
   



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Пусть для любого ,x y R , 
   

 

1

1

y x
x

x y

 

  

, где Γ – гамма-функция, для которой выполняется

   1 .x x x     

Определение 2. Дробная сумма порядка α определяется следующим образом: 

     
1

0 1

1 1
,

n n

j j

j n j
u n u n j u j

j n j




 

     
      

   
   

а дробный оператор порядка α определяется как 

       
1

0 1

1 1
0 .

1

n n

j j

j n j n
u n u n j u j u

j n j n




 

        
          

      
   

Одновременно дробную сумму и дробный оператор порядка α можно определить еще и следу-

ющим образом. 

Пусть a – произвольное действительное и b k a  , здесь , 2;k N k    , 1, ... , ,T a a b 

 , 1,..., 1 .kT a a b    Через Ŧ обозначим множество функций определенных на T. 

Определение 3. Пусть f Ŧ, левые и правые дробные суммы порядка 0.   Они соответ-

ственно определяются следующим образом: 

 
 

  
 

 
11

,
t

a t

s a

f t t s f s






  
 

  

 
 

  
 

 
11

.
b

t b

s t a

f t s t f s


 

  
 

  

Определение 4. Пусть 0 1  и 1    тогда f Ŧ, левые и правые дробные суммы поряд-

ка α определяются следующим образом: 

    ,a t a tf t f t    
 

    .t b t bf t f t    
 

Опишем некоторые свойства дробной суммы и дробной разности: 

1.    ;f t f t      

2.      0 ;f t f t f      

3.    ;f t f t     

4.  0 0f 
 
и        1 1 0 1 .f f f f     

Теорема (дробное суммирование по частям). Пусть f и g – неотрицательные функции  

с действительными значениями, определенными на kT  и Т соответственно. Если 0 1  и 1 ,  

тогда 

               

 
   

 
    

 
 

1 2

1 1
11

( )

1

.
1

b b

t t ba
t a t a

b b

t a t a

f t g t f b g b f a g a f t g t

g a t a f t t a f t

 
  

 

 


 

      

 
      

     

 

 
 

Рассмотрим систему нелинейных разностных уравнений дробного порядка α 

       1 , ,x t f t x t u t    0 0 1, 1,..., 1 ,t T t t t     (1) 

с начальными условиями 

   .00 xtx   (2)
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Здесь x(t) – n-мерный вектор фазовых переменных, u(t) – r-мерный вектор управляющих воздействий, 

значения t0, t1, x0 заданы, f(t, x, u) – заданная n-мерная вектор-функция, компоненты которой 

 1,if i n  непрерывны по совокупности переменных вместе с частными производными по фазовым 

переменным i

j

f

x

  
 
  

, , 1,i j n .                                                           
 

Управление         0 0 1, 1 ,..., 1u t u t u t u t    называется допустимым управлением, если оно 

удовлетворяет ограничению 

   rRUtu  , Tt . (3) 

Здесь U – заданное непустое ограниченное множество. 

На решениях         0 0 1, 1 ,...,x t x t x t x t   системы (1)–(2), порожденных всевозможными 

допустимыми управлениями, определим функционал  

     1S u x t , (4) 

где  x  – заданная скалярная функция, непрерывная вместе с  x x . 

Допустимое управление  u t , доставляющее минимум функционалу (4) при ограничениях (1)–

(3), называется оптимальным управлением, при этом пара     ,u t x t  называется оптимальным про-

цессом. 

В дальнейшем задачу о минимуме функционала (4) при ограничениях (1)–(3) будем называть 

задачей (1)–(4). 

Нашей целью является вывод необходимых условий оптимальности в рассматриваемой задаче. 

С этой целью будем использовать один вариант метода приращений.  

 

2. Формула приращения критерия качества и необходимое условие оптимальности 

 

Пусть  u t  – фиксированное, а      u t u t u t    – произвольное допустимые управления. 

Через  x t  и      x t x t x t    обозначим соответствующие им решения системы (1)–(2). 

Отсюда получим, что  x t  – приращение траектории, соответствующее  u t  – приращению 

управления, будет удовлетворять системе  

 
            

 0

1 , , , , ,

0 .

x t f t x t u t f t x t u t

x t

    

 

 (5) 

С другой стороны, приращение функционала  S u , отвечающее приращению  u t  управле-

ния, имеет следующий вид: 

 
         

       1 1 1 .

S u S u S u S u u S u

x t x t x t

       

    
 (6) 

Через  t  обозначим пока неизвестный n-мерный вектор-столбец и положим 

   , , , , ,  H t x u f t x u . 

Функция  , , ,H t x u   называется функцией Гамильтона–Понтрягина для рассматриваемой за-

дачи (1)–(4). 

Умножая обе части соотношения (5) скалярно на  t , а затем суммируя обе части полученно-

го тождества по t от t0 до t1 – 1 и принимая во внимание выражение функции Гамильтона–

Понтрягина, получим 
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                

             

1 1

0 0

1

0

1 1

1

1 , , , ,

, , , , , ,  .

t t

t t t t

t

t t

t x t t f t x t u t f t x t u t

H t x t u t t H t x t u t t

 


 





          

     

 


 

С учетом этого тождества приращение (6) функционала можно записать следующим образом: 

              
1

0

1

1 1 1 1
t

t t

S u x t x t x t t x t






             

              
1

0

1

, , , , , ,  .
t

t t

H t x t u t t H t x t u t t




       (7) 

Займемся преобразованием этой формулы. С этой целью рассмотрим выражение 

    
1

0

1

1
t

t t

t x t






    . 

Сделав в нем замену переменных st 1 , получим 

 

         

              

         

1 1

0 0

1

0

1

0

1

1

1

1 1 0 0

1

1 1

1 1

1 1 1

1 1  .

t t

t t t t

t

t t

t

t t

t x t t x t

t x t t x t t x t

t x t t x t


 

  


  




 



          

                

          

 





 (8) 

Далее, с учетом теорем, приведенных выше, имеем 

 

            

     
 

   
 

 

  
 

           

1

0

1 1

1

0 0

1 1

1

0 0

1

1 1 0 0

12 1

0 0

11 2

0 1 1

1 1 1

1

1 1 .

t

t t

t t

t t
t t t t

t t

t t
t t t t

t x t t x t t x t

t x t x t t t t

t t x t t x t t x t






 



 

 



 

             


           

  



               





 

 

 (9) 

С учетом тождества (9) из (7) получим 

 

             

                   
1 1

1

0 0

1 1 1 1 1

2 1

1

1 , , , , , ,  .
t t

t t
t t t t

S u x t x t x t t x t

t x t H t x t u t t H t x t u t t
 




 

         

             (10)
 

Для простоты дальнейшего изложения введем следующие обозначения: 

      

        

                 

                 

, ,  ,

t , , ,  ,

, , , , , ,  ,

, , , , , ,  .

x x

x x

u t

x x xu t

f t f t x t u t

H H t x t u t t

H t H t x t u t t H t x t u t t

H t H t x t u t t H t x t u t t

 

  

    

    

 

Отсюда, используя формулу Тейлора, с учетом введенных обозначений тождество (10) можно 

записать в следующем виде 

 

              

                   

1

0

1 1 1 1

0 0 0 0

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 1

1 1

.

t

x

t t

t t t t

x xu t u t

t t t t t t t t

S u x t x t t x t t x t

H t x t H t H t x t x t x t





   

   

              

             



   
 (11) 
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Здесь величины oi(.), i = 1, 2 определяются соответственно из разложения 

                    
                    

             

           
             

                 

1

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, , , , , ,

, , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

,

x

x x

x

H t x t u t t H t x t u t t H t x t u t t

H t x t u t t H t x t u t t H t x t u t t

H t x t u t t H t x t u t t

H t x t u t t x t x t

H t x t u t t H t x t u t t

H t x t u t t x t H t x t u t t x t

H t x

     

      

      

      

      

         

            1, ,  ,t u t t x t x t    

 

               1 1 1 1 1 2 1 .xx t x t x t x t x t x t          

Теперь предположим, что  t  является решением следующей системы линейных однородных 

дробного порядка разностных уравнений 

 
     

    
1

1 1 0

1 1

1 , 1, 2,..., ,

1 .

t xt

x

t H t t t t t

t x t




       


     

(12) 

Систему (12) назовем сопряженной системой в рассматриваемой задаче (1)–(4). 

При выполнении соотношений (12) формула приращения (11) примет следующий вид:  

        
1

0

1

;

t

u t

t t

S u H t u u





      , (13) 

где по определению 

             
1 1

0 0

1 1

2 1 1;

t t

xu t

t t t t

u u x t x t H t x t

 

 

            . 

Формула приращения (13) играет основную роль при выводе необходимых условий оптималь-

ности в задаче (1)–(4). 

В дальнейшем нам понадобится оценка для  x t . С этой целью, применяя   к обеим сто-

ронам уравнения (1), имеем 

      1 , , .x t f t x t u t       

Теперь рассмотрим выражение 

 1 .x t     

Учитывая свойства операторов дробной суммы и дробной разности проведем следующие 

преобразования: 

       

           
0

1

1
0

1 1 1

1 1 1 .
t

j t

x t x t x t

x t x t x t x t x t

     





            

           

Правая сторона будет иметь вид: 

    
 

  
 

    

           

0

0 0

11
, , , ,

1
, , , , ,

t

j t

t t

j t j t

f t x t u t t j f j x j u j

t j
f j x j u j A t j f j x j u j

t j







 

   
 

    
  

 



 
 

Здесь 

 
1

, .
t j

A t j
t j



  
  

 
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Таким образом, мы доказали, что 

          
0

01 , , ,
t

j t

x t x t A t j f j x j u j



   ,
 

и, используя условия Липшица, получаем 

             

             

         

           

0

0

0 0

0 0 0

1

1 1

1 , , , , ,

, , , , ,

, ,

, , , .

t

j t

t

u

j t

t t

u

j t j t

t t t

u u

j t j t j t

x t A t j f j x j u j f j x j u j

A t j f j x j u j f j x j u j f j

L A t j x j x j A t j f j

L A t j x j A t j f j L A t j f j









 

 

  

  

    

    

    

      





 

  

 

Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла–Беллмана дробного порядка, например 

из [1], получим оценки 

       
0

1

2 1 ,
t

u

j t

x t L A t j f j






    , 0 0 1, 1,...,t t t t  . (14) 

Теперь, считая     ,u t x t оптимальным процессом, введем множество 

       , , : , , ,nf t x t U y R y f t x t U     . (15) 

Множество   , ,f t x t U  называется множеством допустимых скоростей для системы уравне-

ний (1). В дальнейшем будем предполагать, что множество (15) вдоль оптимального процесса 

    ,u t x t  выпукло. Специальное приращение оптимального управления  u t  определим по фор-

муле 

      ,u t t u t     , t T , (16) 

где ε – произвольное число из отрезка  0,1 , а  ,t U   , Tt , – произвольный вектор, такой что  

        ,t t
f t f t

  
   , t T , (17) 

где  t  вектор со значениями из U. 

Соотношение (17) имеет место в силу выпуклости множества допустимых скоростей (15) си-

стемы (1). Через  x t  обозначим специальное приращение траектории  x t , отвечающее прираще-

нию  u t  управления оптимального  u t . 

С учетом оценки (14) получаем, что 

   3x t L   , 1t T t  , 3 const 0L   . (18) 

В этом случае из формулы приращения (13) получим справедливость следующего неравенства: 

 

           

     

1

0

1

0

1

,

1

;

; 0.

t

t

t t

t

t

t t

S u S u u S u H t u u

H t u u



   









           

      




 

(19) 

Из выражения для  ;u u  , в силу оценки (18) и формулы (17), вытекает, что 

   ; .u u      
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Следовательно, неравенство (19) можно записать в следующем виде:  

 
     

1

0

1

0

t

t

t t

H t







      . (20) 

Отсюда в силу достаточной малости и произвольности ε следует неравенство 

 
   

1

0

1

0

t

t

t t

H t







  . (21) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 

Теорема (дискретный принцип максимума). Если вдоль допустимого процесса     ,u t x t  

множество допустимых скоростей   , ,f t x t U  системы (1) выпукло, то для оптимальности допу-

стимого управления  u t  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство (21) выполнялось для всех 

 t U  , t T . 

Неравенство (21) является условием максимума (аналогом дискретного принципа максимума) 

для задачи оптимального управления системой нелинейных разностных уравнений дробного порядка 

с заданными начальными условиями.    

 

Заключение 

 

В статье рассмотрена одна задача оптимального управления, описываемая системой нелиней-

ных разностных уравнений дробного порядка. С помощью метода приращения сформулировано не-

обходимое условие оптимальности первого порядка типа принципа максимума Понтрягина. 
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Consider the following system of fractional order nonlinear difference equations α 

       1 , ,x t f t x t u t    0 0 1, 1,..., 1t T t t t     (1) 

with initial conditions 

  0 0x t x . (2) 
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Here x(t) is the n-dimensional vector of phase variables, u(t) is the r-dimensional vector of control actions, are given, f(t, x, u) is 

the given n-dimensional vector function, whose components  1,if i n  are continuous in the aggregate of variables together with 

partial derivatives in the phase variables ,i

j

f

x

  
 
  

, 1,i j n . 

A control         0 0 1, 1 ,..., 1u t u t u t u t    is called an admissible control if it satisfies the constraint 

   ru t U R  , t T . (3) 

Here U is the given nonempty bounded set. 

On the solutions         0 0 1, 1 ,...,x t x t x t x t   of system (1)–(2) generated by all possible admissible controls, we define the 

functional 

     1S u x t  . (4) 

Here  x is a given scalar function continuous with  x x . 

An admissible control u(t) delivering a minimum to functional (4) under constraints (1)–(3) is called an optimal control, and in 

this case, a pair     ,u t x t
 
is called an optimal process. 

In what follows, the minimum problem of functional (4) under constraints (1)–(3) will be called problem (1)–(4). 

Our goal is to derive the necessary optimality conditions in the problem under consideration. 

 

Keywords: permissible control; optimal control; fractional order difference equation; Pontryagin maximum principle. 
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