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В ПОЛУСИНХРОННОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 

 
Рассматривается полусинхронный поток событий, являющийся распространенной математической моделью 

информационных потоков сообщений, функционирующих в телекоммуникационных и информационно-

вычислительных сетях, и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий. Функционирова-

ние потока рассматривается в условиях случайного непродлевающегося мертвого времени, распределенного 

по равномерному закону на отрезке [0, T*]. Производится оценивание параметра T* мертвого времени мето-

дом моментов. Приводятся результаты статистических экспериментов. 

Ключевые слова: полусинхронный поток событий; непродлевающееся мертвое время; оценка параметра; 

метод моментов. 

 

Широкое применение в исследовании реальных физических, технических, экономических и дру-

гих объектов и систем получили математические модели систем и сетей массового обслуживания 

(СМО, СеМО). Основными элементами СМО и СеМО при этом являются случайные входящие потоки 

событий. В подавляющем большинстве работ по исследованию СМО и СеМО до 80-х гг. прошлого 

века в качестве входящих потоков событий рассматривались пуассоновские потоки событий. Однако 

в связи с интенсивным развитием вычислительной техники, спутниковых, компьютерных, беспро-

водных и мобильных сетей связи модель простейшего потока перестала быть адекватной реальным 

информационным потокам сообщений. Поэтому в это же время была предпринята успешная попытка 

создания адекватных математических моделей информационных потоков в телекоммуникационных 

системах – так называемых дважды стохастических потоков. Дважды стохастические потоки можно 

разделить на два класса: первый класс составляют потоки, сопровождающий процесс (интенсивность) 

которых есть непрерывный случайный процесс [1, 2]; второй – потоки, сопровождающий процесс 

(интенсивность) которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным (произвольным) 

числом состояний. Первые результаты исследований потоков второго класса были опубликованы 

практически одновременно в 1979 г. в работах [3–5]. В [3, 4] указанные потоки получили название 

MC(Markov chain)-потоки, в [5] – MVP(Markov versatile processes)-потоки. В статье [6] описанные 

выше потоки названы также MAP(Markovian Arrival Process)-потоками событий. Подчеркнем, что 

MC(MAP)-потоки событий являются наиболее характерной и подходящей моделью коррелированных 

потоков в реальных телекоммуникационных сетях, в частности в широкополосных сетях беспровод-

ной связи вдоль протяженных транспортных магистралей [7–9]. 

Зарубежными и отечественными авторами при описании подобных входящих потоков событий 

в СМО и СеМО используются термины: дважды стохастические потоки событий, MAP-потоки, MC-

потоки и др. В свою очередь, в зависимости от того, каким образом происходит переход интенсивности 

из состояния в состояние, МС-потоки можно разделить на три типа: синхронные потоки (потоки,  

у которых состояние интенсивности меняется в случайные моменты времени, являющиеся момента-
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ми наступления событий) [10]; асинхронные потоки (потоки с интенсивностью, для которой переход 

из состояния в состояние происходит в случайные моменты времени и не зависит от моментов 

наступления событий) [11]; полусинхронные потоки (потоки, у которых одна часть состояний интен-

сивности меняется в моменты наступления событий потока, другая часть – в произвольные моменты 

времени, не связанные с моментами наступления событий потока) [12]. 

В большинстве публикаций авторы рассматривают математические модели потоков, когда со-

бытия потоков доступны наблюдению. Однако на практике возникают ситуации, когда наступившее 

событие влечет за собой ненаблюдаемость последующих событий. Причиной ненаблюдаемости, как 

правило, выступает мертвое время регистрирующих приборов [13], в течение которого другие собы-

тия, наступившие в этот период, теряются. Регистрирующие приборы при этом делятся на два вида:  

с непродлевающимся мертвым временем и продлевающимся [13]. Длительность мертвого времени 

может быть как детерминированной величиной, так и случайной. Задачи по оценке параметров пото-

ка событий в условиях наличия непродлевающегося мертвого времени фиксированной длительности 

рассматривались в ряде работ, в частности в работе [14]. 

Однако достаточно открытым остается вопрос изучения потоков событий, когда мертвое время 

является случайной величиной с тем или иным законом распределения. В частности, в [15] решена 

задача оценки параметра распределения непродлевающегося мертвого времени случайной длитель-

ности в пуассоновском потоке событий, в [16] – в асинхронном потоке событий. В настоящей работе 

рассматривается дважды стохастический полусинхронный поток событий, функционирующий в усло-

виях непродлевающегося случайного мертвого времени, приводятся результаты статистических экс-

периментов, реализованных на имитационной модели изучаемого потока. 

 
1. Математическая модель наблюдаемого потока 

 
Рассматривается полусинхронный дважды стохастический поток событий (далее – поток), со-

провождающий процесс (интенсивность) которого есть кусочно-постоянный стационарный случай-

ный процесс λ(t) с двумя состояниями S1 и S2. Будем говорить, что имеет место первое состояние 

процесса (потока) S1, если λ(t) = λ1, и наоборот, имеет место второе состояние процесса (потока) S2, 

если λ(t) = λ2 (λ1 > λ2 ≥ 0). Если имеет место первое состояние процесса S1, то в течение временного 

интервала, когда λ(t) = λ1, поступает пуассоновский поток событий [17] с интенсивностью λ1. Если 

имеет место второе состояние процесса S2, то в течение временного интервала, когда λ(t) = λ2, посту-

пает пуассоновский поток событий с интенсивностью λ2. Переход из состояния S1 процесса λ(t) в со-

стояние S2 возможен только в момент наступления события, при этом этот переход осуществляется  

с вероятностью p (с вероятностью 1 – p процесс λ(t) остается в состоянии S1). Переход из состояния S2 

процесса λ(t) в состояние S1 может осуществляться в произвольный момент времени, не связанный  

с моментом наступления события. При этом длительность пребывания процесса λ(t) во втором состо-

янии есть случайная величина, распределенная по экспоненциальному закону: 2( ) 1 , 0tF t e t   , 

где 2  – интенсивность смены состояния S2 на S1. Так как переход из второго состояния в первое  

не привязан к моменту наступления события во втором состоянии, то поток называется полусин-

хронным дважды стохастическим потоком событий. В сделанных предположениях λ(t) – скрытый 

марковский процесс (λ(t) – принципиально ненаблюдаемый процесс; наблюдаемыми являются только 

моменты наступления событий потока). 

После каждого зарегистрированного события в момент времени tk наступает период мертвого 

времени случайной длительности, который порождается этим событием, так что другие события  

исходного потока, наступившие в течение этого периода мертвого времени, недоступны наблюдению 

и не вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Принимается, что случайная дли-

тельность мертвого времени распределена по равномерному закону с плотностью вероятности 
*( ) 1 / ,p T T  где T – значение длительности мертвого времени, *0 .T T   



А.М. Горцев, А.В. Веткина 

30 

Возможный вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1, где S1 и S2 – состояния случай-

ного процесса λ(t); временная ось (0, t) – ось моментов наступления наблюдаемых событий в моменты 

времени 1 2, ,  t t  ; временная ось (0, t(1)) – ось наступления событий в моменты времени    1 1

1 2, , . ..t t   

в первом (S1) состоянии процесса λ(t), на которой также указаны значения длительностей    1 1

1 2 ,  ,T T   

мертвых времен, порождаемых наблюдаемыми событиями потока; аналогично для временной оси (0, 

t(2)). Белыми кружками обозначены наблюдаемые события, черными – ненаблюдаемые, штриховкой – 

периоды продолжительности мертвого времени; траектория процесса λ(t) привязана к временной оси 

(0, t(1)). 
 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Fig. 1. Formation of the observed event flow 

 

Рассматривается стационарный режим функционирования наблюдаемого потока. 

Цели данной работы: 

1) на основании выборки 1 2, ,  , nt t t  моментов наступления событий наблюдаемого потока 

оценить параметр равномерного распределения длительности непродлевающегося мертвого времени T*; 

2) исследовать качество оценки *
T̂  на имитационной модели полусинхронного потока событий.  

 

2. Уравнение моментов для оценивания параметра T* 

 

Обозначим 1 , 1,2,...,k k kt t k     – значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0)k  . В силу того, что рассматривается стационарный режим 

функционирования потока, плотность вероятности значений длительности k-го интервала есть 

( ) ( ), 0,kp p      для любого k, т.е. момент наступления события есть 0  . 

Для оценки неизвестного параметра T* используется метод моментов [18]. Для этого находится 

теоретический момент – математическое ожидание длительности интервала между соседними собы-

тиями в наблюдаемом потоке *( | )M T , затем оценка T* вычисляется численно из уравнения момен-

тов. Для нахождения теоретического момента имеем формулу *

0

( ) ( )M T p d



    . Здесь плотность 

вероятности 
( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( | )
T T

p p T dT p T p T dT      , где (T) – область изменения значений случайной 

величины T. 

В работе [19] приведена плотность вероятности значений длительности интервала между со-

седними событиями в полусинхронном потоке, функционирующем в условиях непродлевающегося 

мертвого времени фиксированной длительности T: 

 
     1

1

( | )
0, 0 ,

( ) 1 ( ) , ,
T z T

p T
T

T e T ze T
   


  


      

  (1) 
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где 
 

  

 

     1 2

2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 2 2 2 2

( ) 1
1

p T

p p
T

p p e
 

       
   

             

, 2 2 ,z    1 2 2 0.     

Так как область значений случайной величины мертвого времени представляет собой объеди-

нение двух областей, когда *0 T    и когда *T  , то выражение для плотности ( )p   примет сле-

дующий вид: 

 
*

*

1

0

*

2

0

( ) ( ) ( | ) , 0 ,

( )

( ) ( ) ( | ) , .

T

p p T p T dT T

p

p p T p T dT T


     


  


    







 (2) 

Подставляя выражение (1) в (2) и учитывая, что *( ) 1 /p T T , находим   

 

  1 2 1 2

1 1 *

1 1 2 3 1 1 2*

1 1

1
( ) 1 ( ) ( ) ,0 ,

p p
e e

z zp a e a e a e f x dx ze f x dx T
T

     

      
   

           
    

   (3) 

 
   

   * *
1 2 1 2

* *
1 1 1

2 1 2 3 1 1 2*

1 1

*

1
( ) 1 1 ( ) ( ) ,

,

p T p T
e e

T z zT zp a e e a e e a e f x dx ze f x dx
T

T

   

       

  
          

    

 

   (4) 

где 
  

  
2 1

1

1 2 1

1
,

p z
a

p z

   


   
 

 

  
1 1 2

2

1 2 1

,
p

a
p z

  


   
 

 1 1 2

3

1 2

,
a p

a
p

 


 
 

 

 

1 2

1 2

1

1

2

( ) ,
1

p

px
f x

p zx

  

 


  

 

 

1 2

1 2

2

2

( ) .
1

p

px
f x

p zx

 

 


  

 

Отметим, что в граничной точке *T   имеет место равенство двух плотностей * *

1 2( ) ( )p T p T  

и неравенство их производных * *

1 2( ) ( )p T p T  , т.е. функция ( )p  , задаваемая формулой (2), есть 

непрерывная функция и в точке *T   имеет излом. 

По определению математического ожидания случайной величины τ – длительности интервала 

между двумя соседними событиями наблюдаемого потока, с учетом формулы (2) получаем 
*

*

*

1 2

0

( | ) ( ) ( ) .

T

T

M T p d p d



          Подставляя сюда (3), (4), находим 

 

   

   

* *1 2 1 2

1

* *
1 2 1 2

* *
1

*
* 31 2

1 1 2*

1 0 1 0 1

* *

1 2

1 1 1

( | ) ( ) ( )
2

1 1
( ) ( ) .

p p

p T p T

T e T e

z

e e

T zT

aa aT
M T e f x dxd z e f x dxd

z T

e T f x dx e T f x dx
z

     

   

   

 


          

 

          
    

   

 



 (5) 

Отметим, что интегралы, входящие в (5), в элементарных функциях не выражаются. 

Аналитически можно показать, что *( ) 0M T    при * 0T  ; 
*

*

0
(lim ) 0

T
M T



   . Это означает, 

что функция *( )M T   является возрастающей функцией T*. 

Метод моментов для оценивания параметра T* заключается в приравнивании теоретических и 

эмпирических моментов. В качестве теоретического момента будем использовать аналитическую 

формулу для математического ожидания (5), в качестве эмпирического момента – результат работы 
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имитационной модели – статистическое математическое ожидание, определяемое формулой 

1 1

1

1
,

n

k k k k

k

C t t
n





     . 

Приравнивая эти моменты, получаем уравнение для вычисления искомой оценки *
T̂  (уравне-

ние моментов), которое решается численно [20]. 

Отметим, что данное уравнение *

1( | )M T C  имеет единственное решение, так как математи-

ческое ожидание *( )M T   – возрастающая функция на всей своей области определения, а C1 – по-

стоянная величина, характеризующая конкретную реализацию опыта. Уравнение моментов может  

не иметь решения только в одном единственном случае, когда 
*

* *

1
0

( 0) lim ( );
T

C M T M T


       тогда 

принимается *ˆ 0T . 

Аналитическое исследование качества получаемой оценки *
T̂  не представляется возможным 

из-за сложности выражения (5) для *( )M T  . Поэтому исследование качества оценки *
T̂  проведено 

численно с использованием имитационной модели изучаемого потока, построенной с применением 

классического подхода [21] к имитационному моделированию СМО. 

 
3. Численные результаты 

 
С целью установления стационарного режима и определения свойств найденной оценки прове-

дены статистические эксперименты. Для параметров потока λ1 = 2, λ2 = 1, α2 = 0,2, p = 0,6 и парамет-

ров точности ε = 0,0001, T* = 0,001 получено 100 реализаций (N = 100) имитационной модели потока 

и, соответственно, получено 100 решений уравнения моментов, для двух значений параметра T* = 1, 3 

и для каждого значения времени моделирования Tm = 50, 100, … , 1 500. Далее на основании полу-

ченных данных вычислялись выборочное среднее искомой оценки * *

1

1ˆ ˆ( )
N

i

i

M T
N 

 T  и ее выборочная 

вариация * * * 2

1

1ˆ ˆ( ) ( )
N

i

i

Var T T
N 

 T , где T* – известное из имитационной модели значение параметра. 

В табл. 1 приведены результаты для *ˆ( )M T . В первой строке таблицы указано время моделиро-

вания Tm (время наблюдения за потоком) (Tm = 50, 100, … , 1450  ед. времени); во второй и третьей 

строках указано выборочное среднее *ˆ( )M T  для T* = 1 и T* = 3 соответственно.  

Т а б л и ц а  1   

Численные результаты эксперимента для 
*ˆ( )M T  

Tm  50 100 150 200 250 300 350 400 450 

*ˆ( )M T  
T* = 1 0,99 0,943 0,935 0,934 0,951 0,926 0,918 0,948 0,927 

T* = 3 3,084 2,994 2,969 2,911 2,887 2,962 2,956 2,939 2,936 

Tm 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 

*ˆ( )M T  
0,925 0,931 0,946 0,92 0,938 0,923 0,942 0,931 0,926 0,928 

2,958 2,93 2,934 2,95 2,934 2,942 2,93 2,935 2,94 2,935 

Tm 1 000 1 050 1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 

*ˆ( )M T  
0,928 0,933 0,932 0,934 0,927 0,934 0,927 0,936 0,931 0,932 

2,947 2,937 2,947 2,939 2,941 2,934 2,935 2,944 2,94 2,936 

 

Для наглядности на рис. 2 и 3 приведены графики зависимости *ˆ( )M T  от значения времени мо-

делирования Tm для T* = 1 и T* = 3, построенные по данным табл. 1. 
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Рис. 2. График зависимости *ˆ( )M T  от Tm при T* = 1 

Fig. 2. Plot of *ˆ( )M T  versus Tm with T* = 1 

 

  

 
 

Рис. 3. График зависимости 
*ˆ( )M T  от Tm при T* = 3 

Fig. 3. Plot of 
*ˆ( )M T  versus Tm with T* = 3 

 

Из анализа результатов табл. 1 и графиков зависимости *ˆ( )M T  от значения Tm следует:  

1) стационарный режим функционирования потока устанавливается при 850mT   ед. времени, 

т.к. *ˆ( )M T стремится к постоянному значению; 

2) оценка *
T̂  является смещенной оценкой; получена абсолютная погрешность вычислений, 

равная 0,07 и 0,06 для T* = 1 и T* = 3 соответственно, т.е. имеется порядок погрешности, равный двум; 

причиной смещения оценки *
T̂

* *ˆ( )T T  относительно истинного T* (известного из имитационной 

модели) является то, что значения случайного мертвого времени Т сосредоточены около теоретиче-

ского среднего (T*/2). 

В табл. 2 приведены результаты для *ˆ( )Var T . Структура табл. 2 аналогична структуре табл. 1.  
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Т а б л и ц а  2   

Численные результаты эксперимента для *ˆ( )Var T  

Tm  50 100 150 200 250 300 350 400 450 

*ˆ( )Var T  
T* = 1 0,089 0,029 0,043 0,022 0,018 0,017 0,015 0,019 0,013 

T* = 3 0,272 0,166 0,118 0,089 0,059 0,054 0,043 0,038 0,035 

Tm 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 

*ˆ( )Var T  
0,011 0,011 0,01 9,438·10–3 9,975·10–3 8,64·10–3 0,01 0,01 9,174·10–3 8,67·10–3 

0,027 0,019 0,031 0,028 0,02 0,02 0,022 0,024 0,015 0,016 

Tm 1 000 1 050 1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 

*ˆ( )Var T  
8,959·10–3 8,622·10–3 8,386·10–3 7,831·10–3 8,352·10–3 8,388·10–3 7,655·10–3 7,598·10–3 7,493·10–3 7,706·10–3 

0,022 0,015 0,015 0,023 0,013 0,016 0,016 0,013 0,016 0,012 

 

На рис. 4 и 5 приведены графики зависимости выборочной вариации *ˆ( )Var T  от времени моде-

лирования Tm для T* = 1 и T* = 3, построенные по данным табл. 2. 
 

 
 

Рис. 4. График зависимости *ˆ( )Var T  от Tm при T* = 1 

Fig. 4. Plot of *ˆ( )Var T  versus Tm with T* = 1 
 

   
 

Рис. 5. График зависимости *ˆ( )Var T  от Tm при T* = 3 

Fig. 5. Plot of *ˆ( )Var T  versus Tm with T* = 3 
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Результаты эксперимента также указывают на смещенность построенной оценки, так как выбо-

рочная вариация, т.е. разброс значений случайной величины *
T̂ , не равен и не стремится к 0; однако 

вариация стремится к числу, близкому к нулю, т.е. методика оценивания качественна, и полученную 

оценку можно принимать за истинную с достаточно малой погрешностью. Также заметим, что выбо-

рочная вариация устанавливается возле своего стационарного значения при времени моделирования 

Tm ≥ 650 ед. времени. Таким образом, можно считать, что при Tm ≥ 650 достигается нужная для прак-

тики точность. 

Подчеркнем, что выборочная вариация при T* = 3 больше, чем при T* = 1. Последнее является 

естественным, так как при больших T* происходит большая потеря событий исходного потока, что 

влечет за собой ухудшение качества оценивания при одинаковых Tm. 

 

Заключение 

 

В данной работе рассмотрен полусинхронный дважды стохастический поток событий с непро-

длевающимся случайным мертвым временем.  

Аналитически получены формулы (3), (4), определяющие плотность вероятности значений 

длительности интервала между соседними событиями в наблюдаемом потоке при случайном мертвом 

времени, доказана непрерывность данной плотности; выведена формула (5) для математического 

ожидания длительности интервала между соседними событиями, и доказано возрастание данной 

функции. 

Методом моментов найдена оценка параметра равномерного распределения длительности слу-

чайного мертвого времени, полученная оценка исследована на качество. Приведенные результаты 

численных расчетов указывают на приемлемое качество оценивания.  
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This paper describes semi-synchronous events flow that is a common mathematical model of information flows of messages  

operating in telecommunication and information-computing networks, and that belongs to the class of doubly stochastic event flows. 

Operation of the flow is considered with random unextendable dead time that has uniform distribution on the interval [0, T*]. Parame-

ter T* of the dead time is estimated using the method of moments. Results of statistical experiments are presented. 

Mathematical expectation of the duration of τ – the interval between adjacent events of the observed flow – is given by the formula 
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The estimate *
T̂  is found numerically from the equation of moments *

1( | )M T C , 
1 1

1

(1/ ) ( )
n

k k

k

C n t t



  , where 

1 2 1, ,  , nt t t   are moments of occurrence of events in the observed flow. The value C1 is found using simulation modeling of the 

observed flow. Analysis of the numerical results shows that in the sense of the introduced criterion *ˆ( )Var T  (sample variance of  

the estimate *
T̂ ), an increase in the parameter T* has a negative effect on the quality of estimates *

T̂  that is quite natural: increasing 

the parameter T* leads to an increase in the number of lost events of the initial flow.  

According to the results of the research, there are the following conclusions: 1) it is shown analytically that the equation of mo-

ments has a unique solution; 2) the results of simulation modelling show that the quality of the estimates in the sense of the intro-

duced criterion (sample variance of the estimate *
T̂ ) is quite satisfactory, and the bias of estimates *

T̂  relative to the true value  

of parameter T* does not exceed hundredths of values. 
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