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РОБАСТНЫЙ НАБЛЮДАТЕЛЬ СОСТОЯНИЯ НЕОДНОРОДНОЙ ЦЕПИ МАРКОВА  

С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ 
 

Решается задача построения оценки состояния неоднородной конечной цепи Маркова с непрерывным време-

нем. Цепь Маркова рассматривается как линейная динамическая система с неполной информацией о состоянии 

и параметрах системы. Измерению доступна линейная комбинация переменных состояния. Предполагается, 

что интенсивности переходов в цепи Маркова точно не известны. Оценка состояния строится на основе клас-

сического наблюдателя полного порядка Люенбергера. Определены условия существования наблюдателя, 

описан алгоритм синтеза наблюдателя, исследованы условия робастности наблюдателя, приведен численный 

пример. Результаты работы могут найти применение в системах диагностики состояния и управления техни-

ческими объектами, в системах принятия оптимальных решений в области экономики и финансов. 

Ключевые слова: цепь Маркова с непрерывным временем; оценка состояния; робастный наблюдатель 

Люенбергера. 

 

Конечные цепи Маркова как случайные процессы с дискретным и непрерывным временем  

хорошо изучены и находят применение в математическом моделировании, в процессах принятия ре-

шений, в теории систем массового обслуживания, в управлении сложными системами [1–3]. 

Конечную цепь Маркова можно рассматривать как линейную динамическую систему. Соответ-

ственно, можно применять методы теории линейных систем для анализа и синтеза цепей Маркова  

с заданными характеристиками. 

Одной из основных задач теории динамических систем является задача построения оценки со-

стояния системы на основе измерений выхода системы. Актуальными являются задачи оценивания 

состояния системы в условиях неопределенности, когда модель системы точно не известна. Такого 

рода системы оценивания получили название робастных наблюдателей [4–9]. 

В работе [10] решается задача синтеза оптимального наблюдателя для частично наблюдаемой 

конечной цепи Маркова с дискретным временем. Синтез наблюдателя осуществляется на основе ре-

шения задачи линейного программирования. 

В данной работе решается задача построения оценки состояния неоднородной конечной цепи 

Маркова с непрерывным временем на основе классического наблюдателя Люенбергера. Предполага-

ется, что интенсивности переходов в цепи Маркова точно не известны. Определены условия суще-

ствования наблюдателя, описан алгоритм синтеза наблюдателя, исследованы условия робастности 

наблюдателя, приведен численный пример. 

Результаты работы могут найти применение в системах диагностики состояния и управления 

техническими объектами, в системах принятия оптимальных решений в области экономики и фи-

нансов. 

 

1. Математическая модель 

 

Рассмотрим систему, поведение которой описывается неоднородной конечной цепью Маркова 

с непрерывным временем. Обозначим через ,is  1, ,i n  состояния системы, через ( )ijq t  – интенсивно-

сти перехода системы из состояния is  в состояние ,js  через ( )ip t  – вероятность нахождения системы 

в состоянии is  в момент времени t. 
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Будем считать, что интенсивности переходов ( )ijq t  могут быть представлены в следующем ви-

де: ( ) ( ).ij ij ijq t a b t   Здесь постоянные значения 0ija   известны, значения ( )ij ijb t a   неизвестны. 

Значения ( )ijb t  будем называть возмущениями интенсивностей переходов. При этом предположении 

динамика системы описывается системой уравнений Колмогорова [1]: 

 ( ) ( ) ( ),p t p t Q t  (1)  

где 

 1( ) ( ) ( ) ,np t p t p t      ( ) ( ),Q t A B t   
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Матрицу ( )B t  будем называть матрицей возмущений. 

В теории цепей Маркова с непрерывным временем матрица ( )Q t  называется генератором цепи 

Маркова [Ibid.]. Генератор называется неприводимым, если при любом 0t   система уравнений 

( ) ( ) 0,p t Q t      
1

( ) 1
n

i

i

p t


  

имеет единственное решение ( ) 0.p t    

Далее будем считать, что генератор цепи Маркова (1) неприводим. Из неприводимости генера-

тора следует, что при любой постоянной допустимой матрице возмущений ( )B t B  существует 

lim ( ) ,
t

p t p


  и этот предел не зависит от начального распределения вероятностей (0).p  

Если матрица B известна, то предельное распределение вероятностей находится как решение 

системы уравнений 

 ( ) 0,p A B       
1

1.
n

i

i

p


  (2) 

В нашем случае матрица B неизвестна и может меняться во времени. Поэтому мы не можем 

найти p  из системы уравнений (2). Тем более мы не можем найти ( )p t  как решение системы (1) при 

неизвестной матрице B(t) и неизвестном начальном распределении вероятностей (0).p  

Систему (1) рассмотрим как линейную динамическую систему с неполной информацией о со-

стоянии. Будем считать, что измерению доступны значения  

1

( ) ( ).
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y t c p t
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Уравнение (1) дополним уравнением измерений 

 ( ) ( ) ,y t p t c  (3)  

где c – вектор-столбец,  1 .nс c c


  Например, если измерению доступна вероятность нахожде-

ния системы в состоянии ,is  то все коэффициенты вектора c  равны 0 за исключением 1.ic    

К уравнениям (1), (3) добавим уравнение выхода ( ) ( ) ,z t p t h  где h – также вектор-столбец, 

 1 .nh h h


  Необходимо построить оценку состояния ˆ ( )p t  системы (1), (3) такую, что ошибка 

оценки ˆ( ) ( ) ( )e t p t p t   обладает свойством 

lim ( ) 0
t

e t h


  

независимо от начальных значений (0)p  и ˆ(0).p   
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2. Наблюдатель 

 
Для оценки состояния системы (1), (3) применим наблюдатель Люенбергера [11]. Уравнение 

наблюдателя имеет следующий вид: 

 ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) .p t p t A y t p t c d    (4) 

Здесь d – вектор-строка коэффициентов наблюдателя. 

Ошибка оценки удовлетворяет уравнению 

( ) ( )( ) ( ) ( ).e t e t A cd p t B t    

Коэффициенты наблюдателя определим из условия устойчивости матрицы .A cd  Матрица 

называется устойчивой, если все ее собственные числа имеют вещественные части меньше нуля.  

Обозначим через  1 2; ; ; n    спектр матрицы A. Из неприводимости матрицы A как генера-

тора цепи Маркова (1) при ( ) 0B t   следует [1], что одно собственное число матрицы A равно нулю, 

остальные имеют вещественные части строго меньше нуля. Для определенности будем считать, что 

1 0,   Re 0,i   2, .i n   

Обозначим через v1 левый собственный вектор матрицы A, отвечающий собственному числу 

1 0.   Этот вектор является вещественным и определяется однозначно с точностью до множителя.  

Далее будем считать, что 1 0.v c   Вектор v1 можно найти как решение системы уравнений 

1 0,v A       1 1.v c   

Пусть   есть некоторое вещественное число. Рассмотрим матрицу 1.A cv   Обозначим через 

iw  правые собственные векторы матрицы A, отвечающие собственным числам ,i  2, .i n  Заметим, 

что эти векторы ортогональны вектору v1. Следовательно,  1 ,i i i iA cv w Aw w      2, .i n  С другой 

стороны,  1 1 1.v A cv v     Таким образом, мы показали, что спектр матрицы 1A cv  состоит из чи-

сел  2; ; ; .n    

Выберем 0.   Зададим вектор коэффициентов наблюдателя равным 1.d v   Спектр матрицы 

A сd  равен  2; ; ; .n    При этом матрица A сd  будет устойчивой. 

Таким образом, алгоритм синтеза наблюдателя для системы (1), (3) сводится к нахождению ле-

вого собственного вектора матрицы A, отвечающего собственному числу 1 0.     

Пусть ( ) 0.B t   Тогда из устойчивости матрицы A сd  следует lim ( ) 0
t

e t


  и, следовательно, 

lim ( ) 0
t

e t h


  при любом h независимо от начальных значений (0)p  и ˆ(0).p   

Рассмотрим условие робастности наблюдателя. Пусть матрица возмущений является постоян-

ной, ( ) .B t B  Если 
1( ) 0,B A cd h   то lim ( ) 0

t
e t h


  независимо от начальных значений (0)p  и ˆ(0).p  

Действительно, силу неприводимости генератора цепи Маркова (1) существует lim ( )
t

p t p


 , и этот 

предел не зависит от (0).p  Из условия устойчивости матрицы A сd  следует, что существует 

lim ( )
t

e t e


 , такой что  

( ) 0,e A cd pB        ( ) 0.p A B   

Матрица A dc  невырожденная. Следовательно,  
1( ) ,e pB A cd         

1( ) 0.eh pB A cd h     
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3. Численный пример 

 

Рассмотрим цепь Маркова с матрицами 
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Предположим, что 0,   0.   Возмущение ( )t  может быть любым при условии, что ( ) .t     

Пусть вектор  0 0 1 0 0 .c


  Это означает, что измерению доступна вероятность нахож-

дения системы в состоянии s3. Левый собственный вектор матрицы A, отвечающий нулевому соб-
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Следовательно, 
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Рис. 1. Оценка вероятности 
4p  

Fig. 1. Estimate of probability 
4p  

Рис. 2. Результаты имитационного моделирования 

Fig. 2. Simulation results 
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На рис. 1, 2 показаны результаты моделирования системы с наблюдателем. Расчеты и модели-

рование выполнялись при 3,   5,   ( ) 100,t   10,    

 0 0 1 0 0 ,c


       0 0 0 1 0 .h


  

 (0) 1 0 0 0 0 ,p        ˆ (0) 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 .p   

На рис. 1 показаны результаты, полученные при решении уравнения Колмогорова (1) и уравне-

ния наблюдателя (4). Здесь 
4
ˆ ( )p t  – оценка вероятности 

4 ( )p t  в момент времени t, 4p  – предельное 

значение вероятности 4 ( )p t  соответственно при значениях возмущения ( ) 0t   и ( ) 100.t    

На рис. 2 представлены результаты имитационного моделирования, которые также подтвер-

ждают справедливость представленных в работе условий робастности наблюдателя. 

  

Заключение 

 

В работе решена задача синтеза наблюдателя состояния неоднородной конечной цепи Маркова 

с непрерывным временем в предположении, что интенсивности переходов в цепи Маркова точно  

не известны. Цепь Маркова рассмотрена как линейная динамическая система с неполной информаци-

ей о состоянии. Описан алгоритм синтеза наблюдателя. Показано, что синтез наблюдателя сводится  

к нахождению собственного вектора матрицы генератора цепи Маркова, отвечающего нулевому соб-

ственному числу этой матрицы. Рассмотрены условия робастности наблюдателя. Приведены числен-

ный пример и результаты моделирования. 
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The article deals with the problem of constructing a state estimate for a continuous-time inhomogeneous finite Markov chain.  

We consider the Markov chain as a linear dynamical system with incomplete information about the state and parameters of the system 

( ) ( ) ( ),p t p t Q t     ( ) ( ) .y t p t c  
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Here row vector ( )p t  is the current state of the Markov chain, ( ) ( )Q t A B t   is the generator of the Markov chain, ( )y t  is the 

measurable system output, с is the column vector. The matrix А is known, the matrix ( )B t  is unknown. We construct an estimate 

ˆ( )p t  of vector ( )p t  based on the classical Luenberger observer 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) .p t p t A y t p t c d    

Here d is the row vector of the observer coefficients. Vector 
1.d v   Parameter 0.   Vector 

1v  is the left eigenvector of the 

matrix А corresponding to the zero eigenvalue of this matrix. Vector 
1v  is the solution to the system of equations 

1 0,v A   
1 1.v c    

The main results of the article are conditions for the existence of the observer, algorithm for synthesizing the observer, conditions 

for robustness of the observer. We give a numerical example and simulation results. 

The results of the work can find application in systems for diagnostics of the state and control of technical objects, in systems for 

making optimal decisions in the field of economics and finance. 
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