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∇N-ЭЙНШТЕЙНОВЫ ПОЧТИ КОНТАКТНЫЕ
МЕТРИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

На почти контактном метрическом многообразии M рассматривается
N-связность ∇N, определяемая парой ( ), ,N∇  где ∇ – внутренняя метриче-
ская связность, N: TМ → TM – эндоморфизм касательного расслоения мно-
гообразия M, такой, что 0,Nξ =

G G
 ( ) .N D D⊂  Рассматривается случай косо-

симметрической N-связности ∇N. Кручение кососимметрической N-связ-
ности, представленное трехвалентным ковариантным тензором, кососим-
метрично. Такая связность определена однозначно и отвечает эндоморфизму
N = 2ψ, где эндоморфизм ψ задается равенством ( ) ( ), ,X Y g X Yω = ψ  и по-
лучает в работе название второго структурного эндоморфизма почти кон-
тактного метрического многообразия. Вводится понятие ∇N-Эйнштейнова
почти контактного метрического многообразия. Для случая N = 2ψ находят-
ся условия, при которых почти контактные метрические многообразия яв-
ляются ∇N -Эйнштейновыми многообразиями.

Ключевые слова: почти контактное метрическое многообразие, внутрен-
няя связность, полуметрическая связность с кососимметрическим кручени-
ем, ∇N-Эйнштейново многообразие.

1. Введение

Систематическое изложение теории многообразий Эйнштейна с кососиммет-
ричным кручением приводится в работе [1]. Интерес к таким многообразиям оп-
ределяется применением связностей с кручением в модифицированной теории
относительности Эйнштейна – Картана (см., также, [2]). Многообразие Сасаки яв-
ляется одним из примеров многообразий Эйнштейна с кососимметричным круче-
нием [1]. В работе [3] доказывается, что на многообразии Сасаки существует
единственная связность с кососимметрическим кручением, совместимая со струк-
турой Сасаки. Эта связность получила название характеристической связности.
Ранее автором настоящей статьи было показано, что на многообразии с почти
контактной метрической структурой существует, и при этом единственная,
N-связность ∇N с кососимметрическим кручением [4]. В настоящей работе такая
связность получила название канонической связности. Доказывается, что в случае
многообразия Сасаки характеристическая связность совпадает с канонической
связностью.

В настоящей работе рассматриваются почти контактные метрические много-
образия, оснащенные N-связностью ∇N. Нас будет интересовать следующий во-
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прос: «Какие почти контактные метрические многообразия являются ∇N-Эйн-
штейновыми многообразиями с кососимметрическим кручением?».

Не всякая связность с кососимметричным кручением является N-связностью.
В то же время под определение N-связности попадают часто используемые в гео-
метрии почти контактных метрических многообразий связности с кручением.
N-связность ∇N определяется на почти контактном метрическом многообразии,
наделенном внутренней связностью ∇ и эндоморфизмом N: TМ→TM касательного
расслоения многообразия M, таким, что 0,Nξ =

G G
 ( ) ,N D D⊂  как единственная

связность на многообразии M, удовлетворяющая следующим условиям [5]:
1) ( );N

X Y D∇ ∈Γ

2) 0;N
X∇ ξ =
G G

3) [ , ] ;NY Y NYξ∇ = ξ +G
G

 

4) ,N
Y YZ Z∇ = ∇  ( ) ,X TM∈Γ  ( ), .Y Z D∈Γ

Если ∇ – метрическая связность, то связность ∇N характеризуется следующи-
ми условиями [5]:

1) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( ) ,S X Y X Y X NY Y NX= ω ξ + η −η
G

 ( ), , ;X Y Z TM∈Γ

2) ( , ) 0,N
X g Y Z∇ =  ( ), , ;X Y Z D∈Γ

3) 0,N
X∇ ξ =
G G

 ( );X TM∈Γ

4) 0,N
X∇ η =  ( ).X TM∈Γ

Задавая соответствующим способом эндоморфизм N, можно получить извест-
ные ранее классы N-связностей. Ниже приводятся далеко не все примеры N-
связностей, естественным образом возникающих на многообразиях с почти кон-
тактной метрической структурой (или, более обще, на субримановых многообра-
зиях контактного типа).

П р и м е р ы  N - с в я з н о с т е й

1. Связность Бежанку ∇B  с нулевым эндоморфизмом N = 0. Связность Бежан-
ку ∇B связана со связностью Леви-Чивита ∇g помощью формулы [6]

( ) ( )( ) ,gB
X X YY Y X c X Y∇ = ∇ −η ∇ ξ + ω+ ξ

G G� .
2. Связность Танака – Вебстера ∇TW определяется как единственная связность,

удовлетворяющая следующим условиям [6]:
1) 0;TW∇ η =

2) 0;TW∇ ξ =
G

3) 0;TW g∇ =

4) ( ) ( ), 2 , ,S X Y X Y= ω ξ
G

 ( ), ;X Y D∈Γ

5) ( ) ( ), , ,S X S Xξ ϕ = −ϕ ξ
G G

 ( ).X TM∈Γ

Связность ∇TW совпадает с N-связностью в случае, когда N = C.
3. Связность Схоутена – ван Кампена ∇SK определяется равенством

( ) ( )g gSk h h v v
X X XY Y Y∇ = ∇ + ∇

и является N-связностью для случая, когда N = C – φ [7].
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4. В работе [8] доказывается существование и единственность связности ,∇
удовлетворяющей условиям:

1) ( ) ( ): ;Z D D∇ Γ → Γ

2) 0;∇ξ =
G

3) 0;∇η =

4) ( ) ( ), , ;S X Y X Y= ω ξ
G

5) ( ), ,S X NXξ =
G

 где N – симметрический оператор, ( ), ,X Y D∈Γ  ( ).Z TM∈Γ

5. Полученный В.В. Вагнером тензор кривизны неголономного многообразия
коразмерности 1 совпадает с тензором кривизны N-связности с эндоморфизмом
N: TМ→TM специального строения [9, 10].

Из приведенных выше примеров видно, что класс N-связностей, используемых
в геометрии почти контактных метрических многообразий, достаточно широк.
Представление о связностях с кручением, не принадлежащих классу N-связ-
ностей, можно получить, например, ознакомившись с работой [2]. Об использова-
нии N-связностей для построения продолженных структур можно узнать из работ
[5, 11−14].

Известно, что почти контактное метрическое многообразие является многооб-
разием Эйнштейна относительно связности с кручением только в том случае, ко-
гда эта связность риччи-плоская [1]. Для случая N-связности указанный результат
в настоящей работе уточняется. А именно, приводятся необходимые ограничения
на второй структурный эндоморфизм такой связности.

Во втором разделе мы сообщаем основные свойства N-связности с кососиммет-
рическим кручением. Частично результаты этого раздела отражены в работе [4].

В третьем разделе приводятся примеры ∇N-Эйнштейновых почти контактных
метрических многообразий с кососимметрическим кручением.

2. Определение и основные свойства N-связности
с кососимметрическим кручением

Рассмотрим почти контактное метрическое многообразие M нечетной размер-
ности n = 2m + 1. Пусть ( ), , , , ,M g Dξ η ϕ

G
 – заданная на многообразии M почти

контактная метрическая структура, где φ – тензор типа (1,1), называемый струк-
турным эндоморфизмом, ξ

G
 и η  – вектор и ковектор, называемые соответственно

структурным вектором и контактной формой, g – (псевдо) риманова метрика. При
этом выполняются следующие условия:

1) 2 ;Iϕ = − + η⊗ξ
G

2) ( ) 1;η ξ =
G

3) ( ) ( ) ( ) ( ), , ;g X Y g X Y X Yϕ ϕ = −η η

4) ( ), 0,d Xη ξ =
G

где ( ), .X Y TM∈Γ  Здесь ( )TMΓ  – модуль гладких векторных полей на M.
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Гладкое распределение kerD = η  называется распределением почти контакт-
ной структуры.

В качестве следствия условий 1) – 4) получаем
5) 0;ϕξ =

G G

6) 0;η ϕ =D

7) ( ) ( ), ,X g Xη = ξ
G

 ( ).X TM∈Γ

Кососимметрический тензор ( , ) ( , )X Y g X YΩ = ϕ  называется фундаментальной
формой структуры. Почти контактная метрическая структура называется контакт-
ной метрической структурой, если выполняется равенство .dΩ = η  Гладкое рас-

пределение ( ),D span⊥ = ξ
G

 ортогональное распределению D, называется оснаще-

нием распределения D. Имеет место разложение .TM D D⊥= ⊕
Многообразие Сасаки – контактное метрическое пространство, удовлетво-

ряющее дополнительному условию 2 0,N dϕ + η⊗ξ =
G

 где ( ) [ ], ,N X Y X Yϕ = ϕ ϕ +

[ ] [ ] [ ]2 , , ,X Y X Y X Y+ ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ  – тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. Выполне-

ние условия 2 0N dϕ + η⊗ξ =
G

 означает, что пространство Сасаки является нор-
мальным пространством.

Более подробно подход автора к исследованию почти контактных метрических
многообразий изложен в работе [5]. В основе этого подхода лежит активное ис-
пользование внутренней, или, в другой терминологии, трансверсальной геометрии
изучаемых пространств. Идея использования внутренней геометрии и внутренних
инвариантов восходит к исследованиям Вагнера [9, 10].

Наряду с инвариантным методом в работе используется метод координат.
А именно, карту ( )K xα  (α, β, γ = 1,..., n; a, b, c = 1,..., n–1) многообразия M

будем называть адаптированной к распределению D, если n∂ = ξ
G

[7]. Пусть

P: TМ→D – проектор, определяемый разложением ,TM D D⊥= ⊕  и ( )K xα  –

адаптированная карта. Векторные поля ( ) n
a a a a nP e∂ = = ∂ −Γ ∂

G  линейно независи-
мы и в области определения соответствующей карты порождают распределение
D: ( ).aD span e⊥ =

G  Неголономному полю базисов ( ) ( , )a ne eα = ∂
G G  соответствует

поле кобазисов ( ), .a n n n a
adx dx dxη = θ = + Γ  Имеет место равенство [ ],a be e =

G G

2 ba n= ω ∂ . Условие ( ), 0d Xη ξ =
G

 влечет справедливость равенства 0.n
n a∂ Γ =

Для адаптированных карт ( )K xα  и ( )K x ′α′  выполняются следующие форму-

лы преобразования координат: ( ) ,a a ax x x ′=  ( ).n n n ax x x x′ ′= +

Тензорное поле t-типа (p,q), заданное на почти контактном метрическом мно-
гообразии, назовем допустимым (к распределению D), или трансверсальным, если
t обращается в нуль каждый раз, когда среди его аргументов встречаются ξ

G
 или η .

Координатное представление допустимого тензорного поля в адаптированной
карте имеет вид 1 1

11

...
... ... ... .p q

pq

a a bb
a ab bt t e e dx dx= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
G G
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Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных
координатах подчиняется следующему закону:

,a a b a
b a b bt A A t′ ′

′ ′=

где 
'

' .
a

a
a a

xA
x

∂
=
∂

Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует,
что производные a

n bt∂  являются компонентами допустимого тензорного поля того

же типа. Заметим, что обращение в нуль производных a
n bt∂  не зависит от выбора

адаптированных координат.
Внутренней линейной связностью ∇  [5] на многообразии с почти контактной

метрической структурой называется отображение ( ) ( ) ( ): ,D D D∇ Γ ×Γ → Γ  удов-
летворяющее следующим условиям:

1) 
1 2 1 2 ;f x f y x yf f+∇ = ∇ + ∇G G G G

2) ( ) ;x xf y xf y f y∇ = + ∇G GG G G G

3) ( ) ,x x xy z y z∇ + = ∇ +∇G G GG GG G

где ( )DΓ  – модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой
точке принадлежащих распределению D.

Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения

.
a

c
e b ab ce e∇ = ΓG G G  Из равенства ,a

a a ae A e′ ′=
G G  где 

'
' ,

a
a
a a

xA
x

∂
=
∂

 обычным образом следу-

ет формула преобразования для коэффициентов внутренней связности:
.c a b c c c c

ab a b c a b c a bA A A A e A′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′Γ = Γ +

G

Отсюда, в частности, следует, что производные d
n ac∂ Γ  являются компонентами

допустимого тензорного поля.
Известно [5], что на многообразии M существует единственная внутренняя

связность ∇  с нулевым кручением, такая, что ( ), 0,X g Y Z∇ =  ( ), , .X Y Z D∈Γ
Кручение внутренней линейной связности S по определению полагается равным
( ), [ , ],X YS X Y Y X P X Y= ∇ −∇ −  где P: TМ → D – проектор, определяемый раз-

ложением .TM D D⊥= ⊕
Пусть g∇  – связность Леви-Чивита и α

βγΓ�  – ее коэффициенты. В результате
непосредственных вычислений убеждаемся в справедливости следующего пред-
ложения.

Предложение 1 [5]. Коэффициенты связности Леви-Чивита почти контактного
метрического многообразия в адаптированных координатах имеют вид

,c c
ab abΓ = Γ�  ,n

ab ba abCΓ = ω −�  ,b b b b
an na a aCΓ = Γ = +ψ� �  0,n a

na nnΓ = Γ =� �

где ( )1 ,
2

a cd
bc b cd c bd d bag e g e g e gΓ = + −

G G G
 ,b bc

a acgψ = ω

1 ,
2ab n abC g= ∂  .a bc

b acC g C=
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Предложение 2 [5]. Пусть N: TМ → TМ – эндоморфизм касательного рас-
слоения почти контактного метрического многообразия M, такой, что 0,Nξ =

G G

( ) .N D D⊂  Тогда на многообразии M существует единственная линейная связ-
ность ∇N с кручением S(X,Y), однозначно определяемая следующими условиями:

1) ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , ,S X Y X Y X NY Y NX= ω ξ + η −η
G

 ( ), ;X Y TM∈Γ

2) ,N
X XY Y∇ = ∇  ( ), ;X Y D∈Γ

3) 0,N
X∇ ξ =
G G

 ( ).X TM∈Γ
Определим в адаптированных координатах отличные от нуля коэффициенты

связности ,N
X∇  положив ( )1 ,

2
a ad
bc b cd c bd d bcG g e g e g e g= + −

G G G  .b b
na aG N=  Непосред-

ственно проверяется, что определяемая тем самым связность удовлетворяет усло-
виям предложения 2.

Из предложения 2 следует, что ( ), 0,N
X g Y Z∇ =  ( ), , .X Y Z D∈Γ  Последнее за-

мечание подтверждает целесообразность назвать связность ∇N полуметрической.
Положим ( ) ( )( ), , , , ,S X Y Z g S X Y Z=�  ( ), , .X Y Z TM∈Γ  В адаптированных

координатах возможно ненулевые компоненты тензора ( ), ,S X Y Z�  будут иметь
следующий вид:

( ), , 2 ;a b n abS e e ∂ = ω
G G�

( ) ( ), , , ;a n b a bS e e g Ne e∂ = −
G G G G�

( ) ( ), , , .n a b a bS e e g Ne e∂ =
G G G G�

Как видно из полученных равенств, тензор ( ), ,S X Y Z�  кососимметричен тогда

и только тогда, когда ( )2 ,ab a bg Ne eω =
G G  или 2 .c

ab bc ag Nω =  Отсюда получаем

2 .c cb
a abN g= ω  Таким образом, в силу равенства b bc

a acgψ = ω  окончательно полу-

чаем 2 .c c
a aN = ψ  Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 1. Линейная связность ∇N, заданная на почти контактном метриче-
ском многообразии, кососимметрична тогда и только тогда, когда N = 2ψ, где эн-
доморфизм ψ: TМ → TМ определяется из равенства ( ) ( ), , .X Y g X Yω = ψ

В инвариантном виде тензор кручения S�  задается следующим образом:
.S d= η∧ η�

В дальнейшем будем полагать, что для связности N∇  со структурным эндо-
морфизмом N = 2ψ будет использоваться обозначение .ψ∇

Теорема 2. Линейная связность ,ψ∇  заданная на почти контактном метриче-
ском многообразии, метрическая тогда и только тогда, когда 0.L gξ =G

Доказательство. Из предложения 2 следует, что 0.c abgψ∇ =  Вычислим

.n abgψ∇  Имеем

2 2 2 2c c cd cd
n ab n ab a cb b ac n ab da cb db acg g g g g g g g gψ∇ = ∂ − ψ + ψ = ∂ + ω + ω =

2 2 .n ab ab ba n abg g= ∂ + ω + ω = ∂
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Пусть K(X,Y)Z, ( ), , ,X Y Z TM∈Γ  тензор кривизны связности .ψ∇  Вычислим
ненулевые компоненты тензора K(X,Y)Z. Имеем

4 ,d d d
abc abc ab cK R= + ω ψ  .d d d

anc a c n acK = ∇ ψ + ∂ Γ

Здесь [ ] [ | | ]2 2d d d e
abc a b c a e b cR e= Γ + Γ Γ

G  – компоненты тензора кривизны Схоутена [5],

определяемого равенством
( ) [ ][ ][ , ], , , ,X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ −  Q = I – P.

Инвариантное представление тензора K(X,Y)Z имеет вид
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , 4 , ,X YK X Y Z R X Y Z Y Z X Z X Y Z= + η ∇ ψ −η ∇ ψ + ω ψ

( ), , .X Y Z TM∈Γ

После необходимых вычислений в адаптированных координатах убеждаемся в
справедливости следующих теорем.

Теорема 3. N-связность с кососимметрическим кручением, заданная на субри-
мановом многообразии контактного типа, является плоской тогда и только тогда,
когда ( ) ( ), 4 , ,R X Y Z X Y Z= − ω ψ  0,∇ψ =  ( ), , .X Y Z D∈Γ

Теорема 4. Кручение кососимметрической линейной связности ,ψ∇  заданной
на субримановом многообразии M, параллельно тогда и только тогда, когда

0,∇ω =  где ∇  – внутренняя метрическая связность.
Пусть почти контактное метрическое многообразие M является многообразием

Сасаки. В этом случае имеет место равенство 0.∇ω =  Что позволяет в качестве
следствия теоремы 4 сформулировать теорему 5.

Теорема 5. Кручение кососимметрической линейной связности ψ∇  (N = –2φ),
заданной на сасакиевом многообразии M, параллельно.

Таким образом, на каждом почти контактном метрическом многообразии су-
ществует единственная N-связность с кососимметрическим кручением. Будем на-
зывать эту связность канонической связностью.

3. Примеры ∇N-Эйнштейновых почти контактных
метрических многообразий

В работе [3] было установлено, что на многообразии Сасаки существует един-
ственная связность с кососимметрическим кручением, совместимая с почти кон-
тактной метрической структурой. Такая связность была названа характеристиче-
ской связностью. Обозначим характеристическую связность символом .∇�  Мы по-
кажем, что в случае многообразия Сасаки характеристическая связность совпада-
ет с канонической связностью: .ψ∇ = ∇�  Действительно, ψ∇  является канониче-
ской связностью и, тем самым, является единственной среди N-связностей, обла-
дающих кососимметрическим кручением. С другой стороны, как следует из тео-
ремы 2, каноническая связность совместима с почти контактной метрической
структурой многообразия Сасаки. Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 3. Для многообразия Сасаки каноническая связность является
единственной связностью с кососимметрическим кручением.
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Вернемся к компонентам тензора кривизны K(X,Y)Z канонической связности:
4 ,d d d

abc abc ab cK R= + ω ψ  .d d d
anc a c n acK = ∇ ψ −∂ Γ

Пусть ( ), ,k X Y  ( ),r X Y  – тензоры Риччи и Риччи – Схоутена [5] соответст-
венно. В адаптированных координатах получаем

4 ,d
ab ab da bk r= + ω ψ  0,an nnk k= =  .n d

na n ad d ak = ∂ Γ −∇ ψ

Пусть M – ∇N-Эйнштейново почти контактное метрическое многообразие:
( ) ( ), , .k X Y ag X Y=  Из равенства 0nnk =  следует, что a = 0. Таким образом,

справедлива следующая теорема:
Теорема 6. Почти контактное метрическое многообразие ∇N-Эйнштейново то-

гда и только тогда, когда оно риччи-плоское.
Пример 1. Пусть M – неголономное многообразие Кенмоцу. Покажем, что

многообразие M не является ∇N-Эйнштейновым многообразием. Действительно,
пусть 4 0.d

ab ab da bk r= + ω ψ =  Или пусть 4 .d
ab da br = ω ψ  Однако последнее равенст-

во выполняться не может. В работе [15] было показано, что 0,n abr∂ =  в то время

как 0.d
n b∂ ψ ≠

Пример 2. Пусть M – многообразие Сасаки. В работе [13] доказывается ут-
верждение, что на сасакиевом многообразии существует единственная связность
∇  с кососимметричным кручением, совместимая со структурой многообразия:

0.g∇η = ∇ϕ = ∇ =

Условие 4 d
ab da br = ω ψ  для многообразия Сасаки перепишется в виде

4 .d
ab da br = ω ψ  Из свойств многообразия Сасаки следует, что последнее равенство
эквивалентно равенству 4 .ab abr g= −  Таким образом, многообразие Сасаки явля-
ется ∇N-Эйнштейновым многообразием относительно канонической связности то-
гда и только тогда, когда выполняется равенство 4 .ab abr g= −

4. Заключение

Из результатов, полученных в работе [3], следует, что на почти контактном
метрическом многообразии существуют связности с кососимметрическим круче-
нием, не являющиеся N-связностями. А именно, в цитируемой работе доказывает-
ся, что для некоторого класса почти контактных метрических многообразий су-
ществует связность с кососимметрическим кручением, сохраняющая почти кон-
тактную метрическую структуру. При этом эта связность определена однозначно,
если ее кручение S�  имеет следующее строение:

( ) ,S d d N Nϕ
ϕ ϕ= η∧ η+ Ω+ −η∧ ξ

G� �

где ( ) ( ), , , , ,d X Y Z d X Y ZϕΩ = − Ω ϕ ϕ ϕ  2 .N N dϕ ϕ= + η⊗ξ
G�

В работе [1] основное внимание уделяется метрическим связностям с косо-
симметрическим кручением. В то же время, в одной из версий теории Эйнштейна
– Картана требование метричности используемой связности снимается [2, 16, 17].
Последнее замечание подчеркивает актуальность исследования ∇N-Эйнштей-
новых многообразий, связности которых в общем случае не обладают свойством
метричности.
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On an almost contact metric manifold M, an N-connection ∇N defined by the pair ( ), ,N∇

where ∇  is the interior metric connection and N: TМ → TM is an endomorphism of the tangent
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bundle of the manifold M such that 0,Nξ =
G G

 ( )N D D⊂ , is considered. Special attention is paid
to the case of a skew-symmetric N-connection ∇N, which means that the torsion of an
N-connection considered as a trivalent covariant tensor is skew-symmetric. Such a connection
is uniquely defined and corresponds to the endomorphism N = 2ψ, where the endomorphism ψ is
defined by the equality ( ) ( ), ,X Y g X Yω = ψ  and is called in this work the second structure
endomorphism of an almost contact metric manifold. The notion of a ∇N-Einstein almost contact
metric manifold is introduced. For the case N = 2ψ, conditions under which almost contact
manifolds are ∇N-Einstein manifolds are found.
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