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Изучены вопросы локальной слабой τ-плотности топологических пространств.
Найдены достаточные условия сохранения свойства локальной слабой τ-плот-
ности подмножеств топологических пространств. Показано, что подмножест-
во локально плотного пространства также является локально слабо τ-плотным,
если оно удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий: a) подмноже-
ство открыто в пространстве; б) подмножество всюду плотно в пространстве;
в) подмножество канонически замкнуто в пространстве.
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Актуальным с точки зрения теоретического исследования является раздел об-
щей топологии, где изучаются свойства топологических пространств и их непре-
рывных отображений, операции над топологическими пространствами и их ото-
бражениями, классификация топологических пространств. Этот раздел общей то-
пологии оперирует такими понятиями, как окрестность, замыкание, компактность,
плотность, сепарабельность, кардинальное число, π-база множеств, сумма, пере-
сечение, тихоновское произведение и другими. Обзор основных этапов развития
теоретико-множественной топологии приведен в работе [1]. Нас интересуют ло-
кальная слабая τ-плотность и локальная τ-плотность топологических пространств.

Семейство ν непустых открытых подмножеств топологического пространства
X называется π-базой, если для любого открытого подмножества U пространства
X найдется элемент семейства ν , лежащий в множестве U.

В работе [2] введено понятие слабой плотности топологического пространства.
Слабой плотностью топологического пространства X называется наименьшее кар-
динальное число 0τ ≥ ℵ , такое, что в X существует π-база, распадающаяся на τ
центрированных систем открытых множеств. Другими словами, существует
π-база { }:B Aα= α∈∪B , где Bα  − центрированная система открытых множеств
для каждого Aα∈  и A = τ . Слабая плотность топологического пространства X
обозначается через ( )wd X . Если ( ) 0wd X =ℵ , то топологическое пространство X
называется слабо сепарабельным. В работе [2] получены следующие результаты.

Предложение 1 [2]. Слабая плотность топологических пространств обладает
следующими свойствами:

Wd1) ( ) ( )wd X d X≤  для любого топологического пространства X;
Wd2) Пусть Y − непрерывный образ топологического пространства X. Тогда
( ) ( )wd Y wd X≤ ;
Wd3) ( ) ( )wd X d X=  для любого:
а) локального компакта X;
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б) метрического пространства X;
с) топологического линейно упорядоченного пространства X;
Wd4) Если Y − всюду плотное подмножество топологического пространства X,

то ( ) ( )wd Y wd X= ;
Wd5) Если Y открыто в X, то ( ) ( )wd Y wd X≤ ;

Wd6). Если ( )swd X ≤ τ  для каждого s S∈  и 2S τ≤ , то s
s S

wd X
∈

⎛ ⎞
≤ τ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ .

Топологическое пространство X называется локально слабо сепарабельным [3]
в точке x X∈ , если x имеет слабую сепарабельную окрестность в X. Топологиче-
ское пространство X называется локально слабо сепарабельным, если оно локаль-
но слабо сепарабельно в каждой точке x X∈ . Понятие локальной слабой сепара-
бельности может быть обобщено для любого кардинала 0τ ≥ ℵ . Топологическое
пространство X называется локально слабо τ-плотным в точке x X∈ , если τ наи-
меньшее кардинальное число, такое, что x имеет окрестность слабой плотности τ в
X [4]. Локальная слабая плотность в точке x обозначается через ( )lwd x . Локаль-
ная слабая плотность пространства X есть точная верхняя грань всех кардиналь-
ных чисел ( )lwd x  для x X∈ :

( ) ( ){ }sup :lwd X lwd x x X= ∈ .

Множество называется канонически замкнутым, если оно является замыкани-
ем своей внутренности [5]. Пусть задано семейство { }s s SX ∈  попарно непересе-
кающихся топологических пространств, т.е. 's sX X∩ =∅  для 's s= . Рассмотрим
множество s

s S
X X

∈

= ∪  и семейство τ всех множеств U X⊂ , таких, что sU X∩

открыто в sX  для каждого s S∈ . Легко видеть, что семейство τ удовлетворяет
условиям топологии и потому определяет некоторую топологию на множестве X.
Множество X с этой топологией называется суммой пространств { }s s SX ∈  и обо-
значается ss S

X
∈
⊕  или 1 2 ... ,kX X X⊕ ⊕ ⊕  если { }1, 2, ...,S k=  [3].

Топологическое пространство X называется локально τ-плотным в точке
x X∈ , если τ наименьшее кардинальное число такое, что x имеет окрестность
плотности τ в X [4]. Локальная плотность в точке x обозначается через ( )ld x . Ло-
кальная плотность пространства X определяется следующим образом:

( ) ( ){ }sup :ld X ld x x X= ∈ .

Очевидно, что локальная плотность топологических пространств не превосхо-
дит плотности этого пространства, т.е. ( ) ( )ld X d X≤ .

Пусть R – числовая прямая и A R⊆ . Топология ( )Aτ  в R определяется сле-
дующим образом:

1) Для любой точки x R∈  множество ( ){ }, : 0x x− ε + ε ε >  является базой ок-
рестностей точки x;

2) Для любой точки \x R A∈  множество [ ){ }, : 0x x + ε ε >  является базой ок-
рестностей точки x [6].
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Пространство R с топологией Хаттори называется пространством Хаттори и
обозначается через ( )H A  [7, 8]. В работе [7] изучены некоторые кардинальные и
топологические свойства пространства Хаттори.

Пусть τE – евклидовая топология в прямой и τS – топология Зоргенфрея. Для
любых подмножеств ,A B R⊆  имеем отношение A B⊇  тогда и только тогда, ко-
гда ( ) ( )A Bτ ⊆ τ , в частности, имеем ( ) ( )ER Aτ = τ ⊆ τ , ( ) ( ) SBτ ⊆ τ ∅ = τ . Поло-
жим, ( ) ( ){ }:topP R A A R= τ ⊆ . На множестве ( ) ( ){ }:topP R A A R= τ ⊆  вводится
частичный порядок ≤  относительно отношения: A B⊇  тогда и только тогда, ко-
гда ( ) ( )A Bτ ≤ τ  [6].

В работе [8] доказано, что пространство Хаттори H(A) является локально ком-
пактным тогда и только тогда, когда множество R\A замкнуто в R и дискретно в
прямой Зоргенфрея S.

Топологическое пространство X называется локально компактным, если для
каждого x X∈  существует окрестность U точки x, такая, что U  является ком-
пактным подпространством пространства X [3]. В работе [9] доказано, что ло-
кальные плотности пространства X и пространства n-й симметрической степени
пространства X равны.

Наименьшее кардинальное число 0τ ≥ℵ , такое, что каждое замкнутое под-
множество пространства X, состоящее только из изолированных точек, имеет
мощность ≤ τ , называется экстентом пространства X: ( ) {sup :e X Y Y=  – замк-
нутое дискретное в }X  [3].

Спрэд ( )s X  пространства X есть наименьший бесконечный кардинал τ,
такой, что мощность дискретного подпространства X не превосходит τ, т.е.
( ) {sup : , ,s X Y Y X Y= τ τ = ⊂  – дискретно в }X  [3].
В настоящей работе изучаются вопросы локальной слабой τ-плотности топо-

логических пространств, устанавливаются достаточные условия сохранения свой-
ства локальной слабой τ-плотности подмножеств топологических пространств.
Доказывается, что подмножество локально плотного пространства также является
локально слабо τ-плотным, если оно удовлетворяет хотя бы одному из следующих
условий: a) подмножество открыто в пространстве; б) подмножество всюду плот-
но в пространстве; в) подмножество канонически замкнуто в пространстве. При-
водится доказательство того, что сумма, пересечение и произведение локально
слабо τ-плотных пространств также являются локально слабо τ-плотными про-
странствами. А также рассматриваются в локально компактных пространствах
вопросы локальной τ-плотности и локальной слабой τ-плотности. Доказывается,
что в локально компактных пространствах эти два понятия совпадают.

Основные результаты

Утверждение 1. Пусть X − локально слабо τ-плотное пространство и
:f X Y→  − непрерывное открытое отображение «на». Тогда Y также является

локально слабо τ-плотным пространством.
Доказательcтво. Так как f – отображение «на», то для всякой точки y Y∈

прообраз ( )1f y−  – непустое подмножество в X. Для каждой точки ( )1x f y−∈
существует окрестность Ox, такая, что Ox − слабо τ-плотно. Так как f − открытое
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отображение, то ( )xf O  − открытое множество в Y и содержит точку y. В силу не-
прерывности f и предложения 1 из [2], множество ( )xf O  − слабо τ-плотно в Y.
Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Пусть X локально слабо τ-плотно и G − некоторое подмноже-
ство X. Если G удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий: а) G откры-
то в X; б) G всюду плотно в X; в) G канонически замкнуто в X, то G является ло-
кально слабо τ-плотным.

Доказательство. а) Пусть G − непустое открытое подмножество пространства
X. Для любой точки x G∈  по определению существует окрестность ,xO X⊂  та-

кая, что xO  слабо τ-плотно. Тогда '
x xO G O∩ =  − непустое открытое множество в

G, содержащее точку x. Так как всякое открытое подмножество слабо τ-плотного
пространства слабо τ-плотно, то '

xO  слабо τ-плотно.
б) Пусть M X⊂  − всюду плотное подмножество пространства X. Рассмотрим

произвольную точку y M∈ . Так как X локально слабо τ-плотно, то существует ок-

рестность yO X⊂  точки y, такая, что Oy слабо τ-плотно. Рассмотрим '
y yO M O∩ = .

Тогда '
yO  непустое открытое подмножество в M. Кроме того, '

y yO O⊆  и '
yO  всюду

плотно в Oy. Так как всякое всюду плотное подмножество слабо τ-плотного про-
странства слабо τ-плотно (см. предложение 1), то '

yO  слабо τ-плотно.
в) Пусть G − канонически замкнутое подмножество пространства X. Тогда су-

ществует открытое множество U, такое, что [ ]G U= . Тогда, в силу пункта а) U
локально слабо τ-плотно. Возьмем произвольную точку z G∈  и слабо τ-плотную
окрестность zO X⊂ . Тогда '

z zO O G= ∩  – непустое открытое подмножество в G.
Рассмотрим zV O U= ∩ , поскольку всякое открытое подмножество слабо τ-плот-
ного пространства слабо τ-плотно, то V слабо τ-плотно. С другой стороны, V всю-
ду плотно в '

zO . Тогда в силу предложения 1 из [2, Wd4] окрестность '
zO  точки z

является слабо τ-плотным. Утверждение 2 доказано.
Утверждение 3. Пусть Xα  − локально слабо τ-плотное пространство для каж-

дого Aα∈ . Тогда { }:X X Aα= ⊕ α∈  также локально слабо τ-плотно.
Доказательство. Пусть x X∈  − произвольная точка. Тогда существует такой
Aα∈ , что x Xα α∈ . Так как пространство Xα  локально слабо τ-плотно, то суще-

ствует окрестность xO X
α α⊂  точки xα , где xO

α
 − слабо τ-плотно. Так как

пространство Xα  открыто-замкнуто в X, то xO
α

 открыто и слабо τ-плотно в X.
Утверждение 3 доказано.

Утверждение 4. Пусть iX X⊂ , 1, 2,...,i n= , и каждое iX  локально слабо τ-

плотно. Тогда 
1

n

i
i

X
=
∩  также локально слабо τ-плотно.

Доказательство. Пусть 
1

n

i
i

x X
=

∈∩  − произвольная точка. Тогда ix X∈ ,

1, 2,...,i n= . Так как пространство iX  локально слабо τ-плотно, то существует
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окрестность i
x iO X⊂ , такая, что i

xO  слабо τ-плотно для каждого 1, 2,...,i n= .

Положим 
1

n
i
x x

i
O O

=

=∩ . Тогда xO  открытое множество в i
xO , 1, 2,...,i n= , и в силу

предложения 1 из [2] получим, что xO  слабо τ-плотно в 
1

n

i
i

X
=
∩ . Утверждение 4

доказано.

Теорема 1. Тихоновское произведение 
1

n

i
i

X X
=

=∏  локально слабо τ-плотно то-

гда и только тогда, когда iX  локально слабо τ-плотно для каждого 1, 2,...,i n= .

Доказательство. Необходимость. Пусть 
1

n

i
i

X X
=

=∏  и :i ip X X→  проекция

X  на iX , т. е. { }( )k ip x x= , { }kx x X= ∈ , 1, 2,...,k n= . Так как ip  ( )1, 2,...,i n=
– непрерывные открытые отображения «на», то в силу предложения 1 получим,
что для каждого 1, 2,...,i n=  пространство iX  локально слабо τ-плотно.

Достаточность. Пусть { }1 2, , ..., kx x x x=  произвольная точка из X. Посколь-
ку iX  локально слабо τ-плотно для каждого 1, 2,...,i n= , то существует слабо τ-
плотные окрестности 

ixO  точки ix  в iX . Пусть 
1 2

...
nx x x xO O O O= × × ×  – декарто-

во произведение окрестностей 
ixO , 1, 2,...,i n= . Тогда xO  слабо τ-плотно (см.

предложение 1 из [2, Wd6]). Значит, xO  – слабо τ-плотная окрестность точки x.
Теорема 1 доказана.

Пусть τ – некоторое бесконечное кардинальное число. Рассмотрим семейство
топологических пространств { : }sX s S∈ , где 2S τ≤ .

Теорема 2. Если все пространства sX  локально слабо τ-плотны и существует
конечное множество 0S S⊂ , такое, что sX  слабо τ-плотны при всех 0\s S S∈ , то
произведение s

s S
X

∈
∏  локально слабо τ-плотно.

Доказательство. Возьмем любую точку { : }sx x s S= ∈  из произведения

s
s S

X
∈
∏ . Для точки s sx X∈  при 0s S∈ , в силу локальной слабой τ-плотности про-

странства sX  существует окрестность sU  слабой плотности ≤ τ . Множество

0 0\
s s

s S s S S
U X

∈ ∈

×∏ ∏  является окрестностью точки x  в s
s S

X
∈
∏  и в силу предложе-

ния 1 из [2] 
0 0\

s s
s S s S S

wd U X
∈ ∈

⎛ ⎞
× ≤ τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏ . Итак, мы нашли слабую τ-плотную окре-

стность точки x в s
s S

X
∈
∏ . В силу произвольности точки x, произведения

s
s S

X
∈
∏ локально слабо τ-плотно. Теорема 2 доказана.
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Следствие 1. Если пространство sX  локально слабо сепарабельно для каждо-
го s S∈  и S c≤  и, кроме того, существует конечное подмножество 0S  множест-
ва S , такое, что все sX  слабо сепарабельны для 0\s S S∈ , то произведение

s
s S

X
∈
∏  локально слабо сепарабельно.

Теорема 3. Пусть произведение s
s S

X
∈
∏  локально слабо τ-плотно. Тогда суще-

ствует конечное подмножество 0S  множества S, такое, что sX  является слабо τ-
плотным при 0\s S S∈ .

Доказательство. Берем произвольную точку { : }sx x s S= ∈  из произведения

s
s S

X
∈
∏ . В силу локальной слабой τ-плотности произведения s

s S
X

∈
∏ , точка x имеет

базовую окрестность 
0 0\

s s
s S s S S

U X
∈ ∈

×∏ ∏  слабую плотности τ, где 0S  конечное

подмножество множества S  и s sx U∈  для 0s S∈ . Так как слабая плотность со-
храняется при открытом отображении и проектирование есть открытое отображе-
ние, то все sX  слабо τ -плотны при 0\s S S∈ . Теорема 3 доказана.

Следствие 2. Пусть произведение s
s S

X
∈
∏  локально слабо сепарабельно. Тогда

существует конечное подмножество 0S  множества S, такое, что все sX  слабо се-
парабельны при 0\s S S∈ .

Утверждение 5. Пусть X − локально компактное пространство. Тогда про-
странства X локально τ-плотно в том и только в том случае, когда X локально сла-
бо τ-плотно.

Доказательство. Сначала докажем случай, когда X – локально компактное
пространство. Тогда следующие два условия эквивалентны: 1) X  локально слабо
τ-плотно; 2) X локально τ-плотно. Пусть x X∈  и xO  – слабо τ-плотная окрест-
ность точки x . Поскольку всякое открытое подмножество локально компактного
пространства локально компактно, то xO  локально компактно. Так как слабо
τ-плотное локально компактное пространство τ-плотно (см. предложение 1 из [2,
Wd3]), то xO  τ-плотно. Следовательно, X локально τ-плотно. Обратное утвержде-
ние следует из того, что ( ) ( )wd X d X≤  [2].

Как мы отмечали выше, в работе [8] доказано, что пространства Хаттори
( )H A  является локально компактным тогда и только тогда, когда множество
\R A  замкнуто в R и дискретно в прямой Зоргенфрея S. Поэтому, в силу утвер-

ждения 5, мы приходим к следующему следствию.
Следствие 3. Континуальная степень пространства Хаттори ( )( )cH A  слабо

сепарабельно при любом A из R.
Следствие 4. Пусть множество \R A  замкнуто в R и дискретно в прямой Зор-

генфрея S. Тогда континуальная степень пространства Хаттори ( )( )cH A  локально
сепарабельна и локально слабо сепарабельна.
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A topological space X is locally weakly separable [3] at a point x∈X if x has a weakly
separable neighbourhood. A topological space X is locally weakly separable if X is locally weakly
separable at every point x∈X. The notion of local weak separability can be generalized for any
cardinal 0τ ≥ℵ . A topological space X is locally weakly τ-dense at a point x∈X if τ is the
smallest cardinal number such that x has a weak τ-dense neighborhood in X [4]. The local weak
density at a point x is denoted as lwd(x). The local weak density of a topological space X is
defined in following way: ( ) ( ){ }sup :lwd X lwd x x X= ∈ . A topological space X is locally τ-
dense at a point x∈X if τ is the smallest cardinal number such that x has a τ-dense neighborhood in
X [4]. The local density at a point x is denoted as ld(x). The local density of a topological space X
is defined in following way: ( ) ( ){ }sup :ld X ld x x X= ∈ . It is known that for any topological
space we have ( ) ( )ld X d X≤ .

In this paper, we study questions of the local weak τ-density of topological spaces and
establish sufficient conditions for the preservation of the property of a local weak τ-density of
subsets of topological spaces. It is proved that a subset of a locally τ-dense space is also locally
weakly τ-dense if it satisfies at least one of the following conditions: (a) the subset is open in the
space; (b) the subset is everywhere dense in space; (c) the subset is canonically closed in space. A
proof is given that the sum, intersection, and product of locally weakly τ-dense spaces are also
locally weakly τ-dense spaces. And also questions of local τ-density and local weak τ-density are
considered in locally compact spaces. It is proved that these two concepts coincide in locally
compact spaces.
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