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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ СТЕПЕННОЙ ЖИДКОСТИ
В КАНАЛЕ С ДВОЙНЫМ СУЖЕНИЕМ1

Выполнено численное моделирование установившегося течения неньюто-
новской жидкости в осесимметричной трубе с двумя перекрытиями, геомет-
рия которых описывается функцией косинуса. Математическая постановка
задачи формулируется в переменных вихрь – функция тока. Для описания
свойств среды используется модель Оствальда – де Ваале. Решение диффе-
ренциальных уравнений для вихря и функции тока осуществляется численно
с использованием метода установления. Для нахождения поля давления ре-
шается уравнение Пуассона. В работе исследуется три среды: ньютоновская,
псевдопластичная и дилатантная жидкости. Показано влияние числа Рей-
нольдса, степени нелинейности реологической модели и геометрических па-
раметров канала на характеристики течения.

Ключевые слова: ламинарное течение, двойное сужение / расширение,
степенная жидкость, модель Оствальда – де Ваале, преобразование коор-
динат, уравнение Пуассона для давления.

Поле течения неньютоновской жидкости в цилиндрических каналах в окрест-
ности препятствий представляет интерес для исследователей, изучающих механи-
ку жидкостей. В инженерных приложениях подобные каналы используются в ка-
честве комплектующих элементов различного рода теплообменных установок и
гидравлических систем. Кроме того, в биомеханике течение вязкой жидкости в
трубке с участком сужения / расширения, описываемым, например, функцией ко-
синуса или Гаусса, применяются для моделирования течения крови в стенозиро-
ванном сосуде. Эти обстоятельства обуславливают актуальность эксперименталь-
ного и численного исследований течений в каналах с препятствиями заданной
конфигурации.

В настоящее время доступно большое количество численных и эксперимен-
тальных работ, в которых исследуются течения ньютоновской жидкости в канале
с одним препятствием [1–6]. Результаты этих работ содержат сведения о структу-
ре потока и об основных параметрах задачи, влияющих на характеристики тече-
ния. Например, в работе [2] авторы одними из первых численно исследовали
влияние числа Рейнольдса и геометрических параметров на распределения основ-
ных характеристик задачи. Развитие вычислительных технологий позволило изу-
чить течения неньютоновских жидкостей [7–12]. Авторы работ [7, 8] используют
реологические законы Балкли – Гершеля, Каро, Оствальда – де Ваале, Кассона
для оценки влияния неньютоновских свойств при моделировании течений в арте-
риях. В обзорной части [13] приведены работы авторов, исследующих ламинар-
ные стационарные и нестационарные течения, как для ньютоновской, так и нень-
ютоновской жидкости в случае, когда в канал включено одно препятствие.

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-19-00021).
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Течению в трубе с несколькими последовательно размещенными участками
сужения / расширения уделено меньше внимания, при этом во всех исследованиях
в качестве рассматриваемой среды используется ньютоновская жидкость. Подоб-
ные трубки встречаются в системах охлаждения летательных аппаратов и ускори-
телей ракет, которые функционируют при вхождении в плотные слои атмосферы,
где рабочим телом служит газ или жидкость. В [14, 15] изучено влияние числа
Рейнольдса в диапазоне от 5 до 200 на распределения напряжения и давления,
сделаны выводы о локализации максимальных значений вихря на стенке. Пред-
ставлены картины течения, демонстрирующие поля вихря и функции тока в зави-
симости от основных параметров задачи, дана оценка влиянию второго препятст-
вия на структуру потока и на параметры течения. В статье тех же авторов [16]
расширен диапазон исследуемых чисел Рейнольдса до 400. В [17] описывается
трехмерное моделирование стационарного течения жидкости через несколько по-
следовательно расположенных препятствий. Решение задачи осуществляется с
помощью модифицированного метода LBGK, в основе которого лежит метод ре-
шеточных уравнений Больцмана (LBM), где столкновение частиц учитывается
моделью Батнагара – Гросса – Крука (BGK). Авторы ограничились исследова-
ниями в диапазоне чисел Рейнольдса от 10 до 150. К основным выводам данной
работы можно отнести следующее: метод LBGK является полезным инструмен-
том для моделирования установившихся течений; результаты, полученные с по-
мощью трехмерной модели, хорошо согласуются с данными из работы [14], где
применяется двумерная постановка задачи.

Целью данной работы является исследование структуры потока и характери-
стик течения неньютоновской жидкости в осесимметричном канале с двумя пре-
пятствиями в зависимости от параметров задачи и оценка влияния геометриче-
ских параметров одного из препятствий на распределения характеристик потока
около другого.

Постановка задачи

Рассматривается стационарное течение степенной несжимаемой жидкости в
круглой трубе с двумя последовательно размещенными в ней участками сужения /
расширения, форма которых описывается функцией косинуса. Область течения
представлена на рис. 1.
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Рис. 1. Область течения
Fig. 1. Flow area

Для математического описания процесса используется постановка задачи в пе-
ременных вихрь – функция тока [18]. Реологическое поведение жидкости описы-



78 И.А. Рыльцев, О.Ю. Фролов, Г.Р. Шрагер

вается законом Освальда – де Ваале [19]. Система уравнений имеет вид
2 2
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жидкой среды, m – степень нелинейности жидкости. В качестве масштабов обез-
размеривания приняты следующие величины: длины – радиус трубы r0; скорости
– среднерасходная скорость U. Граничные условия в переменных вихрь – функ-
ция тока имеют вид [18]
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Метод решения

Для получения численного решения сформулированной задачи применяется
метод установления, который позволяет получить стационарное решение. В этом
случае организуется нестационарный процесс, решение которого с течением вре-
мени оказывается независимым от него и устанавливается к решению исходной
стационарной задачи [20]. Для реализации нестационарного процесса в уравнения
для вихря (1) и функции тока (2) добавляются производные по времени функций
ω, ψ соответственно. Итерационный процесс продолжается до установления в
пределах заданной точности.

Для аппроксимации дифференциальных уравнений область течения с криво-
линейной границей f(z) трансформируется в прямоугольную с помощью введения
новой системы координат ξ , η / ( )z r f z= = . В координатах ξ, η уравнение пере-
носа вихря (1) и уравнение Пуассона для функции тока (2) с введенными произ-
водными по времени принимают вид
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Численное решение дифференциальных уравнений осуществляется конечно-
разностным методом. Преобразованная прямоугольная область решения покрыва-
ется равномерной в каждом направлении разностной сеткой

{ }1 2ξ , η , 0,..., , 0,..., ,h i jih jh i N j NΩ = = = = =

где h – шаг сетки; N1 – количество узлов в направлении ξ; N2 – количество узлов в
направлении η. Разностное представление уравнений (5), (6) выполняется с ис-
пользованием явной разностной схемы. Конвективные слагаемые в уравнении (5)
аппроксимируются схемой против потока. Условие сходимости вычислительного
процесса к стационарному решению задачи имеет вид
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− < − <

где ε – параметр сходимости; q – номер шага по фиктивному времени. Значение
параметра ε определяется в ходе численного эксперимента (ε = 10−5). Выбор явной
схемы обусловлен простотой реализации расчётного алгоритма. Схема против по-
тока для аппроксимации конвективных слагаемых обеспечивает устойчивость
разностной схемы.

При расчете эффективной вязкости в случае, когда m < 1 значения μ стремятся
к «бесконечным». Для устранения этой особенности используется модифициро-
ванная запись реологического уравнения (3), которая имеет вид

( ) 1μ λ .mA −= + (7)
Здесь λ – параметр регуляризации, значение которого выбиралось эксперимен-
тально и принималось равным 0.001.

Для тестирования вычислительного алгоритма выполнены расчеты на вложен-
ных сетках. В таблице приведены значения аксиальной скорости на оси симмет-
рии в трех контрольных сечениях в зависимости от шага сетки, демонстрирующие
аппроксимационную сходимость алгоритма. Все дальнейшие расчеты проводи-
лись с использованием шага 0.025.

Аппроксимационная сходимость
при Re = 10, m = 0.9, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1, L1 = 3, L3 = 7

h umax,
z = L1+Z1

umax,
z = L3+Z2

umax,
z = L

0.1 5.3844 5.4860 1.9408
0.05 5.4081 5.49675 1.9469
0.025 5.415 5.4956 1.9478
0.0125 5.4159 5.4959 1.9476

На рис. 2 показано сравнение распределений функции тока, полученных в на-
стоящей работе, с данными, взятыми из работы [14], при этом функция f(z) зада-
ётся в соответствии с [14]. Структура потока характеризуется зонами одномерно-
го течения в окрестности входной и выходной границ. В области препятствий те-
чение имеет двумерный характер, за препятствиями образуются циркуляционные
зоны. Наблюдается качественное согласование результатов.

2 4 6 8 10 12
0
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Рис. 2. Сравнение распределений линий тока из статьи [14] (a)
и настоящей работы (b) (Re = 25, m = 1, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 2. Comparison of streamline distributions (a) from the paper [14]
and (b) in the present work (Re = 25, m = 1, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
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Восстановление давления

Постановка задачи в переменных вихрь – функция тока не содержит давления.
Для расчета динамических характеристик потока воспользуемся уравнением Пу-
ассона [18], которое позволяет по известным полям скорости, вихря и функции
тока рассчитать поле давления и в физических переменных имеет вид
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Для обезразмеривания величины p используется масштаб ρU2. Уравнение (8) в
преобразованной системе координат (ξ, η) принимает вид
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Для постановки граничного условия на границе Г2 используются уравнения
движения, которые с учетом условий прилипания на твердой стенке при η = 1 в
системе координат (ξ, η) запишутся в виде

1 μ ω ω ω μ ;
ξ η Re η η η
p pg

f f
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎛ ⎞ ⎞− = − + +⎜ ⎜ ⎟ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎠ ⎠

 (10)

ω ω μ μμ ω .
η Re ξ η ξ η
p f g g∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞= − − −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

 (11)

Используя (10) и (11), получим уравнения для расчета давления на границах Г1
и Г2. В выходном сечении Г3 безразмерное давление задается равным нулю, на
оси симметрии Г4 реализуется условие симметрии. Таким образом, граничные ус-
ловия для расчета давления принимают вид

1

2

1 μ ω ω ω μГ : при ξ 0;
ξ Re η η

1 ω ω μ μ ω ω ω μГ : μ ω приη 1;
ξ Re ξ η ξ η η η

p
f f f

p gf g g
f f f

∂ ∂ ∂⎛ ⎛ ⎞ ⎞=− + + =⎜ ⎜ ⎟ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎠ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂μ ∂ ∂⎛ ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞⎞= − − − − + + =⎜ ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠⎠
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3

4

Г : 0 при ξ ;

Г :  = 0 при η 0.
η

p L
p
= =

∂
=

∂
Решение дифференциального уравнения для давления, как и в случае нахож-

дения функций ω, ψ, осуществляется конечно-разностным методом в явном виде с
использованием метода установления. Условие для определения сходимости по
давлению имеет вид

1
, 7

, ,

max 1 ε, где ε 10 .
q
i j
qi j i j

p

p

+
−− < =

Результаты

Рисунок 3 демонстрирует типичные картины течения псевдопластичной жид-
кости (m < 1) в виде распределений линий тока в зависимости от Re. При числе
Рейнольдса равном 5 за препятствиями формируются циркуляционные зоны оди-
накового размера. При дальнейшем увеличении Re до 15 циркуляционная зона за
первым участком сужения / расширения увеличивается и занимает всю область
между препятствиями выше сечения r = 0.5, зона за вторым препятствием также
увеличивается. На рис. 4 второе препятствие смещено относительного первого в
сторону выходной границы, в результате тенденция распределения линий тока
для Re, равного 1 и 5, сохраняется, а для Re = 15 зона за первым перекрытием ста-
ла равной зоне за вторым.
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Рис. 3. Линии тока (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 3. Streamline distributions (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
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Рис. 4. Линии тока (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 4. Streamline distributions (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
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Влияние параметра нелинейности на структуру потока показано на рис. 5.
С уменьшением m размер циркуляционных зон за препятствиями увеличивается,
начиная с некоторого значения параметра нелинейности, первая зона занимает все
пространство между препятствиями, а размер второй продолжает расти в направ-
лении выходной границы.
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Рис. 5. Линии тока (Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 5. Streamline distributions (Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)

На рис. 6 показано влияние глубины второго перекрытия (α2) на распределение
линий тока в случае течения псевдопластичной жидкости. Уменьшение α2 приво-
дит к распространению первой циркуляционной зоны в область второго препятст-
вия.
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Рис. 6. Линии тока (Re = 25, m = 0.8, α1 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 6. Streamline distributions (Re = 25, m = 0.8, α1 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)

Графики на рис. 7 демонстрируют сравнение распределений давления на твер-
дой стенке с данными [16]. Для сравнения динамических характеристик потока
функция f(z) задавалась в соответствии с [16], кроме того, безразмерное давление
на входе в канал принималось равным нулю. В зоне одномерного течения давле-
ние падает линейным образом, а на участках с препятствиями распределение дав-
ления носит сложный характер. Кривые на рис. 7 демонстрируют согласование
полученных результатов с данными [16].

На рис. 8 показаны распределения давления вдоль оси симметрии для трех
значений параметра m в канале, изображенном на рис. 5. Минимальному перепаду
давления между входом и выходом соответствует течение вязкопластичной жид-
кости, что согласуется с изменением эффективной вязкости в зависимости от m.
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Рис. 7. Распределения давления вдоль стенки
(Re = 2.5, m = 1, α1 = α2 = 0.333, Z1 = Z2 = 1).

Обозначения: —— – настоящая работа; ●-●-● – работа [16]
Fig. 7. Pressure distributions along the wall

(Re = 2.5, m = 1, α1 = α2 = 0.333, Z1 = Z2 = 1).
Notations: —— – present work; ●-●-● – paper [16]
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Рис. 8. Распределение давления вдоль оси симметрии
(Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).

Обозначения: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2
Fig. 8. Pressure distributions along the symmetry axis

(Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).
Notations: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2

На рис. 9 и 10 приведены распределения аксиальной скорости на оси симмет-
рии канала для псевдопластичной, ньютоновской и дилатантной жидкостей. Гра-
фики на рис. 9 и 10 показывают, что рост числа Рейнольдса приводит к уменьше-
нию максимальных значений скорости в зоне двумерного течения, что согласует-
ся с кинематикой течения, показанной на рис. 3 и 5.

Рисунок 11 иллюстрирует распределения вихря на твердой стенке в зависимо-
сти от местоположения второго препятствия относительного первого для трех
значений параметра Re. Расчеты показали, что увеличение числа Рейнольдса при-
водит к росту максимальных значений вихря на стенке. С изменением геометрии
происходит соответствующее перераспределение максимумов в функции ω(z).
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Рис. 9. Распределения аксиальной скорости на оси симметрии (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 5).Обозначения: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2

Fig. 9. Axial velocity distributions along the symmetry axis (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 5). Notations: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2
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Рис. 10. Распределения аксиальной скорости на оси симметрии (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 7). Обозначения: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2

Fig. 10. Axial velocity distributions along the symmetry axis (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 7). Notations: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2
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Рис. 11. Распределения вихря на стенке (m = 1, Re = 5, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).
Обозначения: ····· – L1 = 3, L3 = 5; - - - – L1 = 3, L3 = 7; —— – L1 = 3, L3 = 11

Fig. 11. Shear stress distributions on the wall (m = 1, Re = 5, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).
Notations: ····· – L1 = 3, L3 = 5; - - - – L1 = 3, L3 = 7; —— – L1 = 3, L3 = 11
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Заключение
Выполнено численное моделирование течения неньютоновской жидкости в

осесимметричном канале с двумя препятствиями. Создана и протестирована про-
грамма расчета течений для ЭВМ. Показаны и описаны картины течения степен-
ной жидкости в зависимости от параметров процесса. Проведены параметриче-
ские расчеты динамических и кинематических характеристик течения.
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Flow fields of non-Newtonian fluids in cylindrical channels with obstacles are of great
interest for researchers studying the mechanics of fluids. In engineering techniques, such channels
represent component parts of heat exchangers and hydraulic systems of various types.

In this work, the numerical simulation of a steady non-Newtonian fluid flow in an
axisymmetric pipe with two overlaps, whose geometry is described by a cosine function, is
carried out. Mathematical formulation of the problem is written in terms of vortex and stream
function variables. The Ostwald – de Waele model is used to describe rheological properties of
the medium. The solution to a system of differential equations is obtained numerically using the
false transient method. To determine the pressure field, the Poisson equation for pressure is
solved. Three media are considered in the paper: Newtonian, pseudoplastic, and dilatant fluids.
The influence of the Reynolds number, power-law index in the rheological model, and geometric
parameters of the channel on the flow characteristics is shown as streamline distributions and
functional curves.
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