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ПРИМЕНЕНИЕ БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ
ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ О ПРОГИБЕ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ
МЕМБРАНЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРЕМЕННОЙ НАГРУЗКИ

С помощью метода быстрых разложений в общем виде решена задача о про-
гибе прямоугольной мембраны под действием переменной нагрузки. В каче-
стве примера показано построение точных решений задачи для случаев же-
стко закрепленной мембраны под действием куполообразной и синусои-
дальной нагрузок. Определено положение максимального прогиба мембра-
ны и наибольших напряжений, возникающих в ней под действием перемен-
ной нагрузки.
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Прогибы мембраны описываются уравнением Пуассона. В литературе встре-
чаются его аналитические [1–10] и численные [11–20] решения. Например, в [1, 2]
представлены точные решения первой краевой задачи для уравнения Пуассона,
выраженные через функцию Грина. В [3] сформулирована аналитическая форму-
ла для определения прогибов прямоугольной мембраны под действием электро-
статического давления. Приводится сравнение значений прогибов, полученных по
предлагаемой формуле, с результатами расчетов по методу конечных элементов.
В работах [4, 5] решение задачи о прогибах прямоугольной мембраны с жестким
неподвижным контуром постоянного натяжения под действием равномерно рас-
пределенного давления осуществлялось методом разделения переменных. Кроме
этого, в [5] представлено сравнение методов разделения переменных, Ритца, наи-
меньших квадратов и Канторовича для решения указанной задачи. В [6] привле-
каются соотношения обобщенной теории упругости, содержащие структурный
параметр и позволяющие получить регулярное решение задачи о прогибе круглой
мембраны. В статье [7] предложен подход к получению некоторых точных реше-
ний уравнения Пуассона, основанный на введении в уравнение Пуассона членов,
содержащих первые производные искомой функции. Для сведения полученного
таким способом уравнения к системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний рассматривается связанная с ним система двух уравнений в частных произ-
водных. Однако в [7] точные решения краевых задач не рассматриваются. В рабо-
те [8] методом преобразования Фурье решается краевая задача Дирихле для урав-
нения Пуассона в области, ограниченной двумя параллельными гиперплоскостя-
ми в nR . Решение представлено в виде суммы интегралов, ядра которых найдены
в конечном виде. В [9] представлено решение этой задачи с полиномиальной пра-
вой частью. Векторным методом Галеркина, в котором интегралы выражаются
аналитически, в [10] решено двумерное уравнение Пуассона. В работе [11] разви-
вается метод наименьших квадратов с Т-элементами для решения линейных крае-
вых задач с уравнениями Лапласа и Пуассона. Авторы используют разрывные ба-
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зисные функции высокого порядка аппроксимации из специальных функциональ-
ных пространств. В [12] предложен алгоритм решения общей неоднородной крае-
вой задачи Дирихле для трехмерного уравнения Пуассона на параллелепипеде с
шестым порядком погрешности и с минимальным 27-точечным шаблоном. Также
среди численных методов следует отметить метод коллокаций [13, 14], метод
квадратурных элементов [15], модифицированный кубический B-сплайн диффе-
ренциально-квадратурный метод [16, 17] и метод, основанный на использовании
вейвлетов Хаара [18, 19]. В работе [20] приведена математическая постановка и
решение пространственных краевых задач с уравнением Пуассона методом спек-
тральных элементов.

В данной работе с помощью быстрых разложений [21] будет получено в об-
щем виде решение задачи о прогибе прямоугольной мембраны под действием пе-
ременной нагрузки, точно удовлетворяющее дифференциальному уравнению и
граничным условиям, т.е. решение будет являться точным. Общий вид решения
задачи содержит много свободных коэффициентов, которыми можно аппрокси-
мировать широкий круг инженерных задач. Будет показано построение некоторых
точных решений для частных случаев нагрузки.

1. Постановка задачи

Уравнение прогиба прямоугольной мембраны имеет вид

( ) ( )
2 2

2 2 , 0, , , 0 , 0w w F x y x y x a y b
x y

∂ ∂
+ + = ∈Ω ≤ ≤ ≤ ≤

∂ ∂
, ,  (1)

где ( ),F x y  – нагрузка на мембрану.
Граничные условия зададим в виде

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40 0, , , .x y x a y bw f y w f x w f y w f x= = = == = = =  (2)

Решение краевой задачи (1), (2) должно удовлетворять условиям согласований
1 2 2 3 3 4 1 4(0) (0), ( ) (0), ( ) ( ), ( ) (0),f f f a f f b f a f b f= = = =

(0,0) (0,0) (0,0) 0, ( ,0) ( ,0) ( ,0) 0,xx yy xx yyw w F w a w a F a+ + = + + =  (3)

(0, ) (0, ) (0, ) 0, ( , ) ( , ) ( , ) 0.xx yy xx yyw b w b F b w a b w a b F a b+ + = + + =

Равенства (3) следуют из независимости величины прогибов ( ),w x y  от на-
правления подхода к этим углам.

Функцию ( ),w x y  представим конечным выражением, заимствованным из
теории быстрых разложений [21], в виде суммы граничной функции второго по-
рядка и ряда Фурье по синусам, в котором учтены два коэффициента Фурье

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

5 6
1

, sin sin 2 , 0i i
i

x xw x y A y P x A y A y x a
a a=

= + π + π ≤ ≤∑ , (4)
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y yA y A P y A A i y b
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1 2 3 41 , , ,
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= − = = − − = − ,

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

1 2 3 41 , , ,
2 6 3 6 6

x x x x ax x axP x P x P x P x
a a a a

= − = = − − = − .
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Таким образом, искомая функция ( ),w x y  представлена в виде конечной двой-
ной суммы, содержащей 36 неизвестных коэффициентов

, , 1 6, 1 6.i jA i j= − = −  (5)

Зададим функции ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,f y f x f y f x , входящие в граничные условия
(2), следующим образом:

( ) ( )

( ) ( )

4
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=
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∑

∑  (6)
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j j
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=
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где постоянные , , 1 4, 1 6i jf i j= − = −  считаем известными величинами.

Нагрузку на мембрану ( ),F x y  запишем конечной суммой по аналогии с зави-
симостью (4):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

5 6
1

, sin sin 2 , 0i i
i

x xF x y F y P x F y F y x a
a a=

= + π + π ≤ ≤∑ ,  (7)

( ) ( )
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sin sin 2 , 1 6, 0i i j j i i
j
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Все коэффициенты , 1 6, 1 6i jF i j= − = −  в выражении (7) для нагрузки счита-

ем известными, так как ( ),F x y  – заданная функция.
Таким образом, требуется найти такое решение уравнения (1) с заданной на-

грузкой на мембрану в виде (7), которое точно удовлетворяет граничным услови-
ям (2) и условиям согласований (3).

2. Решение задачи

Для нахождения неизвестных коэффициентов ,i jA  из (5) применим метод бы-
стрых разложений [21], согласно которому подставим двойное быстрое разложе-
ние функции ( ),w x y  в граничные условия (2), условия согласований (3) и диф-
ференциальное уравнение (1).

Из граничных условий (2) получим
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Условия согласований (3) дают следующие уравнения

1,1 2,1 1,1 2,2 3,1 2,1 3,2 4,2 2,2 1,2 4,1 1,2, , , ,f f A f f A f f A f f A= = = = = = = =  (9)

3,1 1,3 1,1 4,1 2,3 2,1 3,2 1,4 1,2 4,2 2,4 2,20, 0, 0, 0.A A F A A F A A F A A F+ + = + + = + + = + + =

Равенства (8), (9) позволяют найти 32 неизвестных коэффициента ,i jA . Для

нахождения оставшихся коэффициентов ,i jA  подставим ( ),w x y  из (4) в диффе-
ренциальное уравнение (1):
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( )
4

6, 6,5 6,6
1

sin sin 2 sin 2 0,

0 , 0 .

j j
j

y y xF P y F F
b b a

x a y b
=

⎛ ⎞
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Уравнение (10) должно выполняться при любых 0 , 0x a y b≤ ≤ ≤ ≤ . Далее
приравняем коэффициенты в (8) и (10) слева и справа перед линейно независи-
мыми функциями

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , ,

sin , sin , sin 2 , sin 2 ,

P x P x P x P x P y P y P y P y
x y x y
a b a b

π π π π

учитывая, что 1 2 3 1 4 20, , .P P P P P P′′ ′′′′ ′′= = = =  В результате будем иметь переопре-
деленную систему линейных алгебраических уравнений. Благодаря выполнению
условий согласований (3) данная переопределенная система имеет решение. Для
нахождения неизвестных (5) необходимо использовать 36 уравнений, а остальные
уравнения используем для составления соотношений между коэффициентами

, , 1 4, 1 6i jf i j= − = − , заданных для функций (6), и коэффициентами

, , 1 6, 1 6i jF i j= − = −  нагрузки ( ),F x y .

Таким образом, значения коэффициентов ,i jA  будут определяться равенст-
вами:

1, 1, 2, 3,, , 1 6,j j j jA f A f j= = = −
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π π
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π π
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Подставив коэффициенты из (11) в выражение (4), будем иметь точное реше-

ние задачи.
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При задании граничных условий (2) и нагрузки на мембрану (7) должны вы-
полняться следующие условия:

1,1 2,1 2,2 3,1 3,2 4,2 1,2 4,1, , ,f f f f f f f f= = = = ; (12)

3,3 3,4 4,3 4,4 0F F F F= = = = ;  (13)

1,3 2,3 1,1 1,4 4,3 1,2 3,3 2,4 2,1 3,4 4,4 2,2, , ,f f F f f F f f F f f F= − − = − − = − − = − − ;  (14)

1,3 3,1 1,4 3,2 4,1 2,3 2,4 4,2,  ,  ,  F F F F F F F F= = = = ; (15)

2 2 2 2

1,5 3,5 1,5 1,6 3,6 1,62 2 2 2

2 2 2 2

2,5 5,3 5,1 2,6 6,3 6,12 2 2 2

2 2 2 2
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2 2

4,5 2 2

,   ,
4 4

,  ,
4 4

 ,   ,
4 4

=

b b b bf F F f F F

a a а аf F F f F F

b b b bf F F f F F

а аf F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π π

2 2

5,4 5,2 4,6 6,4 6,22 2, = .
4 4
а аF f F F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (16)

Следовательно, решение (11) имеет место, когда выполнены условия (12) –
(16).

3. Построение точных решений и их анализ

Пусть прогибы мембраны на ее границах будут равны нулю, тогда граничные
условия (2) примут вид

0 0 0x y x a y bw w w w= = = == = = = .  (17)

Условия (17) получаются заданием в формулах (6) следующих коэффициентов:

, 0, 1 4, 1 6i jf i j= = − = − .  (18)

Для граничных условий (17) рассмотрим два вида переменной нагрузки на
мембрану: куполообразную и синусоидальную.

Куполообразную нагрузку ( ),F x y  подберем таким образом, чтобы только ко-
эффициенты из равенств (15) были не равны нулю. Обозначим

3,1 1,3 1 1,4 3,2 2 4,1 2,3 3 2,4 4,2 4, , ,F F Q F F Q F F Q F F Q= = = = = = = = .  (19)

Тогда с учетом (19) нагрузку ( ),F x y  в виде (7) запишем следующим образом:

( )
2 3 3

1 2

2 3 3

3 4

2 3 3

1 2 3 4

, 1
2 6 3 6 6

2 6 3 6 6

1 1 .
2 6 3 6 6

y y by y by xF x y Q Q
b b a

y y by y by xQ Q
b b a

y y x x ax y y x axQ Q Q Q
b b a b b a

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞= − − + − − +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞
+ − − + − +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎛ ⎞ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞+ − + − − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (20)
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Подставляя коэффициенты из (18) и (19) в формулы (11), найдем

3,3 1 3,4 2 4,3 3 4,4 4, , ,A Q A Q A Q A Q= − = − = − = − .  (21)

Учитывая (21), получим решение задачи в виде (4) для куполообразной на-
грузки (20):

( )
2 3 3 2 3

1 2

2 3 3 3

3 4

,
2 6 3 6 6 2 6 3

.
2 6 3 6 6 6 6

y y by y by x x axw x y Q Q
b b a

y y by y by x axQ Q
b b a

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞
=− − − + − − − −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠⎝ ⎠
⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞

− − − + − −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠⎝ ⎠

 (22)

При подстановке в (22) 2x a=  и 2y b=  имеем формулу для прогиба в цен-
тре мембраны под действием куполообразной нагрузки

( )
2 2

1 2 3 4;
2 2 256
a b a bw Q Q Q Q⎛ ⎞ = − + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (23)

Из формулы (23) следует, что при a b=  прогиб в центре квадратной мембраны
пропорционален четвертой степени ее линейного размера.

Синусоидальную нагрузку ( ),F x y  зададим так, чтобы только

5,5 5,6 6,5 6,6, , ,F F F F  и коэффициенты, входящие в равенства (16), были не равны
нулю. Обозначим

3,5 5 3,6 6 5,3 7 6,3 8 4,5 9 4,6 10

5,4 11 6,4 12 5,5 13 5,6 14 6,5 15 6,6 16

, , , , , ,
, , , , , .

F Q F Q F Q F Q F Q F Q
F Q F Q F Q F Q F Q F Q

= = = = = =
= = = = = =

 (24)

Тогда из равенств (16) найдем
2 2 2 2

1,5 5 1,6 6 5,1 7 6,1 82 2 2 2

2 2 2 2

2,5 9 2,6 10 5,2 11 6,2 122 2 2 2

, , , ,
4 4

, , , .
4 4

b b a аF Q F Q F Q F Q

b b а аF Q F Q F Q F Q

= − = − = − = −
π π π π

= − = − = − = −
π π π π

 (25)

Следовательно, с учетом (24) и (25) функцию ( ),F x y  запишем в виде

( )
2 2 2 2

5 6 9 102 2 2 2

,

sin sin 2 1 sin sin 2
4 4

F x y
b y b y x b y b y xQ Q Q Q

b b a b b a

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − π + π − − π + π +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 3 3

5 6 9 10sin sin 2 sin sin 2
2 6 3 6 6

y y x x ax y y x axQ Q Q Q
b b a b b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ π + π − − + π + π − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 3 3

7 11 7 11 132 2

2 2 2 3

14 8 12 82 2

1 sin
2 6 3 6 6

sin 2 sin 1
2 6 34 4

a y а y y y by y by yQ Q Q Q Q
b b b b b

y x а y а y y y byQ Q Q Q
b a b b b

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − − + − − + − + π +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠π π⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞+ π π + − − − + − − +⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠π π⎝ ⎝ ⎠

3

12 15 16sin sin 2 sin 2 .
6 6
y by y y xQ Q Q
b b b a

⎛ ⎞ ⎞
+ − + π + π π⎜ ⎟ ⎟

⎝ ⎠ ⎠
(26)
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Подставляя коэффициенты из (24) и (25) в формулы (11), получим
2 2 2 2

3,5 5 3,6 6 4,5 9 4,6 102 2 2 2,  ,  ,  ,
4 4

b b b bA Q A Q A Q A Q= = = =
π π π π

2 2 2 2 2 2

5,3 7 5,4 11 5,5 13 5,6 142 2 2 22 2
4, ,  , ,a аA Q A Q A Q A Q

a b a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π

= = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(27)

2 2 2 2 2 2

6,3 8 6,4 12 6,5 15 6,6 162 2 2 22 2
4 4 4, , , .

4 4
а аA Q A Q A Q A Q

a b a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π

= = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Таким образом, с учетом (27) точное решение задачи для граничных условий
(17) и синусоидальной нагрузки (26) будет иметь вид

( )
2 2 2 3

5 62 2

2 2 3 2 2 3

9 10 72 2 2

2 3 2 2 2 2

11 13 142 2 2 22

, sin sin 2
2 6 34

sin sin 2
6 6 2 6 34

4sin
6 6

b y b y x x axw x y Q Q
b b a

b y b y x ax a y y byQ Q Q
b b a b

а y by yQ Q Q
b ba b a b

⎛ ⎞⎛ ⎞
= π + π − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

π π⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞
+ π + π − + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟

π π π⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π
+ − + + π + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
π ⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠

2 2 3 2 3 2 2

8 12 15 2 22 2

sin 2 sin

4 sin
2 6 3 6 64 4

y x
b a

а y y by а y by yQ Q Q
b b ba b

⎞
π π +⎟⎟

⎠ ⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π
+ − − + − + + π +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

π π ⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

16 2 2
4 4 sin 2 sin 2 .y xQ

b aa b
⎛ ⎞ ⎞π π

+ + π π⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

 (28)

Подставляя в (28) 2x a=  и 2y b= , получим формулу вычисления прогиба в
центре мембраны под действием синусоидальной нагрузки:

( )
( )

2 2 2 2

5 7 9 11 132 2 2 2;
2 2 16
a b a b a bw Q Q Q Q Q

a b
⎛ ⎞ = − + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠ π π +

.  (29)

Если в (26) принять все iQ  равными нулю, кроме 13Q , то получим частный
случай синусоидальной нагрузки, приведенный в [22] при рассмотрении задачи о
свободно опертой прямоугольной пластинке.

Выберем в качестве материала мембраны сталь конструкционную углероди-
стую обыкновенного качества марки ВСт3пс [23] со следующими характеристи-
ками [24, 25]:

82.35 10yR = ⋅  Па, 0, 25ν = , 112,13 10E = ⋅  Па,

где yR  – расчетное сопротивление материала мембраны.

Значения параметров , , , 1 16ia b Q i = −  подбирались так, чтобы напряжения
не превосходили расчетное сопротивление материала мембраны при двухосном
напряженном состоянии [22, 23]

2 2
x x y y yRσ −σ σ + σ = σ ≤� ,  (30)



Применение быстрых разложений для построения точных решений задачи о прогибе 135

где ( )21x x y
E

σ = ε + νε
− ν

, ( )21y y x
E

σ = ε + νε
− ν

,

221 1,
2 2x y

w w
x y

∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ε = ε =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (31)

Вид куполообразной нагрузки (20) для данных
24 10 , 1 4iQ i−= ⋅ = − , 1.5a = м, 2.5b = м  (32)

показан на рис. 1, а. Вид синусоидальной нагрузки (26) для данных
24 10 , 5 16iQ i−= ⋅ = − , 1.5a = м, 2.5b = м  (33)

изображен на рис. 1, b. Соответствующие этим видам нагрузки прогибы мембра-
ны, вычисленные по формулам (22) и (28), представлены на рис. 2.
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Рис. 1. Виды нагрузок на мембрану: (а) куполообразной; (b) синусоидальной
Fig. 1. Types of membrane loads: (a) dome-shaped and (b) sinusoidal
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Рис. 2. Прогиб прямоугольной мембраны под действием нагрузки:
(а) куполообразной; (b) синусоидальной

Fig. 2. Rectangular membrane deflection under a load:
(a) dome-shaped and (b) sinusoidal
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Из рис. 1 и 2 видно, что при задании всех , 1 16iQ i = − , одинаковыми (см. (32)
и (33)) куполообразная нагрузка (рис. 1, а) и соответствующий ей прогиб
(рис. 2, а) имеют две плоскости симметрии, проходящие через 2x  и 2y . Сину-
соидальная нагрузка (рис. 1, b) и вызванный ею прогиб мембраны (рис. 2, b),
плоскостей симметрии не имеют. Если же для куполообразной нагрузки некото-
рые из значений , 1 4iQ i = − , взять равными нулю или не все значения из

, 1 4iQ i = − , будут равны друг другу, то нагрузка и соответствующий ей прогиб
станут несимметричными. Профили прогибов мембраны при куполообразной на-
грузке показаны на рис. 3.

Из рис. 2, а и рис. 3 (кривые 4) можно сделать вывод, что при симметричной
куполообразной нагрузке максимальный прогиб находится в центре мембраны,
т.е. ( )max 2; 2w w a b=  и определяется по формуле (23). Если же куполообразная
нагрузка несимметричная (см. рис. 3, кривые 1, 2, 3), то максимальный прогиб

( )max 2; 2w w a b≠  и будет находиться в окрестности точки ( )2; 2a b .

0 0.5 1 x

w⋅103
–8

–2

–6

–4

0 0.5 1 y

w⋅103
–8

–2

–6

–4

1.5 2

a b

Рис. 3. Профили прогибов мембраны под действием куполообразной нагрузки в сечениях:
2y b=  (а); 2x a= (b); кр. 1 – 2

1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= ⋅ = = = ; кр. 2 – 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = ⋅ = = ;

кр. 3 – 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = = ⋅ = ; кр. 4 – 2

1 2 3 4 4 10Q Q Q Q −= = = = ⋅
Fig. 3. Membrane deflection profiles under a dome-shaped load in sections:

(а) 2y b= ; (b) 2x a= ; (1) 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= ⋅ = = = ; (2) 2

1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = ⋅ = = ;

(3) 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = = ⋅ = , and (4) 2

1 2 3 4 4 10Q Q Q Q −= = = = ⋅

Для мембраны под действием симметричной куполообразной нагрузки компо-
ненты напряжений, вычисленные по формулам (31) и данным (32), показаны на
рис. 4, а распределение σ� , рассчитанное по формуле (30), изображено на рис. 5, а.
Из рис. 4 и рис. 5, а видно, что напряжения возрастают в направлении от центра
мембраны к ее границам и достигают своего максимума в серединах сторон мем-
браны. Наибольшие напряжения находятся в серединах обеих длинных сторон
прямоугольной мембраны, а наименьшие (равные нулю) – в ее углах и середине.
Этот результат совпадает с результатом, описанным в [4] для постоянной нагруз-
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ки на мембрану. Если же нагрузка будет несимметричной, то наибольшее напря-
жение будет находиться в середине только одной из двух длинных сторон прямо-
угольника, а в центре мембраны напряжения уже не будут равны нулю (рис. 5, b).
Распределение σ� , изображенное на рис. 5, b, построено по данным (33) для сину-
соидальной нагрузки (26), которая является несимметричной.
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Рис. 4. Компоненты напряжений в прямоугольной мембране
под действием симметричной куполообразной нагрузки: σx (а); σy (b)

Fig. 4. Stress components in the rectangular membrane
under а symmetrical dome-shaped load: (а) σx and (b) σy
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Рис. 5. Распределение σ�  в прямоугольной мембране под действием нагрузки:
(а) симметричной куполообразной; (b) синусоидальной

Fig. 5. Distribution of σ�  in the rectangular membrane under a load:
(a) symmetrical dome-shaped and (b) sinusoidal

Заключение

С помощью быстрых разложений можно получать не только новые прибли-
женные аналитические решения задач, связанных с дифференциальными уравне-
ниями в частных производных [26, 27], с интегро-дифференциальными [28] и
обыкновенными дифференциальными уравнениями [29] для криволинейных об-
ластей [30] и с подвижными границами [31], но и новые точные.
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Подбор численных значений коэффициентов функций, входящих в граничные
условия и нагрузку ( ),F x y , следует вести с учетом равенств (12) – (16). Анализ
представленных точных решений показал, что для переменной по координатам
мембраны нагрузки максимальный прогиб maxw  находится в центре только в слу-
чае симметричности нагрузки относительно плоскостей, проходящих через центр
мембраны. Напряжения достигают своего наибольшего значения в серединах
обеих длинных сторон прямоугольной мембраны только в случае симметричной
переменной нагрузки. Для несимметричной нагрузки наибольшее напряжение на-
ходится в середине одной из двух длинных сторон прямоугольника.
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The problem of rectangular membrane deflection under alternating loads is solved in general
terms by means of the method of fast expansions. The exact solution is represented by the finite
expression borrowed from the theory of fast expansions as a sum of the boundary function and
Fourier sine series with two Fourier coefficients taken into account. The obtained exact solution
includes free parameters. Changing the values of these parameters, one can derive many new
exact solutions.

Obtaining of exact solutions to a problem of the rigidly fixed membrane under two types of
loads (dome-shaped and sinusoidal) is shown as an example. Graphs of the dome-shaped and
sinusoidal loads on the membrane and the curves of the corresponding deflections and stress
components are presented in the paper.

From the analysis of the exact solutions, it is obvious that only when a symmetrical
alternating load is used, the membrane maximum deflection is attained in the center of the
membrane, and the stresses reach the highest values in the middle of both long sides. In the case
of a non-symmetrical load, the maximum stress occurs in the middle of either one of two long
sides of the rectangular membrane, and the maximum deflection is found in the central region.
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