
2021

ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Прикладная теория графов №52

ПРИКЛАДНАЯ ТЕОРИЯ ГРАФОВ

УДК 519.17
О НАИБОЛЬШЕМ ЧИСЛЕ ВЕРШИН

ПРИМИТИВНЫХ ОДНОРОДНЫХ ГРАФОВ ПОРЯДКА 2, 3, 4
С ЭКСПОНЕНТОМ, РАВНЫМ 21

М.Б. Абросимов∗, С. В. Костин∗∗, И. В. Лось∗

∗Саратовский национальный исследовательский государственный университет
имени Н. Г. Чернышевского, г. Саратов, Россия

∗∗МИРЭА — Российский технологический университет, г. Москва, Россия

В 2015 г. вышло исследование, в котором рассмотрен вопрос о максимальном чис-
ле вершин nk для регулярных графов заданного порядка k с диаметром 2. Авторы
получили результаты для однородных графов порядка 2, 3 и 4: n2 = 5, n3 = 10,
n4 = 15. В данной работе исследуется аналогичный вопрос о наибольшем числе
вершин npk примитивного однородного графа порядка k с экспонентом, равным 2.
Все примитивные однородные графы с экспонентом, равным 2, кроме полного,
также имеют диаметр d = 2. Получены аналогичные значения для примитивных
однородных графов с экспонентом 2: np2 = 3, np3 = 4, np4 = 11.

Ключевые слова: примитивный граф, примитивная матрица, экспонент, од-
нородный граф.

DOI 10.17223/20710410/52/6

THE MAXIMUM NUMBER OF VERTICES OF PRIMITIVE REGULAR
GRAPHS OF ORDERS 2, 3, 4 WITH EXPONENT 2

M.B. Abrosimov∗, S. V. Kostin∗∗, I. V. Los∗

∗Saratov State University, Saratov, Russia
∗∗MIREA — Russian Technological University, Moscow, Russia

E-mail: mic@rambler.ru, kostinsv77@mail.ru, los.ilia.ru@gmail.com

In 2015, the results were obtained for the maximum number of vertices nk in regular
graphs of a given order k with a diameter 2: n2 = 5, n3 = 10, n4 = 15. In this
paper, we investigate a similar question about the largest number of vertices npk in a
primitive regular graph of order k with exponent 2. All primitive regular graphs with
exponent 2, except for the complete one, also have diameter d = 2. The following
values were obtained for primitive regular graphs with exponent 2: np2 = 3, np3 = 4,
np4 = 11.

Keywords: primitive graph, primitive matrix, exponent, regular graph.

1Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России в рамках выполнения госзадания (проект
№ FSRR-2020-0006).



98 М. Б. Абросимов, С. В. Костин, И. В. Лось

Введение
Понятие примитивности изначально было сформулировано для квадратных мат-

риц в работе [1]. Если рассматривать квадратную матрицу как матрицу смежности
графа, то понятие примитивности естественным образом переносится на графы. На-
помним необходимые определения. Неотрицательная квадратная матрица A называ-
ется примитивной, если существует натуральное t, такое, что At положительна. Ми-
нимальное такое значение t называется экспонентом матрицы A [1].

Вершина v достижима из вершины u за t > 1 шагов, если существует последова-
тельность рёбер (маршрут) {u,w1}, {w1, w2}, . . . , {wt−1, v}. Если A—матрица смежно-
сти графа G = (V, α), то достижимость вершины v из вершины u за t шагов означает,
что на пересечении строки и столбца, соответствующих вершинам u и v соответствен-
но, в матрице At стоит 1.

Граф G называется примитивным, если существует натуральное t, такое, что меж-
ду любой парой вершин графа G существует маршрут длины t (иначе говоря, в матри-
це At все элементы равны 1). Минимальное такое значение t называется экспонентом
графа G и обозначается exp(G). Примитивные графы представляют большой интерес
как с теоретической, так и с практической точек зрения [2–5]. Ряд работ посвящён
исследованию экспонентов однородных примитивных матриц [6–8]; рассматриваемые
в этих работах матрицы соответствуют орграфам. В данной работе мы будем рассмат-
ривать экспоненты неориентированных однородных графов. Напомним, что однород-
ным (или регулярным) графом порядка k называется простой неориентированный
граф, все вершины которого имеют степень k. Множество n-вершинных однородных
графов порядка k будем обозначать Rn,k.

В [8] исследуется вопрос о минимальном числе дуг (рёбер) у орграфов (графов)
с экспонентом, равным 2. В частности, для неориентированных графов с экспонен-
том 2 минимальное число рёбер есть (3n − 3)/2 для нечётного n и (3n− 2)/2 для
чётного n. В [6] доказано, что однородные ориентированные графы порядка k (степе-
ни исхода и захода каждой вершины равны k) с экспонентом, равным 2, существуют
при следующих значениях n:

k + 1 6 n 6 2k − 1.

Если рассматривать каждое ребро неориентированного графа как пару встречных
дуг, то однородный неориентированный граф порядка k можно считать однородным
ориентированным графом порядка 2k. Тогда оценка для неориентированных графов
принимает вид

k + 1 6 n 6 4k − 1.

Нижняя оценка достигается для полных графов Kn. Через npk обозначим максималь-
ное число вершин в примитивном однородном графе порядка k с экспонентом 2. В [9]
рассматриваются однородные графы с диаметром 2. Напомним, что диаметром d(G)
связного графа G называется максимальное из расстояний между всеми парами вер-
шин G. Через nk авторы [9] обозначили максимальное число вершин в однородном
графе порядка k и доказали, что 5(k − 1) 6 nk 6 k2 + 1, а также нашли точное зна-
чение nk для k = 2, 3, 4: n2 = 5, n3 = 10, n4 = 15. Очевидно, что npk 6 nk. С учётом
оценки из [6] получаем, что

k + 1 6 npk 6 4k − 1.

Таким образом, np2 6 7, np3 6 11, np4 6 15. Так как npk 6 nk, то получаем лучшие
оценки: np2 6 5, np3 6 10. Цель данной работы— получить точные значения.
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1. Основные результаты
Очевидно, что любой примитивный граф является связным. Графы с числом вер-

шин n < 3 не являются примитивными, поэтому далее рассматриваем графы с числом
вершин n > 3. Цикл длины 3 будем называть треугольником. Через g(G) обозначим
обхват графа G, то есть наименьшую из длин циклов графа G. Так как в неориенти-
рованных графах нет петель, то примитивных графов с экспонентом, равным 1, не су-
ществует, то есть exp(G) > 1. Нас будут интересовать однородные графы с exp(G) = 2.
Очевидно, что диаметр таких графов d(G) 6 2, однако это условие не является доста-
точным.

Теорема 1. Граф G с числом вершин n > 3 является примитивным с exp(G) = 2
тогда и только тогда, когда d(G) 6 2 и каждое ребро графа G входит в треугольник.

Доказательство. Необходимость. Пусть G—примитивный граф с числом вер-
шин n > 3 и exp(G) = 2. Рассмотрим две произвольные различные вершины u, v.
Между ними есть путь длины 2, следовательно, эксцентриситет этих вершин не пре-
восходит 2. В силу произвольности выбора вершин получаем, что d(G) 6 2. Заметим,
что d(G) = 1 только для полного графа. Полный n-вершинный граф Kn является
однородным порядка n− 1 и примитивным с экспонентом exp(Kn) = 2.

Рассмотрим две произвольные смежные вершины u, v. Между ними должен быть
путь длины 2, который не может содержать ребро (u, v). Следовательно, есть отличная
от u и v вершина w, смежная с u и v. Таким образом, ребро (u, v) входит в треугольник,
образованный вершинами u, v и w.

Достаточность. Пусть d(G) 6 2 и каждое ребро графа G входит в треугольник.
Тогда граф G связный и, очевидно, в нём есть маршрут длины 2 из любой вершины
в саму себя. Покажем, что такой маршрут есть и между любыми двумя различными
вершинами u и v. Так как d(G) 6 2, то d(u, v) 6 2. Если вершины u и v несмежны, то
между ними нет маршрута длины 1, следовательно, есть маршрут длины 2.

Если вершины u и v смежны, то по условию ребро (u, v) входит в треугольник,
следовательно, есть отличная от u и v вершина w, смежная с u и v, получаем маршрут
длины 2: uwv.

Следствие 1. Пусть G—примитивный граф с exp(G) = 2. Тогда его обхват
g(G) = 3.

В данной работе исследуем следующий вопрос: какое максимальное число вер-
шин npk может быть у примитивного однородного графа порядка k с экспонентом
exp(G) = 2?

Легко заметить, что любой полный граф Kn при n > 2 является примитивным и
exp(Kn) = 2. Так как каждое ребро примитивного графа G с exp(G) = 2 входит в тре-
угольник, степень всех вершин графа G не ниже 2. Оказывается, оценку минималь-
ной степени вершин графов с экспонентом, равным 2, можно повысить. В [8] получен
следующий результат: для неориентированных графов с экспонентом 2 минимальное
число рёбер есть (3n− 3)/2 для нечётного n и (3n− 2)/2 для чётного n. Очевидно, что
полный граф K3 является регулярным порядка 2 и примитивным с экспонентом 2.
С учётом этого получаем

Теорема 2. np2 = 3.
Следствие 2. Среди регулярных графов Rn,2 только граф K3 имеет экспонент,

равный 2.
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С другой стороны, кубические графы (то есть регулярные графы порядка 3) содер-
жат 3n/2 рёбер и удовлетворяют условию из работы [8]. Однако получен следующий
результат:

Теорема 3. np3 = 4.
Доказательство. Очевидно, что полный граф K4 является регулярным поряд-

ка 3 и примитивным с экспонентом 2.
Пусть G—примитивный кубический n-вершинный граф с exp(G) = 2 и n > 4.

По следствию 2 обхват графа G равен 3. Рассмотрим произвольный треугольник в G:
{u1, u2, u3}. Так как граф G кубический, то вершина u1, кроме вершин u2 и u3, смежна
ещё с одной вершиной w. Рассмотрим ребро (u1, w). По теореме 1 это ребро должно
входить в треугольник. Так как кроме w вершина u1 смежна только с вершинами u2

и u3, то w должна быть смежна с одной из них. Если вершина w смежна и с u2, и
с u3, то получаем граф K4. Не ограничивая общности, будем считать, что вершина w
смежна с u2, но несмежна с u3. Следовательно, вершина w смежна ещё с некоторой
вершиной v, отличной от u1, u2 и u3. Снова по теореме 1 ребро (w, v) должно входить
в некоторый треугольник. Однако вершина w, кроме v, смежна только с u1 и u2, а
вершина v с ними смежной быть не может, так как вершины u1 и u2 имеют степень 3,
причём смежны между собой и с вершинами w и u3. Получили противоречие.

Следствие 3. Среди регулярных графов Rn,3 только граф K4 имеет экспонент,
равный 2.

Далее перейдём к исследованию биквадратных графов, то есть однородных гра-
фов Rn,4 порядка 4.

2. Биквадратные графы
Cогласно оценке [6], np4 6 15. Следующая теорема даёт оценку, худшую для графов

с большим k, но лучшую для нашего случая, чем оценка из [6].
Лемма 1. Для однородных графов порядка k справедливо

npk 6 k2 − k + 1 при чётном k;

npk 6 k2 − k при нечётном k.

Доказательство. Пусть G—примитивный n-вершинный граф порядка k
с exp(G) = 2. Выберем произвольную вершину v и расположим все остальные верши-
ны по расстоянию от вершины v: на нулевом уровне — вершина v, на первом уровне —
вершины, смежные с v; все остальные вершины— на втором уровне.

Так как все вершины имеют степень k, вершин на первом уровне будет в точно-
сти k. Обозначим их v1, . . . , vk. Рассмотрим произвольную из этих вершин, например v1.
По теореме 1 ребро {v, v1} должно входить в треугольник, то есть должна быть верши-
на w, смежная с v и с v1. Однако все вершины, смежные с v, расположены на первом
уровне, следовательно, w— это одна из вершин v2, . . . , vk. Таким образом, каждая из
вершин v1, . . . , vk смежна по крайней мере с одной вершиной из этого же списка.

Если k чётно, то у произвольной вершины vi первого уровня одно ребро идёт к вер-
шине v, ещё одно ребро — к одной из вершин первого уровня, а остальные k − 2 ребра
могут идти к вершинам второго уровня. Тогда на последнем уровне может быть k(k−2)
вершин. Всего получаем npk 6 1 + k + k(k − 2) = k2 − k + 1.

Если k нечётно, то, как и в первом случае, можем соединить рёбрами k−1 вершину,
а оставшаяся вершина будет смежна с одной из уже использованных. Поэтому на
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втором уровне может быть (k−1)(k−2)+(k−3) = k2−2k−1 вершин. Всего получаем
npk 6 1 + k + k2 − 2k − 1 = k2 − k.

Для малых значений k лемма 1 даёт оценки np2 6 3, np3 6 6, np4 6 13, что лучше
оценок, полученных по неравенству из работы [6]. Для np5 лемма 1 даёт оценку 20, а
из [6] получается оценка 18. Компьютерный эксперимент показал, что np5 = 16 [10].

Теорема 4. np4 = 11.
Доказательство. По лемме 1 np4 6 13. Покажем, что при n = 13 и 12 не

существует примитивного биквадратного графа G с exp(G) = 2. Рассмотрим каждый
случай отдельно и попробуем построить граф с нужными свойствами.

С л у ч а й 1: n = 13. Предположим, что G—примитивный биквадратный граф
с exp(G) = 2. Расположим вершины по уровням, как в доказательстве леммы 1. Для
удобства будем делать укладку, начиная с вершины 1, а смежные с ней вершины
обозначим 2, 3, 4 и 5 (рис. 1).

Рис. 1. Укладка вершин 13-вершинного графа

У нас остаётся свобода в добавлении рёбер между вершинами второго уровня.
Рассмотрим две смежные вершины из первого и второго уровней, например 2 и 6.
По теореме 1 ребро (2, 6) должно входить в треугольник, следовательно, вершины 6
и 7 должны быть смежны. Аналогично, смежными по необходимости будут вершины
8 и 9, 10 и 11, 12 и 13 (рис. 2).

Рис. 2. Укладка вершин 13-вершинного графа (продолжение)

Рассмотрим вершины второго уровня. Так как exp(G) = 2, между несмежными
вершинами должны быть маршруты длины 2. Например, от вершины 6 должны су-
ществовать маршруты длины 2 до вершин 8, 9, 10, 11, 12 и 13, однако это невозможно,
так как осталось только два возможных ребра, инцидентных вершине 6.

С л у ч а й 2: n = 12. Предположим, что G—примитивный биквадратный граф
с exp(G) = 2. Расположим вершины по уровням, как в предыдущем случае. Мы долж-
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ны добавить минимум два ребра между вершинами первого уровня (см. доказатель-
ство леммы 1). Заметим, что если добавить более двух рёбер между вершинами первого
уровня, то не хватит рёбер для соединения четырёх вершин первого уровня с семью
вершинами второго уровня. Поэтому восемь рёбер будут соединять вершины первого
и второго уровней, т. е. одна вершина второго уровня должна быть смежна с двумя
вершинами первого уровня. Не ограничивая общности, оставим свободным одно ребро
у вершины 5 и рассмотрим различные варианты соединения вершины 5 с какой-либо
вершиной 6–11 (рис. 3). Заметим, что вершины множеств {6, 7, 8, 9} и {10, 11} являют-
ся подобными, поэтому достаточно рассмотреть соединение ребром вершины 5 с одной
из вершин каждого множества. Как и в предыдущем случае, по теореме 1 мы должны
добавить рёбра между вершинами 6 и 7, 8 и 9, 10 и 11.

Рис. 3. Укладка вершин 12-вершинного графа

1. Добавим ребро (5, 9). По теореме 1 ребро (5, 9) должно входить в треугольник,
следовательно, необходимо добавить и ребро (9, 12). Вершина 9 теперь имеет степень 4
(рис. 4). Так как exp(G) = 2, между несмежными вершинами должны быть маршруты
длины 2. Например, от вершины 9 должны быть маршруты длины 2 до вершин 6, 7, 10
и 11. У нас остаётся возможность добавить только два ребра от вершины 8 и два ребра
от вершины 12. С учётом теоремы 1, это можно сделать только двумя способами.

1.1. Добавляем рёбра от вершины 8 к вершинам 6 и 7, а от вершины 12— к верши-
нам 10 и 11. Но тогда от вершины 5 не будет маршрута длины 2 до вершин 6 и 7.

1.2. Добавляем рёбра от вершины 8 к вершинам 10 и 11, а от вершины 12— к вер-
шинам 6 и 7. После этого остаётся возможность соединить двумя рёбрами вершины 6
и 7 с вершинами 10 и 11, но это сделать невозможно без нарушения теоремы 1.

Рис. 4. Укладка 12-вершинного графа, соединяем вершины 5 и 9

2. Добавим ребро (5, 11). По теореме 1 оно должно входить в треугольник, следо-
вательно, необходимо добавить и ребро (11, 12). Вершина 11 теперь имеет степень 4
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(рис. 5). Так как exp(G) = 2, между несмежными вершинами должны быть маршруты
длины 2. Например, от вершины 5 должны быть маршруты длины 2 до вершин 6, 7,
8 и 9, но у нас остаётся возможность добавить только два ребра от вершины 12, что
недостаточно.

Рис. 5. Укладка 12-вершинного графа, соединяем вершины 5 и 11

Таким образом, доказано, что np4 < 12. На рис. 6 приведён 11-вершинный 4-регу-
лярный граф с экспонентом 2: а —изображение в стиле доказательства теоремы; б —
по работе [11].

а б

Рис. 6. 11-Вершинный регулярный граф порядка 4 с exp(G) = 2.

Теорема 4 доказана.

Был проведён вычислительный эксперимент, в рамках которого найдены все би-
квадратные графы с экспонентом 2 [10]. Всего таких графов 10: полный граф K5,
один 6-вершинный граф O2 + O2 + O2, два 7-вершинных, два 8-вершинных, три
9-вершинных и один 11-вершинный граф, представленный на рис. 6.
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