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О ГОМЕОМОРФИЗМАХ ПРОСТРАНСТВ I×[1,α]
С ТОПОЛОГИЕЙ ЗОРГЕНФРЕЯ1,2

Проводится топологическая классификация пространств [1, ]I × α , где α  –
произвольный ординал, а полуинтервал ( ]0,1I =  наделен топологией Зор-

генфрея. Доказывается, что пространство [ ]1,I × α  гомеоморфно [ ]1,I × β

тогда и только тогда, когда α ≤ β < α ⋅ ω .
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меоморфизмы, отрезок ординалов.

В статье используются следующие обозначения: полуинтервал ( ]0,1I =  рас-
сматривается в топологии  Зоргенфрея, т.е. базу окрестностей точки x образуют
множества вида ( ], ,  0x x− ε ε > . Для произвольного ординала α интервал
[1, ]α наделяется порядковой топологией. Хорошо известно, что отрезок ордина-
лов [1, ]α  является компактом.

Теорема 1. Пусть γ – произвольный ординал и n ∈` . Тогда пространства
[1, ]I γ× ω  и [1, ]I nγ× ω ⋅  являются гомеоморфными.

Доказательство. Представим пространство [1, ]I γ× ω  следующим образом:
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( ) ( ) ( )[1, ] [1, ] [1, ] .I I Iγ γ γ× ω × ω × ω∼ � �…�

Нетрудно видеть, что пространство ( ) ( ) ( )[1, ] [1, ] [1, ]I I Iγ γ γ× ω × ω × ω� �…�

гомеоморфно пространству [1, ]I nγ× ω ⋅ . Теорема доказана. ■
Лемма 2. Любое открыто-замкнутое подмножество V  в отрезке можно пред-

ставить как
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где ( ],i i iI a b= .

Доказательство. Для каждой точки x V∈ обозначим через
( ]{ }inf :  ,xx x x x V− ε = − ε − ε ⊂  и ( ]{ }sup : ,x xx x x x V+ δ = + δ − ε + δ ⊂ .

                                                          
1 Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации,
соглашение 14.B37.21.0354 «Сохранение алгебраических и топологических инвариантов и свойств
отображениями».
2 Работа выполнена частично в рамках темы 2.3684.2011 Томского государственного университета.
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Нетрудно видеть, что точка xx V− ε ∉ , поскольку интервал ( ],x xx x− ε + δ  –
наибольший, входящий в V , а точка xx V+ δ ∈  в силу его замкнутости. Положим

( ],x x xV x x= − ε + δ . Ясно, что xV V⊂ . Заметим, что если x x′≠ , то x xV V ′=  либо

x xV V ′ = ∅∩ . Действительно, если x xV V ′ ≠ ∅∩  и x xV V ′≠ , то x xV V ′∪  содержит
точки x  и x′  одновременно, а это противоречит тому, что интервалы

xV наибольший, входящий в V .
Очевидно, что x

x I
V V

∈

= ∪ . Семейство { }x x IV ∈  содержит только счетное число

непересекающихся интервалов, так как отрезок I  является сепарабельным про-
странством. ■

Теорема 3. Пространства I  и [1, ]I × ω  не являются гомеоморфными.
Доказательство. Предположим, что существует гомеоморфизм

на
: [1, ]I Iϕ × ω → .

Так как { }I n×  – открыто-замкнутое множество, то  { }( )I nϕ ×  – открыто-
замкнутое подмножество в отрезке I . Согласно лемме 2,
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Для обратного отображения 1−ϕ  и открыто-замкнутого подмножества
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Ясно, что множество { } { }, ,, , 1 , , 1
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но, существует точка 0x I∈ , такая, что { } { }0 , ,, , 1 , , 1
n n
i j i ji j n i j n
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что для любого n ∈`  существуют номера ni  и nj  такие, что
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ϕ = ϕ ω . Не нарушая общности

(если нужно, переходя к подпоследовательности),  можно считать, что
( ) ( ) ( )0 0 0, , 1 ,x n x n xϕ < ϕ + < ϕ ω (3)

для любого n ∈` . В силу (1) и (2), получаем
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Поскольку для любого n ∈`  
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Отсюда следует, что для любой последовательности точек 
n

n
n iy I∈  выполняется

условие ( )0lim ,nn
y x

→∞
= ϕ ω .

Так как точка ( ) ( )0 , ,, ,
n n n n

n n
i j i jx n c d∈ , то существует число nε , такое, что
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следовательно, ( )0 0lim , ( , )nn
x n x

→∞
ϕ + ε = ϕ ω . С другой стороны, очевидно, что

( )0 0lim , ( , )nn
x n x

→∞
+ ε ≠ ω . Таким образом, получаем противоречие с непрерывно-

стью отображения 1−ϕ . ■
В работе Бурке и Мур [1] доказано, что любое замкнутое подмножество пря-

мой Зоргенфрея, не имеющее изолированных точек, гомеоморфно ей самой. От-
сюда и из теоремы 3 получаем

Следствие 4. Пространство [1, ]I × ω  не гомеоморфно никакому замкнутому
подпространству пространства I .

Теорема 5. Пусть α – произвольный ординал. Тогда пространство [1, ]I α× ω ⋅ω

не гомеоморфно никакому замкнутому подпространству пространства [1, ]I α× ω .
Доказательство. Доказательство проведем методом трансфинитной индук-

ции.
База индукции. Пусть 0α = . Согласно следствию 4, пространство [ ]1,I × ω  не

гомеоморфно никакому замкнутому подпространству пространства I .
Предположим, что для всех β < γ пространство 1,I β⎡ ⎤× ω ⋅ω⎣ ⎦  не гомеоморфно

никакому замкнутому подпространству пространства 1,I β⎡ ⎤× ω⎣ ⎦ .

Докажем, что предположение индукции выполнено для ординала γ. Предпо-
ложим, что существует гомеоморфизм : 1, 1,I Iγ γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ × ω ⋅ω → × ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦  такой, что

( )1,I Fγ⎡ ⎤ϕ × ω ⋅ω =⎣ ⎦ , где F  – замкнутое подпространство в пространстве

1,I γ⎡ ⎤× ω⎣ ⎦ . Пусть точка ( ) { },x Iγ γω ∈ × ω  переходит в точку ( ) { },y Iδ ∈ × δ , где
γδ < ω . Так как отображение ϕ  является непрерывным, то для любого 0ε >  и

ρ < δ  существует открыто-замкнутая окрестность

( ] (1, , 1,x x Iγ γ⎤ ⎡ ⎤− ε × ξ ω ⊂ × ω ⋅ω⎦ ⎣ ⎦

такая, что  ( ] (( ) ( ] ( ]1, , , ,x x y yγ ⎤ϕ − ε × ξ ω ⊂ − δ × ρ δ⎦

как замкнутое подпространство в [1, ]I γ× ω  (поскольку ϕ  – гомеоморфизм на

замкнутое подпространство). Так как отрезки ординалов ( , 1,γ γ⎤ ⎡ ⎤ξ ω ω⎦ ⎣ ⎦∼  гомео-

морфны, то
( ] (1, , 1, .x x Iγ γ⎤ ⎡ ⎤− ε × ξ ω × ω⎦ ⎣ ⎦∼
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Представим ординал δ  в следующем виде [2]:

1
1 .n

mn nββδ = ω ⋅ + + ω ⋅…

Тогда [ ] 1
11, 1, nβ⎡ ⎤δ ω ⋅⎣ ⎦∼ . Применяя теорему 1, получаем

( ] (( ) [ ] 1 1
1 1, , 1, 1, 1, .x x I I n Iβ βγ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎤ϕ − ε × ξ ω ⊂ × δ × ω ⋅ × ω⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∼ ∼

Следовательно, ( ] (( )1, ,x x γ ⎤ϕ − ε × ξ ω ⎦  гомеоморфно вкладывается как замкнутое

подпространство в 11,I β⎡ ⎤× ω⎣ ⎦ . Так как ( ] (1, , 1,x x Iγ γ⎤ ⎡ ⎤− ε × ξ ω × ω⎦ ⎣ ⎦∼ , то про-

странство 1,I γ⎡ ⎤× ω⎣ ⎦ гомеоморфно вкладывается в 11,I β⎡ ⎤× ω⎣ ⎦ , что невозможно,

поскольку 1βγω ≥ ω ⋅ω .
Таким образом, { }( ) { }I Iγ γϕ × ω ⊂ × ω . Аналогично можно доказать, что

{ }( ) { }I n Iγ γϕ × ω ⋅ ⊂ × ω для всех n ∈` . Следовательно,
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и { }I Iγ× ω ∼ , получаем противоречие с теоремой 3. Теорема доказана. ■

Следствие 6. Пусть α  – произвольный ординал. Тогда пространства
[1, ]I α× ω ⋅ω  и [1, ]I α× ω  не являются гомеоморфными.
Теорема 7. Пусть α  и β  произвольные ординалы и α ≤ β . Пространства
[ ] [ ]1, 1,I I× α × β∼  тогда и только тогда, когда α ≤ β < α ⋅ω .
Доказательство. Пусть [ ] [ ]: 1, 1,I Iϕ × α → × β  – гомеоморфизм. Представим

ординалы α  и β  в виде

1
1

n
mn nγγα = ω ⋅ + + ω ⋅…  и 1

1
n

mn nδδβ = ω ⋅ + + ω ⋅… .

Из неравенства α ≤ β следует, что 1 1γ ≤ δ . Так как [ ] 1
11, [1, ]nγα ω ⋅∼  и

[ ] 1
11, [1, ]mδβ ω ⋅∼ , получаем 1 1

1 1[1, ] [1, ]I n I mγ δ× ω ⋅ × ω ⋅∼ . Используя теорему 1,

имеем 1 1[1, ] [1, ]I Iγ δ× ω × ω∼ .

В силу теоремы 5 неравенство 1 1kδ γω ⋅ ≥ ω ⋅ω  невозможно для любого k ∈` .
Следовательно, 1 1 1kδ δ γω ≤ ω ⋅ < ω ⋅ω  для любого k ∈` .

Таким образом,

( )1 1 1 1
1 1 1 .n nδ δ δ γα ≤ β < ω ⋅ + ω = ω ⋅ + < ω ⋅ω = α ⋅ω
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Последнее равенство верно, так как

( ) ( )1 1 1 2
1 1 2

n
mn n n nγγ γ γ γω ⋅ω = ω ⋅ ⋅ω ≤ α ⋅ω = ω ⋅ + ω ⋅ + + ω ⋅ ⋅ω…

( ) ( )1 1 1 1
1 1 1n nγ γ γ γ≤ ω ⋅ + ω ⋅ω = ω + ⋅ω = ω ⋅ω

и, следовательно,
1 .γω ⋅ω = α ⋅ω (1)

Пусть теперь .α ≤ β < α ⋅ω  Используя равенство (1), получаем

1 1 1 1 1
1 1 .n n

m mn n n nγ δγ δ γ γ +α = ω ⋅ + + ω ⋅ ≤ β = ω ⋅ + + ω ⋅ < α ⋅ω = ω ⋅ω = ω… …

Из последного неравенства видим, что 1 1 1 1γ ≤ δ < γ +  и, следовательно, 1 1δ = γ .

Так как 1[1, ] [1, ]I Iγ× ω × α∼  и 1[1, ] [1, ]I Iδ× ω × β∼ , то [ ] [ ]1, 1,I I× α × β∼ . ■
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Trofimenko N.N., Khmyleva T.E. ON HOMEOMORPHISMS OF SPACES [1, ]I × α  WITH THE
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