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DOI: 10.17223/19988605/56/1 

 

С.А. Братчиков, Е.А. Абрамова, Ю.В. Федосов 

 

РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ КИНЕМАТИКИ МАНИПУЛЯТОРА 

 
Представлен и апробирован алгоритм аналитического решения обратной задачи кинематики для типовой  

антропоморфной структуры манипулятора, которая часто применяется на производствах. Приведены соот-

ношения, которые позволяют преобразовать параметры задания в форме декартовых координат в обобщен-

ные координаты манипулятора, они же – углы поворота звеньев манипулятора относительно друг друга. Эти 

соотношения легко могут быть реализованы в программе, вырабатывающей сигнал задания для двигателей 

манипулятора. 

Ключевые слова: манипулятор; планирование траектории; аналитическое решение; обратная задача кинема-

тики; обобщенные координаты.  

 

Управление любым робототехническим комплексом [1] требует четкого детерминирования 

траектории всех движущихся частей этого комплекса, так называемого задания траектории. Это обу-

словлено необходимостью контролировать положение каждого из звеньев механизма для выполнения 

поставленной задачи [2]. Чаще всего перед робототехнической системой в производственных услови-

ях задача ставится в терминах пространственно-временного состояния в декартовых координатах:  

в заданный момент времени t привести конечную точку робота в точку с координатами x, y, z. Такое 

задание понятно человеку, который формирует задание для машины, однако кинематическая схема 

робота не позволяет без обработки и преобразования входного сигнала обеспечить выполнение этого 

задания и желаемое положение конечной точки. Должно быть осуществлено преобразование к обоб-

щенным координатам манипулятора из входных данных, задаваемых в декартовой системе коорди-

нат. Процесс такого преобразования называется решением обратной задачи кинематики (ОЗК). 

Существует несколько методов решения ОЗК: использование бикватернионов [3–5], матриц 

переходов, использование метода Ньютона для решения систем уравнений, нейронных сетей [6]. Од-

нако большинство этих методов и их вариаций связано с решением систем трансцендентных уравне-

ний либо с решением нелинейных дифференциальных уравнений [7], что существенно ограничивает 

их применение в системах реального времени при управлении манипуляторами, поскольку формиро-

вание таким образом задания для обобщенных координат требует значительных вычислительных  

ресурсов, а также обладает погрешностью, как и любой численный метод. В то же время к достоин-

ствам подобных методов можно отнести универсальность по отношению к разным кинематическим 

схемам манипулятора. В задачах же прикладного характера, в условиях задания траектории манипу-

лятора в реальном времени, правильнее использовать аналитический метод решения ОЗК [8] с целью 

получить значение каждой обобщенной координаты робота в виде функции от только входных пара-

метров, заданных в декартовой системе координат. Такой подход жестко привязан к кинематической 

схеме робота, обладает универсальностью только в масштабах схожей кинематической структуры, 

однако позволяет вывести точное аналитическое соотношение между обобщенными координатами  

и входными параметрами. Таким образом, отпадает необходимость в трудоемких решениях транс-
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цендентных уравнений, а сложность вычислений ограничивается условными операторами, вычисле-

нием тригонометрических функций и выполнением арифметических операций, с чем современные 

встраиваемые вычислительные комплексы могут справляться довольно быстро. Поэтому нахождение 

аналитического решения для ОЗК является актуальной задачей. 

 

1. Описание рассматриваемой кинематической схемы 

 

Рассматриваться решение ОЗК будет на примере распространенной на современных производ-

ствах типовой антропоморфной кинематической схемы промышленного робота [9, 10] (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Манипулятор и его обобщенные координаты 

Fig. 1. Manipulator and its generalized coordinates 

 

На рис. 1 обозначены наименования каждого из звеньев и показаны углы (обобщенные коорди-

наты), соотношения для которых необходимо определить. Стоит отметить, что каждый из этих углов 

в действительности соответствует углу поворота следующего звена относительно предыдущего. 

Упрощенно кинематическая схема манипулятора может быть изображена в профиль в произ-

вольной вертикальной плоскости так, как это показано на рис. 2, где в том числе дополнительно обо-

значены оси и опорные точки, на которые удобно ориентироваться при расчетах. 

За начальные положения при расчетах (и, следовательно, нулевые углы поворота звеньев отно-

сительно друг друга) удобно принимать конфигурацию, при которой плечо расположено строго вер-

тикально, длинная часть предплечья – строго горизонтальна и сонаправлена с осью y, схват – строго 

горизонтален, ось О4 занимает положение, при котором схват поворачивается в вертикальной плос-

кости, а инструмент, если бы был прикреплен к схвату, занимал бы строго вертикальное положение. 

Дальнейшие рассуждения и расчеты строятся исходя из этих начальных условий кинематической 

схемы. 
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Рис. 2. Упрощенная кинематическая структура манипулятора в вертикальной плоскости 

Fig. 2. Simplified kinematic structure of manipulator in the vertical plane 

 

Стоит отметить, что кинематическая схема на рис. 2 несколько отличается от представленной  

на рис. 1 тем, что у изображенной на рис. 2 схемы чуть более сложная Г-образная форма предплечья, 

а также существует горизонтальное расстояние между осями вращения робота относительно основа-

ния и плеча относительно основания. Эти геометрические особенности, обусловленные конструктив-

ными необходимостями и часто фигурирующие в серийных образцах, необходимо учитывать и брать 

соответствующие поправки в расчетах, что отражено в методе решения поставленной задачи. 

 

2. Аналитическое решение ОЗК для рассматриваемой структуры 

 

Решение ОЗК удобно начать с поиска углов φ1, φ2 и φ3. Для этого необходимо определить коор-

динаты конечной точки предплечья манипулятора, обозначенной на рис. 2 как D. Это возможно сде-

лать, зная координаты конечной точки схвата (xE, yE, zE), требуемые углы азимута и возвышения схва-

та (ε, ϕ) (рис. 3), а также длину схвата l3 (отрезок DE на рис. 2). Координаты точки D находятся  

в соответствии с соотношениями  

 

   
   
 

3

3

3

cos sin ,

cos cos ,

sin .

D E

D E

D E

x x l

y y l

z z l

    


   
   

 (1) 

 

 
 

Рис. 3. Вектор желаемого положения и углы, определяющие это положение 

Fig. 3. Desired position vector and the angles forming this position 
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Зная координаты этой точки, нахождение углов φ1, φ2, φ3 сводится к решению задачи располо-

жения в вертикальной плоскости треугольника со сторонами l1 и l2 и с вершинами, находящимися  

в начале координат и точке D. Однако остается вопрос влияния формы предплечья на соотношения. 

Он решается введением корректирующего угла αcor, который равен углу CDB на рис. 2. Угол CDB 

находится как  arctg /BC CD . Тогда за длину l1 принимается отрезок AB, за длину l2 – отрезок BD. 

Также следует отметить, что возможна ситуация, когда между осями О1 и О2 существует горизон-

тальное расстояние (отрезок МА на рис. 2). Решение этой задачи со всеми описанными допущениями 

записывается через соотношения  

 

 

 

   

2 2 2 2 2
1 2

1 2

1
2 2

2
2

2
2 2 2 2 2 2

3

arccos ,
2

arccos ,

sin
arcsin arcsin ,

2

.
2

D D D

D

D D

D

D D D D D D

cor

l l x y MA z

ABD
l l

y

x y

l ABD z

x y MA z x y MA z

ABD

   
        

    
  

   


 
  
   


   

            
            




     


 (2) 

После определения улов φ1, φ2, φ3 необходимо найти углы φ4, φ5, которые зададут положение 

схвата относительно абсолютной системы координат. Однако определенные ранее углы φ1, φ2, φ3 

внесли свой вклад в поворот системы координат схвата относительно абсолютной системы коорди-

нат, что должно быть включено в расчет. Это влияние отражено на рис. 3. 

Предположим, что система координат (x, y, z) абсолютная (связана с основанием), и именно от-

носительно нее задается желаемое положение вектора направления схвата . Углы, которые задают 

желаемое направление схвата в абсолютной системе кординат: ϕ – азимут и ε – возвышение. Угол 

азимута соответствует повороту системы координат относительно оси z, а угол возвышения соответ-

ствует повороту системы координат относительно оси x. Система координат (x', y', z') – это система, 

которая соосна координатой y' с осью предплечья и является базовой для схвата. То есть положение  

в пространстве системы (x', y', z') определяет начальное положение схвата, относительно которого 

будут рассчитываться дальнейшие требуемые углы поворота осей. Это также означает, что положе-

ние предплечья в пространстве определяет положение системы координат (x', y', z'). Стоит отметить, 

что при выборе таких объектов исследования точка O (начало координат обеих систем) совпадает  

с точкой E, изображенной на рис. 2, и является центром крепления схвата к предплечью робота. 

Из кинематической схемы (см. рис. 1) можно заметить, что показанные на рис. 3 углы α и β свя-

заны с углами φ1, φ2, φ3 соотношениями 

 1

2 3

,

.

  
    

 (3) 

Поскольку ось y' в начальном положении сонаправлена с отрезком CD предплечья, то требуе-

мое положение схвата необходимо достичь следующим образом: сопоставить ось y' схвата с направ-

лением желаемого единичного вектора R . Исходя из кинематической схемы манипулятора, этого 

можно добиться поворотами относительно осей O4 и O5. Поворот относительно оси O4 соответствует 

углу вращения φ4 и в условиях, показанных на рис. 3, будет соответствовать повороту системы  

(x', y', z') относительно оси y', а поворот относительно оси O5 соответствует углу вращения φ5  

и в условиях, показанных на рис. 3, будет соответствовать повороту системы (x', y', z') относительно 

оси x'. 
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Можно заметить, что угол φ4 в представленной на рис. 3 конфигурации на самом деле пред-

ставляет из себя угол между плоскостью, проходящей через векторы y' и z, и плоскостью, проходя-

щей через векторы y' и R . В то же время угол φ5 представляет из себя угол между векторами y' и R   

в плоскости, проходящей через эти самые векторы. 

Остается дать определение углу φ6, представленному на рис. 1. Для этого нужно определить его 

физический смысл и то, как составитель траектории манипулятора может его задавать в понятном 

для человека формате. Физически этот угол удобно понимать как угол между вертикальной плоско-

стью и продольной плоскостью инструмента, который находится в схвате. Необходимо понимать, что 

на задание этого угла оказывает влияние поворот схвата на углы φ4 и φ5. Угол ζ, на который вносится 

поправка при задании углов φ4 и φ5, представляет из себя угол между плоскостью, проходящий через 

векторы z и R , и плоскостью, проходящей через векторы y' и R . Углы φ4, φ5, ζ наглядно представле-

ны на рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4. Плоскости в системе координат и углы, соответствующие обобщенным координатам 

Fig. 4. Planes in coordinate system and angles corresponding to generalized coordinates 

 

Угол между плоскостями m и n может быть определен в соответствии с уравнением  

 
2 2 2 2 2 2

arccos
m n m n m n

m m m n n n

A A B B C C

A B C A B C

  
  
     

, (4) 

где Ai, Bi, Ci, (i ∈ m, n) – коэффициенты i-го уравнения плоскости, заданного в виде: 

Aix + Biy + Ciz + Di = 0. 

Известно, что любая плоскость, проходящая через три точки, не лежащие на одной прямой, 

может быть этими тремя точками детерминирована. А значит, и уравнение плоскости может быть 

получено из координат трех точек, которые ей принадлежат. В контексте данного рассуждения урав-

нение интересующей плоскости может быть получено как определитель матрицы  

 
0 0 0

1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

i i i

i i i i i i

i i i i i i

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

  

  

, (5) 

где x, y, z – координаты декартова пространства; x0i, y0i, z0i – декартовы координаты первой точки, 

принадлежащей рассматриваемой плоскости i; x1i, y1i, z1i – декартовы координаты второй точки, при-

надлежащей рассматриваемой плоскости i; x2i, y2i, z2i – декартовы координаты третьей точки, принад-

лежащей рассматриваемой плоскости i. 

Коэффициенты Ai, Bi, Ci для конкретной плоскости находятся как соответствующие коэффици-

енты при множителях x, y, z определителя (5). Однако следует заметить, что все плоскости, представ-
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ляющие интерес в настоящем вычислении, проходят через начало координат (0, 0, 0), что дает воз-

можность упростить определитель (5) до вида  

 1 1 1

2 2 2

i i i

i i i

x y z

x y z

x y z

, (6) 

Тогда коэффициенты уравнения плоскости записываются в виде: 

  
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

,

,

.

i i i i i

i i i i i

i i i i i

A y z z y

B x z z x

C x y y x

 


  
  

 (7) 

Пусть плоскость, проходящая через единичные векторы z и y' (см. рис. 4), обозначается нижним 

индексом m, плоскость, проходящая через единичные векторы y' и R , обозначается нижним индек-

сом n, а плоскость, проходящая через единичные векторы z и R , обозначается нижним индексом o. 

Тогда за точки, которые принадлежат этим плоскостям удобно выбрать концы указанных единичных 

векторов, а координаты этих точек записать в виде: 

 

     
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, , , , 0,0,1 ,

, , , , cos sin ,cos cos ,sin ,

, , , , cos sin ,cos cos ,sin .

m m m o o o

m m m n n n

n n n o o o

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

 

      

      

 (8) 

Тогда соответствующие коэффициенты уравнения плоскостей будут иметь вид: 
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C
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

  
 

        


        
          

    


  
 

 (9) 

Для того чтобы получить угол φ4, необходимо подставить коэффициенты (9) в уравнение (4).  

В терминах нижних индексов плоскостей, которые были введены ранее, угол φ4 соответствует углу 

между плоскостями m и n. 

Угол φ6 может быть определен как разность между следующими углами: углом поворота θ про-

дольной плоскости инструмента относительно вертикальной плоскости и углом поправки ζ между 

плоскостями n и o, который определяется в соответствии с выражением (4) на основании коэффици-

ентов (9) и требуемого угла. Требуемый угол θ задается оператором и является входным параметром 

для алгоритма решения ОЗК. 

 6   . (10) 

Угол φ5, судя из кинематики манипулятора, соответствует углу между векторами y' и R , кото-

рый удобно определять в системе (x', y', z'). В таком случае координаты вектора y' = (0, 1, 0), а вектора 

R  = (cos(ε + β)sin(ϕ + α), cos(ε + β)cos(ϕ + α), sin(ε + β)). Тогда удобно найти угол между векторами, 

пользуясь определением скалярного произведения векторов. Поскольку вектор y' имеет только коор-

динату y, слагаемые, относящиеся к координатам x и z, в скалярном произведении обращаются  

в ноль, а угол между векторами определяется как 

     5 arccos cos cos    . (11) 
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Таким образом, используя шесть входных параметров (xE, yE, zE, ε, ϕ, θ), а также габаритные па-

раметры робота, возможно определить аналитические выражения для обобщенных координат – углов 

поворота звеньев манипулятора относительно друг друга (φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6) – применяя выражения 

(2), (4), (10), (11). Однако такой метод требует знания кинематической структуры манипулятора и его 

габаритов. 
 

Заключение 
 

Полученные соотношения позволяют соотнести входные координаты в декартовом простран-

стве и обобщенные координаты манипулятора, тем самым однозначно обеспечивая перевод робота  

в желаемое положение, задаваемое в понятном человеку виде. Плюсом описанного подхода является 

отсутствие численных методов при решении дифференциальных и трансцендентных уравнений, что 

положительно отражается на скорости вычислений. 

Описанный подход к нахождению аналитического соотношения между входными и обобщен-

ными координатами может быть применен и к отличным от рассмотренной структурам манипулято-

ров, если применить принцип определения углов между плоскостями, а также разделить процесс по-

иска обобщенных координат для частей манипулятора подобно тому, как было описано. После этого 

потребуется наложить на полученные значения ограничения по знаку в зависимости от желаемого 

положения, поскольку используемые функции модуля могут определить величину значения, но не 

знак. Однако это предмет дальнейших исследований и дополнения представленного метода. 
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There are a lot of methods for inverse kinematics problem of manipulator solution. But most of them include usage of transcen-

dental equations, numerical methods, non-linear differential equations, and recursive calculations, which are very complicated for 

application in embedded systems. However, in real-time systems the speed and ease of algorithm are valued the most. These qualities 

are inherent for analytical solutions, which unequivocally connect the input coordinates of trajectory and generalized coordinates  

of kinematic scheme of manipulator, A.K.A angles of relative rotation of elements of manipulator. 
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First, it is needed to solve the simple problem of identification of triangle angles, located in vertical plane. The sides of the triangle 

are known, as the dimensions of manipulator are given. After doing so, it is possible to use the principles of interplanar angle identi-

fication to reach the last generalized coordinates. Also, the method of identifying the angle between two vectors is useful in these 

calculations. 

After calculation of the generalized coordinates according to the described method, it is needed to apply constraints on the signs 

of the values of these coordinates depending on the desired position since the expressions include absolute value functions and trigo-

nometric functions, which are not unambiguous. 
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МЕТОД СИНТЕЗА МОДАЛЬНОГО РЕГУЛЯТОРА ПОНИЖЕННОГО ПОРЯДКА 

 
Разработан метод синтеза модального регулятора пониженного порядка. Данный метод основан на редуциро-

вании исходной модели объекта управления, т.е. выделении в модели объекта доминирующей динамики  

и структурных возмущений, и последующем синтезе модального регулятора по классической схеме. Эффек-

тивность метода проиллюстрирована примером. 

Ключевые слова: редуцированная модель объекта управления; доминирующая динамика; структурные воз-

мущения; модальный регулятор полного порядка; модальный регулятор пониженного порядка. 

  

В литературе, посвященной вопросам синтеза систем автоматического управления, чаще всего 

подразумевается синтез ПИ- и ПИД-законов регулирования (см., напр.: [1–3]). В этом смысле  

ПИД-законы регулирования именуются традиционными. Такое внимание к ним объясняется прежде 

всего тем, что до недавнего времени ПИД-регуляторы были единственными регуляторами, выпуска-

емыми промышленностью. ПИД-регуляторы доказали свою эффективность при управлении объекта-

ми, которые хорошо описываются дифференциальными уравнениями до 2-го порядка включительно. 

Однако, с одной стороны, интенсивное использование средств информатики и цифровой автоматики 

(микропроцессорных контроллеров, SCADA-систем и т.п.) при управлении технологическими про-

цессами в промышленности позволяет перейти от традиционных ПИ- и ПИД-законов регулирования 

к более сложным, например модальным. С другой стороны, все большее число технологических  

процессов (объектов управления) описывается дифференциальными уравнениями высокого (начиная 

с 3-го) порядка [4–7]. Для объектов управления высокого порядка регулировочных возможностей 

ПИД-регулятора может быть недостаточно: очевидно, что повышая порядок модели объекта, следует 

адекватно повышать порядок регулятора. 

Метод модального управления, изложенный в работах [8–10], позволяет синтезировать регулятор 

для объектов управления произвольного порядка; данный метод предполагает, что объект управления 

описывается линейным дифференциальным уравнением n-го порядка (n – любое целое неотрица-

тельное число) без запаздывания. Модальный регулятор ищется также в виде линейного дифферен-

циального уравнения. Качество управления задается в виде области S на комплексной плоскости, 

определяющей желаемое расположение полюсов передаточной функции замкнутой системы. В книге [9] 

доказано, что модальный регулятор порядка n – 1 и выше обеспечивает любое заданное расположе-

ние полюсов передаточной функции замкнутой системы и тем самым гарантирует устойчивость и 

заданные корневые показатели качества для замкнутой системы. Регулятор (n – 1)-го порядка в рабо-

те [9] предложено называть модальным регулятором полного порядка. 

В настоящей статье рассматривается задача понижения порядка модального регулятора. Данная 

задача является актуальной: понижение порядка регулятора позволит снизить влияние возможных 

ошибок при реализации закона регулирования, повысит надежность замкнутой системы (за счет по-

нижения порядка замкнутой системы), и позволит сэкономить вычислительные ресурсы при расчете 

регулятора. Самым простым способом понижения порядка регулятора является редукция (упроще-

ние) исходной модели объекта управления. Методам редукции посвящено значительное число пуб-

ликаций (см., напр.: [11–14]); такие методы подразумевают разделение быстрых и медленных движе-
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ний системы. В данной работе на основе подобного разделения динамик в объекте управления разра-

ботан метод обоснованного понижения порядка модального регулятора. 

Далее приняты следующие обозначения: = – равно по определению; * – комплексное сопряже-

ние; j – мнимая единица; Rn, Cn – пространства n-мерных векторов  nxx  ,1x , коэффициенты ко-

торых соответственно вещественные или мнимые числа; s – комплексная переменная; S – область на 

C1; ∂S – граница области S; int S – внутренняя часть области S; t – непрерывное время; pi – оператор  

i-й степени дифференцирования по времени: 

;dd iii tp    ,,0 ni   .10 p  

Полиномиальным оператором степени l будем называть дифференциальный оператор вида 

0

( , ) ,
l

i
i

i

f l p f p


   

где fi – постоянные коэффициенты ( 0,i l ). В изображениях по Лапласу оператору f(l, p) соответ-

ствует алгебраический полином 

0

( , ) ,
l

i
i

i

f l s f s


   

определенный на C1; здесь за s обозначена переменная преобразования Лапласа ( 1Cs ). 

Множество корней (нулей) полинома f(l, s) будем обозначать Λ(f): 

  ( ) : , 0, 1, .i if f l i l       

Передаточную функцию далее будем сокращенно записывать как ПФ. 
 

1. Метод понижения порядка модального регулятора 
 

1.1. Постановка задачи синтеза регулятора пониженного порядка 
 

Пусть одномерный линейный стационарный динамический объект управления задан диффе-

ренциальным уравнением n-го порядка 

        tupmbtypna ,,  ,  n ≥ m,1 (1) 

где y(t) – управляемая переменная (выходной сигнал), u(t) – управляющая переменная (входной сиг-

нал). Модальный регулятор ищется в виде дифференциального уравнения l-го порядка 

            , , , ,l p u t l p y t q p g t       l ≥ q,2  1l  , (2) 

где g(t) – входной сигнал для замкнутой системы (рис. 1). 
 

Регулятор Объект управления

g(t)
u(t) y(t)

 
 

Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы управления 

Fig. 1. Block diagram of a closed control system 

 

Уравнение замкнутой системы имеет вид: 

        tgpqmbtyplna c.l.c.l. ,,  , (3) 

где 

         , , , , ,c.l.a n l p a n p l p b m p l p     , 

     , , ,c.l.b m q p b m p q p   . 

                                                 
1 Условие физической реализуемости математической модели объекта управления. 
2 Условие физической реализуемости замкнутой системы. 



А.Н. Паршуков 

14 

Уравнению (3) соответствует ПФ замкнутой системы 

 
   

       

, ,

, , , ,

c.l. b m s q s
h s

a n s l s b m s l s




  
, 

при этом характеристический полином замкнутой системы равен 

         , , , , ,c.l.a n l s a n s l s b m s l s     . 

Качество управления назначается в виде области S, определяющей допустимое расположение 

полюсов ПФ на C1, что может быть записано в виде целевого условия 

   Sa c.l.  . (4) 

Предполагается, что область S удовлетворяет следующим условиям: расположена в ограничен-

ной части C1 слева от мнимой оси; односвязна; для любой точки Ss  также выполняется Ss * . 

Прежде чем перейти к постановке задачи синтеза, рассмотрим следующие ситуации. 

Ситуация 1. Все нули и полюсы ПФ объекта управления расположены внутри области S.  

В таком случае нет необходимости в синтезе модального регулятора полного порядка; можно пока-

зать, что в этом случае регулятор (2) представляет просто коэффициент передачи. Таким образом,  

в данном случае задачи синтеза динамического регулятора, по существу, нет. 

Ситуация 2. Все нули и полюсы ПФ объекта управления расположены в правой части C1.  

В этом случае следует регулировать все моды1 объекта управления, что, очевидно, можно сделать 

только регулятором полного порядка. 

Ситуация 3. Часть нулей и полюсов ПФ объекта лежат внутри области S, а оставшиеся – вне. 

Следовательно, регулировке подлежат не все моды объекта, а только те, которые не удовлетворяют 

заданному целевому условию. Очевидно, что порядок модального регулятора должен определяться 

количеством «неудовлетворительных» мод объекта. 

Таким образом, основанием для понижения порядка модального регулятора служит наличие 

«удовлетворительных» нулей и полюсов в ПФ объекта. Отметим, что подобные рассуждения ранее 

рассматривались в литературе [11–14], причем в качестве «неудовлетворительной» выступала так 

называемая доминирующая динамика2, определяющая основные свойства системы и, как правило, 

подлежащая регулированию. 

Исходя из вышеизложенного, можем сформулировать задачу синтеза модального регулятора 

пониженного порядка следующим образом: пусть заданы объект управления (1) и область S такие, 

что для них справедлива вышеописанная ситуация 3; требуется рассчитать настройки регулятора  

порядка l (l < n – 1) такие, что обеспечивают выполнение условия (4). 

 
1.2. Метод синтеза модального регулятора пониженного порядка 

 
Для удобства дальнейших рассуждений модель объекта управления (1) представим в следую-

щем виде: 

           1 0 2 0, , , ,r rv r p a n p y t w r p b m p u t , 

 00 mn  ,  21 rr  ,  100  wv 3. (5) 

В записи (5) явно выделены операторы v(r1, p) и w(r2, p), корни которых лежат внутри области S,  

т.е. выполнены 

   Sv int ,    Sw int . (6) 

                                                 
1 Модами называются слагаемые в свободной составляющей реакции системы, эти составляющие зависят от корней ее ха-

рактеристического полинома [8. С. 5]. 
2 Под доминирующей динамикой понимаются те моды, которые вносят наибольший вклад («главные моды») в свободной 

составляющей реакции системы. 
3) Данное условие обеспечивает одинаковый коэффициент передачи моделей (1) и (7). 
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Пару операторов <v(r1, p), w(r2, p)> назовем структурными возмущениями. Операторы <ar(n0, p), 

br(m0, p)> описывают ту часть объекта управления, которая желаемым качеством управления может 

не обладать и, следовательно, подлежит регулированию. Далее редуцированную модель 

        tupmbtypna rr ,, 00   (7) 

будем называть доминирующей динамикой объекта. 

Модальный регулятор (2) будем рассчитывать по классической схеме синтеза [10. С. 10–14] для 

редуцированной модели объекта (7). Таким образом, модальный регулятор (2) будет иметь порядок  

l = n0 – 1 (т.е. пониженный). 

При синтезе будем выбирать корни характеристического полинома эталонной системы 

         0 0 0 0 02 1, , 1, , 1,et. r ra n s a n p n p b m p n p        

из условия 

   Sa et. int . (8) 

После замыкания исходной модели объекта (5) синтезированным регулятором уравнение за-

мкнутой системы (3) принимает следующий вид: 

       tgpqrmbtyprna c.l.c.l. ,,12 2010  , 

здесь 

       0 1 1 0 02 1, , , 1,c.l. ra n r p v r p a n p n p       

      2 0 0, , 1,rw r p b m p n p   , (9) 

       0 2 2 0, , , ,c.l. rb m r q p w r p b m p q p    . 

Выполняя в (9) несложные преобразования, получим следующее выражение для характеристического 

полинома замкнутой системы: 

      0 1 1 02 1, , 2 1,c.l. et.a n r s v r s a n s             1 2 0 0, , , 1,rv r s w r s b m s n s   . (10) 

Из условий (6) и (8) следует, что корни первого слагаемого в (10) лежат внутри области S.  

Второе слагаемое в (10) вносит тем больший вклад, чем дальше отстоят корни полиномов v(r1, p) и 

w(r2, p). В частности, при v(r1, p) ≡ w(r2, p) второе слагаемое в (10) обратится в ноль и корни полинома 

(10) гарантированно будут находиться внутри S. 

Замечание. Существование регулятора заданного порядка l (l < n – 1), для которого гарантиро-

ванно выполняется целевое условие (4), не доказано, поэтому после расчета регулятора по схеме (5)–

(9) необходимо проверить выполнение условия (4). В том случае, если условие (4) для замкнутой си-

стемы не выполняется, рекомендуется: 

1) попробовать выбрать другой характеристический полином эталона aet. (выбор полинома aet. 

ограничен условием (8)); 

2) повысить порядок l регулятора, для этого часть корней полиномов структурных возмущений 

следует отнести к полиномам доминирующей динамики. 

Очевидно, что описанная процедура позволит найти модальный регулятор пониженного поряд-

ка (если он существует) или приведет к модальному регулятору полного порядка. 

 
2. Пример синтеза модального регулятора пониженного порядка 

 
Объект управления задан дифференциальным уравнением 

        tupbtypa ,2,3  , (11) 

где 

      12615222321,3 23  pppssspa , 

     12002601062010,2 2  ppsspb . 
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Требования к качеству управления замкнутой системой заданы в виде области 

       1
2 1 1: Re , Im Rei iS s s s s C        , 

где η1 = 25, η2 = 2, ζ1 = 1. Область S на комплексной плоскости расположена в левой полуплоскости, 

имеет трапециевидную форму и удовлетворяет всем вышеперечисленным требованиям. Параметр η2 

определяет допустимый запас устойчивости, а ζ1 – допустимую колебательность. 

Для сравнения рассчитаем модальные регуляторы полного и пониженного порядков. Отметим, 

что точка (–ω0; 0j), где ω0 = 5, находится внутри области S. При расчетах характеристический поли-

ном эталонной системы будем назначать по биномиальной схеме [8. С. 6] с параметром ω0 = 5. 

1. Синтез регулятора полного порядка. Регулятор полного порядка ищется на классе диффе-

ренциальных уравнений 2-го порядка 

              1 0 2 1 0 0u t u t u t y t y t y t g t          . (12) 

Характеристический полином эталонной системы: 

    31253125125025025,5 23455

0  sssssssa et.  . 

В соответствии с изложенной в [10. С. 10–14] схемой синтеза модального регулятора нахож-

дение коэффициентов регулятора (12) сводится к решению системы линейных алгебраических 

уравнений 

 bAx  , (13) 

где A и b – соответственно матрица и вектор, составленные из коэффициентов операторов a(3, p) и 

b(2, p) объекта управления и характеристического полинома эталона aet.(5, s): 

0 0
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а x = (β0; β1; α0; α1; α2)T – вектор коэффициентов регулятора. 

Решая систему уравнений (13), получаем 

 T8,16;9,14;6,106;0,171;2,990 x . 

Таким образом, регулятор полного порядка 

             0171,0 990,2 16,8 14,9 106,6u t u t u t y t y t y t g t       . 

2. Синтез регулятора пониженного порядка. Объект управления (11) представим в виде: 

            1, 2, 1, 1,r rv p a p y t w p b p u t , (14) 

здесь 

    2121,1  ppv ,      2020,1  ppw , 

  61,2 2  pppa r ,    1,575,9,1  ppb r . 

Для редуцированной модели 

       tupbtypa rr ,1,2  , 

модальный регулятор будем искать на классе дифференциальных уравнений 1-го порядка 

          0 1 0 0u t u t y t y t g t       . (15) 
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Характеристический полином эталонной системы 

   
3 3 2

03, 15 75 125et.a s s s s s      . 

Расчет коэффициентов регулятора (15) сводится к решению системы линейных алгебраических 

уравнений 

 bAx  , (16) 

где A и b – матрица и вектор, составленные из коэффициентов операторов ar(2, p) и br(1, p) редуциро-

ванной модели и характеристического полинома эталона aet.(3, s): 
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а x = (β0; α0; α1)T – вектор коэффициентов регулятора (15). 

Решая систему уравнений (16), получаем 

 T85,0;82,2;00,6 x . 

Таким образом, регулятор пониженного порядка 

          06,00 2,82 0,85u t u t y t y t g t      . (17) 

После замыкания исходного объекта управления (14) регулятором (17) получим следующий 

характеристический полином замкнутой системы 

  9,12356,7821,18713,1047,0,4 234  sssssa c.l. , 

или, в унитарном виде, 

  262817103,39442,36,4 234  sssssa c.l. . 

Корни характеристического уравнения замкнутой системы 

s1,2 = –4,61 ± j 0,55,   s3 = –5,67,   s4 = –21,5 

лежат внутри заданной области S. Корневые показатели качества замкнутой системы η = 4,61, ζ = 0,12 

несколько лучше заданных допустимых значений η2 = 2, ζ1 = 1. 
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Рис. 2. Переходные процессы в замкнутых системах: график 1 соответствует регулятору полного порядка,  

график 2 – регулятору сокращенного порядка 

Fig. 2. Transients in closed systems: graph 1 corresponds to a full-order regulator, graph 2 to a reduced-order regulator 

 

На рис. 2 показаны переходные процессы в замкнутых системах. Для первого графика перере-

гулирование σ = 0%, время реакции tP = 1,5, для второго – σ = 17,5% и tP = 1,5. 

 

Заключение 

 

В статье разработан метод обоснованного понижения порядка модального регулятора. Данный 

метод опирается на разделение мод объекта управления по отношению к цели управления на «доми-
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нирующую динамику» (подлежащую регулированию) и «структурные возмущения» (уже удовлетво-

ряющие цели управления и поэтому не учитываемые при синтезе регулятора). Расчет модального  

регулятора пониженного порядка сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений, 

что позволяет реализовать его на ЭВМ. Эффективность метода проиллюстрирована примером. Пред-

ложенный в настоящей работе подход к понижению порядка одномерного регулятора допускает 

обобщение и на многомерный случай. 
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In the literature devoted to the synthesis of automatic control systems, in the vast majority of cases, the synthesis of PI- and  

PID-laws of regulation is implied. In this sense, the PID-laws of regulation are called traditional. Such attention to them is primarily 

due to the fact that until recently, PID-regulators were the only regulators produced by the industry. PID-regulators have proven their 

effectiveness in controlling objects that are well described by differential equations up to and including the 2nd order. However, on 

the one hand, the intensive use of computer science and digital automation tools (microprocessor controllers, SCADA systems, etc.) 

in the control of technological processes in industry allows us to move from traditional PI- and PID-laws of regulation to more com-

plex, for example, modal ones. On the other hand, an increasing number of technological processes (control objects) are described  

by high-order differential equations (starting from the 3rd). For high-order control objects, the adjustment capabilities of the  

PID-regulator may not be enough: it is obvious that by increasing the order of the object model, it is necessary to adequately increase 

the order of the controller. 

The modal control method allows you to synthesize a regulator for control objects of any order; this method assumes that  

the control object is described by a linear differential equation of the nth order (where n is any non-negative integer) without delay. 

The modal regulator is also sought in the form of a linear differential equation. The control quality is defined as a region S on the 

complex plane that determines the desired location of the poles of the transfer function of a closed system. It has been repeatedly 

proved in the literature that a modal regulator of the order n-1 and higher provides any given location of the poles of the transfer 
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function of a closed system, and thereby guarantees stability and specified root quality indicators for a closed system. The n-1st order 

regulator is called a full-order modal regulator. 

In this article, the problem of lowering the order of the modal regulator is considered. This task is relevant: lowering the order  

of the regulator will reduce the impact of possible errors in the implementation of the law of regulation, increase the reliability of  

a closed system (by lowering the order of a closed system), and will save computing resources when calculating the regulator. The 

article develops a method for justifiably lowering the order of the modal regulator. The method is based on the simplification (reduc-

tion) of the original model of the control object and the subsequent synthesis of a simpler regulator. In the reduced model, all the 

main properties of the original model are preserved: the transmission coefficient, stability and control quality indicators. For this 

purpose, the modes of the initial model are divided into "dominant dynamics" (subject to regulation) and "structural disturbances" 

(already satisfying the control goals, and therefore not taken into account when synthesizing the regulator). As a result, the calcula-

tion of a modal regulator of a reduced order is reduced to the solution of a system of linear algebraic equations, which allows it to be 

implemented on a computer. The effectiveness of the method is illustrated by an example. 

The approach proposed in this paper to lowering the order of a one-dimensional regulator allows generalization to the multidi-

mensional case. 

 

Keywords: reduced model of the control object; dominant dynamics; structural disturbances; full-order modal controller; reduced-

order modal controller. 
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Рассматривается задача математического моделирования действующего процесса изготовления алюминие-

вых сплавов для осуществления непрерывного мониторинга основных технологических параметров, опреде-

ляющих формирование требуемого химического состава алюминиевого расплава в миксере литейного отде-

ления. Разработаны соответствующие математические модели, в частности модель материально-теплового 

баланса взаимодействующих веществ, а также модель динамики, характеризующая последовательный про-

цесс модификации алюминиевого расплава, представленная в виде задачи Коши для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений относительно масс исходного алюминия-сырца в литейных ковшах. 

Ключевые слова: математическая модель; вычислительный эксперимент; технологический процесс; алюми-

ниевый расплав; параметры смешивания. 

 

В настоящее время одной из наиболее ресурсоемких и стратегически важных отраслей про-

мышленности является производство алюминиевых сплавов, обладающих различными физико-

химическими характеристиками. Данная тенденция обусловлена возросшими запросами общества  

к использованию качественных материалов с высокими эксплуатационными свойствами, отвечаю-

щих современным экологическим требованиям. Стало быть, совершенствование действующей техно-

логии производства алюминиевых сплавов является перспективной и актуальной задачей в связи  

с отсутствием комплексного подхода к рационализации установившихся технологических процессов, 

а также с учетом избыточного количества циклов модификации алюминиевого расплава в плавиль-

ном миксере. Так, неточность эмпирических методов расчета, направленных на определение кор-

ректных значений параметров смешивания исходного алюминия-сырца из литейных ковшей, или 

ошибочные управляющие воздействия технологического персонала непосредственно приводят  

к снижению производительности литейного отделения, а также способствуют повышению себестои-

мости готовой продукции и изменению плановых сроков выполнения производственного плана. 

Для решения соответствующих технологических задач требуется использование средств мате-

матического моделирования и инструментов информатизации, что не только позволяет проводить 

неограниченное количество вычислительных экспериментов с использованием компьютерной техни-

ки, но и определяет возможность визуализации статических или динамических характеристик иссле-

дуемого объекта [1]. Как следствие, применение данного подхода способствует результативному 

управлению основными аспектами выбранного технологического процесса, что предопределяет эф-

фективное достижение заданных физико-химических характеристик алюминиевого расплава, а также 

позволяет обеспечить возможность повышения уровня квалификации технологического персонала  

с учетом исходных наборов технологических данных и различных ограничений [2]. 
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Математическое моделирование является универсальным инструментом для исследования 

сложных многопараметрических систем, к которым также относится и процесс формирования алю-

миниевого расплава в плавильном миксере. Моделирование обеспечивает математическое подобие 

исследуемых характеристик реального процесса или явления на основе вновь разработанных моде-

лей, что способствует наиболее точному познанию природы выбранных объектов при проведении 

серии экспериментальных исследований [3]. Из этого следует, что замена основных характеристик 

исследуемого объекта или процесса адекватными моделями относится к общенаучным методам есте-

ственного познания с использованием эмпирических и теоретических уровней исследования.  

Так, основными отличительными преимуществами математического моделирования по сравнению  

с другими альтернативными видами моделирования считаются следующие особенности: возмож-

ность моделирования объектов любого происхождения; тестирование стандартных и нестандартных 

режимов работы объекта; точная масштабируемость исследуемых процессов во времени; проведение 

многофакторного анализа; прогнозирование общих и скрытых закономерностей объектов [4–6]. 

Действительно, развитие информационных технологий предопределяет необходимость тесного 

взаимодействия разработанных математических моделей объектов и современных электронно-

вычислительных средств. Вместе с использованием высокоуровневых объектно-ориентированных 

языков программирования компьютерное моделирование является одним из наиболее эффективных 

методов изучения сложных технологических систем за счет осуществления численной реализации 

соответствующих математических моделей с учетом различных входных и выходных сигналов,  

что позволяет производить интерпретацию и сопоставление полученных результатов моделирования 

с реальным поведением исследуемого объекта [7]. При этом в зависимости от выбранных объектов 

познания, а также с учетом того, при каких обстоятельствах реализуется способность моделей полно-

ценно отражать действительное соответствие исследуемых характеристик, существуют различные 

разновидности математических моделей, например эталонные, управленческие, регистрирующие, 

оптимизационные, балансовые, имитационные, статические, динамические [8, 9].  

Также важно, что для исследования динамических процессов и непрерывного анализа переход-

ных режимов работы объекта используются детально настраиваемые компьютерные модели, постро-

енные на основе системы дифференциальных уравнений. Тем самым широкое использование  

возможностей математического моделирования является современным и наиболее комплексным под-

ходом для разработки новых и оптимизации действующих технологических систем с целью достиже-

ния новых практических результатов научно-исследовательской деятельности. 

 

1. Математическая модель технологического процесса на основе производственных данных 

 

Для осуществления математического моделирования исследуемого технологического процесса, 

а также проведения соответствующих результативных вычислительных экспериментов необходимо 

разработать математическую модель процесса формирования алюминиевого расплава в плавильном 

миксере, которая, в свою очередь, состоит из уравнений теплового и материального балансов [10–13]. 

Общий вид уравнения теплового баланса для формируемого расплава в миксере имеет вид: 
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где Qi – приходно-расходные статьи теплового баланса, Дж. 

Уравнения материального баланса построены на основе закона сохранения масс применитель-

но к гетерогенной системе. Далее представлены уравнения, описывающие массовый баланс газовых 

потоков и физических веществ. Общее уравнение материального баланса вход-выходных газовых 

потоков в миксере имеет вид: 
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где Kконд, Kгаз – количество конденсированных и газообразных входных потоков, ед.; Gконд
k, Gгаз

k – 

массовые расходы конденсированных и газообразных входных потоков, кг/с; Gконд
l – массовый рас-

ход l-го конденсированного выходного потока, кг/с; Gгаз – массовый расход газообразного выходного 

потока, кг/с; Lконд – количество конденсированных выходных потоков, ед. 

Входные конденсированные потоки веществ состоят из соответствующих потоков в виде пери-

одических поступлений алюминиевого расплава из набора K ковшей, а также потока подачи лигатур 

с массовым расходом Gгаз и потока подачи флюсов с массовым расходом Gфл, т.е. Kконд = K + 2. В та-

ком случае формируется единственный выходной конденсированный поток веществ. 

На основе выходного потока осуществляется разливка полученного расплава алюминия с мас-

совым расходом Gраспл. Входной газообразный поток является единственным, поэтому через него / 

в расплав миксера поступают газовые включения кислорода и водорода с массовым расходом Gгаз
вх. 

Кроме этого, газовые включения могут содержаться в оставшемся расплаве после предшеству-

ющей плавки с массовым содержанием Gгаз
0. Выходной газообразный поток также остается един-

ственным и имеет массовый расход Gгаз
вых. 

Уравнение итогового материального баланса имеет следующий вид: 
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Вместе с тем важной сопутствующей задачей является разработка математической модели  

динамики формирования алюминиевого расплава в плавильном миксере при добавлении в него жид-

кого алюминия-сырца из i-го литейного ковша, поступающего из электролизного цеха с некоторым 

интервалом времени. При этом интенсивность истечения исходной массы алюминия-сырца из вы-

бранного i-го литейного ковша определяется соответствующей математической моделью, представ-

ленной в виде задачи Коши [14] для системы дифференциальных уравнений относительно массовых 

концентраций компонентов формируемого алюминиевого расплава в плавильном миксере: 
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где mi – масса расплава в i-м ковше, кг; mi
0 – начальная масса расплава в i-м ковше, кг; mM – масса 

расплава в миксере, кг; mM
0 – начальная масса расплава в миксере, кг; vi – скорость расхода массы 

(истечения) расплава в ковше, кг/с; vM – скорость прироста массы расплава в миксере, кг/с;   – ко-

эффициент пропорциональности, характеризующий интенсивность уменьшения массы алюминиевого 

расплава, 1/с. 

При этом ,iM vv  что соответствует соотношению 

 0 0( ) ( )M i M im m m m      , т.е. iiMM mmmm  00 . (5) 

В результате преобразований получается, что прирост массы расплава в миксере равен расходу 

массы каждого элемента содержимого расплава из i-го литейного ковша в любой момент времени. 

Данный эффект изображен на рис. 1. 

Ниже представлен общий вид задачи Коши для основных элементов химического состава алю-

миниевого расплава, характеризующий скорость изменения масс этих элементов при смешивании  

в плавильном миксере: 
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Рис. 1. Динамика формирования расплава в миксере при добавлении содержимого из i-го литейного ковша 

Fig. 1. Dynamics of melt formation in the mixer when adding content from the i-th casting ladle 

 

Задача Коши (6) для каждого химического элемента в плавильном миксере имеет вид: 
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Далее представлена задача Коши для основных элементов химического состава алюминиевого 

расплава, характеризующая скорость изменения масс этих элементов в литейных ковшах: 
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Задача Коши (8) для каждого химического элемента в литейном ковше имеет вид: 
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где X – химический элемент расплава в плавильном миксере и литейных ковшах из множества  

{Fe, Si, Ti, Al, Cu, Zn, Mn, Mg, Pb, Sn}. 

В свою очередь, уравнения теплового баланса построены на основе закона сохранения тепло-

вой энергии, что позволяет рассчитывать температуру полученного алюминиевого расплава при 

смешивании двух различных расплавов с помощью соотношения 
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где Tраспл – рассчитываемая конечная температура расплава, °C; m1, m2 – массы исходного и добавля-

емого расплава, кг; t1, t2 – температура исходного и добавляемого расплава, кг; ∆T – приращение тем-

пературы за некоторое время τ, °C. 

  
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0
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0
нагр ξξΔ dVdVT , (11) 

где τ – текущее время процесса, с; Vнагр, Vохл – скорости нагрева и охлаждения расплава при включен-

ных или выключенных нагревательных элементах в миксере, °C/с. 

Химический состав формируемого алюминиевого расплава высчитывается поэлементно на 

каждом технологическом шаге при помощи соотношения 
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где Xj
спл – концентрация j-го химического элемента в алюминиевом сплаве, ед.; xji – концентрация  

j-го химического элемента в i-м шихтовом материале, ед.; mi – масса i-го шихтового материала, кг;  

kij – коэффициент удаления массы j-го химического элемента i-м флюсом; mi флюс, mi микс –  массы флю-

са и расплава в миксере, кг. 

Значение себестоимости готовой продукции описывается соотношением 
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где Сспл – себестоимость сплава, руб./кг; mi – масса i-го шихтового материала, кг; Цi – цена i-го ших-

тового материала, руб./кг; Wэл – количество затраченной электроэнергии, кВт; Цэл – цена электро-

энергии, руб./кВт; Sдр – другие затраты на 1 кг продукции, руб./кг. 

Процент выполнения заказа определяется с помощью соотношения 
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где mзаказа, mрасплава – масса заданного и масса сформированного расплава в миксере, кг. 

В итоге вышеописанная математическая структура помогает формализовать описание техноло-

гического процесса изготовления алюминиевого расплава в миксере литейного отделения. 

 

2. Интерпретация результатов математического моделирования 

 

В таблице представлены исходные технологические данные, отражающие действительные зна-

чения основных элементов химического состава исходных литейных ковшей. На основе этих данных 

представлен процесс формирования алюминиевого расплава при последовательном смешивании 

алюминия-сырца из литейных ковшей через промежутки времени i 1 i     . 

Полученные результаты представлены на рис. 2–4 в виде графического отображения для соот-

ветствующих значений химических элементов алюминиевого расплава, полученных на основе реше-

ния задачи Коши (7). 

Исходные технологические данные 

№ Масса, кг Fe Si Ti Al Cu Zn Mn Mg Pb Sn 

Ковш 1 4 099 0,143 2,831 0,128 91,385 3,026 0,066 0,023 2,244 0,079 0,075 

Ковш 2 2 000 0,841 4,433 0,099 88,308 2,959 1,159 0,068 1,839 0,238 0,056 

Ковш 3 4 000 0,069 0,811 0,198 91,409 2,499 2,257 0,051 2,445 0,161 0,10 

Ковш 4 3 000 0,081 7,464 0,076 86,829 2,438 2,51 0,087 0,38 0,031 0,104 

Ковш 5 1 000 0,706 7,063 0,153 88,042 1,906 0,398 0,004 1,519 0,082 0,127 

Ковш 6 4 305 0,001 5,874 0,06 89,643 0,53 2,383 0,037 1,259 0,192 0,021 

Ковш 7 1 000 0,797 4,624 0,053 89,295 2,668 1,763 0,087 0,425 0,268 0,02 

Ковш 8 3 500 0,476 4,712 0,05 92,156 1,063 0,649 0,068 0,649 0,001 0,176 
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Рис. 2. Последовательное смешивание доступных расплавов из 3 литейных ковшей в плавильном миксере 

Fig. 2. Sequential mixing of available melts from 3 casting ladles in a melting mixer 

 

 
 

Рис. 3. Последовательное смешивание доступных расплавов из 5 литейных ковшей в плавильном миксере 

Fig. 3. Sequential mixing of available melts from 5 casting ladles in a melting mixer 

 

 
 

Рис. 4. Последовательное смешивание доступных расплавов из 8 литейных ковшей в плавильном миксере 

Fig. 4. Sequential mixing of available melts from 8 casting ladles in a melting mixer 



С.Н. Калашников, Е.А. Мартусевич, Е.В. Мартусевич, В.Н. Буинцев 

26 

Представленные графики характеризуют процесс последовательного смешивания доступных 

литейных ковшей как результат вычислительного эксперимента на основе разработанной математи-

ческой модели для формирования выходного химического состава расплава требуемой массы. Техно-

логический процесс смешивания алюминия-сырца имеет инерционный характер протекания. Так, ис-

пользование одного из выбранных ковшей характеризуется некоторой скоростью разливки, которая 

прямо пропорциональна оставшейся массе расплава в ковше, т.е. чем меньше остается доступного 

расплава в выбранном ковше, тем меньше скорость разливки алюминия-сырца.  

Отображение многопараметрической динамической картины смешивания литейных ковшей  

в графическом виде обеспечивает возможность проведения визуально-событийного анализа реально-

го процесса формирования алюминиевого расплава и является удобным инструментом для практиче-

ского использования технологическим персоналом. 

 

Заключение 

 

На основе математических моделей материально-теплового баланса взаимодействующих ве-

ществ, а также модели динамики, характеризующей последовательный процесс модификации алю-

миниевого расплава, разработана соответствующая модель технологического процесса формирования 

требуемого химического состава алюминиевого расплава в плавильном миксере, предназначенная 

для проведения серии различных вычислительных экспериментов. 

Предложенные математические модели могут быть использованы для анализа действующих 

режимов управления производственными агрегатами с целью улучшения текущих технико-

экономических показателей производства алюминиевых сплавов, а также способны применяться для 

развития комплексного набора навыков при исследовании динамической реакции управляемого объ-

екта в соответствии с произвольными воздействиями технологического персонала. 
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Improving the existing technology for the production of aluminum and its alloys is still an urgent task. The search for a solution 

to the presented technological problem is directly related to improving the technical and economic indicators of production, as well 

as increasing the efficiency of the corresponding algorithms for modifying aluminum alloys. The use of a mathematical apparatus to 

formalize the features of the presented production process will ensure finding the most optimal option for the formation of estab-

lished grades of aluminum alloys in the foundry department of an industrial enterprise. This becomes possible thanks to the conduct 

of an unlimited number of scientific experiments and empirical operations aimed at calculating the required values of the parameters 

for mixing raw aluminum from casting ladles.  

At the same time, it is possible to analyze the already obtained values of the concentrations of chemical elements of raw alumi-

num in casting ladles, taking into account the specified requirements of the order portfolio, in order to selectively modify the funda-

mental elements of the chemical composition of the formed grade of aluminum alloy. The software-algorithmic implementation  

of the presented mathematical model using modern high-performance devices and computers will ensure a higher competitiveness of 

finished products in the non-ferrous metals market due to a systematic reduction in the cost of producing a ton of metal and obtaining 

new practical results.  

Also, the formalization of the technological process and the development of a mathematical model of the investigated process 

will allow organizing initial training and professional retraining of technological personnel of an industrial enterprise. Carrying out 

career guidance activities and organizing the process of improving the qualifications of technological personnel are possible by setting up 

various options for the initial combinations of casting ladles and determining the initial conditions of the set technological problem, 

taking into account the current production features and the available set of available modifying materials.  

The result of this study is the development of a mathematical model of the process of forming an aluminum melt in a mixer in  

the foundry department, consisting of equations of heat and material balances, taking into account the physicochemical laws of the 

course of metallurgical processes based on the law of conservation of masses in relation to the selected heterogeneous system.  

In addition, it is worth noting that using mathematical modeling, it is possible to continuously monitor the most important indica-

tors of the technological process based on similar mathematical models in order to further improve the existing software complex  

or information system of the enterprise to an independent automated control system and user decision-making. 
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Рассматривается двухфазная система массового обслуживания с неограниченным числом приборов на каж-

дой фазе и возможностью повторного обращения заявок ко второй фазе. На вход системы поступает рекур-

рентный поток заявок. Методом марковского суммирования исследуется случайный процесс, описывающий 

число событий в потоке повторных обращений при нестационарном режиме работы системы. 

Ключевые слова: двухфазная система массового обслуживания; обратная связь; поток повторных обраще-

ний; метод марковского суммирования; метод асимптотического анализа. 

 

Системы массового обслуживания (СМО) с неограниченным числом приборов используются  

в качестве математических моделей при решении достаточно широкого круга прикладных задач, 

например при исследовании процессов в социально-экономических системах [1, 2], в телекоммуни-

кационных системах [3, 4] и т.д. 

Зачастую по различным причинам обслуживаемым объектам требуется возвращение в систему 

для повторного обслуживания. В таких случаях используются модели СМО с возможностью повтор-

ного обслуживания (с обратной связью). В этом классе СМО различают системы с мгновенной и от-

сроченной обратной связью [5]. В системах с неограниченным числом приборов, как правило, рас-

сматриваются модели с мгновенной обратной связью.  

Одним из первых исследователей, обративших свое внимание на системы с обратной связью, 

был Л. Такач [6, 7]. Однако в дальнейшем исследователи не проявляли особого интереса к подобного 

рода системам в течение достаточно длительного периода. И лишь в последние несколько десятиле-

тий, с развитием телекоммуникационных сетей, появилась потребность построения моделей с обрат-

ной связью [8–10].  

Для исследования потоков в системах с обратной связью используются различные методы.  

Однако, как правило, каждый из них применяется при определенных ограничениях. Так, например, 

метод производящей функции и метод предельной декомпозиции можно использовать лишь в систе-

мах с простейшим входящим потоком [11–15].  

Особого внимания заслуживает метод асимптотического анализа [16–19], позволяющий  

аппроксимировать распределение вероятностей исследуемого процесса при определенных условиях  

в случае, когда аналитическое решение системы уравнений, характеризующих процессы в системах, 

не представляется возможным.  

В настоящей работе предлагается применить метод марковского суммирования [20, 21] для ис-

следования потока повторных обращений в двухфазной системе с неограниченным числом приборов 

на каждой фазе, мгновенной обратной связью на второй фазе, с рекуррентным входящим потоком  

и неэкспоненциальным обслуживанием. Как правило, исследование процессов в системах массового 

обслуживания проводится в предположении, что системы функционируют в стационарном режиме. 

Однако это не всегда соответствует целям исследования. В настоящей работе представлено исследо-

вание указанной модели в нестационарном режиме.  
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1. Математическая модель 

 

Рассмотрим двухфазную систему массового обслуживания с неограниченным числом обслужи-

вающих устройств на каждой фазе (рис. 1).  
 

 
Рис. 1. Двухфазная система массового обслуживания с мгновенной обратной связью 

Fig. 1. Tandem of queues with instantaneous feedback 

 

На вход системы поступает рекуррентный поток заявок, заданный функцией распределения 

длин интервалов времени между последовательно наступающими событиями A(x) и функционирую-

щий в стационарном режиме. Интенсивность λ наступления событий в рекуррентном потоке опреде-

ляется выражением [18] 

 

 
0

1

1 ( )A x dx


 



. (1) 

Обслуживание заявок на первой фазе в каждом из приборов протекает независимо от других,  

а продолжительность такого обслуживания есть неотрицательная случайная величина с функцией 

распределения B1(x). По завершении обслуживания на первой фазе заявка может с вероятностью r1 

перейти на вторую фазу либо с вероятностью (1 – r1) покинуть систему. На второй фазе время обслу-

живания также имеет одинаковое распределение для каждого прибора с произвольной функцией рас-

пределения B2(x). По завершении обслуживания на второй фазе заявка может с вероятностью r2 снова 

обратиться ко второй фазе, либо с вероятностью (1 – r2) покинуть систему. Будем называть обраще-

ние заявок на вторую фазу «повторным обращением (обслуживанием)» независимо от того, с какой 

фазы они поступают.  

Таким образом, в рассматриваемой системе заявки, обратившиеся для обслуживания впервые и 

повторно, обрабатываются в течение времени, отличающегося по своим характеристикам. Поток за-

явок, обратившихся к системе для повторного обслуживания, т.е. поступивших на вторую фазу си-

стемы, будем называть r-потоком. Ставится задача найти распределение вероятностей числа событий 

в r-потоке за фиксированный интервал времени [0; T] при условии, что в начальный момент времени 

система пуста. 

 

2. Метод марковского суммирования 

 

Пусть в момент времени t0 = 0 система свободна и в ней нет обслуживаемых заявок. Зафикси-

руем некоторый момент времени T, причем 0 ≤ t ≤ T. Каждая заявка входящего потока, поступив  

в систему в момент времени t, будет формировать события r-потока. Последовательность моментов 

наступления событий в r-потоке, сформированных одной заявкой, поступившей в систему, будем 

называть локальным r-потоком.  
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Обозначим: 

– n(t) – число событий r-потока, сформированных всеми заявками входящего потока, посту-

пившими в систему на интервале [0, t]; 

– ξ(t) – число событий в r-потоке, сформированных за интервал времени [t, T] одной заявкой, 

пришедшей в момент времени t; 

– g(i, t) = P{ξ(t) = i} – вероятность того, что заявка, поступившая в систему в момент времени t, 

к моменту времени T сформирует в r-потоке i событий; 

– z(t) – остаточное время от момента t до момента наступления следующего события во входя-

щем рекуррентном потоке; 

– P(n, z, t) = P{n(t) = n, z(t) < z} – вероятность того, что к моменту времени t в r-потоке произо-

шло n событий и при этом z(t) < z. 

Тогда по формуле полной вероятности можно записать следующее равенство: 

0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )
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P n z t t P n z t t P n t t A z P n i t t g i t o t


            . 

При 0t   получим дифференциальное уравнение Колмогорова для распределения вероятно-

стей P(n, z, t) 

 
0

( , , ) ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, )
( ) ( , )

n

i

P n z t P n z t P n t P n i t
A z g i t

t z z z

    
   

   
 (2) 

с начальным условием  
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0, 0,
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 (3) 

где R(z) – распределение вероятностей значений случайного процесса z(t) в стационарном режиме. 

Определим характеристические функции вида 

0

( , , ) ( , , )jun

n

H u z t e P n z t

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Тогда от задачи (2)–(3) можно перейти к дифференциальному уравнению для характеристиче-

ской функции исследуемого процесса n(t): 

 
( , , ) ( , , ) ( ,0, )

( ) ( , ) 1
H u z t H u z t H u t

A z G u t
t z z
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. 

Характеристическая функция G(u, t) процесса ξ(t) найдена в работе [21] и имеет вид: 
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Обозначив 
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получаем уравнение вида 

  1 1 2

( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( ) 1 ( ) ( 1) ( ) ( , )ju juH u z t H u z t H u t

A z A z r e B T t r e u t
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 (4) 

с начальным условием 

 ( , ,0) ( )H u z R z . (5) 
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Решение задачи (4)–(5) будем искать методом асимптотического анализа [16] при условии  

высокой интенсивности входящего потока. Для этого запишем функцию распределения длин интер-

валов времени между событиями входящего потока в виде A(Nz), где N > 0 – параметр высокой ин-

тенсивности потока. Тогда, выполнив соответствующие преобразования, уравнение (3) можем пере-

писать в виде: 

  1 1 2

1 ( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( ) 1 ( ) ( 1) ( ) ( , )ju juH u z t H u z t H u t

A z A z r e B T t r e u t
N t z z

           
   

. (6) 

 

3. Асимптотический анализ первого порядка 

 

Используя метод асимптотического анализа, выполним замены 

1

N
  ,   u w  ,   1( , ) ( , , )H u t F w t  , 

тогда уравнение (5) можно переписать в виде: 
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 (7) 

Теорема 1. Пусть параметр λ входящего рекуррентного потока определяется выражением (1), 

а функция R(z) – распределение вероятностей значений случайного процесса z(t) в стационарном ре-

жиме. Тогда асимптотическое решение 1 1( , , ) lim ( , , , )F w z t F w z t


   уравнения (7) имеет вид: 

 
 

* * ( )
2 1 2

1 1 1 *
2 2

( ) ( )
( , , ) ( )exp ( )

2 1 ( )

j T j T tT

T t

r b b e e
F w z t R z jwr B y dy t d

jj r b

    

 

                        

. (8) 

где    
0

j t
k kb e dВ t


     – преобразование Фурье–Стилтьеса функции распределения  tВk  времени 

обслуживания на фазах системы, k = 1, 2. 

Доказательство. Доказательство теоремы будем проводить в два этапа. 

Этап 1. В уравнении (6) выполним предельный переход  → 0, получим следующее уравнение: 

 1 1( , , ) ( ,0, )
0 ( ) 1

F w z t F w t
A z

z z

 
  

 
, 

решение которого будем искать в виде: 

 1 1( , , ) ( ) ( , )F w z t R z w t  , (9) 

где Φ1(w, t) – некоторая скалярная функция. 

Этап 2. Выполним в (7) предельный переход z → ∞, получим 

  1 1
1 1 2

( , , , ) ( ,0, , )
( 1) ( ) ( , , )jw jwF w t F w t

r e B T t r e w t
t z

     
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 
. (10) 

Разложим jwe   и функцию φ(w,ε, t) в ряд Маклорена: 

 21 ( )jwe jw O      , (11) 

 2
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Подставим выражения (9), (11), (12) в уравнение (10), разделим обе части равенства на  и произве-

дем предельный переход  → 0. С учетом того, что (0)R    [18], получаем дифференциальное урав-

нение относительно функции Φ1(w, t) 

 1
1 1 1 2 0

( , )
( , ) ( ) ( )

w t
r jw w t B T t r a t

t


    


. 

Обозначим  

 1 2 0( ) ( ) ( )x B T x r a x    , (15) 

тогда решение этого уравнения при начальном условии Φ1(w, 0) = 1 имеет вид: 

 1 1
0

( , ) exp ( )
t

w t jwr x dx
 

    
 

. (16) 

Подставив в (16) выражение (13) и выполнив несложные преобразования, получим следующее выра-

жение для функции Φ1(w,t): 
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. (17) 

Тогда, подставляя (17) в (9), получаем асимптотическое решение 1 1
0

( , , ) lim ( , , , )F w z t F w z t


   задачи (7) 

в виде (8). Теорема доказана. 

 

4. Асимптотический анализ второго порядка 

 

В уравнении (5) выполним следующую замену: 
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получим уравнение относительно функции H2(u, z, t) 
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. 

Выполним в этом уравнении замены 

 21

N
  ,   u w  ,   2 2( , , ) ( , , , )H u z t F w z t  , (19) 
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. (20) 

Теорема 2. Пусть параметр λ входящего рекуррентного потока определяется выражением (1),  

функция R(z) – распределение вероятностей значений случайного процесса z(t) в стационарном ре-

жиме и  

 3 2 2
1 ( )r a     , (21) 

где a и 2  – конечные математическое ожидание и дисперсия случайной величины с функцией распре-

деления A(x). Тогда асимптотическое решение 2 2( , , ) lim ( , , , )F w z t F w z t


   уравнения (20) имеет вид: 
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где    
0

j t
k kb e dВ t


     – преобразование Фурье–Стилтьеса функции распределения  tВk  времени 

обслуживания на фазах системы, k = 1, 2. 

Доказательство выполним в три этапа. 

Этап 1. Положим в (20) ε  0, получим 

 2 2( , , ) ( ,0, )
( ) 1 0

F w z t F w t
A z

z z

 
  

 
. 

Решение уравнения F2(w, z, t) будем искать в виде: 

 2 2( , , ) ( ) ( , )F w z t R z w t  , (23) 

где Φ2(w, t) – некоторая функция, не зависящая от z. 

Этап 2. Решение уравнения (20) запишем в виде разложения 

    2
2 2( , , , ) ( , ) ( ) ( ) ( )F w z t w t R z j w t f z O       , (24) 

где f(z) – некоторая функция. Подставим это выражение в (18). Используя разложения (11) и (12), по-

лучим 
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1(0) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) 1 .R j wr A z t j wf t A z O           

В [18] показано, что  

 ( ) (0) 1 ( )R z R A z   , 

тогда, приведя подобные и сократив обе части на jεw, получим  

 1 1( ) ( ) (0) ( ) 1 ( ) ( )r R z f z f A z r A z O         . 

Отсюда при ε  0 получаем дифференциальное уравнение относительно неизвестной функции f(z): 

   1( ) (0) 1 ( ) ( ) ( )f z f A z r A z R z     . 

Проинтегрируем обе части этого уравнения по z от 0 до ∞, получим уравнение 

   1

0 0

1
( ) (0) (0) 1 ( ) 1 ( )f f f r R z dz A z dz

  
         

   
  , 

решение которого дает результат [18] 

 (0) ( )
2

f f


    , (25) 

где κ определяется выражением (21). 

Этап 3. В уравнении (20) выполним предельный переход при z  ∞. В силу способа построе-

ния функции F2(w, z, t, ε) она является монотонно возрастающей и ограниченной сверху функцией  

по z. Следовательно, 

2 ( , , , )
lim 0
z

F w z t

dz

 
 . 

Учитывая это и применяя разложение экспоненты  
2

3( )
1

2

j w j w
e j w O 

       и функции 

2
0 1( , , ) ( ) ( ) ( )w t a t a t jw O        , получаем 
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2 2 2
1 2 1

( , , , ) ( ,0, , )
( ) ( , , , ) ( )

F w t F w t
j w r t F w t j wr t

t z

    
          

  
 

   
2

3
1 2 0 2 1

( )
( ) 2 ( ) 2 ( )

2

j w
r t r a t r a t O


      


. 

Подставим сюда разложение (24), при z  ∞ получим 

2 2 22
1 2 1 2

( , )
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

w t
j w r t w t j w r t f w t

t


            


 

   
2

2 2 3
2 1 1 2 0 1 1

( ) (0)
( , ) ( ) ( ) 2 ( ( ) ( ) ( ) ( )

2

j w df
w t j w r t r t r a t a t j w r t O

dz

 
              

 
. 

Приведем подобные и сократим на 2, тогда 

 
2

22
2 1 2 0 1 1

( , ) ( ) (0)
( , ) ( ) 2 ( ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2

w t jw df
w t r t r a t a t r t f O

t dz

   
             

   
. 

Учитывая (25) и переходя к пределу при ε  0, получим дифференциальное уравнение относительно 

неизвестной функции 2 ( , )w t  

 
2

22
2 1 2 0 1

( , ) ( )
( , ) ( ) 2 ( ( ) ( ) ( )

2

w t jw
w t r t r a t a t t

t


        
 

. 

Решение этого уравнения с учетом начального условия Φ2(w, 0) = 1 имеет вид: 

 
2

2
2 1 2 0 1

0 0

( )
( , ) exp ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2

t t
jw

w t r x r a x a x dx x dx
   

            
    
  . 

Тогда в силу (23) имеем 

 
2

2
2 1 2 0 1

0 0

( )
( , , ) ( )exp ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2

t t
jw

F w z t R z r x r a x a x dx x dx
   

           
    
  . 

Подставив сюда выражения (13), (14), (15) для функций a0(x), a1(x) и ψ(x) и выполнив несложные пре-

образования, получаем выражение (22), что и требовалось доказать. 

Вернемся к характеристической функции H(u, z, t) исследуемого процесса. Выполним в (22) 

обратные замены и получим аппроксимацию 

 

* * ( )
2 1 2

1 1 *
2 2

( ) ( )
( , , ) ( )exp ( )

2 1 ( )

T j T j T t

T t

r b b e e
H u z t R z juNr B y dy t d

jj r b

     

 

             
        

   

 

 

* * *2 ( )
1 2 2 22

1 1 2
*

2 2

( ) ( ) 3 ( )3( )
( )

2 2 1 ( )

T j T t j T

T t

b b r brju e e
Nr B y dy t d

jj r b

     

 

     
       

      
   

 

2
* *

2 1 2
1 *

2 2

( ) ( ) 1
( )

2 1 ( )

T j y

T t

r b b e
B y d dy

jr b

  

 

                  

  , 

которая имеет место при достаточно больших значениях N. 

Функция ( , ) lim ( , , )
z

H u T H u z T


  есть характеристическая функция числа событий, наступив-

ших в потоке повторных обращений за интервал времени [0, T].  

 

* *
2 1 2

1 1 *
0 2 2

( ) ( ) 1
( , ) exp ( )

2 1 ( )

T j Tr b b e
H u T juNr B y dy T d

jj r b

  



             
        

   
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 

 

* * *2
1 2 2 22

1 1 2
*

0 2 2

( ) ( ) 3 ( )( ) 1
( )

2 2 1 ( )

T j Tb b r brju e
Nr B y dy T d

jj r b

  



     
       

      
   

 
 

2
* *

2 1 2
1 *

0 2 2

( ) ( ) 1
( )

2 1 ( )

T j yr b b e
B y d dy

jr b

  



                  

  . (26) 

Таким образом, при достаточно больших значениях N распределение числа событий в потоке 

повторных обращений за интервал времени [0, T] аппроксимируется нормальным распределением  

с математическим ожиданием  

 
 

* *
2 1 2

1 1 *
0 2 2

( ) ( ) 1
{ ( )} ( )

2 1 ( )

T j Tr b b e
M n T Nr B y dy T d

jj r b

  



          
       
   (27) 

и дисперсией  

 

 

* * *
1 2 2 22

1 1 2
*

0 2 2

( ) ( ) 3 ( ) 1
{ ( )} ( )

2 1 ( )

T j Tb b r br e
D n T Nr B y dy T d

jj r b

  



     
       

      
   

 
 

2
* *

2 1 2
1 *

0 2 2

( ) ( ) 1
( )

2 1 ( )

T j yr b b e
B y d dy

jr b

  



                  

  . (28) 

 

Численные результаты 

 

Для демонстрации качества аппроксимации (26)–(28) приведем численный пример. Рассмотрим 

двухфазную систему массового обслуживания с мгновенной обратной связью, модель которой пред-

ставлена в разделе 1. Выберем следующие параметры модели:  

– длины интервалов во входящем рекуррентном потоке имеют гамма-распределение с парамет-

рами формы и масштаба, соответственно равными α = 0,5 и β = 0,5N (в таком случае интенсивность 

входящего потока равна N); 

– времена обслуживания на первой и второй фазах имеют гамма-распределения с параметрами 

формы и масштаба α1 = 0,5, β1 = 0,5 для первой фазы и α2 = 1,5, β2 = 1,5 для второй; 

– вероятности перехода заявки с первой фазы на вторую и повторного обслуживания после 

второй фазы соответственно равны r1 = 0,75 и r2 = 0,5. 

Будем находить параметры гауссовской аппроксимации (26)–(28) нестационарного распределе-

ния числа событий в потоке повторных обращений за интервал времени [0, 1] (T = 1) и сравнивать ее 

с результатами имитационного моделирования при различных N. На графиках (рис. 2) представлены 

полученные распределения для нескольких значений N. Как видно, полученное распределение (26)–

(28) достаточно хорошо аппроксимирует искомое при различных значениях N. 

Для численного анализа точности аппроксимации будем использовать расстояние Колмогорова 

 
0

0

max ( ) ( )
i

i
n

P n F n




    

между соответствующими распределениями числа событий в потоке повторных обращений для гаус-

совской аппроксимации P(n) и для распределения F(n), полученного в результате имитационного  

моделирования. В таблице приведены значения расстояний Колмогорова для рассматриваемого чис-

ленного примера. Как видим, при увеличении параметра N высокой интенсивности входящего потока 

расстояние Колмогорова между указанными распределениями уменьшается, т.е. точность получен-

ной аппроксимации растет. 
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N = 5 

 

 
N = 7 

 
N = 10 

 
N = 50 

 

Рис. 2. Сравнение гауссовской аппроксимации (квадраты) распределения числа событий в потоке повторных обращений n  

и распределения, полученного в результате имитационного моделирования (закрашенные кружки), для разных значений N 

параметра высокой интенсивности входящего потока 

Fig. 2. Comparisons of the Gaussian approximation (squares) and empiric distribution (circles) for various values of parameter N 

 

Расстояние Колмогорова Δ между аппроксимацией и эмпирическим распределением 

N 5 6 7 10 25 50 100 200 

Δ 0,0671 0,0541 0,0479 0,0315 0,0227 0,0181 0,0125 0,0086 

 

Если в качестве допустимого значения погрешности принять расстояние Колмогорова 0,05,   

то для рассматриваемого примера можно считать, что полученная аппроксимация применима при 

7N  . Таким образом, полученный результат (26)–(28) применим даже для не очень больших значе-

ний интенсивности входящего потока. 

 

Заключение 

 

В работе рассмотрена математическая модель обслуживания заявок в двухфазной системе мас-

сового обслуживания GI|GI|∞→GI|∞ с возможностью повторного обращения заявки ко второй фазе 
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системы. Методом марковского суммирования получена система уравнений для исследования  

случайного процесса, описывающего число событий в потоке повторных обращений к системе при 

нестационарном режиме работы. Методом асимптотического анализа при условии высокой интен-

сивности входящего потока доказано, что распределение вероятностей числа событий в потоке по-

вторных обращений за фиксированный интервал времени [0; T] может быть аппроксимировано нор-

мальным распределением с математическим ожиданием и дисперсией, вычисляемыми по формулам 

(27) и (28) соответственно. Проведенные численные эксперименты подтверждают хорошее качество 

данной аппроксимации.  
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The paper presents the study of repeated flow in the two-stage infinite-server queueing system with feedback. The arrival process 

is the general flow having independent and identically distributed inter-arrival periods with length distributed with cumulative distri-

bution function (c.d.f.) A(x). Service times at the first stage are independent and identically distributed (i.i.d.) with c.d.f. B1(x). After  

a completion of the service at the first stage, the customer go to the second stage with the probability r1 or it may leave the system 

with the probability (1 – r1). Service times at the second stage are i.i.d. with c.d.f. B2(x). When the service at the second stage is com-

pleted, the customer may come back to the second stage with the probability r2 for the repeated service or it may leave the system 

with the probability (1 – r2).  

The problem is to determine the probability distribution of the number of repeated customers (r-flow) during fixed time period  

[0; T].  

To solve this problem, the Markov summation method is used. This method is based on the consideration of Markov processes 

and the solution of the Kolmogorov equations. The number of events in the r-flow is sum of number of events in the so-called local 

r-flow which means the number of calls generated by one incoming customer in the r-flow. The equations are solved under asymptotic 

condition of high intensity of arrivals.  

It is shown that the probability distribution of the number of repeated customers for the time interval [0; T] converges to normal 

distribution with parameters 

 

* *
2 1 2

1 1 *
0 2 2

( ) ( ) 1
{ ( )} ( )

2 1 ( )

T j Tr b b e
M n T Nr B y dy T d

jj r b

  



    
              
  , 

and 

 

 

* * *
1 2 2 22

1 1 2
*

0 2 2

( ) ( ) 3 ( ) 1
{ ( )} ( )

2 1 ( )

T j Tb b r br e
D n T Nr B y dy T d

jj r b

  



     
             

   

 

2
* *

2 1 2
1 *

0 2 2

( ) ( ) 1
( )

2 1 ( )

T j yr b b e
B y d dy

jr b

  



                   

  , 

where    
0

j t
k kb e dВ t


    , k = 1, 2. 

Using simulation experiments, we establish accuracy and applicability area of the obtained approximation for various values of 

intensity parameter N and observation time T. 

 

Keywords: infinite-server queueing tandem; feedback; repeated flow; method of Markovian summation; asymptotic analysis. 

 

SHKLENNIK Maria Alexandrovna (Assistant Professor, National Research Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). 

E-mail: shklennikm@yandex.ru 

 

MOISEEV Alexander Nikolaevich (Doctor of Physics and Mathematics Sciences, Associate Professor, Head of the Department  

of Software Engineering, National Research Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). 

E-mail: moiseev.tsu@gmail.com 

 

ZADIRANOVA Lyubov Alexandrovna (Candidate of Physics and Mathematics, “GazInformPlast” Well Testing Center, Tomsk,  

Russian Federation). 

E-mail: zhidkovala@mail.ru 

 

REFERENCES 

 

1. Morozova, A.S., Moiseeva, S.P. & Nazarov, A.A. (2006) Investigation of the economic-mathematical model of discount for  

patrons influence on income of trading. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta – Tomsk State University Journal. 293. 

pp. 49–52.  

2. Zhidkova, L.A. & Moiseeva, S.P. (2013) Matematicheskaya model' potokov pokupateley dvukhproduktovoy torgovoy kompanii  

v vide sistemy massovogo obsluzhivaniya s povtornymi obrashcheniyami k blokam [A mathematical model of customer flows  

of a two-product trading company in the form of a queuing system with repeated calls to blocks]. Izvestiya Tomskogo 

politekhnicheskogo universiteta – Bulletin of the Tomsk Polytechnic University. Geo Assets Engineering. 322(6). pp. 5–9. 



М.А. Шкленник, А.Н. Моисеев, Л.А. Задиранова 

40 

3. Van Doorn, E.A. & Jagers, A.A. (2004) A Note on the GI/GI/infinity system with identical service and interarrival-time distribu-

tions. Queueing Systems. 47 pp. 45–52. DOI: 10.1023/B:QUES.0000032799.30173.b7 

4. Whitt, W. (2006) Fluid models for multiserver queues with abandonments. Operations Research. 54. pp. 37–54. DOI: 

10.1287/opre.1050.0227  

5. Korolyuk, V.S., Melikov, A.Z., Ponomarenko, L.A. & Rustamov A.M. (2016) Methods for analysis of multi-channel queuing 

systems with instantaneous and delayed feedback. Kibernetika i sistemnyy analiz – Cybernetics and Systems Analysis. 52(1).  

pp. 58–70.  

6. Takács, L. (1963) A single-server queue with feedback. The Bell System Technical Journal. 42. pp. 505–519. 

7. Takács, L. (1977) A queuing model with feedback. Operations Research. 11. pp. 345–354. 

8. Boxma, O.J. & Yechiali, U. (1997) An M/G/1 queue with multiple types of feedback and gated vacations. Journal of Applied 

Probability. 34(3). pp. 773–784.  

9. Choi, B.D., Kim, B. & Choi S.H. (2003) An M/G/1 queue with multiple types of feedback, gated vacations and FCFS policy  

Computers & Operations Research. 30(9). pp. 1289–1309. DOI: 10.1016/S0305-0548(02)00071-0 

10. Melikov, A.Z., Aliyeva, S.H. & Sztrik, J. (2019) Analysis of queuing system MMPP/M/ K/K with delayed feedback Mathematics. 

7(11). DOI: 10.3390/math7111128  

11. Shklennik, M., Moiseeva, S. & Moiseev, A. (2017) Analysis of queueing tandem with feedback by the method of limiting  

decomposition. Communications in Computer and Information Science. 800. pp. 147-157. DOI: 10.1007/978-3-319-68069-9_12 

12. Moiseeva, S.P., Morozova, A.S. & Nazarov, A.A. (2006) Investigation of the flow of appeals in infinite lines queueing system 

with repeated service. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta – Tomsk State University Journal. 290. pp. 173–175.  

13. Nazarov, A.A., Moiseeva, S.P. & Morozova, A.S. (2008) Analysis of queueing system with unlimited number of servers and 

feedback by the method of limiting decomposition. Vychislitel'nye tekhnologii – Computational Technologies. 13(55). pp. 88–92.  

14. Shklennik, M.A. & Moiseev A.N. (2018) Analysis of Customers Flows in the Infinite-Server Queueing Tandem with Feedback. 

Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Upravlenie, vychislitel'naya tekhnika i informatika – Tomsk State University 

Journal of Control and Computer Science. 45. рр. 48–58. DOI: 10.17223/19988605/45/6 

15. Moiseeva, S.P., Ananina, I.A. & Nazarov, A.A. (2009) Research of streams in system M|GI|∞ with repeated references the method 

of limiting decomposition. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Upravlenie, vychislitel'naya tekhnika i informatika – 

Tomsk State University Journal of Control and Computer Science. 3(8). рр. 56-66.  

16. Nazarov, A.A. & Moiseeva, S.P. (2006) Metod asimptoticheskogo analiza v teorii massovogo obsluzhivaniya [Asymptotic analysis 

method in queueing theory]. Tomsk: NTL. 

17. Melikov, A., Zadiranova, L. & Moiseev A. (2016) Two Asymptotic Conditions in Queue with MMPP Arrivals and Feedback. 

Communications in Computer and Information Science. 678. pp. 231–240. DOI: 10.1007/978-3-319-51917-3_21 

18. Moiseev, A. & Nazarov, A. (2012) Investigation of high intensive general flow. Problems of Cybernetics and Informatics.  

Proc. of the Fourth International Conference PCI’2012. Baku, September 12–14, 2012. Baku: IEEE. pp. 161–163. 

19. Moiseev, A.N. & Nazarov, A.A. (2014) Asymptotic Analysis of a Multistage Queueing System with a High-Rate Renewal  

Arrival Process. Avtometriya – Optoelectronics, Instrumentation and Data Processing. 50(2). pp. 163–171.  

20. Nazarov, A.A. & Dammer, D.D. (2019) A Study of Additionally Generated Flows in Systems with Unlimited Number of Devices 

and Recurrent Servicing with the Markov Summation Method. Automation and Remote Control. 80(12). pp. 2195–2205. DOI: 

https://doi.org/10.1134/S0005117919120087 

21. Shklennik, M.A. & Moiseev, A.N. (2021) Method of Markovian summation for study the repeated flow in queueing tandem 

M|GI|∞ → GI|∞. Izvestiya Saratovskogo universiteta. Novaya seriya. Ser. Matematika. Mekhanika. Informatika – Izvestiya of  

Saratov University. New Series. Series: Mathematics. Mechanics. Informatics. 21(1). pp. 111–123. DOI: 10.18500/1816-9791-

2021-21-1-111-123 

 

 
 



Асимптотический анализ времени работы системы с ненадежными резервными элементами 

41 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2021               Управление, вычислительная техника и информатика               № 56 
 

 

ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ 
 

 
УДК 519.873 

DOI: 10.17223/19988605/56/5 

 

Э.А. Головастова 
 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВРЕМЕНИ РАБОТЫ СИСТЕМЫ С НЕНАДЕЖНЫМИ  

РЕЗЕРВНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ И ВОССТАНАВЛИВАЮЩИМ ПРИБОРОМ 

В УСЛОВИЯХ БЫСТРОГО РЕМОНТА ЭЛЕМЕНТА 
 

Рассматривается модель с взаимозаменяемыми элементами с возможными отказами и одним надежным вос-

станавливающим прибором. Предполагается, что функция распределения времени работы элемента произ-

вольная, а времени его восстановления – экспоненциальная. Получены соотношения, определяющие распре-

деление времени работы всей системы, а также исследовано асимптотическое поведение этого распределения 

при условии быстрого ремонта элемента. 

Ключевые слова: задача надежности; время безотказной работы системы; стохастические уравнения; преоб-

разование Лапласа; асимптотическое поведение. 

 

Одной из основных задач теории надежности является учет влияния отказов и сбоев компонент 

технических комплексов на эффективность работы всей системы. В частности, широкое распростра-

нение имеют функциональные системы, в которых есть как рабочие компоненты, так и компоненты, 

отвечающие за восстановление последних. Для такого рода моделей известны публикации, в которых 

рассматривается система с несколькими одинаковыми элементами, когда в каждый момент времени 

работает группа элементов [1] или один элемент, а другие находятся в холодном резерве или восста-

навливаются [2–4]. Зачастую для определения нестационарных характеристик системы вводится  

марковский процесс, выписываются его уравнения Колмогорова и далее проводится их анализ [5, 6]. 

В подобном методе иногда можно значительно упростить нахождение искомой характеристики, уста-

новив некоторые ограничения для марковского процесса, как это выполнено, например, в работе [7]. 

Также характеристики системы можно определить с помощью методов имитационного моделирова-

ния [8]. Наконец, отметим: в силу того, что реальные технические комплексы должны быть устойчи-

выми к отказам, немаловажной задачей является вопрос предельной надежности резервированных 

систем, в частности, когда время работы их элементов больше времени восстановления [9, 10].  

В данной работе мы рассмотрим модель системы с холодным резервом в условиях ее высокой 

надежности, а именно систему с n одинаковыми элементами и надежным восстанавливающим при-

бором при условии быстрого ремонта элемента. Установлено, что при соответствующей нормировке 

при увеличении скорости восстановления элемента распределение времени жизни системы сходится 

к экспоненциальному. Аналогичный результат был получен в работе [11], однако там распределения 

как времени работы, так и времени восстановления элемента полагались экспоненциальным; в насто-

ящей работе только время восстановления элемента считается экспоненциальным, время работы эле-

мента имеет произвольное непрерывное распределение. 
 

1. Постановка задачи и математическая модель 
 

В работе рассматривается система, состоящая из n одинаковых элементов, в которой в каждый 

момент времени работает только один элемент, называемый основным, а остальные находятся в хо-
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лодном резерве. Основной элемент может выйти из стоя, и тогда его сразу же заменяет любой ре-

зервный; отказавший элемент при этом немедленно отправляется восстанавливаться на прибор, кото-

рый полагается надежным. Система выходит из строя в момент, когда все n элементов становятся 

неработоспособными.  

Также мы предполагаем, что время восстановления сломанного элемента ξ имеет экспоненци-

альное распределение с параметром µ, а время работы элемента η имеет распределение общего вида – 

G(t) (G(t) – непрерывная функция для t ≥ 0, у которой все моменты являются конечными). В частно-

сти, пусть Eη = b < ∞. Считаем, что все случайные величины, задающие систему, взаимно независи-

мы. Цель работы – получение соотношений для функции распределения времени безотказной работы 

системы, а также ее асимптотики при условии быстрого восстановления элемента. 

Обозначим через τj – время до выхода из строя всей системы, если на момент начала ее работы 

имеется j неработоспособных элементов, j = 0, 1, 2, … , n – 1. Также пусть m(0) – число неисправных 

элементов на момент начала работы первого основного элемента, (η) – число восстановленных эле-

ментов за η – промежуток времени работы первого основного элемента. Так как время ремонта эле-

ментов имеет экспоненциальное распределение, то, если бы на момент начала работы системы число 

неисправных элементов было сколь угодно велико, число восстановленных элементов за время η 

равнялось бы числу требований пуассоновского потока интенсивности µ, пришедших за время η.  

В соответствии с этим имеем условные вероятности: 
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Мы рассматриваем систему при условии быстрого восстановления отказавших элементов. Это 

означает, что 1/Eξ = µ → ∞. Это также означает, что при µ → ∞ имеет место следующая сходимость: 
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Далее покажем, что при µ → ∞ для любого j = 0, 1, 2, … ,  n – 1 выполнено условие 
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Для краткости мы в дальнейшем иногда будем опускать в записи ε(µ) зависимость от аргумента 

и писать просто ε. По определению полагаем, что f(x) ~ g(x) при x → a, если lim x → a f(x)/g(x) = 1. 

 

2. Распределение времени безотказной работы системы 

 

Для определения времени безотказной работы системы мы используем метод, рассмотренный  

в работе [7]. То есть представим время работы системы как сумму промежутка времени работы  

первого основного элемента и оставшегося времени жизни системы. Тогда общее время безотказной 

работы системы определяется следующими стохастическими уравнениями (здесь n > 2 ): 
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где I(A) = 1, I(Ā) = 0 – индикатор события А.  

Выполнив преобразование Лапласа–Стилтьеса от обеих частей равенства в предыдущих соот-

ношениях, с учетом (1) получим следующую линейную алгебраическую систему уравнений: 
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n k k n k
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s g s g s s g s s g s
 
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 

 
       

 
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где: 

( )
0

0 0
( ) , ( ) ( ), ( ) ( )js sx s x

j s E e g s e dG x g s e dG x
          , 
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0

( )
( ) ( ), 1,2, , 2.

!

j
s x

j

x
g s e dG x j n

j


  

     

Таким образом, условие (3) эквивалентно следующему условию сходимости: 

 1 1
( ( ) )

1

n
j s

bs

   


 (5) 

при µ → ∞ и для любого j = 0, 1, 2, …, n – 1.  

Также, учитывая (2), при µ → ∞ получим 

 1 1( ) ~ 1n ng s bs    ,  

 
1 1 1

0 0
0

( ) ~ ( ) ( )n n x ng s s xe dG x s


             , (6) 

 1 1 1

0
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( ) ~ (0) ( ) (0) ( ) 1,2, , 2.
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j j j j

x
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j


   

           

Отметим также, что 

(0) ( ,0) 0, 1,2, , 2;j jg g j n       

( ) 0, 0,1,2, , 2j j j n         

при µ → ∞. 

 

3. Асимптотический анализ времени безотказной работы системы 

в предположении ее высокой надежности 

 

Для двух элементов в рассматриваемой системе имеем следующий аналог соотношений (4) для 

уравнений преобразований Лапласа–Стилтьеса распределения ее времени работы: 

0 1( ) ( ) ( )s g s s   , 

1 0 1 0( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ).s g s g s s g s      

Тогда 

0
1 0 1

0

( )
( ) , ( ) ( ) ( ).

1 ( ) ( )

g s
s s g s s

g s g s
    

 
 

Поэтому, используя (6), получаем, что при µ → ∞ 

( ) ~1g s bs   , 

0 0( ) ~ ~ .g s s       

Таким образом, следует, что функции φ0(εs) и φ1(εs) стремятся к 1/(1 + bs) при µ → ∞, и (5) верно для 

двух элементов в системе.  

Далее, при n > 2 и µ → ∞ имеем 
1
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То есть φ0(ε
n-1 s) ~ φ1(ε

n-1 s). Далее в целях представления рассуждений в более компактном и понят-

ном виде мы иногда будем опускать зависимость от аргумента εn–1s в записи функций φj(s). 

Разделив второе уравнение в (4) на φ1, получим 

2
0 0

1

1 ( )g g g


  


. 

При µ → ∞, используя (6), справедливо следующее асимптотическое равенство:  

 1 1 12
0 0

1

1 ~ 1 n n nsb s s  
           


. 

Оставляя в последнем выражении наиболее медленно убывающие по ε слагаемые, получаем 

22

1

~ 1 n sb
 


. 

То есть φ2 ~ φ1 и φ2 ~ φ1(1 + εn–2 sb). 

Для 2 < j < n – 1, повторяя ту же самую процедуру, получаем 

 0 1 1

1

j

jg g g g 


    


 

12 2
1 2 1 0

1 1 1 1

j j

j jg g g g


 

  
   
   

. 

Снова, переходя в последнем равенстве к асимптотической эквивалентности, используя (6), мы, 

оставляя наиболее медленно убывающие по ε слагаемые, получаем 

1 1
1 0

1

1 ~1 (0) ( )
jn j n j nsb g sb s
  


        


, 

1 1

1

~1
j n j sb
  


 


. 

То есть φj+1 ~ φ1 и φj+1 ~ φ1 × (1 + εn–j–1 sb). В частности, φn–1 ~ φ1 и φn–1 ~ φ1 × (1 + εsb). 

Таким образом, при µ → ∞ справедливы соотношения: φk(ε
n–1 s) ~ φ0(ε

n–1 s), k = 1, 2, … ,  n – 1,  

и φj ~ φ1 × (1 + εn–j sb), j = 2, … , n – 1. В практическом отношении это означает, что при условии 

быстрого ремонта функция распределения времени жизни системы не зависит от числа неисправных 

элементов на момент начала ее работы. Однако эта функция распределения при увеличении скорости 

восстановления элементов сходится тем медленнее к предельному распределению, чем больше отка-

завших элементов на момент начала работы системы. 

Разделим последнее уравнение системы (4) на φ1. Тогда с учетом последнего результата, оста-

вив самые медленно убывающие по ε слагаемые в асимптотическом равенстве, мы получим 
1

1 1 1 0(1 ) ~ (1 (0)) ( )nsb sb g s               , 

2
1 1 0( (0)) ~ (1 )nsb sb g s           . 

Итак, φ1(ε
n–1 s) ~ 1/(1 + bs), когда µ → ∞, и, принимая во внимание полученные ранее соотно-

шения, утверждение (5) также верно для любого n > 2. 

 

4. Пример численного анализа 

 

В этом разделе приведем результаты применения выводов проведенного теоретического иссле-

дования для конкретного примера, а именно: в условиях рассмотренной системы положим n = 4;  

в качестве распределения времени работы элемента возьмем распределение Эрланга с параметрами  

k = 6, θ = 1/6, (т.е. здесь b = 1). Тогда, получив по формулам (4) выражения для преобразования 

Лапласа–Стилтьеса функций распределения времени жизни системы, построим их графики для раз-

личных значений параметра µ (рис. 1–4).  
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Рис. 1. Визуализация сходимости функции φ0(s) при значениях параметра µ ∈ {3, 5, 10, 15, 20} к (1 + s)–1  

Fig. 1. Visualization of the convergence of the function φ0(s) to (1 + s)–1 when µ ∈ {3, 5, 10, 15, 20}  

 

 
 

Рис. 2. Визуализация сходимости функции φ1(s) при значениях параметра µ = 3, 5, 10, 15, 20 к (1 + s)–1 

Fig. 2. Visualization of the convergence of the function φ1(s) to (1 + s)–1 when µ ∈ {3, 5, 10, 15, 20}  
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Рис. 3. Визуализация сходимости функции φ2(s) при значениях параметра µ = 3, 5, 10, 15, 20 к (1 + s)–1 

Fig. 3. Visualization of the convergence of the function φ2(s) to (1 + s)–1 when µ ∈ {3, 5, 10, 15, 20} 

 

 
 

Рис. 4. Визуализация сходимости функции φ3(s) при значениях параметра µ = 3, 5, 10, 15, 20 к (1 + s)–1 

Fig. 4. Visualization of the convergence of the function φ3(s) to (1 + s)–1 when µ ∈ {3, 5, 10, 15, 20} 
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Таким образом, рис. 1–4 наглядно подтверждают теоретические выводы о сходимости к экспо-

ненциальному закону и о скорости этой сходимости. 

 

Заключение 

 

В работе показано, что соотношения для преобразований Лапласа–Стилтьеса от функции рас-

пределения времени безотказной работы рассматриваемой системы имеют вид системы линейных 

алгебраических уравнений (4). При небольшом числе рабочих элементов можно выписать явные вы-

ражения для искомых неизвестных. В случае, когда число рабочих элементов достаточно велико, 

можно использовать программное обеспечение, реализующее алгоритмы решения систем уравнений 

подобного вида. Также доказано утверждение о сходимости распределения нормированной случай-

ной величины, задающей время безотказной работы системы, к экспоненциальному закону при усло-

вии быстрого ремонта элементов (3), (5).  
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This paper deals with following reliability problem. We have a system with n elements, which can be broken and one reliable re-

covery device, in following prepositions: the distributions of the element repairing period is exponential with parameter µ. The dis-

tribution of the element working period is arbitrary with the continuous distribution function G(t) and finite expected value b. All the 

described random variables are assumed to be mutually independent. The purpose is to find the system working time distribution τj 

and the asymptotic distribution of the system lifetime under condition of the element's fast repair.  
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The found relations for the Laplace-Stieltjes transformations of the system operating time distribution function in the current 

problem have the form of a system of linear algebraic equations: 

0 1( ) ( ) ( ),s g s s    

1 0 1 2 0( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),s g s g s s s g s      

1 1
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j k k j k
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It is also proved, that the normalized distribution of the system operating time converges to an exponential law under the condi-

tions of element’s fast repair. Namely: 

1( ( ) )

t

n b
jP t e


      

as µ → ∞, and for any j = 0,1,2,…, n – 1. The normalization factor is determined as follows: 

0
( ) ( )te dG t


    . 
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Предложен подход к оценке качества моделей в полимодельных комплексах на основе топологической типи-

зации, формирующий векторное пространство статистического образа мультимоделирования и числовые  

меры верификации с точки зрения устойчивости статистик. Приведена схема каркаса системы поддержки 

принятия решений по динамической типизации топологии полимодельных комплексов, позволяющая повы-

сить эффективность принимаемых решений по оценке качества моделирования сложных технических систем. 

Ключевые слова: полимоделирование; статистическая устойчивость; квазиоднородная модель; статистиче-

ская волатильность; векторное пространство; цепь Маркова; точность; вероятность перехода; число реализа-

ций процесса; статистический образ. 

 

Сложные технические системы (СТС) требуют высокого качества их моделей на этапах проек-

тирования и / или анализа. Процессы функционирования СТС часто реализуются в условиях неопре-

деленности состояний, отсутствия возможности натурных испытаний, высокой стоимости получения 

данных, сложности мониторинга состояний вследствие особых условий функционирования, высокой 

стоимости ресурсов [1, 2]. Примерами таких систем могут быть объекты нефтехимического и нефте-

газового производства, АЭС, ТЭС, гидроэлектростанции, транспортные беспилотные объекты  

со сложной инфраструктурой и другие. 

Наряду с указанными проблемами моделирование таких систем всегда связано с большой раз-

мерностью моделей в полимодельных комплексах (ПМК), сложностью построения планов моделиро-

вания в параметрическом модельном пространстве, проблемами квалиметрической оценки этих ПМК 

и другими факторами, которые рассмотрены в [3, 4]. Полимоделирование СТС должно осуществлять-

ся с учетом выбора оптимальной топологии ПМК, соответствующей задачам и априорным данным  

о функционировании СТС, создания комплекса квалиметрических оценок и метрик, которые форми-

руют статистический портрет ПМК, что позволит получить полную картину качества ПМК и каждой 

модели в частности на этапах проектирования и / или анализа СТС.  

Основные результаты в рассматриваемой области связаны с анализом качества моделей в рам-

ках квалиметрии моделей [4–6]. Как отдельный показатель качества модели статистическая устойчи-

вость позволяет исследовать статистики (функций выборки), в том числе стабильности частости (от-

носительной частоты) статистик [6].  

Случайные модели не всегда в полной мере отражают специфику реальных событий, и на 

больших интервалах гипотеза идеальной статистической устойчивости не находит эксперименталь-

ного подтверждения. На больших объемах данных уровень флуктуаций реальных статистик практи-

чески не изменяется или возрастает, что обусловлено невозможностью обеспечить повторяемость 

условий экспериментов, как отмечается в [7]. 

Вопросам оценки результатов имитационного моделирования уделялось много внимания, ис-

пользовались критерии Стьюдента, Фишера, Манна–Уитни, Вилкоксона и др. Но в существующих 
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исследованиях недостаточно проработаны вопросы метрик устойчивости моделей. В то же время 

устойчивость – это фундаментальное свойство динамических систем, которое исследуется обычно  

в двух плоскостях: как реакция системы на внешние возмущения динамического характера и как из-

менение параметров в ответ на эти возмущения [8, 9].   

Исследования авторов [10, 11] связаны с процедурой многокритериального структурно-

функционального синтеза комплекса разнотипных моделей, описывающих с различной степенью де-

тализации различные аспекты функционирования системы проактивного управления группировкой 

СТС в динамически изменяющейся обстановке, задаваемой как стохастическими и интервальными 

исходными данными, так и данными, имеющими нечетко-возможностный характер, позволившей  

на конструктивном уровне количественно оценить робастность и устойчивость программ проактив-

ного управления сложными техническими системами на основе построения и аппроксимации обла-

стей достижимости логико-динамических моделей, описывающих структурную динамику рассматри-

ваемых систем. 

Таким образом, вопросы оценки статистической устойчивости моделей поднимались разными 

авторами либо как методологический аспект качества модели, либо в рамках других модельных 

свойств. Однако в практических задачах имитационного моделирования, например на основе марков-

ских моделей, возникает выраженная проблема размерности выборки.  

В представленном исследовании предложен подход к формированию комплекса квалиметриче-

ских мер на основе следующей группы оценок: статистической устойчивости, волатильности марков-

ской модели в задачах анализа системной динамики, в которых не детализируется источник возник-

новения неустойчивости, а анализируются свойства модели в ее выходных характеристиках. Предло-

женный подход отличается конструктивизмом, позволяя исследователю формулировать на основе 

некоторых оценок статистический портрет модели. 

 

1. Общая постановка задачи квалиметрического анализа ПМК 

 

В качестве основы (базового уровня ПМК) для описания предложенного авторами подхода  

используется модель Маркова. Применение марковских моделей (ММ) к анализу надежности и про-

гнозированию временных характеристик СТС широко распространено [12], но не всегда результаты 

оказываются достоверными, в связи с этим целесообразно развивать механизмы решения задач ана-

лиза функционирования СТС с учетом оценки качества решений в рамках ММ.  

Для решения задач квалиметрического анализа одной ММ предложено два основных вида ква-

лиметрических оценок: статистическая устойчивость модели (СУМ) и статистическая волатильность 

модели (СВМ), на основе которых формулируются другие оценки [3, 6]. 

Для двух ММ, входящих в ПМК, их квалиметрическая оценка представляет собой системное 

свойство по отношению к задаче моделирования. Обозначим ПМК как 

1 1 1

1 1 2 2
, , [( ,..., ),( ,..., ),...,( ,..., )]

I K D

i L L
I K DPMK M M M M M M , 

где 1, , 1, , 1,i I k K d D   , – индексы моделей типов 1, 2, …, L соответственно. 

Полимодельный комплекс 
1 2

1 1 1
2[ , ]PMK M M , где 

1

1M  и 
2

1M – две однотипные модели, обладает 

достаточным качеством для решения некоторой задачи моделирования Z, если в совокупности моде-

ли 
1

1M  и 
2

1M обладают достаточным качеством для решения некоторой задачи, но каждая из моделей 

может им не обладать (либо обладать частично). В квалиметрическом анализе ПМК на основе оценки 

СУМ необходимо также оценить чувствительность модели, которая может входить в противоречие  

с достаточностью СУМ. Проблема определения достаточности качества отдельных моделей в ПМК 

сложна, но нахождение наилучшего соответствия качества отдельных моделей, в том числе с уче-

том их чувствительности в ПМК, может быть осуществлено лицом, принимаюшим решение (ЛПР) 

на основе построения области Парето. 
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Рассмотрим понятия и метрики статистической устойчивости модели (СУМ) и соответствую-

щей ей статистической чувствительности модели (СЧМ).  

 

2. Некоторые понятия и метрики квалиметрического анализа полимодельных комплексов  

 

Мера статистической устойчивости (СУ) определена для модели Маркова, реализованной  

в рамках одного из видов математических схем моделирования, и представляет собой квалиметриче-

скую оценку ее устойчивости, которая, начиная с некоторых 0in n , 
0il l , 0ik k , будет удовле-

творять условию 

  
,

( ( , , ))xM
i i i

p
n l k


       (1) 

с учетом условия сходимости по статистической вероятности, где xM  – обозначение некоторой ими-

тационной модели, n – скаляр, задающий число сгенерированных цепочек ММ в выражении (1), 

;n N  
ml – длина m-й цепи Маркова, ;l L  k – кратность запусков модели,

 
;k K  , ,n l k – много-

мерная матрица, которая может содержать результаты первичной статистики, на основе которой бу-

дет оценена СУ [6, 12].  

Определение (1) может быть детализовано в зависимости от целей исследования и типа иссле-

дуемого объекта. Основной оценочный параметр – это 
M x  (оценка текущей статистики модели), 

представляющий интерес для исследования статистики по полученным результатам экспериментов  

в виде вектора θ с учетом ε – точности модели, p – доверительной вероятности оценки параметров. 

Следовательно, модель xM  может быть определена в общем случае как k-статистически устой-

чивая (n-, l-, ε-, p-статистически устойчивая) на основе заданного плана экспериментов  , , ,n l k  . 

Если обозначить D – множество допустимых планов ( )J D , то , , ,j j j j jn l k   – реализуемый 

план. 

Таким образом, если при исследовании СТС на основе ММ по схеме:

:
M M

M
ij ij

v m
xschema A P P   , где ijP – матрица переходов MM; 

M
ij

mP – «восстановленная» матрица 

переходных вероятностей, содержащая статистические оценки ijP , отклонение 
M

ij
mP  в модели xM  

не превысит заданную ЛПР величину  , то для плана экспериментов  , , ,n l k   модель xM  будет 

считаться  (k-, ε -, p-)-статистически устойчивой и обозначаться , ,
M M M

k p
x x x

   . 

При наличии у ЛПР требований к точности оценки показателей режимов СТС, например 

| |N tR R    в диапазоне 0,01.. 0,025  , и ресурса, позволяющего проводить не более чем k = 20 

запусков модели, при изменении числа сгенерированных цепочек ММ от 100 до 200 и ε = 0,015  

по результатам моделирования оценка СУ по мере 
, ,

1

1 1 1

M

p k
  колеблется от 0,67 до 0,81, что весьма 

существенно при принятии решений о наличии проблемной ситуации при исследовании перехода  

в состояние отказа. Если требования к ресурсам не позволяют проводить дополнительные запуски 

модели и увеличить число переходов, то модель может считаться 
, ,

1

1 1 1

M

p k
  устойчивой при ε = 0,015, 

n = 100, k = 20. 

Для полноты описания СУ целесообразно оценить чувствительность модели на основе плана 

, , ,j j j j jn l k  , где θ представляет собой 1( , )
M

i jn l  – оценку нестабильности модели относитель-

но некоторых условий и n – числа сгенерированных цепочек ММ, ,n N  и lm – длины m-й цепи 

Маркова, l L  [6]. 
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Определение 1. Модель xM , реализованная по одной из математических схем моделирования, 

является статистически чувствительной, если для квалиметрической оценки ее устойчивости, с уче-

том условия сходимости по статистической вероятности, начиная с некоторых 0in n , 0il l , 0ik k , 

условие (1) не выполняется при наличии одного из условий.  

Условие 1.1 определяет зависимости от начального распределения вероятностей 

1 0 2 0 0( ( ), ( ),..., ( ))xP t P t P t , когда с учетом выбранной точности 1 0
M
   справедливо 

1 1 1
0 0( , | ( ) 1) ( , | ( ) 1) |M M M

i j i jn l P t n l P t         , , x  , где х – конечное множество состояний 

исследуемой системы.  

Условие 1.2 определяет зависимости от числа шагов H до финального распределения вероят-

ностей (при наличии стационарного режима модели xM ).   

На рис. 1 показаны результаты моделирования отклонений восстановленного значения Рij мо-

дели xM  при изменении начального состояния в распределении вероятностей в зависимости от числа 

переходов N и длины цепочек L и приведены оценки чувствительности ММ при изменении начального 

состояния в распределении вероятностей в зависимости от осредненных отклонений числа переходов 

N и длины цепочек L по реализациям планов для N = 10, L = 10. Результаты моделирования отражают 

значительную нестабильность статистик на малых объемах выборок и сглаживаются при статистиче-

ски устойчивых параметрах планов моделирования. Для уточнения свойств моделей на основе поня-

тия СУ определяется метрика СУ некоторого параметра модели, которая позволяет исследовать от-

дельные значимые параметры модели. 
 

                
 

    а            b 
 

Рис. 1. Результаты моделирования: а – отклонений восстановленного значения Рij в ММ при изменении начального  

состояния в распределении вероятностей для N = 10, L = 10; b – оценки чувствительности ММ 1 ( , )M
i jn l   

относительно изменении начального состояния в распределении вероятностей 

Fig. 1. Results of modeling: а – deviations of the restored value of Рij in MM with a change in the initial state in the probability  

distribution N = 10, L = 10$ b – Estimates of MM 1 ( , )M
i jn l sensitivity with respect to changes in the initial state  

in the probability distribution 

 

Статистическая устойчивость исследуемого параметра моделью (СУ ИПМ) понимается 

как СУ СВ оценки некоторого исследуемого параметра в смысле неравенства (1). Например, при ис-

следовании риска СТС, c учетом того, что риск определяется как L P Z  , где P – вероятность отказа 

устройства и ее стоимость. Если Z – детерминированная, то P – случайная величина, следовательно,  

L обладает теми же свойствами что и P, а значит, может быть определена СУ ИПМ. 

Тогда, для xM  и исследуемого параметра  : min max , 1,     i i I  (или min maxi     ),  

СУ этого параметра 
|M x

  (как оценки текущей статистики исследуемого параметра   моделью xM ) 
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при условии min max
        и начиная с некоторых 0in n , 0il l , 0ik k  (модельных парамет-

ров) будет удовлетворять условию 
|

,
( ( , , ))

M
i i i

p

x n l k
 


      . 

Для двух значимых параметров СТС α, β, с учетом 

 
min max

min max

, 1, ,

, 1, ,

i

j

i I

j J

     

     

 или 
min max

min max

, 1, ,

, 1, ,

i

j

i I

j J

     

     

 (2) 

СУ этих параметров 
|M x

  и 
|M x

 , исследуемых на основе модели xM  имеет вид: 

|

,
( ( , , ))

M
i i i

p

x n l k
 


      , 

|

,
( ( , , ))

M
i i i

p

x n l k
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 (3) 

где А – множество значимых параметров СТС. 

На основе принципа монотонности системы модель xM  будет считаться устойчивой, т.е. (3) 

будет эквивалентно (1). Следовательно, оценка СУ ИПМ как одного или нескольких значимых пара-

метров СТС позволит получить квалиметрическую оценку модели xM , что является важным для ис-

следования качества ПМК в целом. 

Статистической волатильностью исследуемого параметра в модели (СВ ИПМ) называется 

волатильность, представленная случайной функцией  

min max( ) ( ( ), ) : ,t p t K 
          , 

где   – мера волатильности исследуемого параметра, ( )p t
  – вероятность, определяемая на основе 

статистических испытаний параметра κ из множества исследуемых параметров K (в натурных или 

имитационных испытаниях),  – требуемая точность оценки параметра κ с учетом стандартного от-

клонения s [13]. 

Для двух значимых параметров СТС α, β с учетом условия (4) выражение (8), определяющее 

оценку волатильности модели в целом, примет вид:  

, , min max( ) ( ( ), ) : , ,i j i j

i j

t p t K 

 

          , 

где , ( )i j t  – полная волатильность модели xM , оцененная на основе двух значимых параметров α, β. 

Мера волатильности представляет собой в общем случае интервал математического ожидания 

СВ оценки волатильности модели. Для оценки доверительного интервала в простейшем случае при-

меняется статистика Стьюдента. С учетом ввода переменных 1
/




 x x

n

m m
T S

D n
, где 1nS – распреде-

ление по закону Стьюдента, xm – оценка математического ожидания, D – оценка дисперсии распре-

деления, получим 1( )
2

x

m

S
 

 
, 1( )

D
S

n

   . 

Моделирование СВ ММ xM  в диапазоне параметров 1 21..100, 1..200, 1..110n n l    показа-

ло существенное повышение неустойчивости модели (волатильности) относительно математического 

ожидания при уменьшении кратности запусков модели в два раза.  

Приведенные в исследовании некоторые основные метрики позволили сформировать статисти-

ческий портрет модели (СПМ) и представить его геометрическую интерпретацию. Получение СПМ 

осуществляется с учетом особенностей топологии ПМК конкретной СТС КП. 
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3. Топология полимодельных комплексов и их статистические образы  

 
Моделирование СТС часто связано с накопительной проблемой размерности моделей, что 

осложняет оценку их качества. Но наряду с размерностью существует накопительная сложность из 

типизации, выраженной в различной топологии моделей. На рис. 2 предложены укрупненная внеш-

няя классификация топологий ПМК и описание уровней в каскадах ПМК. 
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Рис. 2. Укрупненные схемы: а – внешняя классификация топологий ПМК; b –описание уровней 

Fig. 2. Enlarged diagrams: a – external classification of PMС topologies; b – description of the levels 

 

Представленная схема классификации топологий ПМК (на основе внешней и уровневой клас-

сификаций) позволит выбирать получаемые оценки качества отдельных моделей и комплекса в це-

лом. Если модель xM  может быть определена в общем случае как k-статистически устойчивая (или n-

, l-, ε -, p-статистически устойчивая) на основе заданного плана экспериментов  , , ,n l k   при опре-

деленном ЛПР D-множестве допустимых планов ( )J D  и , , ,j j j j jn l k   – реализуемом плане, то 

монотипный уномодельный ПМК в общем случае будет иметь СУ (1) и некоторую СВМ, то стати-

стическая оценка ,
M
i j

xO  уномодельного ПМК (или его статистический образ) представляет собой кор-

теж '
, , , ,... 0 min max: , ( , ) ; , ;        x xM M

i j i j i jO N t t t t  1, ; 1, ,i I j J   где ,
M
i j

x  – оценка СУ ПМК; 

, ,...( , )i jN t 
 
– оценка СВ ПМК при  – параметре, определяемом ЛПР. 

Статистическая оценка ,
M
i j

y
xO  М-модельного ПМК (статистический М-образ) в момент времени t 

с учетом '
0 min max, ; 1, ; 1,t t t i I j J          представляет собой систему  

 1 1 1,.. ,.. [ ,.. ],
, , , ,...: , ( , ) .


   x xт x xт x xтM M M M M M

i j i j i jO N t  (4) 

Типизация ПМК означает возможную вариабельность при оценке качества ПМК в целом на ос-

нове входящих в него моделей. Статистическая оценка 
|

,
Т M
i j

y
i xO  М-модельного Тi-типа ПМК (стати-

стическое описание ПМК) с учетом '
0 min max, ( 1, , 1, , { })it t t i I j J T T           представляет со-

бой систему  
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 (5) 

В определенных случаях однотипные модели могут быть оценены по наиболее важным пара-

метрам или оцениваться по аналогии. 

Статистический образ ПМК (СО ПМК) представляет собой оценку 
|

,

y
i xТ M

i jO  в векторном про-

странстве, для описания свойств которого сформулируем следующие определения. 

Определение 1. Набор n свойств модели xM  (x1, x2, ..., xn) называется вектором свойств х моде-

ли xM  размерности n. Числа xi вектора свойств модели xM  называются координатами вектора x  

модели xM . Пусть V – произвольное непустое множество, элементы которого мы будем называть 

векторами оценки модели xM .
Зададим поле K, элементы которого будем называть скалярами, пред-

ставляющими собой задачи оценки ПМК. 

Определение 2. Совокупность всевозможных векторов, описывающих x свойств моделей вида 

|
,
Т M
i j

y
i xO  размерности n, в которой на множестве V определена внутренняя бинарная алгебраическая 

операция, которую мы будем обозначать знаком «+» и называть сложением векторов свойств моде-

лей.  

На множестве V определена внешняя бинарная алгебраическая операция, которую мы будем 

называть умножением вектора на скаляр и обозначать знаком умножения, т.е. определены два 

отображения: V V V, x,y V, (x, y) x y V       ; K V V,   K , x V, 

 , x x V     . Множество Vn вместе с этими двумя алгебраическими операциями называется век-

торным пространством свойств ПМК над полем K, если выполняются аксиомы для векторных про-

странств (коммутативность, ассоциативность, умножение и т.п.). 

Утверждение 1. Если ранг матрицы плана экспериментов статистических оценок больше или 

равен рангу матрицы статистической оценки   в плане  , , ,n l k  , т.е.    [ , , ] [ ]r n l k r    , то 

разложение оценок в векторном пространстве Vn существует. Доказательство утверждения 1 может 

быть выполнено как следствие известной теоремы Кронекера–Капелли.  

Определение 3. Пусть вектор, отражающий свойства x0 модели xM , принадлежит векторно-

му пространству Vn: x0  Vn. Множество векторов, отражающих комплекс свойств xM , x  Vn, 

удовлетворяющих неравенству maxρ(x, x0, t) < h(t), называется шаром свойств ПМК радиуса h(t) –  

в момент времени t, '
0t t t  , т.е. с центром в точке x0. Множество векторов, отражающих свойства 

множества моделей xM  в ПМК: x  Rn, удовлетворяющих неравенству ρ(x, x0, t) ≤ h(t), '
0t t t  , 

называется замкнутым шаром переменного радиуса, зависящего от времени h(t), с центром  

в точке x0 и формирует полярную систему координат свойств моделей в ПМК относительно  

свойства x0. 

Определение 4. Статистический образ ПМК является регулярным, если он формируется при 

условии равенства всех углов между векторами множества x  Vn. 

Приведенные определения 1–4 являются основными при описании ПМК, но на их основе фор-

мулируются и другие свойства, касающиеся особенностей формирования ПМК различных типов.  

На рис. 3 изображены представления статистического образа квалиметрической оценки ПМК из  

Мn моделей и h(t). 
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Рис. 3. Представление статистического образа квалиметрической оценки ПМК из Мn моделей 

Fig. 3. Representation of the statistical image of the qualimetric assessment of the PMC from the Mn models 

 

Сложность формализации квалиметрических оценок ПМК обусловлена как сложностью и не-

ординарностью их топологий, так и необходимостью построения векторных пространств для стати-

стического описания ПМК. В связи с этим предлагается следующая схема системы поддержки при-

нятия решений (СППР) по динамической типизации топологии ПМК (рис. 4). 
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Рис. 4. Схема каркаса системы поддержки принятия решений по динамической типизации топологии ПМК 

Fig. 4. Diagram of the framework of the decision support system for dynamic typing of the PMС topology 

 

Изображенная на рис. 4 схема каркаса СППР по динамической типизации топологии ПМК име-

ет несколько точек, требующих решения ЛПР, и формирует возможность реализовать автоматизацию 

отдельных компонент, что позволит повысить эффективность и оперативность принимаемых реше-

ний по оценке качества ПМК при исследовании СТС критического применения, требующих деталь-

ной проработки моделей. 

 

Заключение 

 

При функционировании СТС критического применения важнейший задачей выступает обеспе-

чение качества моделей, которые представляют собой ПМК со сложной, в большинстве случаев пе-

ременной топологией. Предложенные перспективные исследования, связанные с формированием 

оценок и метрик СУМ, СВМ, СО ПМК, позволяют оценить степень неустойчивости статистик в зави-
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симости от объема повторных запусков модели. Для моделей больших размерностей и с переменным 

числом запусков можно получить числовую меру верификации модели с точки зрения устойчивости 

статистик; приведен принцип описания свойств моделей в полярной системе координат свойств мо-

делей для ПМК относительно свойства x0, что представляет собой его статистический образ. В статье 

предложены принципы динамической типизации топологий ПМК и представлен каркас СППР, что 

позволит повысить эффективность и оперативность принимаемых решений по оценке качества ПМК. 

В дальнейших исследованиях авторы предполагают расширить множество статистических метрик ПМК, 

а также уточнить структуру СППР для решения задач квалиметрического анализа прикладной СТС.  
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The paper considers aspects of the functioning of complex technical systems (СTS) of critical application, for which the most 

important task is to ensure the quality of their models, which are polymodel complexes (PMCs) with a complex, in most cases, variable 

topology. The operation of such СTS is implemented in conditions of uncertainty of states, lack of possibility of field tests, high cost 

of obtaining data, complexity of monitoring states due to special operating conditions, high cost of resources. In existing studies of 

estimates of the results of simulation modeling, the criteria of Student, Fisher, Mann-Whitney and Wilcoxon, and others, are used. 

However, the issues of model stability metrics and their complexes remain insufficiently developed. Stability is a fundamental property 

of dynamical systems, which is usually studied in two planes: both the reaction of the system to external perturbations of the dynamic 

character, and the change in parameters in response to these perturbations. The proposed prospective studies related to the formation 

of estimates and metrics of the statistical stability of models, statistical volatility of models, and the statistical image of the PMС 

allow us to assess the degree of instability of the statistics depending on the volume of repeated runs of the model and are a logical 

continuation of the authors' research in this area. The study also considers the statistical stability of the parameter studied by the 
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model. In contrast to the statistical stability of the model itself, the statistical stability of the model parameter allows you to fine-tune 

the model in the PMС. For models of large dimensions with a variable number of runs, the authors propose to type the topology of 

the PMС, which will allow us to evaluate the models most accurately.  

If you have defined a vector that reflects the characteristics of x0 models Mx, which belongs to the vector space Vn: x0  Vn, then 

the set of such vectors reflecting the set of properties Mx, x  Vn, satisfying the inequality maxρ(x, x0, t) < h(t), it is called a ball of 

PMC properties with a radius of h(t) is at a point in time t, '
0t t t   (the power of this property for the model Mx) centered at  

a point x0. A set of vectors that reflect the properties of a set of models Mx in PMC: x  Rn, satisfying the inequality ρ(x, x0, t) ≤ h(t), 
'

0t t t   form the polar coordinate system of the model properties in the PMC relative to the property x0. The polar representation of 

the properties of the PMC is its statistical image. The article proposes the principles of dynamic typing of PMC topologies, on the 

basis of which the framework of the system for supporting decision-making on the quality assessment of PMC is presented. In further 

research, the authors propose to expand the set of statistical metrics of PMC, as well as to clarify the structure of the decision support 

system for problems of qualimetric analysis of applied CTS. 

 

Keywords: polymodeling; statistical stability; quasi-homogeneous model; statistical volatility; vector space; Markov chain; accuracy; 

transition probability; number of process implementations; statistical image. 
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНОК ЦЕНОВЫХ ЗНАЧЕНИЙ МЕТОДА  

ЦЕНОВОЙ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ PSM ДЛЯ ЛИНЕЙНО ЗАВИСИМЫХ НАБЛЮДЕНИЙ  

С УЧЕТОМ СИММЕТРИИ 
 

Рассмотрены модификации метода ценообразования PSM на случай линейной зависимости между ценовыми 

предпочтениями потребителей с учетом симметрии, показана асимптотическая нормальность, состоятель-

ность оценок, найдены асимптотические дисперсии. Показано, что для ряда распределений привлечение  

информации о линейной зависимости и симметрии позволяет найти более точные ценовые диапазоны при 

плохой различимости кривых ценовой чувствительности. 

Ключевые слова: метод измерения ценовой чувствительности PSM; линейная зависимость; симметрия;  

медиана. 

 

В экономике существует несколько подходов к ценообразованию [1], однако большинство 

предприятий при назначении цены ориентировано на затраты, что не всегда позволяет обоснованно 

установить такую цену, которая была бы привлекательна для потребителя [2]. В [3] при исследовании 

около 2 500 компаний было показано, что повышение точности в назначении цены на 1% приводит  

к 11,1% роста прибыли компании, при этом восприятие цены потребителем гораздо важнее, чем 

сама цена.  

Для установления оптимальной с точки зрения спроса цены в зарубежной практике очень ак-

тивно используются методы ценообразования, ориентированные на спрос [4–6]. Одним из таких ме-

тодов является метод PSM (Price Sensitivity Meter), предложенный Питером Ван Вестендорпом [7, 8]. 

Метод PSM основан на анализе потребительских предпочтений относительно цены на товар, которые 

высказываются представителями целевой аудитории после использования товара в течение некоторого 

периода времени. Асимптотические свойства классического метода PSM исследовались в работе [9], 

показано, что в качестве ценовых границ можно использовать медианы попарно объединенных дан-

ных о ценовых предпочтениях, доказаны состоятельность, асимптотическая несмещенность и нор-

мальность оценок. 

Заметим, что потребители, отвечая на вопросы метода, часто отталкиваются от первоначально 

названной цены, что приводит к возникновению зависимости в ценовых предпочтениях. Характер 

зависимости может быть различным. В [10] автором были предложены модификации методов цено-

вой чувствительности Штоцеля [11], PSM и Ван Вестендорпа на случай линейной зависимости между 

ценовыми предпочтениями без исследования статистических свойств новых методов. В данной рабо-

те этот пробел устраняется для метода PSM. Отдельно рассматривается случай, когда линейно зави-

симые данные о ценовых предпочтениях обладают свойством симметрии относительно медианы [12], 

получены точные формулы для искомых цен. Для каждой модификации с использованием результа-

тов [9] показаны состоятельность, асимптотическая несмещенность и нормальность оценок. Доказа-

но, что привлечение дополнительной информации существенно повышает точность оценивания при 

близком расположении кривых ценовой чувствительности, чего не позволяют достичь классические 

оценки, рассмотренные в [9]. Для малых выборок свойства метода исследовались с помощью имита-

ционного моделирования, выявлена достаточно медленная сходимость дисперсий к своим асимпто-

тическим значениям, особенно при использовании классических оценок, показано, что в ряде случаев 

точность модифицированных методов выше по сравнению с классическими.  
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В настоящей статье предложена модификация метода PSM, которая, в отличие от классическо-

го варианта [9], позволяет получить более точные значения ценовых диапазонов в ситуациях, когда 

участники фокус-группы дают близкие ответы на вопросы о своих ценовых предпочтениях даже при 

малых объемах выборок, что является большим преимуществом, так как использование метода PSM 

весьма затратно. 
 

1. Метод измерения ценовой чувствительности Price Sensitivity Meter (PSM) 
 

Согласно алгоритму метода PSM, маркетологом проводится независимый опрос N респонден-

тов – представителей целевой аудитории, которым предлагается на протяжении некоторого периода 

времени пользоваться исследуемым товаром, после чего они отвечают на четыре вопроса [13]: 

1. Ниже какого уровня цены 1p  товар кажется настолько дешевым, что возникают подозрения, 

что он некачественный или что перед вами подделка? 

2. Какая цена 2p  наиболее приемлема для вас? 

3. Какая цена 3p  кажется высокой, но вы все еще рассматриваете вопрос о покупке? 

4. Какая цена 4p  кажется вам настолько высокой, что вопрос о покупке даже не рассматривает-

ся? 

Допустим, что каждая из исследуемых цен есть случайная величина с функцией распределения 

 ( ) ,j jF x P p x   4,1j . По каждой выборке NjP , 4,1j , строится эмпирическая функция распре-

деления [14] по следующей формуле: 

 
  



N

k
kjxj P

N
xF

1
,0 ,I

1
)(ˆ

 
 (1) 

где   yx,0I  – индикаторная функция. Для первой и третьей выборок (j = 1, 3) строятся оценки функ-

ции выживания [15] 

 ),(ˆ1)(ˆ xFxS jj    (2) 

при этом функции ),(ˆ
1 xS  ),(ˆ

2 xF  ),(ˆ
3 xS )(ˆ

4 xF  обычно сглаживаются и называются кривыми цено-

вой чувствительности (в оригинале – Price Sensitivity Curve). Абсциссы их пересечений помогают 

найти следующие ценовые значения: 

minP  = )12(x̂  – минимально возможная цена, или точка предельной дешевизны, – абсцисса пере-

сечения первой и второй кривых. Назначать цену ниже minP  нельзя, так как объемы продаж при этом 

будут слишком малы из-за того, что основная масса целевых потребителей не поверит, что товар доста-

точно качественный или оригинальный (не является подделкой), и это приведет к прямым убыткам; 

безрP  = )23(x̂ – ожидаемая цена, или точка безразличия (в англоязычных источниках обознача-

ется как IDP – Indifference Price Point), – абсцисса пересечения второй и третьей кривых. Большин-

ство потребителей не воспринимают такую цену ни слишком дорогой, ни слишком дешевой, она 

«вызывает безразличие»; 

оптP  = )14(x̂  – оптимальная цена (OPP – Optimum Price Point, или Penetration Price) – абсцисса 

пересечения первой и четвертой кривых. В этой точке самое меньшее число потребителей отказыва-

ются от покупки товара из-за слишком высокой цены, эту цену считают «ценой проникновения на 

рынок»; 

maxP  = )34(x̂  – максимально возможная цена, или точка предельной дороговизны, – абсцисса 

пересечения третьей и четвертой кривых. Если в погоне за прибылью назначить цену выше maxP ,  

то можно потерять большинство целевых потребителей, которые просто не в состоянии купить товар 

по слишком высокой для них цене. Данная стратегия может привести к существенным убыткам. 
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Заметим, что если в результате опросов цена безразличия безрP  будет меньше, чем оптимальная 

оптP , то это означает, что в исследовании принимали участие достаточно много представителей 

нецелевой аудитории, которые не разбираются в данном товаре, не имеют заинтересованности в нем 

и не могут адекватно воспринимать его ценность, поэтому они дают несправедливые, слишком зани-

женные или завышенные значения цен с большим разбросом. 

В работе [9] были получены следующие формулы для расчета значений цен, определяемых ме-

тодом PSM для случая, когда метод базируется на эмпирических функциях распределения без сгла-

живания: для i = 1, 3 и j = 2, 4: 

 
 

( )

ˆˆmax : ( ) ( )
ˆ

ˆ ˆˆ: ( 0) ( ) ( ).

j iij

i j i

x F x S x
x

x S x F x S x
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 

  

   (3) 

Статистические свойства оценок (3) исследовались с использованием функции распределения 

  ,2)()()( xFxFxG jiij  так как искомые цены фактически являются решениями уравнений вида 

 )(1)( xFxF ij   (4) 

и являются медианами функции распределения )(xGij . Было показано, что расчет оценок (3) сводит-

ся к поиску )(
)1(

ˆ ij
Nx   – (N + 1)-й порядковой статистики объединенной выборки NjNi PP   объема 2N, 

оценки являются состоятельными, асимптотически несмещенными и нормально распределенными  

с асимптотической, нормированной на N дисперсией  

     2 ( ) 2
( 1)

ˆlim var , 2ij
ij N ij ij ij ij

N
N x F x x g x

ij
 
   

   , (5) 

где для j = 2, 4 и i = 1, 3  ,ijF  – совместная функция распределения i-й и j-й цены, ( )ijg x 

     2f x f x
i j

   – плотность функции распределения )(xGij , при этом предполагалось, что для 

4,1m  существуют  xfm  – плотности функций распределения )(xFm  и   .0ijm xg     

 

2. Модификация метода PSM на случай линейной зависимости  

 

Рассмотрим случай, когда между ценами имеет место линейная зависимость вида 

 1,i i ip a b p   (6) 

где для 4,1i  коэффициенты ia  и ib  известны, ,01 a .11 b  В результате можно получить следую-

щее равенство: 

   ,)( 1 iii baxFxF   (7) 

так как          ,)( 111 iiiiiiii baxFbaxpPxpbaPxpPxF  следовательно, для  

i = 1, 3 и j = 2, 4 (4) можно представить в виде: 

     ,1 11 iijj baxFbaxF   

аналогично (3) решение этого уравнения определяется как *)(
)1(

ˆ ij
Nx 

 – (N + 1)-я порядковая статистика, 

построенная по объединенной выборке объема 2N, где каждая выборка есть линейная комбинация 

первой выборки:  .,...,,,,...,, 1211112111 NjjjjjjNiiiiii PbaPbaPbaPbaPbaPba   Здесь, 

как и для (3), *)(
)1(

ˆ ij
Nx   является состоятельной, асимптотически несмещенной и нормально распреде-

ленной оценкой, нормированная асимптотическая дисперсия которой определяется согласно теореме. 

Теорема. Асимптотическая нормированная на N дисперсия ценовых значений, полученных ме-

тодом измерения ценовой чувствительности PSM, в случае линейной зависимости между потреби-

тельскими предпочтениями в отношении цен вычисляется по следующей формуле: для i = 1, 3 и j = 2, 4 
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    
2

2*2 ( )*
( 1) 1

ˆlim var 2 min , .
1 1

ij i ij j ij i ij jij
ij N i j j i

N
i j i j

x a x a x a x a
N x bb F b f b f

b b b b

  
  
  
  

   

       
         

    
    

 (8) 

Доказательство. Согласно определению совместной функции распределения двух случайных 

величин  ypxpPyxF jiij  ,),( , воспользуемся свойством (6), получим 

  yxbaxxbaPyxF jjiiij 11 ,),( ,,min, 111 

























 














 





j

j

i
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j

j

i

i

b

ay

b

ax
F

b

ay
x

b

ax
xP  

следовательно,  

      .,min),( 1 jjiiij baybaxFyxF   (9) 

Рассмотрим плотность   .2)()()( xfxfxg jiij   В силу (7)    ,)( 1 iiii bbaxfxf   тогда  

         jijjijiiiijjijij bbbaxfbbaxfbxg 211)(  . (10) 

В заключение, подставив (9) и (10) в формулу (5), получим (8). Что и требовалось доказать. 
 

3. Модификация метода PSM при линейной зависимости и симметрии 
 

Пусть в условиях (6) функция распределения  xF1  является непрерывной и обладает свой-

ством симметрии относительно медианы α [16]:   

   1 11 2F x F x    , 

тогда уравнение (4) может быть представлено в следующем виде: 

        1 1 11 2 1 ,j j j j i iF x a b F x a b F x a b          

т.е.      1 1 2 ,i i j jF x a b F x a b      следовательно,        1

1 1 2 ,i i j jx a b F F x a b


      где 

i = 1, 3 и j = 2, 4,    1
1F  – обратная к )(1 xF  функция. Тогда    2 ,i i j jx a b x a b     в итоге 

решение уравнения (4) можно найти в явном виде по следующей формуле: 

*
2

.
i j j i i jS

ij

i j

b b b a b a
x

b b

  



 

Таким образом, при наличии линейной зависимости и симметрии задача сводится к оценива-

нию α – медианы функции распределения )(1 xF , например с помощью выборочной медианы 

  
 

    
1

1 11 21 1

1 1 1

, 2 1,

, ,...,
0,5 , 2 ,

k

N

k k

P N k

M med P P P
P P N k

 


  
 

 (11) 

и ее линейному преобразованию относительно известных коэффициентов. Здесь  1kP  – k-я порядко-

вая статистика выборки 1NP . Свойства выборочной медианы (11) и порядковых статистик хорошо 

изучены и изложены в [17], их распределения не нормальны и из-за громоздкости формул здесь не 

приводятся. В качестве альтернативы рассмотрим оценку квантиля уровня 0,5 

   12 1
ˆˆ inf : ( ) 0,5

N
P x F x    , 

которая является асимптотически несмещенной и нормально распределенной [17] с асимптотической, 

нормированной на N дисперсией 

     2 1 2
1 1 1

ˆlim var 1 4 (0,5) 1 4 .
N

N f F f


      

Заметим, что ̂  есть   2 1N  -я порядковая статистика выборки 1NP . Таким образом, в случае 

линейной зависимости между ценовыми предпочтениями и симметричности их функций распределе-

ния оценку итоговых значений цен рекомендуется рассчитывать по следующей формуле: 
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    * ˆˆ 2 ,ij i j j i i j i jx bb b a b a b b      (12) 

при этом оценка *ˆijx  также является асимптотически несмещенной и нормально распределенной  

с асимптотической, нормированной на N дисперсией, которая определяется формулой 

       2*2 * 2 2 2
1ˆlim var .s

ij ij i j i j
N

N x b b b b f


      (13) 

На рис. 1 приведены графики изменения 2 ,ij  *2 ,ij  *2s
ij  в зависимости от изменения параметров  

ma , .4,1m  Рассматривались варианты, когда параметры наклона фиксированы при фиксированном 

1a  и изменяющихся параметрах сдвига 2 3 4, ,a a a  для равномерного случая, ).()( )100,0(1 xRxF   Оче-

видно, что дополнительная информация о симметрии позволила существенно повысить точность 

оценивания, когда кривые ценовой чувствительности очень близки и плохо различимы. Данный факт 

наблюдался и для нормальных кривых ценовой чувствительности. При слишком большой удаленно-

сти кривых друг от друга пересечения оказываются фактически на границах областей возможных 

значений цен, что сводит ошибки к минимуму, так как при этом можно сказать, что теряется случай-

ный характер исходных данных, что, скорее всего, вызвано тем, что в исследовании принимали уча-

стие представители нецелевой аудитории или данные были сфальсифицированы. 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость 2
ij  и *2s

ij  от ,kb  2,4,k   при фиксированных ma , 1,4,m   для 1 (0,100)( ) ( )F x R x   

Fig. 1. Dependence of 2
ij  and *2s

ij  on parameters ,kb  2,4,k   where ma , 1,4,m   are fixed, 1 (0,100)( ) ( )F x R x  

 

 
 

Рис. 2. Зависимость 2
ij  и *2s

ij  от ,kb  2,4,k   при фиксированных ma , 1,4,m   1 (0,100)( ) ( )F x R x   

Fig. 2. Dependence of 2
ij  and *2s

ij  on parameters ,kb  2,4,k   where ma , 1,4,m   are fixed, 1 (0,100)( ) ( )F x R x  
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На рис. 2 приведены графики изменения 2 ,ij  *2 ,ij  *2s
ij  в зависимости от изменения параметров ,kb  

4,2k . Рассматривались варианты, когда параметры сдвига фиксированы и 11 b , ).()( )100,0(1 xRxF   

Очевидно, что дополнительная информация позволяет лучше оценить ценовые диапазоны, когда по 

отношению к первой кривой остальные кривые ценовой чувствительности имеют более высокое зна-

чение коэффициента наклона, что соответствует случаю, когда потенциальные потребители дают 

весьма близкие друг к другу ответы на вопросы анкеты. Аналогично предыдущему случаю, этот факт 

наблюдался и для нормальных кривых ценовой чувствительности. 

 

4. Исследование с помощью имитационного моделирования статистических свойств  

модифицированных оценок в случае малых выборок  

 

Для i = 1, 3 и j = 2, 4 статистические свойства оценок )(
)1(

ˆ ij
Nx  , )*(

)1(
ˆ ij

Nx  , *ˆS
ijx , *S

ijMED 

   12 ,i j j i i j i jM bb b a b a b b     а также ijMED  – выборочной медианы объединенной выборки 

NjNi PP   – на случай малых выборок, изучались и сравнивались с помощью имитационного модели-

рования [18] с параметром моделирования M = 50 000 (количество значений статистик для каждого 

способа оценивания, которые позволяют получить различные статистические характеристики оценок, 

например их математическое ожидание и дисперсию).  

Исследовались случаи равномерного и нормального распределений ценовых предпочтений. 

Для равномерного случая рассматривались различные параметры, притом оценки продемонстрирова-

ли схожесть поведения, здесь приведены результаты для ),()( )100,0(1 xRxF   ),()( )105,5(2 xRxF   

),()( )107,7(3 xRxF   ).()( )115,15(4 xRxF   В нормальном случае рассматривались ),()( )25,100(1 xNxF   

),()( )25,105(2 xNxF   ),()( )25,107(3 xNxF   ).()( )25,115(4 xNxF   

 

 
 

Рис. 3. Рис. 3. Зависимости RSME от N для равномерного случая (R1 означает  (14)*
( 1)

ˆ ,NRMSE x N
 R2 –  (14)ˆ ,RMSE x N  

R3 –  *
14

SRMSE MED N , R4 –  14RMSE MED N , R5 –  *ˆS
ijRMSE x N , V – 2

14 N , VS – *2
14
s N ) 

Fig. 3. Dependences RSME on N  for uniform case (R1 means  (14)*
( 1)

ˆ ,NRMSE x N
 R2 –  (14)ˆ ,RMSE x N  

R3 –  *
14

SRMSE MED N , R4 –  14RMSE MED N , R5 –  *ˆS
ijRMSE x N , V – 2

14 N , VS – *2
14
s N ) 
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Рис. 4. Зависимости RSME от N  для нормального случая (R1 означает  (23)*
( 1)

ˆ ,NRMSE x N
 R2 –  (23)ˆ ,RMSE x N   

R3 –  *
23
SRMSE MED N , R4 –  23RMSE MED N , R5 –  *ˆS

ijRMSE x N , V – 2
23 N ,  VS – *2

23
s N ) 

Fig. 4. Dependences RSME on N for normal case (R1 means  (23)*
( 1)

ˆ ,NRMSE x N
 R2 –  (23)ˆ ,RMSE x N  

 R3 –  *
23
SRMSE MED N , R4 –  23RMSE MED N , R5 –  *ˆS

ijRMSE x N , V – 2
23 N ,  VS – *2

23
s N ) 

 

Исследовалось поведение  ˆ ,RMSE N  где RMSE – квадратный корень из среднеквадратиче-

ской ошибки (root mean squared error)    
2

ˆ ˆE ,RMSE     ̂  – некоторая оценка истинного зна-

чения   исследуемой статистической характеристики, Е – обозначение математического ожидания. 

Итоговые результаты отображены на рис. 3 и 4.  Из рисунков видно, что привлечение дополнитель-

ной информации позволило снизить среднеквадратическую ошибку оценок ценовых значений мето-

дом PSM для малых объемов наблюдений, несмотря на недостаточно большую скорость сходимости 

к теоретическим значениям асимптотической, нормированной на N дисперсии. 
 

Заключение 
 

В работе показана асимптотическая нормальность и состоятельность оценок ценовых значений 

метода PSM, модифицированных с учетом линейной зависимости между ценовыми предпочтениями 

потребителей, а также симметрии их функций распределения относительно медианы. Статистические 

свойства модифицированных оценок на случай малых выборок исследованы с помощью имитацион-

ного моделирования, выявлена слабая скорость сходимости дисперсии к ее асимптотическому значе-

нию. Показано, что учет линейной зависимости и симметрии позволяет получить максимальный вы-

игрыш в точности оценивания при слишком близких значениях индивидуальных ценовых предпо-

чтений потребителей, а также при схожести ответов на вопросы разных респондентов, что является 

весьма ценным с практической точки зрения. 

В дальнейшем планируется более глубокое исследование точности оценок на случай, когда ко-

эффициенты линейной зависимости неизвестны. 
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Price Sensitivity Meter (PSM) algorithm is applied in marketing to estimate target audience preferred prices, especially for new 

goods. It is based on marketing survey of N consumers’ price preferences. The survey forms independent sample  1 2 3 4, , ,k k k kP P P P , 

1,k N , where for the k-th consumer 1kP  is minimal acceptable, 2kP  is bargain, 3kP  is high but yet acceptable, 4kP  is too high 

prices. For 1,4j   the empirical distribution functions (edf)    
N
k kjxj NXxF 1 ,0I)(ˆ  are considered, for 1,3i  : 

ˆ ˆ( ) 1 ( )i iS x F x  . The final prices are found as the abscissas of ˆ ( ),jF x  2,4j   and ˆ ( ),iS x  1,3i  , intersections as ( )ˆ ijx  is the 

medians’ estimators of cdf  ( ) ( ) ( ) 2.ij i jG x F x F x   In the paper the case of linear relationships between consumers’ price preferences 

1,i i ip a b p   1,4i  , ia  and ib  are known, 1 0,a   1 1,b   are considered. The final prices estimators ( )*
( 1)

ˆ ij
Nx 

 are (N + 1)-th ordered 

statistics of united samples  11 1 11 1,.., , ,..., ,i i i i N j j j j Na b P a b P a b P a b P         1,3i  , 2,4j  , they are consistent, asymptoti-

cally unbiased and normally distributed with variance 

2
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If    1 11 2F x F x     is symmetric about known median α, then prices can be estimated as 

   * ˆˆ 2 ,ij i j j i i j i jx bb b a b a b b      where 1,3i  , 2,4j  , ̂  is   12 N -th ordered statistic of the sample 1NP , *ˆijx , 1,3,i   

2,4j  , are consistent, asymptotically unbiased and normally distributed with variance 

   
2*2 2 2 2

1 .s
ij i j i jb b b b f

 
    

 
 

It was found that use of all this additional information more valuable in the case when the price sensitivity curves are very close 

to each other or when the participants give very close answers on the same questions. Involving symmetry and linear dependence 

between prices’ preferences help to find more precise estimators of PSM-prices. 

 

Keywords: price sensitivity meter (PSM); linear relationship; symmetry; median.  
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ОПТИМАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЙ ОБОБЩЕННОГО МАР-ПОТОКА  

СОБЫТИЙ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ В УСЛОВИЯХ  

НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ 

 
Рассматривается задача оптимальной оценки состояний обобщенного MAP-потока событий с произвольным 

числом состояний в условиях частичной наблюдаемости (непродлевающееся мертвое время фиксированной 

длительности). Находится явный вид апостериорных вероятностей состояний потока. Формулируется алго-

ритм оптимального оценивания состояний. Решение о состоянии потока выносится по критерию максимума 

апостериорной вероятности. Приводятся численные результаты расчетов оценок состояний и их анализ. 

Ключевые слова: обобщенный МАР-поток событий с произвольным числом состояний; непродлевающееся 

мертвое время; оптимальное оценивание состояний; апостериорные вероятности; критерий максимума  

апостериорной вероятности. 

 

Рассматривается обобщенный МАР-поток событий (Markovian Arrival Process) с n состояниями, 

относящийся к классу дважды стохастических потоков событий [1–3] и представляющий собой адек-

ватную математическую модель реальных потоков случайных событий. Интенсивность исследуемого 

потока есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний [4–6]. 

При анализе дважды стохастических потоков событий выделяют два основных раздела задач, 

базой для которых служат моменты времени наступления событий в потоке: оценивание состояний 

потока событий [7–9]; оценивание параметров потока [10, 11]. При решении этих задач следует учи-

тывать возможные искажающие факторы, существенно влияющие на качество оценивания. Одним из 

таких факторов является мертвое время регистрирующих приборов [12–14], порождаемое каждым 

зарегистрированным событием: последующие события исходного потока, наступившие в течение пе-

риода мертвого времени, недоступны для наблюдения. Такой эффект характерен для большинства 

реальных систем. Предполагается, что этот период ненаблюдаемости потока имеет фиксированную 

длительность (непродлевающееся мертвое время) [15]. 

В данной работе осуществляется исследование обобщенного МАР-потока событий с произ-

вольным числом состояний в условиях непродлевающегося мертвого времени фиксированной дли-

тельности (события, наступившие в период ненаблюдаемости, не вызывают продления периода мерт-

вого времени). Находится явный вид выражений для апостериорных вероятностей состояний обоб-

щенного МАР-потока событий, представляющих собой наиболее полную характеристику состояний 

потока, на интервалах ненаблюдаемости потока. Предлагается алгоритм оптимального оценивания 

состояний, согласно которому решение о состоянии выносится по критерию максимума апостериор-

ной вероятности, что обеспечивает минимум безусловной вероятности ошибки вынесения решения. 

Приводятся численные результаты оптимального оценивания состояний исследуемого потока. Дан-

ная статья является непосредственным развитием работ [16, 17]. 

 

1. Постановка задачи 

 

Исследуется обобщенный MAP-поток событий с произвольным числом состояний (далее – по-

ток), функционирующий в установившемся режиме. Сопровождающий случайный процесс λ(t) изу-
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чаемого потока представляет собой кусочно-постоянный ненаблюдаемый процесс с n состояниями: 

S1, ..., Sn. Полагается, что при λ(t) = λi имеет место i-е состояние (Si), ni ,1 , процесса λ(t). При этом 

λ1 > λ2 > ... > λn > 0. 

Функция распределения случайной величины – длительности пребывания процесса λ(t) в со-

стоянии Si – является экспоненциальной: 
t

i
ietF


1)( , t ≥ 0, ni ,1 . В момент окончания состояния 

Si процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj с вероятностью P1(λj|λi) с наступлением собы-

тия потока или с вероятностью P0(λj|λi) без наступления события потока, nji ,1,  . Отметим, что для 

введенных вероятностей справедливо 1)()(
1

1
1

0
  
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j
ij

n

j
ij

PP , ni ,1 . 

Замечание 1. Введение вероятности P0(λi|λi) ≠ 0, ni ,1 , перехода процесса λ(t) из состояния Si 

в состояние Si без наступления события приводит к обобщению классического МАР-потока с произ-

вольным числом состояний. 

Утверждение. Для обобщенного МАР-потока событий с n состояниями процесс λ(t) является 

скрытым марковским процессом. 

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик [18] процесса λ(t) имеет вид D = ||D0|D1||, 

где 
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Каждое зарегистрированное событие потока создает период ненаблюдаемости фиксирован-

ной длительности T (мертвое время), в течение которого другие события исходного потока  

не наблюдаются (теряются); кроме того, события, наступившие в течение периода мертвого  

времени, не вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Первое наступившее 

после периода мертвого времени событие потока снова создает период мертвого времени дли-

тельности T и т.д. 

В качестве иллюстрации на рис. 1 приведена одна из реализаций процесса λ(t) и 

наблюдаемого потока, где λi – значение процесса λ(t) в состоянии Si, ni ,1 ; штриховкой 

обозначены периоды мертвого времени; события обобщенного МАР-потока, недоступные 

наблюдению, отмечены черными кружками; t1, t2,... – моменты времени наступления событий  

в наблюдаемом потоке. 

Задача исследования состоит в нахождении явного вида апостериорных вероятностей 

w(λi|t1, ..., tm, t) = P(λ(t) = λi|t1, ..., tm, t) = w(λi|t) того, что в момент времени t значение процесса 

λ(t) = λi , ni ,1 , при условии, что известна реализация моментов t1, ..., tm наступления событий 

наблюдаемого потока на интервале (t0,t), где t0 – момент начала наблюдения, t – момент 

окончания наблюдения, m – количество наблюденных событий на интервале (t0,t). Так как 

рассматривается установившийся режим функционирования потока, то переходными процессами 

на интервале наблюдения (t0,t) пренебрегаем. Тогда без ограничения общности можно положить 

t0 = 0. 
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Рис. 1. Реализация обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний  

в условиях непродлевающегося мертвого времени длительности T 

Fig. 1. Implementation of Generalized MAP with an arbitrary number of states  

under conditions of unextendable dead time of duration T 

 

Оптимальное оценивание состояния процесса λ(t) в смысле минимума полной (безусловной) 

вероятности ошибки принятия решения [19, 20] осуществляется по критерию максимума 

апостериорной вероятности на основании сравнения w(λi|t), ni ,1 , в произвольный момент времени 

t: если w(λi|t) ≥ w(λj|t), i ≠ j, nji ,1,  , то оценка 
i

t  )(ˆ . 

 

2. Исходные предпосылки для вывода апостериорной вероятности  

в условиях непродлевающегося мертвого времени 

 

Рассмотрим интервал времени (tk, tk+1), k = 1, 2, ..., между двумя соседними событиями наблю-

даемого потока. Момент вынесения решения t о состоянии процесса λ(t) (потока) принадлежит ин-

тервалу (tk, tk+1), длительность которого является случайной величиной в силу того, что события  

в наблюдаемом потоке наступают в случайные моменты времени t1, ..., tk, ..., k = 1, 2, ... Таким обра-

зом, значение длительности интервала (tk, tk+1) есть τk = tk+1 − tk. Вместе с тем, так как наблюдаемое  

в момент tk событие порождает период мертвого времени длительности T, то τk = T + ηk, где ηk – зна-

чение длительности интервала между моментом окончания периода мертвого времени tk + T и момен-

том tk+1. Таким образом, интервал (tk, tk+1) разбивается на два смежных: первый – полуинтервал  

(tk, tk + T], второй – интервал (tk + T, tk+1). Отметим, что на полуинтервале (tk, tk + T] поток недоступен 

наблюдению, а на интервале (tk + T, tk+1) поток наблюдаем. В этой связи условия нахождения апосте-

риорной вероятности w(λi|t), ni ,1 , на полуинтервале (tk, tk + T] и интервале (tk + T, tk+1) принципи-

ально разные. 

Для нахождения вероятности w(λi|t), ni ,1 , необходимо точно знать значение T либо предва-

рительно осуществить оценку T. В данной работе предполагается, что значение T точно известно. 

Найдем явные выражения апостериорных вероятностей w(λi|t) состояний Si, ni ,1 , процесса λ(t) 

на интервале ненаблюдаемости потока событий (разд. 4), т.е. на полуинтервале (tk, tk + T], а также  
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на временном интервале (tk + T, tk+1) (разд. 3), когда исходный обобщенный МАР-поток событий 

доступен наблюдению. 

 

3. Апостериорные и априорные вероятности на интервалах наблюдаемости потока 

 

В работе [17] получены выражения для апостериорных вероятностей w(λi|t), ni ,1 , состояний Si 

и формулы априорных финальных вероятностей состояний πi, ni ,1 , обобщенного МАР-потока 

событий с произвольным числом состояний, функционирующего в условиях полной наблюдаемости 

потока, т.е. в случае отсутствия мертвого времени (T = 0). 

На интервале времени (t0, t1) между началом наблюдения за потоком и первым событием 

потока, а также на интервалах времени (tk, tk+1), k = 1, 2, ..., между соседними событиями исходного 

обобщенного МАР-потока поведение апостериорной вероятности w(λi|t), ni ,1 , определяется 

формулой 
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где величины βs – корни характеристического уравнения |A − βE| = 0, A = ||aij||, aij = λjP0(λi|λj) − λjδji, δji – 

символ Кронекера, nji ,1,  ; E – единичная матрица; 
)(s

i
  – компоненты собственного вектора A

(s)
, 

соответствующего корню βs и определяемые из уравнения (A − βE)Ã = O, nsi ,1,  ; O – нулевой 

вектор-столбец; detÃ1 – определитель матрицы Ã1 = ||Ã
(1)

 ... Ã
(n)

||; Ãjs – алгебраические дополнения 

элементов ᾶjs матрицы Ã1 (ᾶjs = 
)(s

j
 ), nsj ,1,  ; вероятность w(λj|t0) = w(λj|t0 + 0) = πj, nj ,1 . 

Апостериорная вероятность w(λj|tk) = w(λj|tk + 0), k = 1, 2, ..., в момент времени tk наступления 

события потока задается формулой пересчета 

 

  

 



 



n

d

n

s
kddsd

n

d
kddjd

kjkj

twP

twP

twtw

1 1
1

1
1

)0()(

)0()(

)0()( ,  

 nj ,1 , k = 1, 2, ..., 1)0(
1

 


n

j
kj

tw , (2) 

в которой w(λd|tk − 0), nd ,1 , вычисляется по формуле 
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Отметим, что априорные финальные вероятности πj, nj ,1 , того, что процесс λ(t) в произ-

вольный момент времени t находится в состоянии Sj, удовлетворяют системе уравнений 
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и определяются выражениями 
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где Pnj – алгебраическое дополнение элемента pnj матрицы P = ||pij||, nji ,1,  , 
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Итак, на интервале наблюдаемости (tk + T, tk+1) значение длительности которого есть ηk, 

k = 1, 2, ..., и на начальном интервале (t0, t1) апостериорная вероятность w(λi|t), ni ,1 , вычисляется  

по формуле (1). При этом начальное условие для w(λi|t) привязывается к моменту времени tk + T,  

т.е. в формуле (1) нужно заменить w(λj|tk) = w(λj|tk + 0) на w(λj|tk + T); tk + T < t < tk+1. Для начального 

интервала (t0, t1) при k = 0 формула (1) не меняется. 

 
4. Вывод формул апостериорных вероятностей на интервалах ненаблюдаемости 

 
Рассмотрим полуинтервал (tk, tk + T], k = 1, 2, ..., на котором событие имеет место в граничной 

точке tk, а на самом полуинтервале события отсутствуют. Необходимо определить поведение апосте-

риорных вероятностей w(λi|t), ni ,1 , на полуинтервале (tk, tk + T], k = 1, 2, ... 

Теорема 1. Апостериорные вероятности состояний обобщенного МАР-потока событий с про-

извольным числом состояний на полуинтервалах ненаблюдаемости (tk, tk + T], k = 1, 2, ..., удовлетво-

ряют системе дифференциальных уравнений 
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Система (7) с начальными условиями (w(λi|t = tk) = w(λi|tk + 0), ni ,1 , k = 1, 2, ..., где w(λi|tk + 0) 

вычисляются по формуле (2)) определяет поведение вероятностей )( tw
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 , ni ,1 , на полуинтервалах 

(tk, tk + T], k = 1, 2, ... Ее решение устанавливает следующая теорема. 

Теорема 2. Апостериорные вероятности состояний обобщенного МАР-потока событий с n со-

стояниями, n = 2, 3, ..., на временных полуинтервалах (tk, tk + T], k = 1, 2, ..., после момента времени tk 

наступления события имеют вид: 
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где πi, 1,1  ni , определены в (5); величины Γ1̃, Γ̃js , 
)(s
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 , μs определяются в ходе доказательства. 

Доказательство. Воспользуемся условием нормировки с тем, чтобы свести задачу интегриро-

вания системы линейных дифференциальных уравнений (7) к задаче интегрирования системы  

с меньшим числом неизвестных функций w(λi|t), ni ,1 . Выражая, например,  
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и подставляя в (7), приходим к системе линейных неоднородных дифференциальных уравнений 
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tk < t ≤ tk + T, k = 1, 2, ...; pij , 1,1  ni , nj ,1 , определены в (6).  

Полученную систему дифференциальных уравнений (9) представим в матричном виде: 

 Ẇ = P ̃W + F, (10) 

где вектор-столбцы W = ||w(λi|t)||, 
dt

tdw
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dW i
)(

 , F = ||pin||, 1,1  ni ; элементы матрицы коэффици-

ентов P̃ = ||p̃ij|| = ||pij − pin|| выписываются в виде: 
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Получили линейную неоднородную систему дифференциальных уравнений с постоянными  

коэффициентами (10), общее решение которой есть сумма общего решения W соответствующей од-

нородной системы и частного решения W̃ исходной неоднородной системы (10). 

Найдем прежде всего решение однородной системы дифференциальных уравнений, представ-

ленной в матричном виде: 

 Ẇ = P ̃W. (11) 

Решение системы (11) будем искать в виде W = Γ̃e
μt

, где вектор-столбец Γ̃ = ||γi||, 1,1  ni .  

Тогда, подставляя W в (11), получим систему линейных однородных уравнений относительно γi: 

 (P̃ – μE)Γ̃ = O, (12) 

где O – нулевой вектор-столбец, E – единичная матрица. 

Для того чтобы уравнению (12) удовлетворял нетривиальный вектор Γ̃, необходимо и доста-

точно, чтобы определитель системы (12) был равен нулю, т.е. 

 |P ̃ – μE| = 0. (13) 

Для каждого корня μs, 1,1  ns , характеристического уравнения (13) из (12) определяется соб-

ственный вектор Γ̃
(s)

 ≠ 0. Будем рассматривать только случай, когда все корни μs характеристического 

уравнения (13) действительны и различны. Получаем (n – 1) линейно независимых решений 
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 , 1,1,  nsi , определяются из (12) неодно-

значно. Общее решение системы (11) имеет вид: 
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где Cs – произвольные постоянные, которые будут определены после нахождения решения неодно-

родной системы дифференциальных уравнений (10).  

Частное решение W̃ неоднородной системы (10) будем искать по виду вектора F = ||pin||, 

1,1  ni . Покажем непосредственной подстановкой, что частное решение системы (10) может иметь 

вид W̃ = ||πi||, 1,1  ni . Подставляя w̃(λi|t) = πi , 1,1  ni , в систему (10), находим 
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Покажем, что левая часть последнего равенства тождественно равна нулю. Имеем 

      



















in

n

j
jin

n

j
jijin

n

j
jin

n

j
jijin

n

j
jinij

ppppppppp
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

 

  







 















n

j
jijnin

n

j
jij

n

j
jin

n

j
jij

ppppp
1

1

1

1

1

1

1

01 , 1,1  ni , 

так как πj, nj ,1 , – решение системы (4). 
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Таким образом, общее решение неоднородной системы дифференциальных уравнений (9)  

(или (10) в матричном виде) есть сумма общего решения (14) соответствующей однородной систе-

мы (11) и частного решения W̃ исходной неоднородной системы (10) и имеет вид: 
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где Γ̃
(s)

 = ||
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 ||, Cs – произвольные постоянные, 1,1,  nsi . 

Значения Cs определим из начальных условий вероятностей w(λi|t) в момент времени t = tk 

наступления события: w(λi|t = tk) = w(λi|tk + 0), 1,1  ni , k = 1, 2, ..., где w(λi|tk + 0) определяются фор-

мулой пересчета (2). Подставляя вышеприведенные начальные условия в (15), выпишем систему  

(n – 1) линейных неоднородных уравнений для нахождения произвольных постоянных Cs, 1,1  ni : 
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с отличным от нуля определителем для (n – 1) линейно независимого решения системы уравнений. 

Решая полученную систему с использованием правила Крамера, находим 
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где detΓ1̃ – определитель матрицы Γ1̃ = ||Γ̃
(1)

 ... Γ̃
(n–1)

||; Γ̃js – алгебраические дополнения элементов γ̃js 

матрицы Γ1̃ (γ̃js = 
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 ), 1,1,  nsj . 

Подставляя (16) в (15), приходим к (8). Теорема 2 доказана. 

Замечание 2. Так как процесс (t) – марковский, то при t → ∞ апостериорные вероятности 

w(λi|t) стремятся к пределам w(λi), ni ,1 , не зависящим от начальных условий. Тогда система (9) при 

t → ∞ принимает вид: 
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Полученные аналитические формулы (1), (2), (3), (5) и (8) позволяют сформулировать следую-

щий алгоритм расчета апостериорной вероятности w(λi|t), ni ,1 , и алгоритм вынесения решения  

о состоянии процесса (t) в произвольный момент времени t: 

1) в момент начала наблюдения за потоком t0 = 0 в качестве начального значения w(λi|t0 + 0), 

ni ,1 , выбирается априорная стационарная вероятность πi, вычисляемая по формуле (5), т.е. 

w(λi|t0 + 0) = w(λi|t0 = 0) = πi; 

2) по формуле (1) для k = 0 вычисляется вероятность w(λi|t), ni ,1 , в любой момент времени t, 

t0 < t < t1, где t1 – момент наблюдения первого события потока, при этом начальное условие w(λi|t0 + 0) 

для w(λi|t) определено на первом шаге; 

3) по формуле (3) вычисляется вероятность w(λi|t), ni ,1 , в момент времени t1 для k = 1, т.е. 

w(λi|t1) = w(λi|t1 − 0); 

4) по формуле (2) производится пересчет апостериорной вероятности в момент времени tk 

наблюдения k-го события потока, т.е. вычисляется величина w(λi|tk + 0), ni ,1 , – начальное условие 

для w(λi|t) на временном полуинтервале (tk, tk + T]; 

5) по формуле (8) рассчитывается апостериорная вероятность w(λi|t), ni ,1 , для любого мо-

мента времени t, tk < t < tk + T; 

6) по формуле (8) рассчитывается w(λi|t = tk + T), ni ,1 , – начальное условие для w(λi|t) на вре-

менном интервале (tk + T, tk+1), где tk+1 – момент наблюдения (k + 1)-го события потока; 
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7) по формуле (1) вычисляется апостериорная вероятность w(λi|t), ni ,1 , для любого момента 

времени t, tk + T  < t < tk+1; 

8) по формуле (3) рассчитывается w(λi|tk+1) = w(λi|tk+1 − 0), ni ,1 ; 

9) k увеличивается на единицу; алгоритм переходит на шаг 4, шаги 4–8 повторяются последо-

вательно. 

При расчете апостериорных вероятностей w(λi|t), ni ,1 , в произвольный момент времени t вы-

носится решение о состоянии процесса (t) по методу максимума апостериорной вероятности: если 

w(λi|t) ≥ w(λj|t), nji ,1,  , i ≠ j, то оценка состояния процесса 
i

t  )(ˆ . 

 

5. Результаты численных расчетов 

 

Для получения численных результатов построена имитационная модель обобщенного МАР-потока 

событий с произвольным числом состояний в условиях непродлевающегося мертвого времени фик-

сированной длительности T. Основой имитационной модели являются датчики псевдослучайных чи-

сел и метод обратных функций [21]. Первый этап заключается в имитационном моделировании ис-

следуемого потока с целью получения выборки моментов времени наблюденных событий; второй 

этап – оценивание состояний потока методом максимума апостериорной вероятности на основе по-

лученной на первом этапе выборки моментов наступления событий t1, ..., tm в наблюдаемом потоке. 

Для числа состояний n = 3, времени моделирования Tm = 10 ед. времени, длительности мертвого 

времени T = 0,27, значений λ1 = 16, λ2 = 9, λ3 = 5 процесса (t) и переходных вероятностей, приведен-

ных в табл. 1, проведены расчеты нахождения траектории оценки )(ˆ t  процесса (t). 

Т а б л и ц а  1  

 Значения переходных вероятностей обобщенного MAP-потока событий с тремя состояниями 

P0(λ1|λ1) = 0,19 P0(λ1|λ2) = 0,21 P0(λ1|λ3) = 0,21 

P0(λ2|λ1) = 0,13 P0(λ2|λ2) = 0,17 P0(λ2|λ3) = 0,24 

P0(λ3|λ1) = 0,16 P0(λ3|λ2) = 0,11 P0(λ3|λ3) = 0,09 

P1(λ1|λ1) = 0,27 P1(λ1|λ2) = 0,23 P1(λ1|λ3) = 0,17 

P1(λ2|λ1) = 0,17 P1(λ2|λ2) = 0,12 P1(λ2|λ3) = 0,26 

P1(λ3|λ1) = 0,08 P1(λ3|λ2) = 0,16 P1(λ3|λ3) = 0,03 

 

В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория поведения стационарного случайного 

процесса (t) (истинная реализация процесса), полученная путем имитационного моделирования,  

и траектория поведения оценки ˆ ( )t , где λ1, λ2, λ3 – состояния процесса (t) и оценки ˆ ( )t , t1, t2, ... – 

моменты времени наступления событий потока. Вынесение решения о состоянии процесса (t) про-

изводилось с шагом Δt = 0,001. Жирной линией на оси времени отмечены области принятия ошибоч-

ного решения, когда значение оценки ˆ ( )t  не совпадает с истинным значением процесса (t). 

На рис. 3 продемонстрированы траектории поведения апостериорных вероятностей w(λi|t) со-

стояний λi процесса (t), 3,1i , графические реализации которых получены с помощью имитацион-

ного моделирования последовательности наблюдаемых моментов времени наступления событий 

t1, t2, ... При этом в любой момент времени t, t0 ≤ t ≤ Tm, выполняется условие нормировки 

w(λ1|t) + w(λ2|t) + w(λ3|t) = 1. 

Для установления частоты ошибочных решений о состоянии случайного процесса (t) проведен 

ряд статистических экспериментов, состоящих из следующих этапов:  

1) для определенного набора параметров λi , P0(λj|λi), P1(λj|λi), nji ,1,  , осуществляется модели-

рование обобщенного МАР-потока с n состояниями на заданном отрезке времени моделирования  

[0, Tm] (отдельный ν-й эксперимент);  
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2) осуществляется расчет апостериорных вероятностей w(λi|t), ni ,1 , состояний процесса (t) 

на заданном отрезке моделирования [0, Tm] по формулам (1), (2), (3), (5) и (8);  

3) осуществляется оценивание траектории процесса (t) в любой момент времени t, удовлетво-

ряющий отрезку [0, Tm], по методу максимума апостериорной вероятности;  

4) определяется (для отдельного ν-го эксперимента) dν – суммарная протяженность интервалов, 

на которых истинное значение процесса (t) не совпало с его оценкой ˆ ( )t ;  

5) вычисляются значения p̂ν = dν 
/Tm – доли ошибочных решений;  

6) шаги 1–5 повторяются N раз ( N,1 ) для расчета оценки безусловной (полной) вероятности 

ошибки оценивания состояний случайного процесса (t) на рассматриваемом отрезке [0, Tm]. 
 

 
 

Рис. 2. Траектория процесса (t) и траектория оценки ˆ ( )t   

Fig. 2. The trajectory of the process (t) and the trajectory of the estimate ˆ ( )t  

 

 
 

Рис. 3. Траектории апостериорных вероятностей w(λi|t), 1,3i   

Fig. 3. Trajectories of posterior probabilities w(λi|t), 1,3i   

 

Результатом реализации вышеприведенного алгоритма является выборка p1̂, ..., p̂N долей оши-

бочных решений при проведении N экспериментов. На основании полученных данных вычисляются 

выборочное среднее безусловной вероятности ошибочно принятого решения 
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Эксперимент 1. Фиксируются число состояний n = 3, количество опытов N = 100, значение 

длительности мертвого времени T = 0,17 и переходные вероятности процесса (t), заданные произ-

вольно (табл. 1). Целью эксперимента является установление зависимости P̂ош от длительности вре-

мени моделирования Tm , где Tm ∈ {100; 200; ...; 1000}. Полученные результаты первого статистиче-

ского эксперимента продемонстрированы в табл. 2. 
Т а б л и ц а  2  

Результаты первого статистического эксперимента 

Tm 
λ1 = 10, λ2 = 5, λ3 = 1 λ1 = 15, λ2 = 7, λ3 = 1 λ1 = 20, λ2 = 10, λ3 = 1 

P̂ош D̂ош × 10
3
 P̂ош D̂ош × 10

3
 P̂ош D̂ош × 10

3
 

100 0,190598 0,233326 0,135726 0,164548 0,101226 0,094689 

200 0,188431 0,121193 0,137610 0,069900 0,101258 0,048507 

300 0,190477 0,097663 0,137746 0,044778 0,101435 0,033193 

400 0,189772 0,045799 0,138334 0,039287 0,101186 0,016554 

500 0,190016 0,031188 0,137480 0,026709 0,101556 0,012633 

600 0,190599 0,024237 0,137827 0,016810 0,10147 0,013922 

700 0,190222 0,033073 0,138078 0,011451 0,10132 0,010115 

800 0,189895 0,024601 0,137343 0,016556 0,101181 0,008789 

900 0,190018 0,019293 0,137997 0,011633 0,10171 0,006313 

1000 0,190002 0,013740 0,137885 0,009393 0,101544 0,004877 
 

Результаты свидетельствуют о том, что величина P̂ош с ростом Tm практически не изменяет 

своего значения. Однако значения D̂ош значительно убывают с ростом значения Tm. Таким образом,  

с ростом значения времени моделирования Tm можно предположить, что величина P̂ош сходится  

к истинной вероятности ошибки принятия решения Pош. Также результаты эксперимента показывают, 

что чем больше различимы состояния процесса (t), тем меньше величина P̂ош и тем быстрее убывает 

D̂ош с ростом значения Tm. 

Эксперимент 2. Фиксируются число состояний n = 3, количество опытов N = 100, значение 

времени моделирования Tm = 500 и переходные вероятности, представленные в табл. 1. В данном 

эксперименте устанавливается зависимость P̂ош от длительности мертвого времени T, где 

T ∈ {0,1; 0,6; ...; 4,6}. Результаты эксперимента представлены в табл. 3. 
Т а б л и ц а  3  

Результаты второго статистического эксперимента 

T 
λ1 = 10, λ2 = 5, λ3 = 1 λ1 = 15, λ2 = 7, λ3 = 1 λ1 = 20, λ2 = 10, λ3 = 1 

P̂ош D̂ош × 10
3
 P̂ош D̂ош × 10

3
 P̂ош D̂ош × 10

3
 

0,1 0,193369 0,045538 0,139048 0,017312 0,100887 0,016390 

0,6 0,187282 0,043709 0,138662 0,028811 0,103253 0,021228 

1,1 0,190675 0,056735 0,14153 0,032023 0,105240 0,013553 

1,6 0,194373 0,050363 0,143708 0,033002 0,107182 0,018838 

2,1 0,196068 0,066667 0,145241 0,039105 0,108634 0,023785 

2,6 0,197257 0,058733 0,146991 0,034911 0,109077 0,020624 

3,1 0,199398 0,078848 0,148189 0,039074 0,109718 0,022814 

3,6 0,199237 0,053270 0,149020 0,040718 0,110203 0,023633 

4,1 0,200456 0,069986 0,148979 0,024693 0,111391 0,024411 

4,6 0,201110 0,078916 0,149998 0,035062 0,111273 0,020970 
 

Результаты свидетельствуют о том, что значение P̂ош растет с увеличением значения T, так как  

с увеличением длительности мертвого времени суммарный период ненаблюдаемости увеличивается 

и P̂ош стремится к постоянной величине на основании того, что апостериорные вероятности на 

участке ненаблюдаемости с ростом T стремятся к априорным вероятностям. Это, в свою очередь, 

приводит к уменьшению числа наблюдаемых событий или, иными словами, к снижению количества 

информации о потоке, что является базой для алгоритма принятия решения о значении процесса (t) 
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в произвольный момент времени t ≥ t0. В табл. 3 с ростом значения мертвого времени можно 

наблюдать стабилизацию величины D̂ош в пределах некоторого постоянного значения Dош. Также 

стоит отметить, что чем больше различимы состояния потока (t), тем точнее оценивание. 

 

Заключение 

 

В данной статье приведены явные виды апостериорных вероятностей и априорных вероятно-

стей состояний потока на интервалах наблюдаемости за исследуемым потоком, также получены  

явные выражения для апостериорных вероятностей w(λi|t) состояний Si, ni ,1 , обобщенного МАР-

потока событий с n состояниями на временных интервалах, на которых поток событий недоступен 

наблюдению. Предложен алгоритм оптимального оценивания состояний обобщенного MAP-потока 

событий с произвольным числом состояний в условиях частичной наблюдаемости, приведены чис-

ленные результаты ряда экспериментов по выявлению зависимости значений P̂ош от изменений неко-

торых параметров потока. В ходе экспериментов установлено:  

1) с ростом Tm величина P̂ош стремится к некоторой постоянной величине, которая близка к ис-

тинной вероятности ошибки принятия решения Pош;  

2) значение P̂ош возрастает с увеличением значения T;  

3) чем больше различимы состояния потока (t), тем точнее оценивание. 
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The paper deals with a generalized MAP with an arbitrary number of states under conditions of unextendable dead time of fixed 

duration T (each registered event generates dead time period of duration T, events that occurred during the non-observability period 

are lost and do not cause an extension of the dead time period). The accompanying random process λ(t) of the flow is an unobservable 

piecewise constant process with n states: S1, ..., Sn. The process λ(t) is unobservable in principle, the moments of occurrence of events 

t1, t2, ... are observable. 

It is necessary to estimate the state of the process λ(t) at an arbitrary moment t provided that a sample of the moments of occur-

rence of events t1, ..., tm in the observed flow over the time interval (t0, t) is known, where t0 is the beginning of observation, t is the 

end of observation, m is the number of observed events over the time interval (t0, t). It is assumed that λ(t) is stationary. 

The optimal estimation of the states of the process λ(t) in terms of the minimum of the total probability of making the erroneous 

decision is made according to the maximum a posteriori probability criterion. At an arbitrary moment t, the values 

w(λi|t) = w(λi|t1, ..., tm, t) = P(λ(t) = λi|t1, ..., tm, t), ni ,1  are compared: if w(λi|t) ≥ w(λj|t), i ≠ j, nji ,1,  , then 
i

t  )(ˆ . 

In the paper we present the formula for posterior probabilities on the intervals of the flow observability. The explicit form for 

posterior probabilities on the intervals of the flow unobservability is found. Based on these formulas, the algorithm for calculating the 

posterior probability w(λi|t), ni ,1 , and the algorithm for deciding on the state of the process λ(t) at an arbitrary moment t are  

proposed. The algorithms were implemented by C# programming language in the Visual Studio 2015. Statistical experiments were 

conducted on the simulation model to establish the frequency of making erroneous decisions about the state of the process λ(t). The 

numerical results of these experiments are given in the paper and illustrate an acceptable estimate of the total probability of making 

the erroneous decision. 

 

Keywords: generalized MAP with an arbitrary number of states; unextendable dead time; optimal state estimation; posterior probabilities; 

maximum a posteriori probability criterion. 
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ВЕЙВЛЕТЫ МЕЙЕРА С КОЭФФИЦИЕНТОМ МАСШТАБИРОВАНИЯ N > 2 

 

Определяются ортогональные вейвлеты с коэффициентом масштабирования N > 2, аналогичные классиче-

ским вейвлетам Мейера для N = 2. Построенные вейвлеты используются для анализа электроэнцефалограмм 

(ЭЭГ). Получено разложение сигнала ЭЭГ на отдельные компоненты, локализованные по частоте. 

Ключевые слова: вейвлеты Мейера; вейвлет-анализ ЭЭГ; вейвлеты с коэффициентом масштабирования N. 

 

Вейвлет-анализ предоставляет мощный инструментарий для изучения различных медицинских 

данных. В настоящее время широко используются методы непрерывного вейвлет-анализа (см. напр.: [1, 

2]. Также исследуются и числовые характеристики сигналов электрокардиограмм (ЭКГ) и электроэн-

цефалограмм (ЭЭГ), получаемые методами дискретного вейвлет-преобразования [3–7]. Использова-

ние степеней двойки для вейвлет-анализа и при построении теории вейвлетов удобно во многих от-

ношениях, хотя и не является обязательным. Можно вместо коэффициента масштабирования 2 ис-

пользовать любое целое число N и даже рациональное, большее единицы [8]. Основы теории вейвле-

тов с целым коэффициентом N > 2 представлены в работах [9] и [10]. В [10] показано использование 

вейвлетов Хаара с коэффициентами масштабирования 4, 5, 8 для анализа экономических данных.  

Однако других практических применений вейвлетов с коэффициентом N > 2 в настоящее время нет. 

Более того, нет даже примеров дифференцируемых вейвлетов с коэффициентом масштабирования N > 2. 

В данной работе построены вейвлеты с коэффициентом масштабирования N > 2, аналогичные 

обычным (N = 2) вейвлетам Мейера. В случае N = 3 показано их применение для исследования ЭЭГ. 

Получено разложение сигнала ЭЭГ на основные частотные ритмы. Результаты показывают, что вейвлет-

анализ с коэффициентом масштабирования больше двух позволяет получить новые числовые характе-

ристики ЭЭГ, что подтверждает перспективность использования таких вейвлетов для анализа данных. 

 

1. Предварительные сведения  

 

Напомним основные положения вейвлет-анализа с масштабным коэффициентом N > 2. Разви-

тие этой темы см.: [10]. Предположим, что задана интегрируемая с квадратом функция (x), удовле-

творяющая следующему масштабирующему соотношению: 

( ) ( )n

n

x N h Nx n


   
Z

. 

Такая функция (x) называется масштабирующей, а набор коэффициентов разложения {hn} называет-

ся фильтром функции (x). Кроме того, предположим, что целочисленные сдвиги {(x – n)} попарно 

L2-ортогональны и нормированы. Тогда для любого j  Z функции  

, ( ) ( )j j
j n x N N x n    , n  Z 

образуют ортонормированную систему. Пусть )R(2LV j   – подпространство, порожденное функци-

ями , ( )j n x , n  Z. Для масштабирующей функции (x) определяется частотная функция формулой  

0

1
( ) i n

n

n

H h e
N

 



  
Z

. 
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После преобразования Фурье масштабирующего соотношения оно принимает вид: 

0
ˆ ˆ( ) H

N N

    
      

   
. 

Масштабирующей функции (x) соответствует N – 1 вейвлетов 1(x), … , N-1(x), определенных 

равенствами 

 ( ) ( ), 1, 2, , 1k k
n

n

x N g Nx n k N      ,  (1) 

где коэффициенты разложения Z}{ n
k
ng  называются фильтрами вейвлетов. Для каждого j  Z сдвиги 

масштабированных вейвлетов , ( ) ( )k j k j
j n x N N x n    , n  Z, k = 1, 2, …, N – 1, образуют орто-

нормированные базисы пространств вейвлетов j
k
j VW  , k = 1, 2, …, N – 1. Определим соответству-

ющие вейвлетам k(x) частотные функции:  

 
1

( ) k in
k nn

H g e
N

    ,     k = 1, 2, …, N – 1.  (2) 

В частотной области равенство (1) принимает вид:  

 ˆ ˆ( )k
kH

N N

    
      

   
,     k = 1, 2, …, N – 1.  (3) 

Частотные функции вейвлетов удовлетворяют свойству унитарности матрицы [9, 10]:  

 

0 0 0

1 1 1

1 1 1

2 2 ( 1)
( )

2 2 ( 1)
( )

2 2 ( 1)
( )N N N

N
H H H

N N

N
H H H

N N

N
H H H

N N
  

      
      

    
      

      
    

 
 

      
      

    

. (4) 

Вейвлет-преобразование. Пусть , ,( ) ( )j j n j nn Z
P f a x


   – приближение функции f(x) в про-

странстве )R(2LV j  . Тогда вейвлет-разложение )( fPj  есть представление )( fPj  в виде   

 
1

1, 1, 1, 1,

1

( ) ( ) ( ).
N

k k
j j n j n j n j n

n Z k n Z

P f a x d x


   

  

      (5) 

В формуле (5) первая сумма дает более грубую аппроксимацию )(1 fPj  функции f(x) в про-

странстве jj VV 1 , а вторая сумма – это те детали, которые теряются при переходе от )( fPj   

к )(1 fPj . Вместо набора коэффициентов A0 = {aj,n} мы получили два: A1 = {aj–1,n} и 

},,{ 1
,1

1
,11


 N

njnj ddD  . Процедуру разложения можно повторить, применяя ее к 11 )(   jj VfP . 

Практически мы имеем дело не функцией f(x), а с цифровым сигналом S, который представлен 

массивом S = A0 = {an} значений функции f(x). Тогда его вейвлет-разложение S → {D1, A1} произво-

дится по формулам [10]  

 



Zn

Nmnnm aha ,1 ,    1,,2,1,,1 


 Nkagd
n

Nmn
k
n

k
m 

Z

. (6) 

где Z}{ nnh  и Z}{ n
k
ng  – фильтры вейвлетов (x) и k(x), а черта сверху означает комплексное сопря-

жение. Таким образом, вместо A0 = {an} мы получили два массива: }{ ,11 maA   – коэффициенты ап-

проксимации, и },,{ 1
,1

1
,11

 N
mm ddD   – коэффициенты детализации. Процедуру разложения можно 
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повторить, применив ее к набору коэффициентов 1A . Восстановление массива A = {an} по коэффици-

ентам вейвлет-разложения }{ ,11 maA   и },,{ 1
,1

1
,11

 N
mm ddD   производится следующим образом:  

  


 





1

1
,1,1

N

k m

k
m

k
mNn

m
mmNnn dgaha

ZZ
.  (7) 

 

2. Вейвлеты Мейера 
 

Вейвлеты Мейера строятся на основе вейвлетов Шеннона [10]. Масштабирующая функция 

Шеннона (x) определяется через ее образ Фурье ˆ ( )  , который берется в виде ступенчатой функции 

в частотной области: ˆ ( ) 1    при ω  [–, ] и ˆ ( ) 0    при других ω. Тогда (x) = sin(x)/(x). Для 

нахождения вейвлетов Шеннона 1(x), 2(x), …, N–1(x) строятся их частотные функции (2), сначала 

H0(ω), а затем остальные Hk(ω) с учетом унитарности матрицы (4).  

Функция H0(ω) может быть найдена из масштабирующего уравнения    0
ˆ ˆ( )  /  /H N N      . 

Действительно, поскольку функция  ˆ / 1N    на промежутке [–N, N] и равна нулю в противном 

случае, то  0
ˆ/ ( )H N     на [–N, N], или  0

ˆ ( )H N     на промежутке [–, ]. Поэтому 

0 ( ) 1H    при ω  [–/N, /N] и 0 ( ) 0H    при других ω  [–, ]. Вне промежутка [–, ] функция 

H0(ω) продолжается периодически. Для k = 1, 2, …, N – 1 положим 

 
1, | | [ / , ( 1) / ] ,

( )
0, для остальных промежутка [ , ].

k

k N k N
H

    
  

  
 (8) 

Вейвлеты Шеннона ( )k x  с коэффициентом масштабирования N определяются из формулы (3). 

По построению вейвлеты Шеннона соответствуют идеальным фильтрам H0(ω), Hk(ω). Вследствие 

разрывности этих функций масштабирующая функция (x) и вейвлеты 1(x), 2(x), …, N–1(x) убы-

вают очень медленно, что затрудняет из практическое использование. Этот недостаток можно испра-

вить «сглаживанием» разрывов. В результате получаются вейвлеты, которые мы называем именем 

Мейера по аналогии со случаем N = 2.  

Построение масштабирующей функции Мейера. Разрывы масштабирующей функции ˆ ( )   

вейвлетов Шеннона в точках – и  можно удалить сглаживанием многими способами. Однако нужно, 

чтобы сглаженная функция ˆ ( )   обладала свойством 2ˆ| ( 2 ) | 1
n Z

n


    , которое обеспечивает 

ортогональность системы функций (x – n). Проведем сглаживание на промежутках [– – /N, – + /N] 

и [ – /N,  + /N].  

Масштабирующую функцию Мейера (x) коэффициента масштабирования N определим через 

ее преобразование Фурье ˆ ( )   равенством 

 

1, 0 | | ,

1ˆ( ) cos | | , | | ,
2 2 2

0, для остальных ,

N

N N

N N


   


      

            
  

 



 (9) 

где ν(x) есть вспомогательная функция, которая равна нулю при x  0, равна единице при x ≥ 1 и удо-

влетворяет условию ν(x) + ν(1 – x) = 1. Мы используем следующую полиномиальную интерполяцию 

между 0 и 1 на промежутке [0, 1]: ν(x) = x4(35 – 84x + 70x2 – 20x3), принятую в MATLAB.  

Покажем, что сдвиги (x – n) функции (x) образуют ортонормированную систему. Для этого 

достаточно проверить равенство 2ˆ| ( 2 ) | 1
n Z

n


     [10]. По построению ˆ ( )   мы видим, что до-

статочно показать равенство  
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2 21 1
cos cos | 2 | 1

2 2 2 2 2 2

N N N N         
              

       
  

только на промежутке [ – /N,  + /N] – там, где пересекаются носители соседних функций ˆ ( )   и 

ˆ ( 2 )    при суммировании. Это равенство верно, так как второй член в левой части уравнения  

с использованием равенства (1 ) 1 ( )x x     может быть легко преобразован к квадрату синуса: 

2 21 1
cos (2 ) cos 1

2 2 2 2 2 2

N N N N         
              

       
 

2 21 1
cos sin .

2 2 2 2 2 2 2

N N N N          
            

       
 

Частотную функцию H0(ω) найдем из масштабирующего уравнения 

0
ˆ ˆ( ) H

N N

    
      

   
. 

Функция ˆ ( )   равна 1 на [– + /N,  – /N] и обращается в нуль вне промежутка [– – /N,  + /N]. 

Поэтому  ˆ / 1N    на промежутке [–N + , N – ] и обращается в нуль вне промежутка  

[–N – , N + ]. Поскольку промежуток [–N + , N – ] включает в себя носитель [–  – /N,  + /N] 

функции ˆ ( )  , то сомножитель  ˆ / N   можно убрать (он равен единице на носителе функции 

ˆ ( )  ). Таким образом,  0
ˆ/ ( )H N     на [– – /N,  + /N] и  0 / 0H N   вне [– – /N,  + /N], 

т.е.  0
ˆ ( )H N     на промежутке [–/N – /N2, /N + /N2] и  0 0H    вне промежутка  

[–/N – /N2, /N + /N2]:  

 

2 2

2 2
0

1, [ / / , / / ],

1
( ) cos | | , / / | | / / ,

2 2 2

0, для остальных .

N N N N

N N
H N N N N N

       


    
               

  
 

 (10) 

Вне промежутка [–, ] функция H0(ω) продолжается периодически.  

Построение частотных функций и вейвлетов. Для построения вейвлетов Мейера найдем 

сначала их частотные функции Hk(ω) с учетом унитарности матрицы (4). Для этого проведем сглажи-

вание частотных функций (8) вейвлетов Шеннона, аналогичное сглаживанию (10) частотной функции 

H0(ω). Частотная функция Шеннона Hk(ω) четная и имеет носитель на двух симметричных промежут-

ках: 
( 1)k k

N N

  
   . Проведем сглаживание вблизи концов сначала для неотрицательных , т.е. на 

промежутках 
2 2

k k

N NN N

   
     и 

2 2

( 1) ( 1)k k

N NN N

     
    . Тогда получаются следую-

щие выражения сглаженных функций Hk+(ω), k = 1, 2, …, N – 2, при ω > 0:  

 

2 2

2

2 2

2 2

2

2 2

( 1)
0, или ,

1
sin | | , ,

2 2 2
( )

( 1)
1, ,

( 1) 1 ( 1) ( 1)
cos | | , .

2 2 2

k

k k

N NN N

N kN k k

N NN N
H

k k

N NN N

N k N k k

N NN N



    
   


        

             
  

         



          
            

 (11) 
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На весь промежуток [–, ] функции Hk+(ω) можно продолжить как по четности, так и по не-

четности. Далее мы уточним, как это сделать из требования унитарности матрицы (4). Вне промежут-

ка [–, ] они продолжаются по периодичности. Поскольку частотные функции периодические с пе-

риодом 2, то последняя частотная функция сглаживается только внутри промежутка [–, ], 

 

2

2 2

1 2

( 1) 1 ( 1) ( 1)
sin | | , | | , ,

2 2 2

( 1)
( ) 1, | | , ,

0, для остальных [ , ].

N

N N N N N

N NN N

N
H

N N


            
                 


    

       
 

   




 (12) 

Покажем, что указанные выше функции H0(ω), Hk(ω) и (12) обладают тем свойством, что строки 

матрицы (4) имеют единичную норму. Для доказательства равенства |H0(ω)|2 + |H0(ω – 2/N)|2 + … +  

+ |H0(ω – 2(N – 1)/N)|2 = 1 достаточно показать его только на промежутке [/N – /N2, /N + /N2]. 

Это следует из того, что сглаживание всех функций в точках разрыва проведено одинаково и симмет-

рично. Кроме того, в приведенной сумме носители соседних функций пересекаются именно по тем 

промежуткам, где производилось сглаживание. На промежутке [/N – /N2, /N + /N2] в сумме име-

ется только два ненулевых слагаемых, H0(ω) и H0(ω – 2/N). Тогда получаем с использованием равен-

ства (1 ) 1 ( )x x     

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0| ( ) | | ( 2 / ) | ( 2 ( 1) / ) | | ( ) | | ( 2 / ) |H H N H N N H H N                

2 2
2 21 1

cos cos ( 2 / )
2 2 2 2 2 2

N N N N
N

         
                        

 

2 2
2 21 1

cos sin 1.
2 2 2 2 2 2

N N N N         
                      

 

Совершенно аналогично показывается нормированность остальных строк для Hk(ω) как для 

четного продолжения Hk+(ω), так и для нечетного. Обеспечим эрмитову ортогональность строк мат-

рицы (4) частотных функций вейвлеты Мейера. Поскольку носитель функции Hk(ω) имеет непустое 

пересечение с носителями только соседних функций Hk–1(ω) и Hk+1(ω), то достаточно обеспечить ор-

тогональность только соседних строк. Для этого, как нетрудно увидеть, достаточно частотные функ-

ции Hk(ω) с четными номерами считать четными функциями, а нечетные Hk(ω) сделать нечетными 

функциями исходя из функций Hk+(ω), определенных на промежутке [0, ].  

Таким образом, искомые частотные функции вейвлетов 1(x), 2(x), …, N–1(x) имеют следую-

щий вид: для четных значений k функция Hk(ω) является четной и на промежутке [0, ] определяется 

формулой (11), а для нечетных значений k функция Hk(ω) является нечетной и на промежутке [0, ] 

также определяется формулой (11). Соответственно определяется и последняя частотная функция  

HN–1(ω) в зависимости от четности числа N – 1. 

Вейвлеты k(x) определяются своими частотными функциями из формулы (3). Масштабирую-

щая функция (x) и вейвлеты 1(x), 2(x), …, N–1(x) в пространственной области получаются при 

помощи обратного преобразования Фурье. Поскольку ˆ ( )   и ˆ ( )k   имеют компактные носители,  

то функции (x) и 1(x), 2(x), …, N–1(x) являются бесконечно дифференцируемыми.  

Из вида частотных функций Мейера Hk(ω) следует, что при вейвлет-разложении функция (x) 

обеспечивает сглаживание сигнала, пропуская низкие частоты, соответствующие промежутку  

[–/N, /N], а вейвлеты k(x), k = 1, 2, …, N – 1, разбивают сигнал последовательно на компоненты, 

соответствующие частотным диапазонам k/N  |ω| < (k + 1)/N. Чем больше k, тем более высокие 

частоты сигнала отражают коэффициенты деталей }{ ,1
k

njd  .  
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Масштабирующий фильтр {hn} и фильтры вейвлетов }{ k
ng , k = 1,2,…, N–1, находятся разложе-

нием в ряд Фурье частотных функций H0(ω) и Hk(ω). 

 

3. Вейвлет-анализ сигнала ЭЭГ  

 

В данном разделе мы рассмотрим вейвлет-анализ сигнала ЭЭГ с использованием вейвлетов 

Мейера (x), 1(x) и 2(x) с коэффициентом масштабирования 3. Для анализа берется оцифрованный 

сигнал ЭЭГ, снятый на электроэнцефалографе высокого разрешения (500 отсчетов в секунду) и его 

фрагмент длительности 6 с. 

Для разложения и восстановления сигнала вычислены фильтры {hn}, }{ k
ng , k = 1, 2, вейвлетов 

Мейера. Вообще эти фильтры имеют бесконечное число элементов, но для номеров |n| > 100 коэффи-

циенты имеют значения порядка 10–6 и меньше. Поэтому были вычислены значения фильтров  

в пределах –100  n  100.  

По формулам (6), (7) составлены функции разложения и восстановления сигнала (в нашем слу-

чае N = 3) в системе MATLAB. Сигнал S представлен массивом S = A0 = {an}. Тогда его вейвлет-

разложение дает коэффициенты аппроксимации A1 = {a1,n}, коэффициенты детализации }{ 1
,1

1
1 mdD   

вейвлета 1(x) и коэффициенты детализации }{ 2
,1

2
1 mdD   вейвлета 2(x). Разложение 

},,{ 1
2
1

1
1 ADDS   производится по формулам (6), а восстановление массива A0 = {an} по коэффициен-

там вейвлет-разложения },,{ 1
2
1

1
1 ADD  производится по формулам (7) для N = 3 и k =1, 2. При много-

уровневом вейвлет-анализе процедура вейвлет-разложения применяется многократно к массивам Ak 

коэффициентов аппроксимации. Это может быть изображено схематично следующим образом: 

},,,...,,{},,,,{},,{ 212
1

1
12

2
2

1
2

2
1

1
11

2
1

1
10 MMM ADDDDADDDDADDAS   . 

 

 
 

Рис. 1. Компоненты разложения ЭЭГ третьего и четвертого уровней разложения 

Fig. 1. Components of EEG decomposition of the third and fourth levels of decomposition 
 

Для изучения свойств сигнала S важно получить его компоненты k
jDRec , которые восстанавли-

ваются только из одного набора коэффициентов k
jD , считая, что остальные коэффициенты равны ну-
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лю. В нашем случае анализа ЭЭГ достаточно сделать разложение до 4-го уровня. Дело в том, что 

компонента сигнала с частотами в пределах от 0 до 4 Гц (Дельта-ритм), представлена как 4ARec . 

Вейвлет-коэффициенты 1 2
1 1,D D  первого уровня разложения отражают шумовую компоненту сигнала 

и не рассматриваются.  

Из вида частотных функций Мейера следует, что при вейвлет-разложении функция (x) обес-

печивает сглаживание сигнала, отсекая большой диапазон высоких частот вне промежутка [–/3, /3], 

вейвлет 1(x) выделяет компоненту сигнала, соответствующую средним частотам /3  |ω| < 2/3,  

а вейвлет 2(x) выделяет высокочастотную компоненту сигнала, соответствующую высоким частотам 

2/3  |ω| < . Это хорошо демонстрирует рис. 1.  
 

 
 

Рис. 2. Частотные спектры компонентов сигнала ЭЭГ (частота в Гц) 

Fig. 2. Frequency spectra of the EEG signal components (frequency in Hz) 

 

Для каждой компоненты сигнала мы вычисляем частотный спектр. На рис. 2 показаны графики 

частотных спектров всех компонент сигнала ЭЭГ. Мы видим, что частотные спектры компонент  

сигналов достаточно хорошо локализованы и представляют основные диапазоны ЭЭГ: RecA4 –  

это Дельта-ритм (0–4 Гц), 1
4DRec  – Тета-ритм (4–8 Гц), 2

4DRec  и 1
3DRec  – Альфа-ритм (8–16 Гц), 

2
3DRec  – Бета-ритм (16–31 Гц), 1

2DRec  и 2
2DRec  – Гамма-ритм (более 31 Гц). В каждом из диапазонов 

имеются ярко выраженные основные частоты: Гамма-ритм ( 1
2DRec  и 2

2DRec ) – 32,17, 34,17 и  

57,17 Гц; Бета-ритм ( 2
3DRec ) – 20,17 Гц; Альфа-ритм ( 2

4DRec  и 1
3DRec ) – 9,17 и 10 Гц; Тета-ритм  

( 1
4DRec ) – 4,17 и 4,67; Дельта-ритм (RecA4) – 2,33 и 1,17 Гц. Эти частоты отличаются от полученных  

в работе [3] при исследовании ЭЭГ обычным вейвлетом Мейера. 
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Заключение  

 

В работе построены вейвлеты с коэффициентом масштабирования N > 2, аналогичные обыч-

ным (N = 2) вейвлетам Мейера. В случае N = 3 показано их применение для исследования ЭЭГ. Полу-

чено разложение сигнала ЭЭГ на основные частотные ритмы и исследованы их частотные характери-

стики. На каждом этапе разложения сигнал разбивается на три компоненты, одна из которых является 

сглаженной версией сигнала, другая отражает высокочастотную часть сигнала, а третья отражает 

промежуточные частоты. В общем случае сигнал разбивается на N компонент с разными частотными 

характеристиками. Это дает более широкие возможности изучения частотных компонент сигнала, 

чем в обычном случае N = 2, когда сигнал раскладывается только на одну низкочастотную и одну вы-

сокочастотную части. Результаты показывают, что вейвлет-анализ с коэффициентом масштабирова-

ния больше двух позволяет получить новые числовые характеристики сигналов, что подтверждает 

перспективность использования таких вейвлетов для анализа данных. 
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In this paper, we construct wavelets with a scaling factor N > 2, similar to the usual (N = 2) Meyer wavelets, and give an example 

of their use for signal analysis. The first part of the work gives a brief introduction to the theory of wavelets with a scaling factor N > 2. 

In the main part of the work, Meyer wavelets with a scaling factor N > 2 are constructed and the results of their use for studying the 

electroencephalogram (EEG) are presented. Meyer wavelets are constructed by smoothing at the discontinuity points of the frequency 

functions of Shannon wavelets with a scaling factor N. Since the Shannon wavelets correspond to ideal filters, the constructed Meyer 

wavelets are also infinitely differentiable and provide very good frequency localization of signal components in the wavelet decom-

position. 

For EEG analysis, Meyer wavelets (x), 1(x) and 2(x) with a scaling factor N = 3 were used. The digitized EEG signal was 

recorded on a high-resolution electroencephalograph (500 samples per second), we use a fragment of it 3000 samples long (6 sec). 

When a signal is represented by an array S = A0 = {an}, then its wavelet decomposition gives the approximation coefficients 

A1 = {a1,n}, the detail coefficients 1 1
1 1,{ }mD d  of the wavelet 1(x), and the detail coefficients 2 2

1 1,{ }mD d  of the wavelet 2(x).  

https://www.elibrary.ru/contents.asp?id=43754651
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In multilevel wavelet analysis, the wavelet decomposition procedure is applied repeatedly to the Ak weights of the approximation 

coefficients:  
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1{ , , } { , , , , } { , ,..., , , }M M MS A D D A D D D D A D D D D A     . 

For studying the properties of the signal S, its components k

jRecD  are of greater interest, which are obtained when the recon-

struction procedure is applied to only one set of coefficients k

jD , assuming that the remaining coefficients are equal to zero. In this 

work, the wavelet decomposition of the EEG signal to the 4th level is carried out. The components of signal decomposition are found 

using truncated Meyer wavelet filters. The results show that the frequency spectra of the signal components are well localized and 

represent the main rhythms that are usually detected in medical EEG studies using Fourier analysis methods. In our case: RecA4 is the 

Delta rhythm (0–4 Hz); 1

4RecD  is the Theta rhythm (4–8 Hz); 2

4RecD  and 1

3RecD  is the Alpha rhythm (8–16 Hz); 2

3RecD  is the Beta 

rhythm (16–31 Hz); 1

2RecD , and 2

2RecD  is the Gamma rhythm (more than 31 Hz). Thus, wavelet analysis with a scaling factor of 

more than two allows one to decompose a signal into a number of components with good frequency localization and obtain new nu-

merical characteristics of signal. 
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О СВЯЗИ БИКЛИК ГИПЕРГРАФА И ВСЕХ МАКСИМАЛЬНО  

ПОЛНЫХ ПОДМАТРИЦ МАТРИЦЫ СМЕЖНОСТИ 

 

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ  

в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Соглашение 075-02-2020-1534/1). 

 

Исследуется связь между задачей поиска всех максимально полных подматриц (0, 1)-матрицы и задачей по-

иска всех максимальных биклик гиперграфов. Разработан алгоритм HFindMCS нахождения всех максимально 

полных подматриц (0, 1)-матрицы. Проведен теоретический анализ вычислительной сложности предложен-

ного алгоритма и доказана его корректность. Вычислительные эксперименты показали эффективность алго-

ритма HFindMCS на гиперграфах с ограниченной степенью. Предложена процедура перехода от решения  

задачи поиска всех максимально полных подматриц (0, 1)-матрицы к решению задачи поиска всех макси-

мальных биклик гиперграфов. 

Ключевые слова: гиперграф; максимальные биклики; (0, 1)-матрица; максимально полные подматрицы. 

 

Гиперграфы являются расширением классической теории графов на случай, когда ребро графа 

может содержать число вершин, отличное от двух. Изначально гиперграфы нашли практическое при-

менение в моделировании реляционных баз данных и комбинаторной химии [1, 2]. Возможность объ-

единения нескольких вершин одним ребром дает мощный инструмент для моделирования различных 

сетей и систем. В настоящее время гиперграфовые модели активно применяются при построении и ис-

следовании дорожных и телекоммуникационных сетей [3, 4], для построения семантических сетей и 

представления лингвистических знаний [5, 6], при решении задач управления большими системами [7].  

Значительная часть задач исследований указанных моделей сводится к проблемам определения 

различных конфигураций. Под конфигурацией понимается любая система подмножеств конечного 

множества [8]. Особый интерес вызывают задачи перечислительного типа [8], в которых существова-

ние интересующих исследователя конфигураций не вызывает сомнения, вопрос – лишь в количестве 

и способе их представления. Большинство задач, связанных с поиском различных конфигураций  

в данных, имеет высокую сложность, с которой ничего нельзя сделать, однако поиск новых моделей 

и алгоритмов может повысить производительность вычислений. При этом использование асимптоти-

чески более медленных алгоритмов может быть оправдано тем, что для наборов данных, организо-

ванных определенным образом, они будут эффективнее [9]. Задача может быть сложной в общем 

случае, но иметь эффективный алгоритм для некоторого частного случая или класса объектов. Если 

сети и системы представить гиперграфами, то интересующие конфигурации удобно описывать на 

языке (0, 1)-матриц [10]. Например, задача выделения всех максимальных биклик гиперграфа сводится 

к задаче построения следующих конфигураций – полных единичных подматриц (0, 1)-матрицы [11].  

В настоящей работе рассматривается задача нахождения всех максимально полных подматриц 

(0, 1)-матрицы и схожая с ней задача поиска максимальных биклик гиперграфа. Поиск максимально 

полных единичных подматриц востребован в задаче нахождения всех формальных понятий, которая 

возникает при поиске скрытых взаимосвязей и построении онтологий предметных областей [5]. По-

иск максимальных биклик связан с задачей адресации внутри коммуникационной сети [3]. В сетях, 

представленных графами и гиперграфами, выделение биклик способно повысить эффективность  

решения задачи адресации и маршрутизации [3, 12, 13]. Также максимальные биклики востребованы 
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в анализе данных и при кластеризации, имеют широкое применение при исследовании генных струк-

тур и социальных сетей [14–16]. Заметим, что задачи поиска таких конфигураций являются  

#P-полными [17]. 

В работе предлагаются новый алгоритм выделения максимально полных подматриц (0, 1)-мат-

рицы, основанный на теории гиперграфов, и процедура выделения всех максимальных биклик  

на основе всех максимально полных подматриц.  

В первом разделе статьи приводятся необходимые понятия и определения (0, 1)-матриц и тео-

рии гиперграфов. Второй раздел содержит описание предлагаемого алгоритма, доказательство его 

корректности и теоретический анализ вычислительной сложности. В третьем разделе представлены 

результаты вычислительных экспериментов.  
 

1. Основные понятия и определения 
 

Пусть задана (0, 1)-матрица I размера n  m, где n  1, m  1 [8, 10].  

Определение 1. Полной подматрицей (0, 1)-матрицы называется подматрица, все без исключе-

ния элементы которой равны 1 [18]. 

Определение 2. Максимально полной подматрицей называется полная подматрица, не содер-

жащая никакой другой максимально полной матрицы [18]. 

Последнее можно трактовать следующим образом: максимально полной подматрицей называ-

ется полная подматрица, не входящая ни в какую другую полную подматрицу. 

Матрица I по своей сути может представлять множество всевозможных комбинаторных объектов, 

примерами которых являются: матрицы инцидентности и смежности графов и гиперграфов, контекст 

в анализе формальных понятий, реализация конечного случайного множества и др. [1, 5, 8, 10].  

Пусть задан (n, m)-гиперграф H = (X, U), где X – конечное множество вершин, U – конечное се-

мейство гиперребер гиперграфа, при этом |X| ≥ 1, |U| ≥ 1 и всякое гиперребро гиперграфа – некоторое 

подмножество множества X. Пусть X(u) – множество всех вершин, инцидентных гиперребру u  U,  

а U(x) – множество гиперребер, инцидентных вершине x  X. Двойственным к гиперграфу H = (X, U) 

называют гиперграф H* = (X*, U*), где X* = U – множество вершин двойственного гиперграфа, 

U* = U(x) – семейство гиперребер двойственного гиперграфа для всякого x  X. Одним из способов 

задания гиперграфа является (0, 1)-матрица инцидентности I, где 1 ставится в случае, когда гипер-

ребро содержит вершину, и 0 в противном случае. Будем называть степенью гиперребра u  U мощ-

ность множества |X(u)|.  

Приведем необходимые для дальнейшего изложения определения [19]. 

Определение 3. Подгиперграфом, индуцированным множеством вершин X, называется гипер-

граф H = (X, U), где U = {u: X(u) = X(u)  X  , u  U}. 

Заметим, что в рамках определения 3 для U всегда справедливо высказывание: |X(u)  X|  2, 

или |u| = 1. 

Известно определение двудольности гиперграфа [20], которое аналогично 2-раскраске: гипер-

граф H = (X, U) называется двудольным, когда множество вершин X может быть разделено на два 

множества S0 и S1 таким образом, что S0  S1 = X, S0 S1 =, и для всякого гиперребра u  U выпол-

нено |X(u)  S0| = 1. В работе используется следующее определение двудольности подгиперафа. 

Определение 4. Подгиперграф H = (X, U) является двудольным, если существует разбиение 

S0  S1 = X такое, что S0  S1 =  и неравенства |S0  X(u)|  1, |S1  X(u)|  1 выполняются для лю-

бого гиперребра u  U. 

Приведем определение реализации гиперграфа в виде вершинного графа L2(H) [21]. 

Определение 5. Вершинным графом гиперграфа H = (X, U) называется граф L2(H) = (X, E),  

множество вершин которого совпадает с множеством вершин X гиперграфа H, при этом две верши-

ны графа L2(H) смежны тогда и только тогда, когда смежны соответствующие им вершины гипер-

графа H. 
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Нетрудно показать, что подгиперграф H = (X, U) является двудольным тогда и только тогда, 

когда в вершинном графе L2(H) гиперграфа H существует двудольный подграф, индуцированный 

множеством вершин X. 

Определение 6. Двудольный граф называется полным двудольным графом (бикликой), если 

всякая вершина одной доли соединена со всеми вершинами второй доли [22]. 

Данное определение можно сформулировать иначе: если двудольный граф содержит все воз-

можные ребра, не нарушающие условия двудольности, то такой граф называется полным двудоль-

ным графом. К поиску биклик сводится ряд теоретико-графовых задач [17], которые относятся  

к классу #P-полных или NP-полных задач, поскольку в общем случае число максимальных биклик 

экспоненциально зависит от размера графа [23].   

Определение 7. Будем говорить, что подгиперграф H = (X, U), где S0  S1 = X, S0  S1 =  и 

U = {u : s0, s1  X(u), s0  S0, s1  S1}, называется полным двудольным подгиперграфом (бикликой) 

исходного гиперграфа H.  

Определение 8. Максимальная биклика – это биклика, которая не может быть расширена путем 

включения дополнительных смежных вершин, или, что эквивалентно, для максимальной биклики  

не существует другой биклики, которая полностью включает данную. 

Определение 8 справедливо как для графов, так и для гиперграфов. 

Задача поиска максимальной биклики хорошо известна в теории графов. При этом выделяют 

два варианта: задача поиска максимальной биклики с наибольшим числом вершин и задача поиска 

максимальной биклики с наибольшим числом ребер. Данные задачи возникают при обнаружении 

аномалий, анализе генных структур, анализе социальных структур [24]. Любой из вариантов данной 

задачи для связного графа произвольного вида является NP-трудной [25].  

Помимо поиска одной максимальной биклики, не ослабевает интерес к задаче MBGP (Maximal 

Biclique Generation Problem), которая состоит в поиске всех возможных максимальных биклик для 

любого заданного графа. Известно, что MBGP не может быть решена за полиномиальное время отно-

сительно размера ввода, поскольку размер вывода может быть экспоненциально большим по n [25]. 

Сложность данной задачи не меньше, чем сложность задачи поиска одной максимальной биклики, 

которая является NP-трудной задачей [24]. 

Задача MBGP для графов может быть расширена на гиперграфы. В частности, для бигипергра-

фов задача MBGP исследована в [20]. Под бигиперграфом понимается гиперграф вида H = (H0, H1), 

где всякое гиперребро гиперграфов H0 и H1 содержится в H. При этом вводится определение дву-

дольного гиперграфа согласно устойчивости множества вершин. Множество вершин S  V устойчиво 

в Hi, если S не содержит гиперребер из Hi, i = 0, 1. Гиперграф H = (H0, H1) называется двудольным, 

если существует разбиение S0  S1 = V, где Si устойчиво в Hi, i = 0, 1. 

В данной работе исследуется задача поиска всех возможных максимальных биклик для любого 

заданного гиперграфа.  

Задача 1 (MBGP for Hypergraphs). Дан гиперграф H = (X, U) без кратных гиперребер, требу-

ется найти множество всех максимальных биклик. 

Заметим, что задача нахождения биклик в графе тесно связана с поиском подматриц специаль-

ного вида [11]. Проведем связь между задачей нахождения максимальных биклик в гиперграфе и за-

дачей поиска максимально полных подматриц (0, 1)-матрицы. 

Для двудольного подгиперграфа H = (X, U) запишем его эквивалентное представление в виде 

(0, 1)-матрицы смежности вершинного графа L2(H). Обозначим S0, S1 – доли подгиперграфа H, мощ-

ности которых равны c и d соответственно. Поскольку вершинный граф L2(H) тоже является дву-

дольным, его матрица смежности представима в виде: 

 ,
c

d

O B
A

B O

 
     

 (1) 

где Oc, Od – нулевые матрицы порядка c и d соответственно, а B – матрица размера c  d, которая от-

ражает смежность вершин между долями S0 и S1 [11]. Очевидно, что в случае, когда подгиперграф H 
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является бикликой, матрица B является полной подматрицей матрицы A. Нетрудно показать, что про-

верка всякой подматрицы из множества всех максимально полных подматриц выполнима за линей-

ное время относительно размера подматрицы. Таким образом, для поиска биклик в гиперграфе 

H = (X, U) требуется найти такие полные подматрицы B матрицы смежности A вершинного графа 

L2(H), для которых будет существовать подматрица вида (1), что приводит к задаче поиска всех мак-

симально полных подматриц (maximally complete submatrices) исходной (0, 1)-матрицы.  

Задача 2 (Maximally Complete Submatrices Problem, MCSP). Дана (0, 1)-матрица I, требуется 

найти множество всех максимально полных подматриц. 

Заметим, что максимально полные подматрицы могут представлять различные комбинаторные 

объекты [8], а задача их поиска носит перечислительный характер и принадлежит классу сложности 

#P-полных задач [5, 8]. Применение алгоритмов решения задачи выделения максимально полных 

подматриц ограничивается высокой трудоемкостью на матрицах большой размерности.  

 

2. Алгоритм нахождения всех максимально полных подматриц  

для заданной (0, 1)-матрицы 

 

Основываясь на определениях теории гиперграфов и (0, 1)-матриц, опишем алгоритм для 

нахождения максимально полных подматриц исходной (0, 1)-матрицы. Для этого понадобится поня-

тие l-уровня (0, 1)-матрицы. 

Определение. Полным l-уровнем (0, 1)-матрицы будем называть все ее полные подматрицы  

с числом строк, равным l. 

Всякую полную подматрицу инцидентности гиперграфа H = (X, U) с числом строк, равным l, 

можно описывать как подгиперграф H = (X, U(X)), где X  X – множество вершин, при этом |X| = l, 

а U(X)  U – множество гиперребер. Следовательно, l-уровень в терминах гиперграфов описывается 

следующей системой множеств: Pl = {H = (X, U(X)) : |X| = l, X  X}. Также отметим, что гипергра-

фу H соответствует (0, 1)-матрица инцидентности I с заданным лексикографическим порядком как 

для строк, так и для столбцов.  

Заметим, что в общем случае всякую (0, 1)-матрицу можно представить в виде гиперграфа 

независимо от ее семантики, и наоборот. Обозначим множество всех максимально полных подматриц 

как MCS. Идея алгоритма заключается в генерации всех возможных l-уровней (0, 1)-матрицы и по-

следующем выделении максимально полных подматриц. Иерархия уровней позволяет с легкостью 

проверять. является ли полная подматрица максимальной. Данная идея хорошо реализуется на языке 

гиперграфов. Приведем описание алгоритма HFindMCS и его вспомогательной функции Generate-

Combinations(H, l) на псевдокоде. 

 

Алгоритм HFindMCS 

Вход: гиперграф H = (X, U) 

Выход: множество MCS 

1. Для l  := 1, …,  выполнять 

2. Pl := GenerateCombinations(H, l) 

3. Конец цикла 

4. 
P := 

, ,1
l

l

P


  

5. MCS := {} 

6. Для (Y, U(Y))  P выполнять 

7. Если U(Y)  U(Y) : (Y, U(Y))  MCS тогда 

8. MCS := MCS  (Y, U(Y)) 

9. Конец условия 

10. Конец цикла 

11. Возвратить MCS 

 

Функция GenerateCombinations (H, l) 

1. Pl := {} 

2. Для u  U выполнять 

3. l
uC := {X : X  X(u), |X| = l} 

4. Для  X  
l
uC  выполнять 

5. Pl[X] := Pl[X]  u 

6. Конец цикла 

7. Конец цикла 

8. Возвратить Pl 
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Теорема 1. Алгоритм HFindMCS корректно решает задачу MCSP для (0, 1)-матрицы  

инцидентности I гиперграфа H = (X, U) со степенью  за время, не превышающее 

   2
log 2 log 2O MCS U U  
 

. 

Доказательство. Алгоритм HFindMCS принимает на вход гиперграф H = (X, U) без кратных 

гиперребер и вершин. Для простоты изложения будем считать, что максимальная степень гиперребра 

меньше максимальной степени вершины, т.е. max ( ) max ( ) .
u U x X

X u U x
 

  Это условие необходимо для 

быстродействия алгоритма, в общем случае алгоритм можно применять к любому гиперграфу без 

кратных гиперребер. Если условие не выполнено, то алгоритм HFindMCS применяется к двойствен-

ному гиперграфу H* = (X*, U*). Далее будем обозначать максимальную степень гиперребра как 

max ( )
u U

X u


   и называть степенью гиперграфа [19]. 

На шагах 1–3 последовательно формируются множества Pl, соответствующие полным l-уровням, 

где l = 1, …, . Для каждого значения l, соответствующего требуемому уровню (0, 1)-матрицы, на ша-

ге 2 вызывается функция GenerateCombinations(H, l). Вызываемая функция для каждого гиперребра 

u  U выполняет генерацию всех возможных подмножеств вершин X  X(u) таких, что |X| = l. Мно-

жество всех возможных подмножеств l-уровня обозначим как l
uC . Каждое сгенерированное множе-

ство X индуцирует исходный гиперграф H в подгиперграф H = (X, U). Построение множества U 

происходит последовательно путем просмотра всех гиперребер u  U. Исходя из этого, множество U 

индуцированного подгиперграфа формируется в лексикографическом порядке. Полученный подги-

перграф H однозначно сопоставим с полной подматрицей матрицы I, а множество всех таких подги-

перграфов образует полный l-уровень (0, 1)-матрицы, т.е. множество Pl.  

Выполняя данную процедуру для каждого уровня l = 1, …, , получим набор множеств Pl, со-

держащих подгиперграфы, матрицы инцидентности которых соответствуют всем полным подматри-

цам матрицы инцидентности I гиперграфа. Очевидно, что полные подматрицы с наибольшим количе-

ством строк, равным , будут являться максимально полными, поскольку они гарантированно не 

вложены ни в какие другие полные подматрицы.  

При формировании набора множеств Pl процесс генерации сочетаний для всех уровней не пре-

восходит 1 = O(|U|2). Действительно, поскольку на каждом уровне необходимо генерировать соче-

тания для каждого гиперребра и количество уровней l = 1, …, ,  то  

     1 1| | | | | | | | 2 1 2 .u u u uU C U C U C C U O U            

Отметим, что всякое множество X  l
uC является лексикографически упорядоченным, и любые 1X  , 

2X   из l
uC  являются сравнимым. Эти два факта позволяют для хранения и обновления множеств Pl 

использовать древовидные структуры данных, в частности красно-черные деревья. Очевидно, что 

сравнение 1X   и 2X   выполнимо за O(), так как мощность всякого X не превосходит . А поиск  

и добавление элементов в красно-черном дереве не превосходят 2 = O(log(|U|2)) [26]. Следова-

тельно, выполнение шагов 1–3 алгоритма HFindMCS требует не более  

 1 1 2 o .2 l g 2T O U U     
 

  

На шаге 4 алгоритма HFindMCS полученный на шагах 1–3 набор множеств Pl объединяется  

в упорядоченное множество P следующим образом: объединение осуществляется в порядке убыва-

ния значения уровня l с сохранением у каждого подгипреграфа лексикографического порядка на 

множестве вершин и на множестве гиперребер. Следовательно, формирование множества P выпол-

нимо за время равное T2 = O(1). 

Множество P является допустимым множеством решений задачи поиска всех максимально 

полных подматриц и соответствующих им гиперграфов. Формирование множества MCS осуществля-

ется на шагах 5–10 путем просматривания множества P от подгиперграфов с наибольшей мощностью 
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множества вершин до обладающих наименьшей мощностью. Изначально в MCS добавляются подги-

перграфы с числом вершин, равным , из множества P. Такие подгиперграфы всегда будут соответ-

ствовать максимально полным подматрицам. Далее последовательно просматриваются остальные 

элементы множества P, и в множество MCS добавляются только такие подгиперграфы, множества 

гиперребер которых еще не встречались. После этого множество MCS будет содержать все подгипер-

графы, соответствующие максимально полным подматрицам матрицы инцидентности I. Следова-

тельно, алгоритм корректно решает задачу MCSP. 

Заметим, что сравнение подгиперграфов по множеству гиперребер требует не более O(|U|) вре-

мени. Это следует из того, что максимальная мощность множества гиперребер подгиперграфа не пре-

восходит |U|. Поскольку по построению все комбинации вершин для подгиперграфов в множестве P 

различны, то соответствующие им полные подматрицы могут содержаться в других только в случае, 

когда множество гиперребер совпадает. Это соответствует тому, что полная подматрица содержится 

в полной подматрице с большим числом строк. Для хранения и обработки множества MCS в работе 

используются красно-черные деревья, что облегчает поиск и добавление новых элементов. Последо-

вательно просматривая множество P, для каждого элемента выполняется поиск в множестве MCS за 

время  3     logT O U MCS  
  , аналогичное время требуется для добавления нового элемента. Таким 

образом построение множества MCS требует времени не более чем 

   2

1 2 3 log 2 log 2 .T T T O MCS U U   
 

 

Теорема доказана. 

Искомому множеству MCS будет соответствовать множество подгипреграфов, матрицы инци-

дентности которых максимально полные. Отметим, что время работы алгоритма HFindMCS суще-

ственно зависит от параметра , который соответствует максимальной степени гиперребра или вер-

шины.  

Существует множество алгоритмов для нахождения максимально полных подматриц [6]. Всем 

известным алгоритмам нахождения комбинаторных объектов, связанных с максимально полными 

подматрицами, присущ комбинаторный взрыв на выходе в виде множества |MCS|. Наиболее универ-

сальным является широко известный алгоритм нахождения всех формальных понятий формального 

контекста Close-by-One (CbO) [6]. Асимптотическая сложность данного алгоритма оценивается как 

O(|MCS||U||X|2). В общем случае предложенный алгоритм HFindMCS асимптотически медленнее  

алгоритма CbO, однако для наборов данных, организованных определенным образом [9], он будет 

эффективнее алгоритма CbO. В частности, для квадратных матриц алгоритм HFindMCS будет асимп-

тотически быстрее алгоритма CbO при выполнении условия 2log(2|X|)  |X|.  

Решением задачи MBGP for Hypergraphs является множество максимальных биклик гиперграфа 

H = (X, U). Обозначим множество максимальных биклик как BC. Применение алгоритма HFindMCS  

к матрице смежности вершинного графа L2(H) дает на выходе множество всех максимально полных 

подматриц MCS в виде подгиперграфов. Поскольку алгоритм HFindMCS применяется к матрице 

смежности, то всякий подгиперграф H = (X, U) из множества MCS фактически отражает пару мно-

жеств вершин X и U. Кратко опишем процедуру нахождения множества BC на основе множества 

MCS. Если элемент множества MCS удовлетворяет условию (1), то он является бикликой, в против-

ном случае происходит расщепление элемента на два по тем вершинам, которые смежны внутри доли 

X или U, чтобы убрать смежность. После этого необходимо выбрать максимальные биклики из по-

лученного множества биклик. 
 

3. Вычислительные эксперименты и сравнение алгоритмов 
 

В работе проводились две серии экспериментов. Первая серия экспериментов направлена на 

оценку результативности предложенного алгоритма HFindMCS решения задачи MCSP. Вторая серия 

экспериментов призвана оценить эффективность процедуры перехода от решения задачи MCSP  
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к решению задачи MBGP for Hypergraphs. Вычислительные эксперименты проводились на ПК с про-

цессором AMD Ryzen 5 3600 6-Core Processor 3,60 ГГц и ОЗУ объемом 16 Гбайт. 

Эксперименты первой серии проводились на гиперграфах с различным числом вершин |X| и ги-

перребер |U|, а также различной степенью гиперграфа . Результаты вычислительных экспериментов 

представлены в табл. 1. 
Т а б л и ц а  1  

Результаты вычислительных экспериментов алгоритма HFindMCS 

 |X| |U| |MCS| t, с 

5 

100 100 276 0,002 

1 000 1 000 2 055 0,012 

10 000 9 904 19 609 0,145 

25 000 24 540 48 220 0,421 

10 

100 100 1 199 0,041 

1 000 1 000 3 786 0,422 

10 000 9 999 22 037 4,938 

25 000 24 989 52 501 13,571 

13 

100 100 2 570 0,339 

1 000 1 000 7 056 3,521 

10 000 10 000 26 102 38,091 

25 000 24 999 57 420 497,621 

 

Таблица 1 хорошо демонстрирует сложность задачи поиска всех максимально полных подмат-

риц. Число максимально полных подматриц соответствует столбцу |MCS| и, как видно, даже при ма-

лом значении степени гиперграфа  оно достаточно велико. Учитывая, что все алгоритмы точного 

решения задачи поиска всех максимально полных подматриц зависят от мощности выходного мно-

жества MCS, алгоритм HFindMCS обладает приемлемым временем работы относительно размера ис-

ходного гиперграфа.  

Для второй серии экспериментов были сгенерированы гиперграфы H = (X, U) с фиксированной 

степенью вершин. Для гиперграфов строились вершинные графы L2(H). К матрицам смежности вер-

шинного графа L2(H) применялся алгоритм HFindMCS для нахождения множества MCS. Далее  

к множеству MCS применялась процедура нахождения всех максимальных биклик. В табл. 2 приво-

дятся параметры гиперграфа H, включая максимальную степень вершины , а также время нахожде-

ния множества BC. 
Т а б л и ц а  2  

Результаты вычислительных экспериментов расщепления множества MCS 

 |X| |U| |MCS| |BC| t, с 

3 
100 90 202 191 0,040 

500 439 2 055 961 0,863 

5 
100 76 476 453 1,366 

500 362 2 506 2 208 40,848 

7 
100 73 1 234 757 30,132 

500 317 5 738 4 343 653,944 

 

Из табл. 2 видно, что процедура нахождения всех максимальных биклик из множества MCS 

требует значительных временных затрат. Это связано с тем, что подгиперграфы, соответствующие 

максимально полным подматрицам, не обязательно являются бикликами. Из-за этого процедура рас-

щепления может вызвать геометрический рост количества проверяемых подгиперграфов. 

 

Заключение 

 

В работе исследуются две задачи: поиск всех максимально полных подматриц (0, 1)-матрицы 

(MCSP) и поиск всех максимальных биклик гиперграфов (MBGP for Hypergraphs). Для решения зада-

чи MCSP разработан гиперграфовый алгоритм HFindMCS. Установлено, что время формирования 
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множества MCS алгоритмом HFindMCS существенно зависит от входного гиперграфа и составляет

   2
log 2 log 2O MCS U U  
 

. Разработанный алгоритм имеет высокую вычислительную слож-

ность относительно известных алгоритмов. Однако использование данного алгоритма может быть 

оправдано тем, что для гиперграфов, обладающих малой степенью, он будет значительно эффективнее, 

что подтверждено вычислительными экспериментами для специального вида гиперграфов.  

Предложена процедура перехода от решения задачи MCSP к решению задачи MBGP for Hyper-

graphs, идея которой заключается в расщеплении элементов множества MCS и проверке их на соот-

ветствие специальному виду. Вычислительные эксперименты показали высокую трудоемкость пере-

хода от решения задачи MCSP к решению задачи MBGP for Hypergraphs. Для повышения производи-

тельности процедуры построения решения задачи MBGP for Hypergraphs предполагается применение 

описанной процедуры перехода к промежуточным множествам Pl, формируемым в процессе работы 

алгоритма HFindMCS. Такая модификация позволит сократить необходимое число расщеплений  

и тем самым повысить производительность алгоритма. Также стоить отметить, что для алгоритма 

HFindMCS перспективны исследования по применению технологий параллельных вычислений для 

улучшения времени его работы. 
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Nowadays hypergraph models are actively used in modeling and researching road and telecommunication networks, design 

semantic networks and representing linguistic knowledge, when solving problems of control of large systems. 

In this paper we investigate connection between problem of finding all maximally complete submatrices of (0, 1)-matrix and 

problem of finding all maximal bicliques of hypergraph. Problem of finding all maximally complete submatrices of (0, 1)-matrix is  

in demand in the analysis of formal context. This problem arises in searching for hidden relationships in subject areas and building 

ontologies of subject areas. Finding bicliques in networks represented by graph and hypergraph can increase the efficiency of solving 

the problem of addressing and routing. It is known that problem of finding all maximally complete submatrices of (0, 1)-matrix is 

#P-complete, and problem of finding all maximal bicliques at least hard as NP-hard problems. We propose new hypergraph algo-

rithm HFindMCS for searching all maximally complete submatrices of (0, 1)-matrix. In the algorithm initial (0, 1)-matrix is repre-

sented as a hypergraph H. We introduce new definition of l-level for algorithm are given. By the complete l-level of (0, 1)-matrix we 

mean all its complete submatrices with the number of rows equal to l. Main idea of algorithm HFindMCS is to generate all possible  

l-levels of (0, 1)-matrix and then select maximally complete submatrices from them. Moreover, number of l-levels does not exceed 

the degree of the hypergraph. Level hierarchy makes it easy to check if complete submatrix is maximal. This idea is well implemented  

in the language of hypergraphs. We proved that algorithm HFindMCS finds all maximally complete submatrices of incidence  

(0, 1)-matrix I of hypergraph H in time    2
log 2 log 2O MCS U U  
 

. The efficiency of the HFindMCS algorithm has been 

confirmed by computational experiments for hypergraphs with limited degree. 

A procedure for transition from solution of the problem of finding all maximally complete submatrices of the (0, 1)-matrix 

(MCSP) to solution of the problem of finding the maximum bicliques of hypergraph (MBGP for Hypergraphs) is proposed. The idea 

of the procedure consists in splitting elements of the set of all maximally complete submatrices and checking for satisfaction to  

a special form of the matrix. A special form of matrix is associated with the adjacency matrix of the hypergraph. Computational  

experiments have shown the high complexity of the transition from solving the MCSP problem to solving the MBGP for Hyper-

graphs problem. To improve the performance of procedure for constructing a solution of MBGP for Hypergraphs problem, we  

assume to apply the described procedure to sets Pl, which are formed in HFindMCS algorithm. This modification can decrease  

a number of needed splits hence increase overall algorithm performance. It is also worth noting that researches on using of parallel 

computing technologies for the HFindMCS algorithm are perspective and will allow to reduce it operation time. 
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ОЦЕНКА ПРИКЛАДНОГО КАЧЕСТВА ТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ  

ДЛЯ ЗАДАЧ КЛАСТЕРИЗАЦИИ 

 

Исследуются методы оценки качества тематических моделей, способные обеспечить их устойчивое применение 

для решения практических задач, связанных с анализом набора текстовых документов. На примере задачи 

мягкой кластеризации показано, что использования метрики средней когерентности тем недостаточно для 

оценки применимости построенной модели, и целесообразно учитывать показатели связей документов с вы-

сококогерентными темами. 

Ключевые слова: тематическое моделирование; когерентность темы; мягкая кластеризация; анализ текста; 

ARTM. 

  

За два десятилетия тематическое моделирование текстовых коллекций зарекомендовало себя 

как гибкий и надежный инструмент для работы с большими объемами документов. Эффективная реа-

лизация этого алгоритма позволяет успешно решать задачи кластеризации и классификации текстов [1], 

может использоваться для поиска информации [2], аннотирования текстов [3], анализа трендов и но-

востных потоков [4], обработки мультиязычных данных [5]. 

Начиная с изобретения метода в 1999 г. [6], принципы и алгоритмы тематического моделирова-

ния постоянно развивались. В настоящее время, согласно обзору [7], существует более 50 вариантов 

построения тематических моделей. Наиболее популярный сегодня метод построения тематической 

модели – метод латентного распределения Дирихле (Latent Dirichlet Allocation, LDA), созданный ав-

торами D. Blei, A. Ng, M. Jordan и описанный в работе [8], набравшей более 35 тысяч цитирований1.  

Самым перспективным можно назвать метод тематического моделирования с аддитивной регуля-

ризацией (Additive Regulariza Tiontopic Modelling, ARTM) [9], в основе которого лежит алгоритм PLSA 

(вероятностный латентно-семантический анализ) [6]. В рамках этого подхода был создан теоретический 

аппарат для построения тематических моделей, оптимизирующих заданный перед началом обучения 

набор формализованных критериев. Программная реализация метода в библиотеке BigARTM [10] позво-

ляет обучать модели ARTM с высокой скоростью в потоковом (онлайновом) и статическом режимах. 

Результатом обучения тематической модели являются две матрицы: -матрица «термы–темы» 

и -матрица «темы–документы», произведение которых дает исходную матрицу «документы–

термы», также известную как модель «мешок слов». Задача тематического моделирования относится 

к классу некорректных обратных задач, т.е. существует бесконечное множество вариантов  и ,  

соответствующих заданной векторной модели текстового корпуса. Поэтому актуальной является за-

дача получения тематической модели с определенным качеством. 

Служебным признаком сходимости итерационного процесса обучения модели является ее пер-

плексия. С прикладной точки зрения важно исследовать качество каждой из найденных тем. На прак-

                                                 
1 По данным системы «Google Академия». 
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тике его принято связывать со свойством их интерпретируемости человеком. Для оценки этого пока-

зателя могут быть использованы разные стратегии. Обзоры существующих методов были сделаны, 

например, в работах [11–13]. 

Наиболее популярные способы вычисления основаны на PMI [14] (или нормализованном вари-

анте – NPMI [15]) и логарифме условной вероятности [16], которые, в свою очередь, базируются на 

анализе совстречаемости термов. В других подходах статистика совстречаемости используется опо-

средованно. В работе [17] слова тем помещаются в семантическое пространство, построенное на PMI 

или NPMI, где методами дистрибутивной семантики рассчитывается попарная схожесть этих слов.  

Универсальной метрикой в задачах тематического моделирования считается когерентность тем. 

Высококогерентная тема содержит семантически связанные между собой слова, что определяется 

контекстом их использования. Эта метрика подходит для большинства задач текстовой аналитики, 

решаемых с помощью тематического моделирования. Однако когерентность темы может быть вы-

числена различными алгоритмами, каждый из которых допускает вариативность набора параметров. 

Изучению подходов к оптимизации оценки и методов вычисления тематической когерентности 

посвящен ряд исследований. Так, в работе [11] отмечается, что значение метрики когерентности ока-

зывается больше у тем с часто употребляемыми термами. В результате получаются понятные, но до-

вольно общие темы, что не всегда приемлемо при работе с отраслевыми документами. Авторы пред-

лагают еще две дополнительные метрики – эксклюзивность и подъем (lift): эксклюзивность темы  

отражает степень перекрытия между темами, подъем определяет с помощью референсного корпуса 

степень присутствия специфичных слов в темах модели. В [13] для оценки качества тематической 

модели предлагается метод автоматического обнаружения лишнего терма (topic intruder). Для этого 

анализируется не только матрица Φ «темы–термы», но и связи тем с документами в матрице Θ.  

В [18] исследуется зависимость когерентности темы от выбора числа термов, учитываемых при 

расчете PMI. В [19] сравниваются различные способы вычисления когерентности и предлагается об-

щий метод оценки совстречаемости термов через исследование близости их векторов. 

Большое число исследований говорит о том, что единого «золотого стандарта» по оценке ка-

чества тематической модели пока не найдено. При этом академический подход не всегда оправдан 

в прикладных задачах. 

Одна из возможностей прикладного использования тематической модели – мягкая (нечеткая) 

кластеризация набора текстов. На основе самых значимых слов тем кластеры получают собственные 

интерпретируемые названия, тогда как при других подходах кластеры формируются анонимными, 

что понижает объяснимость решения. 

Для валидации качества кластеров разработано достаточно много метрик: Partition Coefficient [20], 

Dunn Index [21], DBI [22] и ее модификации [23–25], Silhouette [26]. Однако все они задействованы  

в алгоритмах кластеризации и не подходят для уже построенной тематической модели, которая в гра-

ницах информационной системы может участвовать и в решении других задач. 

С прикладной точки зрения в модели важны только темы с высокой когерентностью, их коли-

чество (или доля) характеризует потенциал практического использования модели. Интуитивно «хо-

рошей» считается ситуация, когда документ моделируется 2–3 темами с высокими значениями их 

весов, в то время как документ, где десятки тем присутствуют незначительно, считается нераспо-

знанным моделью (неподдающимся тематическому анализу). При этом в тематической модели всегда 

будут присутствовать низкокогерентные темы, но они не имеют значения в реальных задачах. 

Данная статья посвящена изучению поведения метрики когерентности, основанной на нор-

мализованной поточечной взаимной информации, для решения задачи мягкой тематической кла-

стеризации текстов. Цель настоящего исследования – выработка нового подхода к оценке темати-

ческой модели, обеспечивающего возможность устойчивого применения методов тематического 

моделирования в прикладных интеллектуальных информационных системах за счет повышения точ-

ности кластеризации, а также уменьшения вычислительной сложности. Гипотеза авторов состоит в 

том, что среднее число высококогерентных тем на один документ является более эффективной 

метрикой для оценки качества тематической модели, чем средняя когерентность. 
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1. Методика 

 

Идея оценки качества тем с помощью когерентности была сформулирована Д. Ньюманом  

и соавт. в работе [14]. В рамках исследования свойств взаимной информации между термами авторы 

ввели метрику PMI-Score (1), которую в дальнейшем назвали когерентностью темы: 

       , , 1...10 ,i jPMI Score w mean PMI w w ij k i j    , где 
 

   

,
( , ) log .

i j

i j

i j

p w w
PMI w w

p w p w



 (1) 

Когерентность темы PMI-Score вычисляется как средняя поточечная взаимная информация для 

всех пар различных термов wi и wj из массива w = (w1, …, w10), содержащего 10 наиболее весомых 

термов темы; p(wi, wj) – вероятность совместного появления термов wi и wj в текстовом окне заданной 

ширины, p(wi) – вероятность появления терма wi в текстовом окне заданной ширины. 

Также в [14] были собраны мнения экспертов о тематической модели и констатирована высокая 

корреляция между когерентностью и человеческими оценками тем. Таким образом, метрика коге-

рентности темы стала основной для оценки ее качества. 

Свободный параметр в определении когерентности (1) – число 10, в более поздних работах за-

мененное на k. Для экспертной оценки необходимо было выбирать из каждой темы небольшое коли-

чество (k) взвешенных термов, характеризующих ее, тогда как в полной тематической модели коли-

чество термов одинаково для всех тем и равно количеству термов в словаре коллекции. 

Применительно к тематическим моделям Ньюман использует когерентность в исследовании [27], 

где она сравнивается с 15 другими метриками и показывается, что сильнее всего когерентность кор-

релирует с человеческой оценкой у моделей с автоматически выделяемыми темами в количестве  

T = 200 и T = 400. Для вычисления совстречаемости термов в [27] введено понятие «скользящего  

окна» – отрывка исходного текста длиной в 10 термов (позднее длина окна стала задаваться величи-

ной sw – от sliding window). Свободный параметр k = 10 стал интерпретироваться как число наиболее 

весомых термов в темах модели, учитываемое при расчете когерентности. 

Д. Мимно и соавт. [16] ввели новую формулу для когерентности темы на основе величины 

document frequency (DF), которая может быть переписана в терминах данной статьи: 

 
 

 

1

2 1

, 1
log

jk j i

df
j i i

D w w
C

D w



 


   , (2) 

где Cdf – когерентность темы для документов, D(wi) – количество документов, где встречается терм wi, 

D(wi,wj) – количество документов, где встречаются термы wi и wj одновременно, wi – i-й термин в по-

рядке убывания веса в матрице  для темы t, k (= 10) – количество термов в теме t (постоянная 1 

включена для исключения возможности вычисления логарифма 0). 

В отличие от (1) в формуле (2) рассматривается когерентность для документов, а не для термов. 

Будем различать далее метрики когерентности Ctf (1) и Cdf (2). В формуле (2) еще не используется окно: 

совстречающимися считаются термы, содержащиеся одновременно в одном или более документах. 

При этом в обеих формулах (1) и (2) значение когерентности темы зависит от выбора величины k, 

определяющей набор термов с наибольшими весами. В [16] это число равно 10 при общем количестве 

тем модели T = 200. 

В статье [28] предложена нормализованная версия PMI – NPMI, в терминах данной статьи 

представимая как  

  

 
   
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,
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jk i j
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P w P w
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P w w


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  


. (3) 

Когерентность темы t на основе NPMI показала высокую корреляцию с экспертными оценками 

за счет уменьшения влияния низкочастотных термов.  
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В работе [19] произведено сравнение вышеперечисленных формул когерентности темы в тема-

тической модели по методике LDA. Представляет интерес, что авторы [19] рассмотрели поведение 

корреляции когерентности темы с ее человеческой оценкой в зависимости от значения свободного 

параметра sw, определяющего размер скользящего окна, в интервале от 10 до 300 термов. Для всех 

вариантов расчетов когерентности выявлена общая тенденция: уменьшение корреляции при увеличе-

нии sw > 50. Также в [19] предложена новая формула для когерентности, в терминах данной статьи 

представимая следующим образом: 
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Нормировочный коэффициент в (4) отражает количество возможных пар среди k термов и позволяет 

сравнивать когерентности тем при различных значениях k, а PMI может быть заменено на NPMI. 

Рассмотрим когерентность для двух вариантов совстречаемости PMI с окном sw = 10: по доку-

ментам (DF) и по термам (TF), используя только положительные значения (PPMI). Вероятности  

в формуле Ньюмана (1) можно оценить по частотам:  

 
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,
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n w w
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i

n w
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n
 , где    ,w Wi in w n w w  ,  w Wn n w   – размер словаря. 

Следовательно, формулу PPMI можно записать как 
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где  

  
1 1 1

, 0
d d

D N N

di dj
d i j

n w w i j k
  

          – величина CoocTF, (7) 

оценка, обозначающая, сколько раз пара термов wi и wj встретилась в коллекции внутри окна задан-

ной ширины, либо 

  
1

, , : 0
D

di dj
d

n w w i j i j k


       
 – величина CoocDF, (8) 

оценка, обозначающая, в скольких документах коллекции встретилась пара термов wi и wj хотя бы 

один раз в окне заданной ширины. 

Согласно [19, 29], формулы (6)–(8) дают высокую корреляцию когерентности тем с человече-

ской оценкой их качества. 

В рассмотренных исследованиях анализируется когерентность отдельных тем либо усредняется 

когерентность всех тем модели, чтобы оценивать общее качество тематической модели и сравнивать 

методики тематического моделирования [30]. Авторы [19, 29, 31] отмечают, что, упорядочив темы  

по этой метрике, можно выбрать основные темы коллекции, однако характер распределения коге-

рентности тем в этих работах не изучен, что подсказало авторам направление исследований. 

Для эксперимента в рамках данной работы была выбрана метрика среднего количества высоко-

когерентных тем в одном документе TD: при уменьшении этой величины улучшается качество кла-

стеризации текстовой коллекции с помощью тематической модели.  

 

2. Описание эксперимента 

 

Цель эксперимента – изучить поведение метрики когерентности темы в зависимости от свободных 

параметров тематической модели. Для достижения этой цели были сформулированы следующие задачи:  

1. Выбрать три различные методики построения тематической модели. 

2. Выбрать два набора данных с различными характеристиками (длина одного документа, раз-

мер словаря, количество документов коллекции). 
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3. Выбрать формулу для расчета когерентности темы. 

4. Разработать форму визуального представления распределения когерентности темы в зависи-

мости от свободных параметров тематической модели; определить характер зависимости распределе-

ния когерентности. 

5. Разработать методику определения прикладного качества тематической модели. 

Для эксперимента были выбраны три методики построения тематической модели: генеративная – 

LDA (alpha = T/50, beta = 0,01) [8], вероятностная – PLSA [6], вероятностная с аддитивной регуляри-

зацией – ARTM [9].  

Для реализации этих алгоритмов использовалась библиотека BigARTM как наиболее произво-

дительная. Токенизация проводилась методом NLTK, приведение к нормальной форме – PyMorphy. 

Предобработка и анализ документов указанными методами и алгоритмами осуществлялись в рамках 

платформы анализа текста SemanticTech1.  

В качестве данных были выбраны два набора русскоязычных документов: 

– «Тайга»: 7 695 текстов средней длины (среднее количество термов в одном документе – 145) 

со словарем объемом 40 тысяч термов [32]; 

– ГОСТ: 1 066 длинных текстов (среднее количество термов в документе – 1 391) со словарем 

объемом 23 тысяч термов (сформирован авторами2). 

Для расчета когерентности темы была использована формула  
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где PPMI рассчитывается по формуле (6). Для расчета когерентности по словарной частоте СPPMI
TF 

совстречаемость термов определяется по формуле (7), для расчета когерентности по документарной 

частоте СPPMI
DF совстречаемость термов определяется по формуле (8). 

 

3. Результаты 
 

На рис. 1 для выбранных наборов данных показана зависимость средней когерентности от ко-

личества тем (T) для трех вариантов построения тематических моделей по формулам (6)–(8).  

Видно, что для корпуса «Тайга» наибольшим значением средней когерентности обладает мето-

дика LDA в варианте DF в районе значения T = 600 и в районе значения T = 300 в случае TF.  

Для ГОСТ наибольшим значением средней когерентности обладает ARTM в районе Т = 500 (DF) и  

Т = 400 (TF). Для «Тайги» при TF все методики имеют ярко выраженные максимумы, в случае DF 

методики ARTM и PLSA выходят на асимптотический рост при T > 500. Наименьшими средними 

значениями когерентности обладает тематическая модель набора «Тайга» по методике PLSA при DF. 

В ходе эксперимента остановка обучения моделей для получения зависимостей, отраженных на рис. 1, 

была сделана при достижении схожих значений перплексии около P = 300, что позволяет считать 

сравнение методик оправданным. 

Рассмотрим детально распределение когерентности тем для разных значений T и различных 

методик построения тематической модели. На рис. 2 приведены кривые распределения когерентности 

тем в разных случаях для набора «Тайга». Из него видно, что распределения принципиально не отли-

чаются: с ростом количества тем модели растет максимальное значение когерентности тем. Эти дета-

ли распределений теряются при усреднении когерентности, сделанном на рис. 1. 

Далее в качестве метрики когерентности была использована метрика СPPMI
TF, поскольку, как вид-

но на рис. 1, 2, она более чувствительная для данной коллекции и имеет ярко выраженные экстрему-

мы, что позволяет выбрать оптимальное число тематических компонент для построения модели. 

                                                 
1 Система мониторинга и семантического анализа юридических документов SemanticTech – собственная разработка 

NAUMEN R&D; свидетельство о регистрации программы для ЭВМ № 2021610340 от 13.01.2021. URL: 

https://new.fips.ru/iiss/document.xhtml?faces-redirect=true&id=3aee969154040e2049c98bc60a571dcd 
2 Краснов Ф.В., Баскакова Е.Н., Смазневич И.С. Принцип построения корпуса нормативно-технических документов. 

PREPRINTS.RU. 2021. DOI: 10.24108/preprints-3112181 

http://new.fips.ru/registers-doc-view/fips_servlet?DB=EVM&DocNumber=2021610340&TypeFile=html
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                                                    Набор данных «Тайга»                                                       Набор данных ГОСТ 

 
 

Рис. 1. Средняя когерентность для различных наборов данных и методик построения тематических моделей 

Fig. 1. Average coherence for different datasets and methodologies for constructing thematic models 

 

 
 

Рис. 2. Когерентность тем для методик ARTM, LDA, PLSA и набора данных «Тайга» в вариантах DF и TF 

Fig. 2. Coherence of topics for ARTM, LDA, PLSA methods and the "Taiga" dataset in DF and TF variants 
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В табл. 1 приведены значения метрики качества кластеров в корпусе ГОСТ. Значения когерент-

ности СPPMI
TF получены при размере окна sw = 5. Под порогом подразумевается вес связи документа  

и темы в матрице . Среднее количество тем в документе и среднее количество высококогерентных 

тем в документе обозначены как Kt и Khct соответственно. 
Т а б л и ц а  1  

Метрики качества кластеров текстов корпуса ГОСТ 

Количество тем  

в модели 

Методика  

моделирования 

Порог < 10–4 Порог < 10–3 Порог < 10–2 

Khct Kt Khct Kt Khct Kt 

50 

PLSA 10,7 25,3 6 14,5 2,6 6,4 

ARTM 12,5 25,6 8 16,5 3,6 7,5 

LDA 27 50 24,8 46,1 3,8 7,7 

100 

PLSA 13,7 33,4 6,8 16,6 2,6 6,4 

ARTM 16,4 36 9,7 21,4 3,8 8,5 

LDA 57,8 99,7 36,3 64,8 3,6 6,9 

200 

PLSA 19,6 39 8,8 17,2 3,3 6,1 

ARTM 29,8 48,3 17,1 27,6 5,7 9,4 

LDA 123,4 196,1 30,1 50,6 3,6 6 

500 

PLSA 15,3 35,5 6,2 13,9 2,3 4,6 

ARTM 40,7 78,4 25,5 52,4 7,3 14,8 

LDA 211,5 413 8,8 22,9 2,3 4,8 

 

Результат эксперимента показал, что вне зависимости от используемой методики построения 

модели в среднем можно достичь сокращения числа тем документов в 2 раза, анализируя среди всех 

тем только высококогерентные темы (ВКТ). В прикладных задачах это обеспечит более качествен-

ную кластеризацию документов с точки зрения человеческой оценки. Анализ только ВКТ документа 

позволит сократить усилия на исключение шумовых тем, принимая во внимание только те семанти-

ческие связи, которые являются весомыми в рамках обрабатываемой коллекции документов.  

Однако необходимо удостовериться, что учет только ВКТ не приведет к снижению качества 

распределения документов по темам для пользователя. 

В рамках данного эксперимента высококогерентными темами считаются темы со значением 

когерентности больше 1; это означает, что каждый терм встречается с каждым другим термом один 

раз (среди 10 наиболее значимых термов каждой темы). 

При учете только ВКТ из 1 066 документов корпуса ГОСТ 161 документ (15%) не имеет связи 

ни с одной темой, при этом 54 документа не имеют явно выраженных (с весом более 0,4) связей ни  

с одной из тем в  вне зависимости от значения их когерентности, – такие документы исключаются 

из рассмотрения. Интерес представляют документы, имеющие весомую (> 0,4) связь с автоматически 

выделенной темой, которая не является высококогерентной. При подробном анализе были выявлены 

темы с когерентностью, близкой к пороговой (= 1), связанные большим весом с несколькими доку-

ментами (пример такой темы приведен в табл. 2), не имеющими весомых связей с другими темами. 

Такие документы также образуют кластер. 
Т а б л и ц а  2  

Пример кластера документов ГОСТ, связанных с низкокогерентной темой, близкой к порогу 

Topic_4. Когерентность – 0,82. Термы (веса): покрытие (0,08), нанесение (0,04), состав (0,04), приготовление (0,03),  

валик (0,02), масло (0,02), приложение (0,02), древесина (0,01), влажность (0,01), конструкция (0,01) 

Вес темы  

в документе 
Название документа 

0,79 ГОСТ 25130–82. Покрытие по древесине вспучивающееся огнезащитное ВПД. Технические требования 

0,78 ГОСТ 25131–82. Государственный стандарт Союза ССР. Покрытие по стали вспучивающееся огнеза-

щитное ВПМ-2. Технические требования 

0,67 ГОСТ 23790–79. Покрытие по древесине фосфатное огнезащитное. Технические требования 

0,65 ГОСТ 25665–83. Покрытие по стали фосфатное огнезащитное на основе минеральных волокон. Техни-

ческие требования 

0,63 ГОСТ 23791–79 (1985). Покрытие по стали фосфатное огнезащитное. Технические требования 
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Далее, со снижением уровня когерентности, обнаруживалось все меньше связей между доку-

ментами и темами, существенных для решения прикладных задач, таких как автоматическое форми-

рование рубрикатора, тематический поиск, маршрутизация документов и т.д. 

Отдельно была рассмотрена группа документов, имеющих весомую связь в матрице  (> 0,6)  

с низкокогерентной темой (НКТ). Если учитывать только ВКТ, то в некоторых документах теряется 

весомая связь с НКТ и основной темой становится ВКТ, что не снижает качества анализа с точки зре-

ния пользователя. Примеры таких документов приведены в табл. 3. 
Т а б л и ц а  3  

Пример документов, по которым произошла замена ключевой темы с НКТ на ВКТ 

Тема 

(когерентность) 

Вес темы  

в документе 
Состав темы 

ГОСТ 12.1.041–83. Система стандартов безопасности труда. Пожаровзрывобезопасность горючих пылей. Общие требования 

ВКТ (1,80) 0,26 

Topic_79: вещество (0,06), температура (0,04), взрыв (0,03), смесь (0,03), испытание 

(0,02), взрывоопасный (0,02), самовоспламенение(0,02), воспламенение (0,02), горю-

чий (0,01), концентрация (0,01) 

НКТ (0,45) 0,63 
Topic_123: пыль (0,02), оборудование (0,02), аппарат (0,02), норма (0,02), водоснабже-

ние (0,01), вода (0,01), услуга (0,01), коммунальный (0,01), лампа (0,01), система (0,01) 

ГОСТ 20522–96. Грунты. Методы статистической обработки результатов испытаний 

ВКТ (1,35) 0,1 

Topic_96: грунт (0,31), глинистый (0,02), песок (0,02), природный (0,01), степень 

(0,01), грунтовый (0,01), состав (0,01), крупнообломочный (0,01), органический (0,01), 

плотность (0,01) 

НКТ (0,79) 0,76 

Topic_11: значение (0,13), коэффициент (0,06), формула (0,05), приложение (0,04), 

характеристика (0,03), испытание (0,03), величина (0,02), результат (0,02), определение 

(0,01), средний (0,01) 

 

В остальных случаях документы, имеющие весомую связь только с НКТ, при удалении этой 

темы из рассмотрения считаются нераспознанными тематической моделью, что не противоречит их 

первоначальному статусу, поскольку низкая когерентность темы означает ее неинтерпретируе-

мость. 

Таким образом, эксперимент подтвердил, что использование в информационных приложениях 

связей документов только с ВКТ не ухудшает результаты тематического анализа, а позволяет кон-

центрироваться на малом количестве ключевых тем, понятных пользователям. Следовательно, пока-

затель качества тематической модели можно вычислять с помощью доли высококогерентных тем  

в модели. Сокращение количества тем в модели на 30% за счет использования только ВКТ позволило 

снизить среднее количество связей «документ–тема», рассматривая только хорошо интерпретируе-

мые темы, и повысить среднюю когерентность модели на 20%. 
 

4. Дискуссия 

 

Для исследования корреляции когерентности темы с человеческим восприятием важны как 

наибольшие, так и наименьшие значения когерентности, чтобы сравнивать их и с позитивными,  

и с негативными экспертными оценками. Для прикладных же задач темы с невысокой когерентностью 

не представляют интереса как неинтерпретируемые в силу низкой совстречаемости образующих их тер-

мов. Для оценки качества тематической модели критически важны именно высококогерентные темы. 

В зависимости от прикладной задачи для этого могут быть использованы разные метрики.  

В частности, при кластеризации важным условием качестватематической модели является присут-

ствие каждой ВКТ в ненулевом числе документов коллекции, причем с достаточным весом. 

Дополнительным критерием качества модели может выступать требование минимизации числа 

ВКТ в каждом из документов коллекции либо в большинстве из них. На практике в прикладных ин-

формационных системах достаточным является выявление в документе от одной до трех основных 

тем. Таким образом, на модель может быть наложено ограничение по среднему количеству ВКТ, 

входящих в число основных тем в одном документе коллекции.  
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При таком подходе всегда останутся документы, не относящиеся к ВКТ, поэтому некоторые 

документы коллекции при кластеризации должны быть признаны «непонятыми». Чтобы сократить их 

количество, можно ввести еще одно требование: число документов, содержащих ВКТ в качестве од-

ной из основных тем, должно быть максимально, а документов без ВКТ – минимально.  

В то же время для достижения этой цели недостаточно просто увеличивать долю ВКТ в моде-

ли. При довольно большом их количестве некоторые из них будут состоять из одинаковых термов. 

Наличие таких похожих ВКТ снижает прикладную ценность тематической модели. Поэтому необхо-

димо выделять ВКТ с неповторяющимися термами. В ARTM это позволяет сделать регуляризатор 

декоррелирования. 

Кроме того, если при определении тематики корпуса ориентироваться только на значение коге-

рентности, существует риск потери автоматически выделенного кластера документов, сильно отли-

чающихся по смыслу от остальных. Простое снижение порога когерентности в этом случае нивели-

рует выгоду от использования в приложениях только ВКТ, понятных пользователю. Таким образом, 

необходимо устанавливать гибкий порог по определению уровня когерентности. 
 

Заключение 
 

В статье исследуется возможность разработки метрики качества тематической модели, способ-

ной обеспечить устойчивое практическое применение тематического моделирования при решении 

задач обработки неструктурированных текстовых данных в прикладных интеллектуальных информа-

ционных системах. Рассматривается задача мягкой кластеризации коллекции документов.  

Прикладные задачи по мягкой кластеризации коллекции документов предъявляют повышенные 

требования к метрике для выбора наилучшей тематической модели. Авторы показали, что использо-

вание метрики средней когерентности приводит к излишним затратам ресурсов для нахождения оп-

тимальной тематической модели. В работе продемонстрировано, что на практике для достижения 

устойчивой работы приложений достаточно использовать в качестве метрики среднее число высоко-

когерентных тем на один документ. 

В рамках исследования проведен эксперимент по тематическому моделированию двух корпу-

сов русскоязычных текстов: «Тайга» (7 695 документов) и ГОСТ (1 066 документов) по методам LDA, 

PLSA и ARTM. Изучено распределение когерентности тем в зависимости от параметров расчета этой 

метрики для каждого метода и установлено, что с увеличением общего числа тем в модели растет 

максимальное значение их когерентности, однако при усреднении метрики по всем темам модели эта 

информация теряется. 

По окончании эксперимента проведена проверка на предмет возможных потерь в результатах 

кластеризации при исключении из рассмотрения низкокогерентных тем. На примерах продемонстри-

ровано, что существенных потерь, критичных с точки зрения человеческой оценки, при сужении тем 

модели до высококогерентной их части не происходит, что подтвердило сформулированную в иссле-

довании гипотезу. 
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The average coherence is the key quality assessment parameter for topic models; it reflects most closely the human topic evalua-

tion. Scientific literature describes a variety of methods to calculate topic coherence, each featuring their pros and cons from the point 

of view of both scientific validity and practical utility. 
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The current paper studies the potential for practical application of different coherence calculation methods in real informational 

systems, which were tested on two text corpora, namely «Taiga» (7695 documents) и «GOST» (1066 documents), using several 

algorithms of topic modeling (LDA, ARTM, PLSA). The problem of soft clustering of a text document collection was considered. 

The article describes the conducted experiment aimed to reduce the total number of the surveyed model topics to the set of high-

coherent topics (HCT). Various ways of documents connection to the high-, mid-, and low-coherent topics have been examined; it 

has been demonstrated that the applied quality of the topic model is not diminished when the low-coherent topics are removed from 

the scoop, while depending on the specific features of the objective and the data being processed the coherence threshold value can 

be reduced.  

The topic coherence used to analyze the results of transition from the complete model to the set of HCT was calculated using the 

following formula, determined as the most valid one for the task: 
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          is the CoocTF value, defining the co-

occurrence of the terms wi and wi  within the sliding window of a preset width in all the document; |D| is the document collection 

size, Nd is the volume of the document d. 

The main outcome of the research is the conclusion that topic model application for practical use in informational systems  

requires focusing not on the average coherence values, but on the topics featuring high values of coherence. To assess the applied 

quality of a topic model, a complex procedure was developed based on topic coherence calculating and involving some extra criteria. 

It demonstrated better effectiveness in soft clustering of a text collection, than evaluating a topic model by the metrics of its average 

coherence. 
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НАУКОМЕТРИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ  

ЖУРНАЛОВ MATH-NET.RU И ELIBRARY.RU 
 

Для верификации официальных показателей научной результативности предлагается использовать интернет-

площадки, объединяющие ученых в конкретной области знаний. Подход продемонстрирован для показателей 

журналов по математике eLibrary.ru и Math-Net.ru. Из нескольких рейтинговых оценок eLibrary.ru определена 

оценка, которая наилучшим образом соответствует показателям значимости в Math-Net.ru, тем самым давая 

инструментальное обоснование такого ранжирования в eLibrary.ru. 

Ключевые слова: наукометрия; граф цитирования журналов; рейтинговые показатели; коэффициент ранговой 

корреляции Спирмена. 
  

Сегодня научный уровень журнала, подтвержденный высоким значением некоторого «импакт-

фактора», признанного государственными органами управления наукой как показатель результатив-

ности научной деятельности, прямо или косвенно определяет зарплаты, стимулирующие надбавки, 

карьерный рост и возможность получения грантов для большинства ученых. Как правило, в России  

и других странах используется «…семейство “импакт-факторов” (двухлетний и пятилетний импакт-

фактор, различные их модификации), индекс Херфиндаля, а также многочисленные комбинации этих 

индикаторов, включая композитный Science Index» [1]. Вопрос о том, кому нужны институализиро-

ванные методы формальной оценки результатов научной деятельности, рассмотрен в работе [2], где 

указаны четыре заинтересованных субъекта: государство в лице чиновников от науки, руководители 

научных организаций, организации и исследователи, специализирующиеся в области наукометрии, 

систематизации и распространения научной информации, и сами ученые. Причины заинтересованно-

сти у этих субъектов различные. Руководителям приходится заниматься оценкой индивидуальных  

и коллективных результатов подчиненных. Ученым «…например, вникая в новую для себя предмет-

ную область, полезно иметь в качестве ориентиров “объективные” характеристики приоритетов и 

трендов в этой области» [2]. Отмечается, что использование механизмов формальной оценки научной 

деятельности необходимо «…в сочетании с экспертизой в каком-то варианте» [2]. 

Об этом же говорится и в работе [3]: «…сопоставление научных журналов, основанное на науко-

метрических показателях, должно обязательно подтверждаться экспертной оценкой». В работе [4], 

посвященной системе Web of Science, указывается на «…необходимость привлечения экспертных 

групп в целях обеспечения полноты оценки научной деятельности». 

В статье [5] вопрос об экспертных оценках ставится еще более жестко: «…я вообще не уверен, 

что существующее интуитивное знание, формирующее мнение экспертного сообщества о российских 

экономических журналах, нужно замещать какими-то формальными рейтингами». 

Следует учитывать, что сама процедура коллективной экспертной оценки (чего бы то ни было) 

является очень непростой, зачастую трудоемкой и затратной. Например, тот или иной принцип под-

бора экспертов или алгоритм определения результирующих экспертных оценок зачастую вызывают 

не меньшие дискуссии (в любой области человеческой деятельности), чем импакт-факторы, исполь-

зуемые «государством в лице чиновников от науки». Примером такой работы (и дискуссий) является 

экспертная оценка качества российских научных журналов с целью выделения лучших журналов в РИНЦ 

и размещения их в базе данных Russian Science Citation Index (RSCI) на платформе Web of Science [6]. 



Сравнительный анализ наукометрических показателей журналов Math-Net.ru и eLibrary.ru 

113 

В данной работе мы поставим вопрос несколько иначе. В качестве основы для экспертной 

оценки официальных показателей предлагается использовать уже имеющиеся интернет-площадки, 

неформально и добровольно объединяющие ученых в некоторой области знаний и обладающие до-

статочно большим объемом информации о публикациях и цитированиях по данной теме. Если у нас 

есть официальные показатели результативности научной деятельности и некая интернет-площадка, 

то основной вопрос заключается в том, может ли она служить средством для верификации показате-

лей, признанных органами управления наукой? 

Для математических наук в России в качестве такой интернет-площадки был взят Общероссий-

ский математический портал Math-Net.ru (http://www.mathnet.ru), который начинался в 2006 г. как 

инновационный проект Математического института им. В.А. Стеклова РАН. В настоящее время он 

является известным веб-ресурсом, предоставляющим российским и зарубежным математикам боль-

шие возможности в поиске информации о математической жизни в России. 

Портал Math-Net.ru был выбран как объект исследования нескольким причинам. Первая из них 

заключается в том, что в Math-Net.ru каждому автору статьи присваивается уникальный идентифика-

тор базы данных [7], что позволяет находить список его публикаций по коду, а не поиском по фами-

лии, как в некоторых других библиографических ресурсах. Это обеспечивает высокую достоверность 

построенных моделей. 

Вторая причина заключается в том, что журналы Math-Net.ru составляют большую (и наиболее 

значимую) часть журналов по математике, имеющих ненулевой рейтинг Science Index Научной элек-

тронной библиотеки eLibrary.ru. 

Кроме этого, в работе мы показываем с использованием индекса Херфиндаля, что журналы 

Math-Net.ru обладают двумя очень важными, на наш взгляд, свойствами, характеризующими высо-

кую репутацию данного ресурса: отсутствие монополизации статей и ссылок. 

Индекс Херфиндаля (HHI), точнее, индекс Херфиндаля–Хиршмана [8], используемый, напри-

мер, при корректировке Science Index в eLibrary.ru [9], является экономическим показателем оценки 

степени монополизации отрасли. В eLibrary.ru этот показатель служит для оценки распределения 

ссылок на статьи из данного журнала, опубликованные в других журналах. Мы будем рассматривать 

его в несколько ином качестве для определения степени концентрации распределения статей и ссы-

лок между журналами. Используем определение индекса HHI применительно к концентрации рас-

пределения публикаций между странами [10]. Пусть n – общее количество стран, а S1, S2, ..., Sn – от-

ношение количества публикаций страны i (i ϵ 1 … n) к общему количеству публикаций. Тогда  

 HHI = S1
2 + S2

2 + ... + Sn
2. (1) 

Значение HHI выше 0,25 указывает на высокую концентрацию, между 0,15 и 0,25 – на умерен-

ную, ниже 0,15 – просто на концентрацию, а ниже 0,1 – уже на высокую конкуренцию [11]. 

В экономике результат расчета индекса HHI часто дополняется коэффициентом концентрации 

конкуренции CR. Пусть Di – доля продаж i-гo продавца в объеме реализации рынка. Упорядочим 

фирмы по убыванию объема продаж и зафиксируем первые k из них (как правило, этот показатель 

рассчитывается для трех-четырех крупнейших продавцов). Тогда 

 CRk = D1 + D2 + ... + Dk. (2) 

Далее с использованием HHI и CRk определяется несколько типов рынка. Часто используется 

случай k = 3 [12]: 

1) высококонцентрированный: 0,7 < CR3 ≤ 1 и 0,2 < HHI ≤ 1; 

2) умеренно концентрированный: 0,45 < CR3 ≤ 0,7 и 0,1 < HHI ≤ 0,2; 

3) низкоконцентрированный: CR3 ≤ 0,45 и HHI ≤ 0,1. 

Далее с использованиеиндекса HHI и коэффициента CR показано отсутствие монополизации 

статей и ссылок в Math-Net.ru. 

Был построен граф цитирования журналов для Math-Net.ru, позволяющий вычислить такие 

формальные характеристики вершин графа, как PageRank и собственный вектор центральности,  

и принять их в качестве показателей значимости журналов. Для eLibrary.ru с помощью предоставлен-
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ных ресурсом возможностей получены такие показатели этих же журналов, как ScienceIndex и сред-

няя оценка по результатам общественной экспертизы. 

Для тех и других показателей выполнен анализ корреляционных связей, показывающий силь-

ную положительную статистическую взаимосвязь для ряда из них, что позволяет сделать вывод  

о возможности использования данных Math-Net.Ru для верификации некоторых показателей 

eLibrary.ru в области математики. 

 

1. Данные Math-Net.Ru 

 

Информационная система Math-Net.ru индексирует списки литературы и хранит их в базе дан-

ных в структурированном виде [7]. Списки литературы всех публикаций объединены в одну таблицу 

базы данных Microsoft SQL, в которой в отдельных колонках хранятся данные об авторе, названии, 

годе, томе, страницах цитируемой публикации. Каждой индивидуальной ссылке соответствует одна 

запись в таблице. Такой подход, в частности, позволяет с помощью запроса сформировать требуемую 

нам базу данных цитирования журналов с записями вида: 

<цитирующий журнал> <цитирующая статья> <цитируемый журнал> <цитируемая статья>. 

Данные о статьях, в свою очередь, имеют поля, позволяющие точно идентифицировать список 

авторов, название, год, страницы и т.д. База на дату исследования содержит более 264 тысяч записей, 

в которых цитирующие статьи датируются с 1936 по 2019, а цитируемые – с 1866 по 2019 гг. Около 

90 тысяч записей относятся к случаям «журнального самоцитирования», когда в статье, опублико-

ванной в некотором журнале, цитируется статья, ранее опубликованная в этом же журнале.  

В [13] утверждается, что самоцитирование журналов требует исключения из индексов цитирования. 

Мы считаем, что самоцитирование журналов, как и самоцитирование авторов, является особой  

формой публикационной научной коммуникации и требует внимательного изучения, но это выходит 

за рамки данной работы. Здесь мы ограничились изучением случая без самоцитирования. 

Таким образом, в выборке из базы цитирования были оставлены только записи, содержащие 

статьи, которые цитируют и / или которые цитируются в статьях других журналов, входящих  

в Math-Net.ru. Выборка содержит 114 678 статей, опубликованных в 180 журналах. Общее количество 

сделанных между ними ссылок превышает 173 тысячи. При этом 106 журналов имеют как входящие, 

так и исходящие ссылки, 7 журналов не имеют исходящих ссылок, а 67 – входящих. 

Из 180 рассматриваемых журналов, проиндексированных в Math-Net.ru, по классификации 

eLibrary.ru более 85% относится к тематике «математика», а остальные к тематикам «информатика», 

«кибернетика» и «автоматика и вычислительная техника». Ряд журналов относится сразу к несколь-

ким из этих тематик.  

Из 86 журналов, имевших в 2018 г. ненулевой показатель Science Index в eLibrary.ru, 59 входят 

в Math-Net.ru. В первую десятку с наибольшим Science Index по тематике «математика» входят  

9 журналов Math-Net.ru, а в первые 50 журналов входят 46 из них. 

В табл. 1 приводится выборка из общего списка для первой восьмерки и двух последних жур-

налов. Здесь представлены показатели количества статей, количества цитирований, сделанных на 

другие журналы, и количество цитирований данного журнала; журналы упорядочены по убыванию 

количества статей. 

Далее проводим вычисления по формуле (1), полагая для журналов Math-Net.ru в качестве Si 

количество статей в i-м журнале, n = 1 … 180, и получаем HHI = 0,030, что не только является при-

знаком отсутствия концентрации, но и указывает на высокую конкуренцию. 

Для вычислений по формуле (2) считаем, что Di – это доля статей i-го журнала в общем коли-

честве статей в Math-Net.ru. Три крупнейших по публикациям журнала («Математические замет-

ки», «Теоретическая и математическая физика» и «Доклады Академии наук») дают в сумме  

19 948 статей, откуда CR3 = 0,174. Это позволяет сделать вывод о низкой концентрации публикаций 

в Math-Net.ru. 
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Т а б л и ц а  1  

Показатели количества статей и цитируемости для некоторых журналов Math-Net.Ru 

n Название журнала 
Количество 

статей (Si) 

Количество цити-

рований других 

журналов 

Количество 

цитирований 

журнала 

1 Математические заметки 7 033 11 198 11 814 

2 Теоретическая и математическая физика 6 495 7 506 3 823 

3 
Журнал вычислительной математики и математической 

физики 
6 418 7 134 6 775 

4 Успехи математических наук 5 795 20 875 15 260 

5 Математический сборник 5 678 14 406 17 329 

6 
Письма в Журнал экспериментальной и теоретической 

физики 
4 036 1 966 1 617 

7 Известия высших учебных заведений. Математика 4 023 5 485 5 391 

8 
Известия Российской академии наук. Серия математиче-

ская 
3 551 11 423 10 196 

 … … … … 

179 Theory of Stochastic Processes 99 1 197 

180 Вестник российских университетов. Математика 16 2 48 

 

С использованием формул (1), (2) был исследован вопрос о концентрации ссылок. Пусть  

в формуле (1) Si – количество ссылок, сделанных на статьи, опубликованные в i-м журнале. Получаем 

CR3 = 0,294, а HHI = 0,0514. 

Если же принять Si как количество ссылок, сделанных со статей, опубликованных в i-м журна-

ле, то получаем CR3 = 0,268, а HHI = 0,041. 

Концентрации ссылок не наблюдается ни в том ни в другом случае, скорее, если ориентиро-

ваться только на HHI, можно даже говорить об определенной конкуренции журналов (хотя содержа-

тельная трактовка конкуренции в этом случае затруднительна). 

Таким образом, множество журналов Math-Net.ru, занимающих в eLibrary.ru самые высокие  

позиции в своей области, не является монополизированным ни по количеству статей, ни по количе-

ству взаимных ссылок между журналами. 

 

2. Граф цитирования журналов Math-Net.ru и его характеристики 

 

Естественным способом моделирования связей между журналами является его представление  

в виде ориентированного графа, в котором журналы соответствуют вершинам, а отношения цитиро-

вания – дугам [14]. 

Обозначим граф цитирования журналов Math-Net.ru как Gcj(M, E, W), где M – множество вер-

шин, соответствующих журналам, E – множество (направленных) дуг, связывающих пары вершин  

(i, j) ∈ М, если существует хотя бы одна ссылка со статьи из журнала i на статью в журнале j,  

W – множество весов дуг. Вес дуги (i, j) ∈ М равен количеству ссылок, сделанных статьями из журна-

ла i на статьи журнала j. Соответствующие выборки из базы данных цитирования позволяют: 

1) сформировать множество M и связанный с ним массив журналов, цитируемых и / или цити-

рующих журналы из Math-Net.ru (без учета самоцитирования), содержащий идентификаторы и 

названия 180 журналов, |М| = 180; 

2) построить множество Е, содержащее 4 751 дугу; 

3) построить множество W, в котором наименьший вес дуги равен 1, а наибольший – 4 114. 

Связность графа Gcj очевидна по построению. Максимальная компонента сильной связности 

одержит 106 вершин. Остальные 74 вершины являются висячими, т.е. содержат только входящие или 

только исходящие дуги, причем 7 из них не имеют входящих дуг, а 67 – исходящих. 

Отсутствие исходящих дуг в графе во всех случаях имеет содержательное объяснение и не все-

гда касается только реального отсутствия ссылок с этих журналов на другие журналы Math-Net.ru.  
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В ряде случаев журналы не зарегистрированы на портале, и поэтому ссылки с них не проиндексиро-

ваны в системе. Есть случаи, связанные с техническими проблемами, когда пристатейные списки  

невозможно обработать автоматически, как в случае «Докладов Академии наук». Есть и содержа-

тельные объяснения: например, журнал «Успехи химии», зарегистрированный на портале, имеет  

более 500 входящих ссылок и ни одной исходящей. Можно предположить, что работы «на стыке» 

математики и химии чаще публикуются в математических журналах, чем в специализированном 

журнале по химии, с чем и связан такой дисбаланс. 

Исключим из рассмотрения висячие вершины и построим граф Gcj
SCC, равный максимальной 

компоненте сильной связности графа Gcj. Он содержит 106 вершин и 3 956 дуг, веса которых нахо-

дятся в интервале от 1 до 3 538. Диаметр графа равен 4, средняя длина пути 1,702. Плотность графа 

(по дугам, без учета их весов) равна 0,355. Распределение степеней вершин ближе к линейному, чем  

к степенному [15]. Если рассматривать взвешенные степени вершин с учетом веса дуг, то в результа-

те аппроксимации получаем степенное распределение с показателем, равным 1,53. 

Все эти характеристики отличают Gcj
SCC от известных моделей случайных графов, например 

от модели Барабаши–Альберт [16], основанной на принципе предпочтительного присоединения, ко-

гда с новой вершины ссылки преимущественно делаются на вершины, уже имеющие много ссылок. 

Поэтому принцип предпочтительного присоединения в качестве объяснения появления ссылок  

не может рассматриваться в данном случае. Этот результат косвенно подтверждает отсутствие  

в Math-Net.ru эффекта монополизации ссылок, показанного ранее. 

Значимость вершин для ориентированного графа можно определить различными способами, и 

каждый из них требует содержательной интерпретации. Оценка PageRank (PR) дает возможность 

сравнить относительную «важность» вершин графа по аналогии с важностью веб-страниц [17]. Со-

держательная интерпретация значимости вершин по PR в графе Gcj
SCC может быть следующей: если 

представить себе некоего «ученого-серфера», бесконечное число раз перемещающегося от одного 

журнала к другому по пристатейным ссылкам, то с наибольшей вероятностью он будет попадать  

на журнал с наибольшим значением PR. Например, вероятность попадания «серфера» на «Математи-

ческий сборник» в 75 раз больше, чем на журнал с наименьшим PR в нашем графе. 
Т а б л и ц а  2  

Значения PR и EC для некоторых журналов Math-Net.ru, входящих в Gcj
SCC 

Название журнала PR EC 

Математические заметки 0,979 0,072 

Теоретическая и математическая физика 0,874 0,025 

Журнал вычислительной математики и математической физики 0,973 0,035 

Успехи математических наук 1,000 0,106 

Математический сборник 0,994 0,107 

Письма в Журнал экспериментальной и теоретической физики 0,554 0,018 

Известия высших учебных заведений. Математика 0,959 0,029 

Известия Российской академии наук. Серия математическая 0,973 0,075 

… … … 

Вестник российских университетов. Математика 0,018 0,001 

Theory of Stochastic Processes 0,013 0,001 

 

Значимость вершин может быть определена и как степень их влиятельности с использованием 

собственного вектора центральности – Eigenvector Centrality (EC) [18]. Высокая степень влиятельности 

вершины в графе Gcj
SCC означает, что журнал связан со многими журналами, также имеющими высо-

кие степени влиятельности. В табл. 2 приведены значения PR и EC для журналов из табл. 1. 
 

3. Показатели журналов в eLibrary.ru 
 

Научная электронная библиотека eLibrary.ru представляет собой гигантское хранилище элек-

тронной информации о 12 миллионах публикаций российских авторов, а также о цитировании этих 

публикаций для более чем 6 000 российских журналов.  
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Как уже было сказано, несмотря на кажущуюся малочисленность, рассматриваемые в статье 

журналы Math-Net.ru по математике занимают здесь существенное место. Значительно меньшее 

представительство журналов Math-Net.ru – всего 17 из 180 – наблюдается по тематикам «автоматика 

и вычислительная техника», «информатика» и «кибернетика»: от 12 до 15% с низким представитель-

ством в первой десятке (от 1 до 3 журналов). При этом 9 из указанных 17 журналов позиционируют 

себя и по тематике «математика». Отметим для полноты картины, что среди 180 журналов Math-Net.ru 

есть еще 6 журналов по тематике «физика» и 2 многопрофильных журнала, которые формально  

не относятся к широкому направлению «математика, компьютерные и информационные науки». 

Для последующего сравнения и анализа с полученными ранее значениями PR и CE журналов 

Math-Net.ru было выбрано два показателя журналов eLibrary.ru: показатель в рейтинге Science Index 

(SI) и средняя оценка по результатам общественной экспертизы (PEX).  

Методика расчета SI описана в [9], основой для ее расчета является пятилетний импакт-фактор 

с поправками на принадлежность журнала не более чем к трем из десяти предложенных направлений 

рубрикатора. Кроме того, делается корректировка результатов с учетом индекса Херфиндаля–

Хиршмана. Процедура экспертной оценки качества российских научных журналов описана в [6]. 

Для сбора данных использовались базовые возможности eLibrary.ru, в частности раздел «Сравне-

ние библиометрических показателей российских научных журналов» (https://elibrary.ru/titles_compare.asp) 

с соответствующей настройкой параметров (тематика, показатель SI или PEX и 2018 г.). По некото-

рым журналам, отсутствующим в соответствующих выборках, выполнялись поиск по наименованию 

и просмотр данных об их публикационной активности. В табл. 3 приводятся значения SI и PEX для 

журналов из табл. 1. 
Т а б л и ц а  3  

Значения SI и PEX для некоторых журналов Math-Net.ru 

Название журнала SI PEX 

Математические заметки 3,098 3,807 

Теоретическая и математическая физика 1,480 3,683 

Журнал вычислительной математики и математической физики 4,022 3,817 

Успехи математических наук 7,696 3,888 

Математический сборник 3,529 3,888 

Письма в Журнал экспериментальной и теоретической физики 3,953 3,918 

Известия высших учебных заведений. Математика 2,058 3,249 

Известия Российской академии наук. Серия математическая 4,321 3,871 

… … … 

Theory of Stochastic Processes 0 0 

Вестник российских университетов. Математика 0 0 
 

Первоначально полная таблица значений SI и PEX журналов Math-Net.ru была сформирована 

для всех 180 журналов, но затем она была подвергнута следующим корректировкам: 

1. Из таблицы были удалены все журналы, которые не вошли в граф Gcj
SCC, поскольку далее 

предполагается сравнение показателей SI и PEX с показателями EC и PR, которые вычислены именно 

для этого графа. Осталось 106 журналов. 

2. Удалено 6 журналов, относящихся по терминологии eLibrary.ru к тематике «физика», а зна-

чит, имеющих другие критерии оценки SI и PEX, нежели журналы по математике. Осталось 100 жур-

налов. 

3. Удалено 8 зарубежных журналов, поскольку они имеют нулевые показатели SI и PEX. Оста-

лось 92 журнала. 

4. Удалено 27 российских журналов, не имеющих оценок показателя SI. Осталось 65 журналов. 

Проверка выборок SI и PEX на нормальность распределения результатов дает отрицательный 

ответ, то же самое можно сказать и о распределении показателей CE и PR. Наиболее близкое  

к нормальному распределению показывает PEX – со средним значением 2,8 и дисперсией 0,57.  

Показатель CE имеет ярко выраженное равномерное распределение со средним значением 0,5 и дис-

персией 0,08. 
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4. Статистическая взаимосвязь показателей Math-Net.ru и eLibrary.ru 

 

Коэффициенты ранговой корреляции, в отличие от традиционного коэффициента линейной 

корреляции Пирсона, позволяют успешно обнаруживать нелинейные зависимости, не требуют пред-

положения о нормальном распределении выборки и более устойчивы к ошибкам измерения в реаль-

ных данных [19]. Поэтому для анализа корреляционных связей показателей PR, EC, с одной стороны, 

и SI, PEX – с другой, был использован ранговый коэффициент Спирмена. 

В основу метода положен принцип нумерации значений статистического ряда. Каждому эле-

менту совокупности присваивается порядковый номер в ряду, который упорядочен по уровню при-

знака (например, по убыванию). Таким образом, ряд значений признака ранжируется, а номер каждо-

го элемента будет его рангом. Пусть n – количество наблюдаемых значений признака, xi – ранг i-го 

элемента первого статистического ряда, yi – ранг i-го элемента второго статистического ряда, а di – 

разность между рангами. 

Тогда ранговый коэффициент Спирмена равен 

1

2

6

1
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Коэффициент ρ принимает значения от −1 (строго обратная связь) до +1 (строго прямая связь), 

0 показывает, что признаки независимы. Чем ближе |ρ| к единице, тем более сильной является связь 

между измеряемыми величинами. Связь принято считать сильной, если |ρ| ≥ 0,7, средней силы – для 

0,5 < |ρ| ≤ 0,69. Критические значения  для рангового коэффициента Спирмена определяются из со-

ответствующей таблицы, например [20]. 

В нашем случае коэффициент Спирмена был вычислен для пар переменных ρ(PR, SI), ρ(PR, PEX), 

ρ(EC, SI) и ρ(EC, PEX), а результаты сведены в табл. 4. 
Т а б л и ц а  4  

Значения коэффициента Спирмена 

ρ SI PEX 

EC 0,665 0,661 

PR 0,696 0,760 
 

Как видно из табл. 4, наибольшее значение имеет коэффициент ρ(PR, PEX), что свидетель-

ствует о сильной положительной статистической взаимосвязи результатов, полученных для оценки  

PageRank в Math-Net.ru и средней оценки по результатам общественной экспертизы eLibrary.ru. 

Положительная статистическая взаимосвязь средней силы наблюдается и для остальных трех 

случаев. Заметим также, что взаимосвязи EC с SI и PEX несколько ниже, чем те же взаимосвязи для PR. 

 

Заключение 

 

Основной вопрос исследования заключался в том, может ли интернет-площадка, объединяю-

щая ученых в некоторой области знаний, и сопутствующая этому объединению база публикаций  

в значимых журналах по данной теме служить основой для верификации наукометрических показа-

телей, признанных органами управления наукой? В более узкой постановке этот же вопрос формули-

руется так: насколько показатели журналов, получаемые с помощью данных математического порта-

ла Math-Net.ru, соответствуют наукометрическим показателям Научной библиотеки eLibrary.ru. 

Работа основана на анализе взаимоцитирования множества из 180 журналов Math-Net.ru, со-

держащего в себе ядро из 59 ведущих математических журналов России в области фундаментальной 

и прикладной математики, подтверждаемое также их высокими позициями в eLibrary.ru. Определение 

степени концентрации распределения статей и ссылок между журналами в Math-Net.ru с помощью 

индекса Херфиндаля–Хиршмана показало отсутствие концентрации как таковой, т.е. журналы, обла-

дающие малыми «долями» в общем количестве статей и ссылок на них, занимают важное место. 
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В качестве показателей значимости журналов Math-Net.ru были вычислены PageRank и соб-

ственный вектор центральности. Соответственно, из eLibrary.ru для этих же журналов были получены 

ScienceIndex и средняя оценка по результатам общественной экспертизы. 

Было проверено наличие статистической связи между показателями значимости Math-Net.ru и 

показателями eLibrary.ru, показавшими сильную положительную статистическую взаимосвязь 

PageRank и средней оценки по результатам общественной экспертизы. 

Результаты выполненного исследования позволяют сделать два основных вывода: 

1) использование данных математического портала Math-Net.ru дают возможность из несколь-

ких рейтинговых оценок eLibrary.ru определить такую оценку, которая наилучшим образом соответ-

ствует показателям значимости Math-Net.ru, давая инструментальное обоснование такого ранжирова-

ния в eLibrary.ru; 

2) поскольку в качестве наилучшей рейтинговой оценки eLibrary.ru выявлена средняя оценка  

по результатам общественной экспертизы, можно говорить о ее определенной успешности, подкреп-

ляемой сравнением с ранжированием в Math-Net.ru. 

Благодарности. Автор выражает благодарность всем разработчикам проекта Math-Net.ru и 
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ского института им. В.А. Стеклова РАН. 
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The formal performance indicators of scientific activity, recognized by science governing bodies, directly or indirectly determine 

salaries, incentives, career advancement and grant opportunities for most scientists. Despite constant criticism against the governing 

bodies, it is they who approve these indicators, while other stakeholders (heads of institutes, universities and foundations, scientists 

themselves) are forced to agree with these indicators, and even adapt to them. 

In Russia and other countries, a family of impact factors is used as indicators. They are formed on the basis of data obtained from 

large online platforms that take into account mutual citation of papers. Moreover, most researchers dealing with this problem agree 

that assessments of the activities of organizations, scientific journals and scientists themselves, based on scientometric indicators, 

must be confirmed by expert evaluations. Note that the collective expert evaluation procedure itself is very complicated, often time-

consuming and costly, and is also subject to criticism. 

As a basis for expert evaluation of official indicators, this paper proposes the use of existing Internet platforms, informally and 

voluntarily uniting scientists in a specific field of knowledge and possessing a sufficiently large amount of information on papers and 

citations on a given topic. If we have official performance indicators of scientific activities and a certain Internet platform, then the 

main question becomes, can such platform serve as a means for verifying indicators recognized by science governing bodies? 

This approach is demonstrated by comparing the indicators of scientific journals in the field of mathematics and some areas of its 

application. The Science Index and the average score based on public examination conducted by scientific e-library eLIBRARY.RU 

served as official indicators. The features of All-Russian mathematical portal Math-Net.Ru were used to form an expert assessment. 

It is shown that Math-Net.Ru journals make up a significant part of mathematics journals in eLIBRARY.RU. Moreover, many 

Math-Net.Ru journals have such important properties as absence of monopolization of articles and references in Math-Net.Ru, which 

is behind the high reputation of this online resource. 

For the constructed citation graph of Math-Net.Ru journals, indicators such as Page Rank and eigenvector centrality, measuring 

the significance of vertices, corresponding to the journals in the graph, were calculated.  

Further, Spearman's rank correlation coefficient was used to analyze the correlation between Math-Net.Ru indicators and  

eLIBRARY.RU indicators. It showed that Page Rank in Math-Net.Ru has a strong positive statistical correlation with the average 

score obtained from public examination conducted by eLIBRARY.RU. 

The outcome of the research suggests that the use of data obtained from mathematical portal Math-Net.Ru allows to determine 

(from several eLIBRARY.RU rankings) such an assessment that best matches the significance indicators in Math-Net.Ru, thereby 

providing an instrumental justification for such eLIBRARY.RU ranking. 
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75 ЛЕТ ПРОФЕССОРУ ГЕННАДИЮ МИХАЙЛОВИЧУ КОШКИНУ 

 

24 июля 2021 года исполнилось 75 лет известному 

ученому в области обработки данных в условиях априор-

ной статистической неопределенности доктору физико-

математических наук, профессору, Почетному работнику 

Высшего профессионального образования РФ Геннадию 

Михайловичу Кошкину. 

Г.М. Кошкин в 1970 г. окончил радиофизический фа-

культет Томского государственного университета по спе-

циальности «Радиофизика и электроника». Руководителем 

его дипломной работы «Исследование асимптотических 

свойств перестановочных тестов проверки близких гипо-

тез» был В.А. Симахин, ныне – профессор кафедры про-

граммного обеспечения, вычислительной техники и авто-

матизированных систем Курганского государственного 

университета. Сразу же после окончания университета 

Геннадий Михайлович был принят в лабораторию счетно-

решающих устройств Сибирского физико-технического 

института при Томском госуниверситете на должность 

младшего научного сотрудника. 

С 1978 г. по 1991 г. Г.М. Кошкин – старший научный 

сотрудник лаборатории статистических методов отдела ки-

бернетики СФТИ, затем – старший преподаватель, доцент (1992–2001) кафедры теоретической ки-

бернетики факультета прикладной математики и кибернетики ТГУ, с 2001 г. по 2020 г. – профессор 

этой же кафедры.  

В настоящее время Геннадий Михайлович – профессор кафедры системного анализа и матема-

тического моделирования Института прикладной математики и компьютерных наук Томского госу-

дарственного университета. За эти годы он разработал и читал как общие курсы – основы высшей 

математики, математический анализ, теория вероятностей, прикладная статистика, микроэкономика, 

так и оригинальные спецкурсы – анализ временных рядов, статистические задачи технической  

кибернетики, математические модели социологии, моделирование социально-экономических процес-

сов, методы социально-экономического прогнозирования, математические модели страхового и бан-

ковского дела. В течение своей научно-педагогической деятельности он руководил и руководит 

научной работой студентов, аспирантов, докторантов. 

Характер и основные результаты научной деятельности Г.М. Кошкина определяются его при-

надлежностью к научной школе Ф.П. Тарасенко, заслуженного деятеля науки РФ, заслуженного про-

фессора ТГУ. Г.М. Кошкиным разработан метод построения непараметрических оценок функциона-
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лов от условных распределений, охватывающий большинство используемых при решении задач 

идентификации важных статистических характеристик (функция регрессии, остаточная дисперсия, 

функция чувствительности стохастической модели объекта и др.) с улучшенными статистическими 

свойствами, когда априорные сведения о виде распределений выборочных наблюдений практически 

отсутствуют.  

Результатом исследований проблем идентификации и управления для сложных стохастических 

объектов стала защита в 1981 г. диссертации на соискание ученой степени кандидата технических 

наук «Непараметрическое оценивание функционалов от условных распределений», научным руково-

дителем которой был его учитель – Ф.П. Тарасенко. Разработанные в диссертации алгоритмы и про-

граммы были включены в состав автоматизированной системы управления конвертерным процессом 

производства стали Кузнецкого металлургического комбината. 

Геннадий Михайлович разработал новые методы непараметрического оценивания характериза-

ционных и дополненных функционалов по зависимым наблюдениям (условные моменты, нетто-

премии, пенсионные ренты). Предложенные им устойчивые кусочно-гладкие аппроксимации оценок 

позволяют находить точные асимптотические выражения для их моментов отклонений в широком 

классе распределений и типов зависимостей наблюдений и обобщают регуляризацию, разработанную 

академиком А.Н. Тихоновым. Итогом многолетних научных исследований стала защита в 2000 г. 

диссертации на соискание ученой степени доктора физико-математических наук на тему «Непара-

метрическое оценивание функционалов от распределений случайных последовательностей». 

Г.М. Кошкин активно и плодотворно сотрудничает с российскими и зарубежными коллегами, 

результатом чего стало написание совместных статей, монографий и докладов на ведущих междуна-

родных конференциях. Используя междисциплинарные постановки задач, Г.М. Кошкиным совместно 

с В.И. Смагиным модифицирован фильтр Калмана включением в его структуру непараметрических 

алгоритмов, что улучшило качество фильтрации, управления и прогноза по критерию среднеквад-

ратических ошибок. В сотрудничестве с А.В. Китаевой в области непараметрической идентифика-

ции нелинейных авторегрессионных процессов написаны цикл статей и монография (в 2010 г. 

А.В. Китаевой защищена диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических 

наук, научным консультантом которой был Г.М. Кошкин). В настоящее время Г.М. Кошкин совмест-

но с профессором Ю.Г. Дмитриевым занимается проблемами привлечения различных типов допол-

нительной информации в процедуры статистической обработки данных. 

Ученое звание доцента присвоено Г.М. Кошкину в 1993 г., а ученое звание профессора по ка-

федре теоретической кибернетики – в 2003 г. 

Г.М. Кошкин опубликовал свыше трехсот научных работ, в том числе в ведущих журналах, та-

ких как «Теория вероятностей и ее применения», «Проблемы передачи информации», «Автоматика и 

телемеханика», «Сибирский математический журнал», «Mathematical Methods of Statistics», «Statistical 

Papers» и др. Широко известны специалистам также семь его монографий, две из которых вышли  

в издательстве «Наука» (Москва), и шесть учебных пособий. Г.М. Кошкин пять раз награждался пре-

миями ТГУ за высокие достижения в науке и образовании, в том числе за изданную в США моногра-

фию «Non-parametric State Space Models» (USA, Kendrick Press, 2014, 503 р.), написанную в соавтор-

стве с профессорами А.В. Добровидовым и В.А. Васильевым. Наградами за научные достижения  

отмечена изданная Академией наук РФ монография Г.М. Кошкина (соавтор И.Г. Пивен) «Непарамет-

рическая идентификация стохастических объектов» – Золотой медалью Парижской выставки 2014–

2015 гг., Золотой медалью ВДНХ и премией Томского государственного университета (2011).  

Геннадий Михайлович регулярно представляет Россию на престижных международных конфе-

ренциях, симпозиумах и конгрессах (США, Великобритания, Израиль, Польша, Словакия, Франция, 

Испания, Чехия, ЮАР, Тайланд и др.). Профессор Г.М. Кошкин активно работает в двух диссертаци-

онных советах, является членом редакционной коллегии журнала «Вестник ТГУ. Управление, вычис-

лительная техника и информатика», поддерживает международные научные контакты, входя в состав 

организационных и программных комитетов различных российских и зарубежных конференций, 

симпозиумов, семинаров.   
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За большую и плодотворную научную и учебную деятельность Г.М. Кошкин награжден знаком 

«Почетный работник высшего профессионального образования РФ», медалью «За заслуги перед 

ТГУ», многими почетными грамотами Министерства образования, Администрации города Томска и 

Томского государственного университета. 

 

Дорогой Геннадий Михайлович!  

Поздравляем Вас с юбилеем и желаем здоровья на многие годы! 

Творческих Вам успехов! 

 

Институт прикладной математики и компьютерных наук ТГУ 

                                              Редакционная коллегия журнала «Вестник ТГУ. Управление, 

вычислительная техника и информатика» 

Кафедра системного анализа и математического моделирования 
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