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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ РИККАТИ
И ДРУГИХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ОДУ

К СИСТЕМАМ ЛИНЕЙНЫХ ОДУ В ЯВНОМ ВИДЕ

Предложен и продемонстрирован на примере уравнения Риккати способ
преобразования полиномиальных систем ОДУ к линейным системам ОДУ.
C помощью дополнительного первого интеграла одномерное уравнение
Риккати преобразовано к линейной системе из трех ОДУ с переменными
коэффициентами, решая которую можно найти решение исходного уравне-
ния Риккати в общем виде или только задачи Коши. Предлагается первый
интеграл, с помощью которого можно свести решение полиномиальных сис-
тем ОДУ к нахождению решений линейных систем ОДУ. Данная процедура
выгодна с точки зрения численных методов решения дифференциальных
уравнений

Ключевые слова: переопределенные системы дифференциальных уравне-
ний, редукция, полиномиальные системы ОДУ, задача Коши, уравнение Рик-
кати, линейные системы ОДУ, символьные вычисления.

1. Уравнение Риккати является одним из наиболее интересных нелинейных
дифференциальных уравнений первого порядка [1]. Одномерные и многомерные
уравнения Риккати встречаются в различных областях математики (например, в
алгебраической геометрии, в теории конформных отображений, в вариационном
исчислении) и физики (например, в квантовой теории поля) [1, 2]. Они также не-
редко возникают в прикладных математических задачах. Доказано, что общего
решения уравнения Риккати в виде квадратур не существует, но, если известно
хотя бы одно частное решение, то находится и его общее решение. Уравнение
Риккати является простейшим полиномиальным уравнением.

Идея сведения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) к поли-
номиальной форме восходит к А. Пуанкаре [3, гл. XVI, XVII]. В этой работе он
утверждал, что всякое дифференциальное уравнение (при известных условиях)
может быть представлено в форме 1 1dx dt X= , … n ndx dt X= , где все iX  – «це-
лые многочлены», и предложил метод получения такого представления исходного
уравнения при помощи введения дополнительных переменных. В дальнейшем
введение дополнительных переменных применялось различными авторами для
сведения конкретных систем ОДУ к полиномиальной форме (см., например, [4,
5]), а в работе [6] были предложены условия, обеспечивающие возможность све-
дения к полиномиальной форме методом дополнительных переменных (МДП) не-
линейных систем ОДУ общего вида. Наконец, в [7] получены алгоритм и про-



6 М.Л. Зайцев, В.Б. Аккерман

грамма (в рамках пакета Mathematica) сведения к полиномиальной форме полных
систем и, в частности, систем ОДУ, если они удовлетворяют определенным усло-
виям.

Существуют и развиваются различные методы решения полиномиальных сис-
тем дифференциальных уравнений. Например, в теориях управления и моделиро-
вания часто используются нормальные, т.е. разрешенные относительно производ-
ной, матричные дифференциальные уравнения первого порядка, правая часть ко-
торых является либо линейной, либо квадратичной относительно искомой матри-
цы. Для их решения можно использовать введенные в работе [8] косые ряды. Они
позволяют сводить матричные уравнения к аналогичным уравнениям над матри-
цами более низкого порядка. Изучаются также полиномиальные решения у систем
уравнений в частных производных (УрЧП) [9]. Они позволяют находить многие
важные частные решения у дифференциальных уравнений.

Цель данной работы заключается в том, чтобы предложить способ преобразо-
вания полиномиальных систем ОДУ к линейным системам ОДУ в явном виде.
C помощью дополнительного первого интеграла одномерное уравнение Риккати
мы преобразовываем к линейной системе из трех ОДУ с переменными коэффици-
ентами, решая которую можно найти решение исходного уравнения Риккати в
общем виде или только задачи Коши. Полученную линейную систему ОДУ ре-
шать гораздо легче, чем исходное уравнение Риккати. Применяемый метод пре-
образования является частным случаем метода, который изложен в работе авторов
[10]. Для многомерных уравнений Риккати соответствующей линейной системы
ОДУ мы не приводим из-за большого числа получаемых линейных уравнений
(больше 100). Однако мы приводим первый интеграл, с помощью которого это
можно сделать.

В работах [11, 12] предложено сведение систем УрЧП к системам УрЧП
меньшей размерности, в частности к системам ОДУ путем их переопределения
дополнительными уравнениями связи. Были предложены различные способы пе-
реопределения как отдельных систем УрЧП, так и УрЧП общего вида. При редук-
ции некоторых систем УрЧП, в частности унифицированных УрЧП или уравне-
ний Навье – Стокса, на основе метода переопределения, изложенного в работе
[13], возникают переопределенные параметрические системы полиномиальных
ОДУ. В данной работе мы предлагаем первый интеграл, с помощью которого
можно свести решение полиномиальных систем ОДУ к нахождению решений ли-
нейных систем ОДУ. В частности, если коэффициенты в этих уравнениях будут
постоянные, то решение находится в явном виде.

2. Рассмотрим уравнение Риккати:

 2dx ax bx c
dt

= + + ,  (1)

где ( ) 0a a t= ≠ , ( )b b t= , ( )c c t=  – непрерывно дифференцируемые функции от
[ ]0,t T∈ , 0T > . Пусть поставлена задача Коши 00tx x= = . Преобразуем уравне-

ние (1) к автономной системе из двух уравнений:

( ) ( ) ( )2

τ
dx a t x b t x c t
d

= + + ; (2)

1
τ

dt
d

= ,  (3)
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где поставлена задача Коши 00x xτ= = , 0 0t τ= = . Рассмотрим функцию от пере-
менных x , t , xp , tp :

( ) ( ) ( ) ( )( )2, , ,x t x tН x t p p a t x b t x c t p p= + + + . (4)

Уравнения (2) и (3) можно представить в виде

τ x

dx H
d p

∂
=

∂
; (5)

τ t

dt H
d p

∂
=

∂
. (6)

Определим функции ( )τx xp p= , ( )τt tp p=  из следующих уравнений:

( ) ( )( )2
τ
x

x
dp H a t x b t p
d x

∂
= − = − +

∂
; (7)

( ) ( ) ( )2

τ
t

x
da t db t dc tdp H x x p

d t dt dt dt
∂ ⎛ ⎞= − = − + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

, (8)

где поставим задачу Коши τ 0 1xp = = , τ 0 0tp = = . Как известно, система уравне-
ний (5) – (8) является гамильтоновой [14]. Функция (4) является ее первым инте-
гралом [14]. Следовательно, с учетом начальных данных имеем

( ) ( ) ( )( ) ( )2 0 2 0 0
0 0x ta t x b t x c t p p a x b x c+ + + = + + , (9)

где ( ) 0
τ 0a t a= = , ( ) 0

τ 0b t b= = , ( ) 0
τ 0c t c= = . Из уравнения (3) с учетом начальных

данных следует τt = . Тогда систему уравнений (5) – (8) можно переписать
в виде

2dx ax bx c
dt

= + + ; (10)

( )2x
x

dp
ax b p

dt
= − + ; (11)

2t
x

dp da db dcx x p
dt dt dt dt

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (12)

( ) ( )2 0 2 0 0
0 0x tax bx c p p a x b x c+ + + = + + . (13)

К системе (10) – (13) ставится следующая задача Коши: 00tx x= = , 0 1x tp = = ,

0 0t tp = = . Имеем

( ) 2x x
x x x

d xp dpdx p x ax p cp
dt dt dt

= + = − + . (14)

Обозначим xB xp= , 2
xC x p= . Тогда уравнения (11) – (14) можно переписать

в виде

2x
x

dp
aB bp

dt
= − − ; (15)
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t
x

dp da db dcC B p
dt dt dt dt

= − − − ; (16)

( )0 2 0 0
0 0x taC bB cp p a x b x c+ + + = + + ; (17)

x
dB aC cp
dt

= − + . (18)

Продифференцируем уравнение (17) по t  и подставим (15), (16), (18). После
преобразований получим, что

2dC bC cB
dt

= + . (19)

Таким образом, мы имеем систему из трех линейных дифференциальных
уравнений (15), (18) и (19) от трех неизвестных xp , В , С , где старшие их произ-
водные выражены через остальные неизвестные. Начальные данные следующие:

0 1x tp = = , 00tB x= = , ( )2
00tC x= = . Зная решение (15), (18) и (19) с этими началь-

ными данными, по формуле xx B p= находим решение уравнения (1).
Покажем обратное. Пусть нам известно решение (15), (18) и (19) с начальными

данными 0 1x tp = = , 00tB x= =  , ( )2
00tC x= = . Тогда должно выполнятся соотно-

шение
2

xВ p C= . (20)
При 0t =  это равенство выполняется. Продифференцируем (20) по t . Имеем

2 x
x

dpdB dCB C p
dt dt dt

= +

или ( ) ( ) ( )2 2 2x x xB aC cp aB bp C p bC cB− + = − − + + . (21)
Равенство (21) очевидно является тождеством. Таким образом соотношение

(20) доказано. Пусть xh B p= . Тогда из (20) следует, что 2
xC h p= . Имеем также

00th x= = . Докажем, что тогда h  является решением (1). Действительно,

( )
( )

( ) ( )
( )2 2

2
x

x
x x x x

x x

dpdB p Bd B p aC cp p aB bp Bdh dt dt
dt dt p p

− − + − − −
= = = =

( ) ( )

( )

2
2

2

2x x x x x x

x

ah p cp p ahp bp hp
ah bh c

p

− + − − −
= = + + .

Как известно, если ( ) 0a a t= ≠ , ( )b b t= , ( )c c t=  – непрерывно дифференци-
руемые функции от [ ]0,t T∈ , 0T > , то решение задачи Коши 0 1x tp = = ,

00tB x= =  , ( )2
00tC x= =  для системы (15), (18) и (19) существует глобально на

отрезке [ ]0,T  [15]. Если при этом 0xp ≠  для любого [ ]0,t T∈ , то xx B p= будет
являться решением задачи Коши 00tx x= =  для уравнения (1) также глобально на
отрезке [ ]0,T .
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Рассмотрим уравнение

 1
1 1 0...n n

n n
dx a x a x a x a
dt

−
−= + + + + ,  (22)

где ( ) 0n na a t= ≠ , ( )i ia a t= , 0,1...i n= , – непрерывно дифференцируемые функ-
ции от [ ]0,t T∈ , 0T > . Уравнение (22) называется обобщенным уравнением Рик-
кати. Пусть поставлена задача Коши 00tx x= = . Аналогично можно получить, что
из уравнения (22) следует, что

( )1
1...nx

n x
dp

na x a p
dt

−= − + + ;  (23)

01...nt n
x

dp da dada
x x p

dt dt dt dt
⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (24)

( ) ( ) ( ) 11 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 1 0 0... ...n nn n

n n x t n na x a x a x a p p a x a x a x a−−
− −+ + + + + = + + + + , (25)

где ( ) 0
0i ita t a= = , 0,1...i n= , 0 1x tp = = , 0 0t tp = = . Систему уравнений (22) – (25)

можно рассматривать как переопределенную. К этой системе можно применить
подход, изложенный в работе [10], и также преобразовать ее системе линейных
ОДУ. Однако количество полученных уравнений слишком много, чтобы предста-
вить в данной работе. Оценка количества этих уравнений из работы [10] следую-
щая: 54HN n≥ . Аналогичным образом можно переопределить систему ОДУ, где
в правых частях стоят дробно-рациональные выражения от неизвестных. Переоп-
ределенная система ОДУ будет также состоять из дробно-рациональных выраже-
ний от неизвестных и к ней можно применить метод из работы [10]. К таким сис-
темам можно преобразовать многие системы ОДУ.

Пример 1. Рассмотрим систему из двух дифференциальных уравнений:
2

2 0dx dyx t x y
dt dt

⎛ ⎞+ + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  (26)

1 0dx dy tx y
dt dt

+ + + = . (27)

Обозначим
dx u
dt

= , dy v
dt

= . (28)

Подставим (28) в (26), (27) и продифференцируем полученные выражения по t .
Находим, что

22 2 1 0du dvxv uv u yv
dt dt

+ + + + + = ;  (29)

0du dvv u x tu v
dt dt

+ + + + = .  (30)

Если определитель
21 2 2 0xv u xv

v u
∆ = = − ≠ ,  (31)
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то уравнения (29), (30) можно записать в виде

udu
dt

∆
=

∆
, vdv

dt
∆

=
∆

,  (32)

где 
2 1 2 2

u
uv u yv xv

x tu v u
− − − −∆ =

− − −
, 

21 1 2
v

uv u yv
v x tu v

− − − −∆ =
− − −

.  (33)

Введем новую переменную τ  по формуле

 1
τ

dt
d

= . (34)

Пусть 0 0t τ= = . Тогда систему уравнений (28), (32) можно представить в виде

τ
dx u
d

= , 
τ

dy v
d

= , 
τ

udu
d

∆
=

∆
, 

τ
vdv

d
∆

=
∆

. (35)

Таким образом, вместо сложной системы уравнений (26), (27) мы имеем сис-
тему уравнений (34), (35), где в правых частях стоят дробно-рациональные выра-
жения с постоянными коэффициентами и которую можно еще переопределить.
Методом из работы [10] ее можно свести к решению систем линейных ОДУ с по-
стоянными коэффициентами.

Пример 2. Рассмотрим произвольную систему из n  уравнений от n  неизвест-
ных функций ( )1 2, ... nu u u=u  вида

( ) 0=G u ,  (36)

где ( ) ( ) ( )( )1 ,... nG G=G u u u  – некоторые достаточно гладкие функции своих ар-
гументов. Будем искать функцию ( )0 , t=u u u , удовлетворяющую системе урав-
нений

( ) ( )( )0 1 t= −G u G u . (37)

Пусть 00t= =u u . (38)

При 1t =  числа 1t=u  будут решениями системы (36). Продифференцируем урав-
нения (37) по переменной t :

( ) ( )0t
∂ ∂

= −
∂ ∂

G u u G u
u

. (39)

Положим, что определитель матрицы в (39) отличен от нуля. Тогда

( ) ( )
1

0t

−∂∂ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

G uu G u
u

. (40)

Таким образом, при фиксированном 0u  мы имеем систему ОДУ (40) по пере-
менной t  с задачей Коши (38). Если система уравнений (36) полиномиальная, то
система ОДУ (40) будет состоять из дробно-рациональных выражений от неиз-
вестных.

Пример 3. Рассмотрим дифференциальное уравнение следующего вида:
( ) ( )( )

( )3
cosa t b t xdx

dt x c t
+

=
+

,  (41)

где ( )a a t= , ( )b b t= , ( )c c t=  – дважды непрерывно дифференцируемые функ-
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ции от [ ]0,t T∈ , 0T > . Обозначим

( )3 1x c t
y

+ = , ( )( )cosu b t x= ,  (42)

тогда ( )dx a t y uy
dt

= + .  (43)

Продифференцируем по t  уравнения (42). Имеем
( )2

2
13

dc tdx dyx
dt dt dty

+ = −  или ( )2 23
dc tdy dxy x

dt dt dt
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Учитывая (43), получаем

( ) ( )3 2 3 2 23 3
dc tdy a t y x uy x y

dt dt
= − − − .  (44)

Имеем ( )( ) ( ) ( )sin
db tdu dxb t x x b t

dt dt dt
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

или ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin
db tdu b t x x b t a t y b t uy

dt dt
⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (45)

Возведем обе части последнего уравнения в (45) в квадрат. Тогда

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2
2

sin

1 .

db tdu b t x x b t a t y b t uy
dt dt

db t
u x b t a t y b t uy

dt

⎛ ⎞⎛ ⎞ = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (46)

Обозначим du w
dt

= , 1w
v

= . (47)

С учетом обозначений (47) продифференцируем уравнение (46) по t . Имеем по-
сле преобразований,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

21

db tdw u x b t a t y b t uy
dt dt

db t
v u x b t a t y b t uy G

dt

⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (48)

где

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2
d b t db t d b t a t db tdx dyG x y b t a t b t u uy b t wy

dt dt dt dt dtdt

⎛ ⎞
= + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (49)

Имеем также из (47)

2
1dw dv

dt dtv
= −

или 2dv dwv
dt dt

= − .  (50)
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Таким образом, если подставить (43), (44) в (49), (50), то вместо сложного
уравнения (41) мы имеем систему из 5-ти уравнений (43), (44), (47), (48) и (50) и
5-ти неизвестных x , y , u , w  и v , которая является полиномиальной. Методом
из работы [10] ее можно свести к решению систем линейных ОДУ с переменными
коэффициентами.

3. В данной статье мы предложили и продемонстрировали на примере урав-
нения Риккати способ преобразования полиномиальных систем ОДУ к линейным
системам ОДУ. Этот результат может быть интересен с теоретической точки зре-
ния. Рассмотрим полиномиальные системы ОДУ с постоянными коэффициента-
ми. Решение таких нелинейных систем с помощью нашего метода может быть
представлено в виде нелинейной функции от суммы очень большого, но конечно-
го количества нарастающих и затухающих колебаний во времени с разными час-
тотами, которые теоретически можно вычислить [15]. Например, для уравнения
Риккати это выражение xh B p= , где B и xp  – колебательные решения из сис-
темы уравнений (15), (18) и (19), так как эта система является системой линейных
ОДУ с постоянными коэффициентами. Амплитуды этих колебаний зависят от на-
чальных данных нелинейно. Мы можем также вычислить, в какой момент реше-
ние будет обращаться в бесконечность, т.е. область существования решения, на-
пример, задачи Коши.

С точки зрения численных методов сведение к линейным системам ОДУ также
выгодно. Для линейных систем ОДУ созданы мощные методы решения и про-
граммные пакеты. Количество линейных уравнений, которых необходимо ре-
шить, быстро растет с увеличением количества уравнений в исходной системе по-
линомиальных уравнений [10]. Однако решать численно напрямую нелинейные
ОДУ гораздо труднее из-за вычислительных особенностей, например неустойчи-
востей, точек бифуркации и т.д.
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The purpose of this work is to propose and demonstrate a way to explicitly transform
polynomial ODE systems to linear ODE systems. With the help of an additional first integral, the
one-dimensional Riccati equation is transformed to a linear system of three ODEs with variable
coefficients. Solving the system, we can find a solution to the original Riccati equation in the
general form or only to the Cauchy problem. The Riccati equation is one of the most interesting
nonlinear first order differential equations. It is proved that there is no general solution of the
Riccati equation in the form of quadratures; however, if at least one particular solution is known,
then its general solution is also found. Thus, it is enough only to find a particular solution of the
linear system of ODEs. The applied transformation method is a special case of the method
described in our work [Zaytsev M. L., Akkerman V. B. (2020) On the identification of solutions
to Riccati equation and the other polynomial systems of ODEs // preprint, Research Gate. DOI:
10.13140 / RG.2.2.26980.60807]. This method uses algebraic transformations and transition to
new unknowns consisting of products of the original unknowns. The number of new unknowns
becomes less than the number of equations. For the multidimensional Riccati equations, we do
not present the corresponding linear system of ODEs because of the large number of linear
equations obtained (more than 100). However, we present the first integral with which this can be
done.

In this paper, we also propose a method for finding the first integral, which can be used to
reduce a search for the solution of any polynomial systems of ODEs to a search of solutions to
linear systems of ODEs. In particular, if the coefficients in these equations are constant, then the
solution is found explicitly.
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