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ПРИБЛИЖЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ НАПЛЫВА ПРИ ВНЕДРЕНИИ

ПАРАБОЛОИДНОГО ИНДЕНТОРА В ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Разработан метод приближенного аналитического определения геометриче-
ских параметров высоты и длины наплыва в зависимости от глубины вне-
дрения параболоида в упругопластическое полупространство. Проведены
опыты по индентированию образцов технического пластилина индентором,
имеющим форму параболоида вращения с измерением параметров наплыва
и давления. Теоретически полученные данные показали удовлетворительное
соответствие экспериментальным.
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Вопросам индентирования материалов в машиностроении, металлургии,
строительстве, механике грунтов и т.д. уделено много внимания. С помощью ин-
дентирования определяют твердость материалов, конструкций, исследуют со-
стояние и определяют степень упрочнения поверхностного слоя после механиче-
ской обработки. Установлено, что процесс внедрения индентора в полупростран-
ство можно разделить на три стадии [1–3]: упругого контакта, стесненного упру-
го-пластического состояния, когда исследуемый материал в области, примыкаю-
щей к вершине конического или сферического индентора, уже находится в со-
стоянии пластического течения, а в области у свободной поверхности сохраняется
упругое состояние и стадии развитой пластической деформации, когда вся об-
ласть, прилегающая к поверхности индентора, находится в состоянии пластиче-
ского течения и материал выходит на свободную поверхность, соприкасаясь с ин-
дентором, образуя наплыв.

Для изучения напряженно-деформированного состояния поверхностного слоя
важно определить глубину и диаметр отпечатка в зависимости от глубины вне-
дрения индентора и геометрические параметры наплыва на различных стадиях
внедрения. Первые две стадии достаточно подробно изучены и приведены во
многих работах, из которых наиболее часто цитируемы [1, 5]. Однако в них не
приводится достаточно сведений о количественных прочностных характеристи-
ках материала на этих стадиях (напряжения, деформации) для различных мате-
риалов. Меньше изучена стадия развития пластического течения [6, 7]. Недоста-
точно данных о прочностных и геометрических параметрах слоя, в то время как
они являются определяющими при оценке степени наклепа. В предлагаемой ста-
тье изложен метод приближенного определения геометрических параметров на-
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плыва от высоты ∆h и длины l (рис. 1) в зависимости от глубины внедрения и
проведены опыты по индентированию образцов технического пластилина инден-
тором, имеющим форму параболоида вращения с замером  ∆h и l и усилия давле-
ния. Проверялась согласованность теоретически полученных данных с экспери-
ментальными.
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Рис. 1. Схема при внедрении параболоида в полупространство
Fig. 1. Scheme of the paraboloid embedded into a half-space

Пусть индентор в форме параболоида вращения первоначально заглублен в
плиту на глубину H и движется вертикально с постоянной скоростью V. На стадии
упругого контакта материал увлекается (прогибается) индентором в направлении
скорости его перемещения, образуя лунку, диаметр которой приближенно в 1.5
раза больше (для пластилина) диаметра окружности в сечении индентора свобод-
ной поверхностью. На второй стадии по мере углубления движение материала
вниз замедляется и он приходит в соприкосновение с поверхностью индентора на
всей глубине его внедрения H. В этот момент начинается выход материала на по-
верхность, т.е. образование наплыва. Таким образом, образование наплыва начи-
нается на стадии развитого пластического течения.

Определим сначала скорости Vr, Vϕ движения частиц материала в сферической
системе координат (ϕ, ϑ, r) с началом в точке 0, где ϕ и ϑ соответственно поляр-
ный и аксиальный углы (рис. 1), а затем геометрические параметры наплыва –
длину l = АС и высоту ∆h при погружении индентора на глубину ∆H. Одновре-
менно удобно пользоваться декартовой системой координат xoz с тем же началом
в точке 0 (рис. 1). Зададим тангенциальную скорость частицы материала из сооб-
ражений выполнения граничных условий:

2
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Радиальную скорость получим из условия несжимаемости:
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Решая это уравнение, получим
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3 24r
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= − + + ϕ + ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (2)

При F(ϕ) = 0 выполняется граничное условие в точке 0: ( )0rV r Vϕ = = =  при

3 1C = −  Определяем остальные коэффициенты С1, С2 из следующих граничных
условий:

1) ( )0
0rV

r
∂

=
∂

 – условие, указывающее, что радиальная скорость материала в

точке 0, максимальна, т.е. выполняется равенство 1 2
22 0

32
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. Откуда

С2 = 0.
2) ( )10 0rV = , где точка 01 принадлежит линии, ограничивающей очаг пласти-

ческой деформации (рис. 1). Из этого условия получим 
1

2

0
1

2Hr
C

= .

3) Условия ( )0rV V=  и ( )φ 0 0V =  выполняются тождественно. Итак, после
использования граничных условий формулы для компонент скоростей материала
имеют вид

2 2
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2 21 sin , 1 cos
2r
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.

4) В точке А пересечения параболы 2κZ x= −  со свободной поверхностью

0Z H= −  имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin cosn rV A V A V Aτ = α − β + α − β ; (3)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sinnV A V A V Aϕ τ= α − β − α − β ,  (4)

где Vn(A), Vr(A) – нормальная и касательная компоненты скорости материала в
точке А, ( ) cosnV A V= β , где tg , tg 2Hk Hkβ = α = . Подставим в левые части
выражений (3) и (4) ( )φV A  и ( )rV A и, исключив ( )V Aτ , получим

( ) ( )
( ) ( )1

cos sin sin cos cos
sin 0.5sin sin cos cos

C
β + β α − β − β α − β

=
β β α − β + β α −β

.

Высоту наплыва ∆h определяем из отношения: ( )zV Ah
H V

∆
=

∆
, полученное из

условия: ,zh V t H Vt∆ = ∆ = , где t – время заглубления на ∆h, ( )zV A  – вертикаль-

ная скорость частицы в точке А 290 ,A A
Hr H

⎛ ⎞
ϕ = + β = +⎜ ⎟κ⎝ ⎠

, где κ 1
м

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 – па-

раметр параболы 2z x= κ . Длину наплыва l = A1C определим из условия:
V1 = V2, где V1 – объем лунки, образовавшейся при погружении индентора на глу-
бину ∆H:
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V2 – объем наплыва вокруг индентора, образовавшийся при внедрении индентора
на глубину ∆H. Сечение наплыва осевой плоскостью представлено в виде тре-
угольника АВС (рис. 1).

( )12
2
3 A B CV S x x x= π + + ,

где 
1

1 ,
2 A B

H HS l h x x + ∆
= ⋅ ∆ ≅ =

κ
; 

1C Ax x l= + , где l – длина наплыва (рис. 1),

тогда из условия V1 = V2 получим

( )2 26 21 3 3
2

H H HH H H Hl
h
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.

Перейдем к определению напряжений. Для рассматриваемой жесткопластиче-
ской модели их определяют по формулам Леви – Мизеса:
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,

где σ  – среднее напряжение;
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i
ϕ ϕ

σ
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,

где iσ  – интенсивность напряжений;
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i

i
θ θ

σ
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,

где iξ  – интенсивность скоростей деформаций и деформаций сдвигов;
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Применяем условие пластичности
σi = σт, где σт – предел текучести

и ввиду сложности выражения для iξ , принимаем её постоянной и равной
ξi  = ξi(r1, φ1) , где r1  = r01 , φ1 = φA/2.

Используя выражения (1) и (2) для скоростей, получим
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Итак φ θξ ξ= , т.е. φ θσ σ= , а значит, уравнение (3), например, можно исклю-

чить. Тогда, учитывая выражения для rξ  и φξ , получим

τ 1
2

σ2σ σ 2 cosφ
3 ξ 2r

i

C r
V

H
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H
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Вычитая из второго выражения первое, получим
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σ2 3σ σ cosφ
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⎛ ⎞− = ⎜ ⎟
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.

Второе условие для определения φσ , σr  получим из уравнения равновесия, ко-

торое при условии φ θσ σ=  имеет вид

φ φ
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После интегрирования получим
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При ( )φ 1
πφ   σ
2

F r= = . Тогда, учитывая, что φσ  убывает при увеличении r ,

представим ( )1F r  так:
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где κ1, κ2 – коэффициенты, подлежащие определению. Тогда выражения для rσ  и

φσ  имеют вид
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Так как в точке 0 материал находится в состоянии пластического течения, то в
ней можно принять
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По закону Кулона φτ σr n f= , где f – коэффициент внешнего трения,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )φσ cos α β σ sin α βn rA A Aσ = − − − .

Подставляя выражения для φτ  и  σr n  в (5), получим выражение для отыскания
коэффициента

1
A B

C
−

κ = , где 1
2

sin1
2  

A AС r
A

f H
ϕ

= ,

( ) ( )1 2 1 2
2 2

2
cosφ sin cosA A

A
C r C r

B
H HH H
κ κ⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤= α − β + − α − β +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

,

( ) ( )[ ]2 sin cos cosA
A

r
C

H
= α − β − α − β ϕ .

Для проверки точности формул для скоростей φ,rV V , определяющих парамет-

ры наплыва h∆  и l , проводились опыты с идентированием образцов из техниче-

ского пластилина т 2 2
Н Н2 ,  30
мм мм

E⎛ ⎞σ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, представляющих собой плиты раз-

мерами 130×105×35 мм с различными по форме параболоидными инденторами, с
учетом рекомендаций ГОСТ 56232-2014. После каждого опыта образец разрезался
осевой плоскостью и замерялись параметры h∆  и l  для каждой глубины H по-
гружения индентора.

Опыт для каждой глубины повторялся 3 раза при температуре 21–22 °С. Кон-
тактные поверхности смазывались тальком. Опытные результаты по замеру пара-
метров наплыва для каждой глубины погружения H (мм) индентора с уравнением

поверхности параболоида: 2Z r= κ ⋅ , где 1= 0.067
мм

κ , приведены в таблице.

Экспериментальные данные по замеру параметров наплыва

Глубина внедрения, H Высота наплыва, ∆h Длина наплыва, l
7 1.5 11.2
13 2.6 13.0
18 3.5 14.5

Для примера рассмотрим определение параметров наплыва при погружении
инденторас параметром к = 0.067 по нижеприведенным зависимостям, со сле-
дующими входными данными 01мм/c, 1мм, = 0,1ммV H H= = ∆ . Осуществляя
пошаговые вычисления ∆h и l при достижении глубины внедрения H = 7 мм, по-
лучили ∆h = 1.9 мм, l = 9.4 мм. Результаты удовлетворительно согласуются с
опытными данными таблицы.

В работах некоторых исследователей [1, 3] отмечается, что при идентировании
стальных образцов между материалом и индентором образуется жесткая зона. Для
изучения этой особенности при идентировании образцов из пластилина брали
двуслойный образец из слоев разного цвета. Верхний – телесного цвета, толщи-
ной 5 мм, нижний – черного цвета толщиной 35 мм.
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На рис. 2 показан разрез плиты осевой плоскостью в результате погружения
индентора на 18 мм. Контактный слой телесного слоя имеет толщину 1.2−1.5 мм,
остальной материал верхнего слоя переместился в наплыв. Отсюда можно сделать
вывод, что в случае индентирования образцов из пластилина жесткая зона имеет
незначительную толщину или отсутствует.

Рис. 2. Образование наплыва после внедрения параболоида на 18 мм
Fig. 2. Sag formation following the paraboloid embedding by 18 mm

Заключение

Разработанный метод приближенного аналитического определения геометри-
ческих параметров высоты и длины наплыва в зависимости от глубины внедрения
параболоида в упругопластическое полупространство показал удовлетворитель-
ное соответствие экспериментальным результатам. Полученные аналитические
зависимости для расчета скоростей Vr  = Vφ позволяют исследовать напряженно-
деформированное состояние материала в поверхностном слое полупространства и
при других похожих процессах механической обработки, например, дробеударной
обработки поверхностного слоя и резания.
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The problem of the indenter embedding into a half-space is formulated and solved. A concept
of the elastic contact is used, which implies the uniformity of the stress-strain state in a surface
layer. The process of the surface layer formation after mechanical treatment is studied. Based on
the general theory of indenter penetration into a half-space, numerical and analytical solutions,
determining the length and depth of penetration of a paraboloid into elastoplastic space, are
obtained. According to the theory of indentation, the problem is reduced to the use of the method
of approximate determination of geometric parameters of a bead, when a paraboloid is being
embedded into elastoplastic space. An exact solution to the formulated problem allows one to
obtain analytical dependences for calculating the velocities and to study the stress-strain state of
the material in the half-space surface layer during the processing. The reliability of the obtained
analytical solution is confirmed by numerical calculations without introducing additional
hypotheses.

Based on the analytical solution, the geometric parameters of the influx from the penetration
depth are determined. Calculations can be performed at any embedding depth. Sag formation
during the indenter embedding by 18 mm into plasticine specimens is considered as an example.
It is shown that the rigid zone is insignificant or absent.
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