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The computational complexity of systems of monomials by compositional circuits is
investigated. In such a model, complexity is understood as the smallest number of
composition operations required to compute a system of monomials. For this model we
have found the computational complexity of a system of p monomials in two variables
up to a term that grows as p. By lsh(A) we mean the complexity of implementation
of the system of monomials defined by the matrix A by composition circuits. For any
integer a we assume a+ = max (a, 1).
Theorem. Let A = (aij) be a (p×q)-matrix without zero rows and columns consisting
of non-negative integers. Then G(A) 6 lsh(A) 6 G(A) + 2p− 3, where

G(A) = max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 a+
ik1

max
l:l<k

a+
il1

,
a+
ik2
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l:l<k

a+
il2

, 1

.
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We also show that for composition circuits, in contrast to other models, the asymtot-
ical growth of the computational complexity of system of monomials in two variables
in the general case is not determined by any improper subset of this system of mono-
mials.

Keywords: set of monomials, computation complexity, circuit complexity, composi-
tion circuit.

1. Введение, основные определения
Исследуется сложность вычисления системы мономов схемами композиции [1 – 4].
Операция композиции, предложенная в [5], является обобщением операции умноже-

ния: композицией мономов U = x1
a11x2

a12 . . . xq
a1q и V = x1

a21x2
a22 . . . xq

a2q относительно
монома R = x1

b1x2
b2 . . . xq

bq называется моном

(U, V )R =
UV

R
= x1

a11+a21−b1x2
a12+a22−b2 . . . xq

a1q+a2q−bq ,

при этом степени монома R не могут превосходить соответствующих степеней моно-
мов U и V . Если R—нулевой моном (моном с нулевым набором степеней), то соответ-
ствующая операция композиции является просто операцией умножения.

Схемой композиции будем называть такую последовательность мономов

S = (x1, . . . , xq, U1, . . . , Un),

что каждый из мономов Uk, k = 1, . . . , n, получается композицией двух каких-либо
предшествующих мономов (не обязательно различных) относительно некоторого мо-
нома Rk (вообще говоря, своего для каждой операции композиции). Под сложностью
lsh(S) схемы композиции S будем понимать число n.

Схема композиции S реализует моном U , если U является одним из мономов по-
следовательности S (в дальнейшем будем записывать это в виде U ∈ S). Аналогично,
схема композиции S реализует систему мономов M , если для каждого монома U из
системы M выполнено условие U ∈ S.

Часто бывает удобно строить схемы поэтапно: например, для реализации системы
мономов M сначала построить схему, реализующую некоторую вспомогательную си-
стему мономов M0, а затем добавить элементы, используя мономы системы M0. Этот
метод неоднократно используется и в данной работе. Из этих соображений обобщим
понятие схемы следующим образом.

Схемой композиции над системой мономов M = {V1, . . . , Vr} будем называть та-
кую последовательность мономов

S = (V1, . . . , Vr, U1, . . . , Un),

что каждый из мономов Uk, k = 1, . . . , n, получается композицией двух предшеству-
ющих мономов относительно некоторого монома Rk. Под сложностью lsh(S) схемы
композиции S над системой мономов M будем понимать число n.

Для системы мономов M , следуя [2], положим lsh(M) = min lsh(S), где минимум
берётся по всем схемам композиции, реализующим системуM . Величину lsh(M) будем
называть сложностью реализации системы мономов M схемами композиции. Ана-
логично, для систем мономов M и M0 положим lsh(M/M0) = min lsh(S), где минимум
берётся по всем схемам композиции, реализующим систему мономов M над системой
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мономов M0. Величину lsh(M/M0) будем называть сложностью реализации системы
мономов M над системой мономов M0 схемами композиции. Если выполнено усло-
вие lsh(S) = lsh(M/M0), то будем называть схему S минимальной схемой композиции
(реализующей систему мономов M над системой мономов M0).

Заметим, что систему мономов

M = {x1
a11x2

a12 . . . xq
a1q , x1

a21x2
a22 . . . xq

a2q , . . . , x1
ap1x2

ap2 . . . xq
apq}

можно однозначно задать с помощью матрицы (без нулевых строк) из целых неотри-
цательных чисел

A =


a11 a12 . . . a1q

a21 a22 . . . a2q

. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apq

 .

Сложностью lsh(A) реализации матрицы A схемами композиции будем называть слож-
ность реализации схемами композиции соответствующей этой матрице системы моно-
мов. Таким образом, если матрице A соответствует система мономов MA, то lsh(A) =
= lsh(MA). В дальнейшем во всех терминах и обозначениях сложности будем допускать
замену системы мономов на соответствующую матрицу (и наоборот).

2. Сравнение схем композиции с другими вычислительными моделями
Интерес к задаче о сложности вычисления систем мономов схемами композиции

обусловлен несколькими факторами.
Во-первых, задача об исследовании различных свойств, связанных в том числе с

вопросами сложности, известной в алгебре операции композиции [5], возникает есте-
ственным образом. Операция умножения является частным случаем операции ком-
позиции, и при вычислении одного монома от нескольких переменных, а также при
вычислении системы мономов от одной переменной сложность в классе схем компо-
зиции устанавливается очень просто [1], что помогает при исследовании сложности
аналогичных задач в классе схем умножения выделить содержательную часть, отде-
лив её от технически сложной и трудоёмкой, но малосодержательной части.

Во-вторых, исследование этой задачи даёт надежду на разработку новых методов
для асимптотически точного решения задачи Пиппенджера [6], т. е. задачи о сложности
реализации систем мономов схемами из элементов, реализующих операцию умноже-
ния. В этом направлении есть достижения— результат об асимптотике роста функции
шенноновского типа, характеризующей максимальную сложность реализации систем
мономов с индивидуальными ограничениями на показатели степеней в мономах, уда-
лось при некоторых слабых ограничениях перенести с модели схем композиции на
классическую модель схем умножения [4].

В-третьих, при изучении сложности реализации систем мономов схемами компози-
ции были обнаружены новые неожиданные эффекты, представляющие значительный
интерес [2]. Ещё один из таких эффектов описан в данной работе.

Отметим особенности модели схем композиции в сравнении с другими моделями.
В первую очередь рассмотрим классическую задачу о сложности возведения в сте-
пень [7, разд. 4.6.3] и её обобщения [8].

Для простейшего случая (вычисление одного монома от одной переменной xa) зада-
ча о сложности реализации схемами композиции имеет тривиальное решение — слож-
ность равна dlog ae (здесь и далее под записью log x понимается log2 x). Для классиче-
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ской модели установлено [9], что для вычисления величины xa при a→∞ достаточно

log a+
log a

log log a
(1 + o(1))

операций умножения; мощностным (неконструктивным) методом доказано [10, 11], что
при любом положительном ε для почти всех значений a для вычисления величины xa

требуется не менее

log a+ (1− ε) log a

log log a

операций умножения; при этом не известно конструктивной нижней оценки лучше,
чем доказанная в [12] оценка

l(xa) > log a+ log s(a)− 2,13,

где s(a) —количество единиц в двоичной записи числа a. Таким образом, для схем
умножения при вычислении одной степени xa для почти всех значений a разность
между верхней и нижней оценками (а также между реальной сложностью и нижней
оценкой) имеет порядок log a/log log a.

Задачи о сложности реализации матриц размеров 1 × q и p × 1 (т. е. о сложности
вычисления одного монома от q переменных и p степеней одной переменной соответ-
ственно) схемами композиции также имеют простое решение с точным ответом [1].
Аналогичные задачи для схем умножения— это задачи Беллмана [13] и Кнута [7,
разд. 4.6.3, упр. 32]. Для них в работах [14, 15] найдена сложность при фиксированных
параметрах p и q, а в [16 – 18] — асимптотика роста сложности. Здесь и далее, говоря
об асимптотике роста сложности матрицы A = (aij), мы подразумеваем асимптотику
роста сложности при условии

∑
aij →∞.

Для классической модели в случае матриц размера 2×q и p×2 даже поиск асимпто-
тики роста сложности становится значительно труднее. В работе [19] установлено, что
при некоторых слабых ограничениях асимптотика роста сложности реализации матри-
цы A размера p×2 схемами умножения равна logD(A), где D(A) —максимум абсолют-
ных величин миноров матрицы A. При этом для схем умножения работает принцип
двойственности [20]: если в матрице A размера p× q из целых неотрицательных чисел
нет нулевых строк и столбцов, то l(A)+p = l(AT)+q, где l(A) — сложность реализации
матрицы A схемой умножения. Таким образом, применение принципа двойственности
к оценке для матрицы размера p × 2 сразу доставляет аналогичную оценку для мат-
рицы размера 2× q.

Как показано в работе [21], для модели с двумя операциями— умножением и деле-
нием— асимптотика сложности матрицы произвольного размера также определяется
величиной D(A). Таким образом, для моделей с операцией умножения и с операциями
умножения и деления сложность матриц размера 2× q и p×2 определяется некоторой
подматрицей размера 2× 2.

Для модели с одной операцией умножения, но допускающей использование отри-
цательных степеней переменных, в [22] также установлен результат, показывающий,
что сложность матрицы размера 2× q определяется некоторой её подматрицей разме-
ра 2× 2.

Возвращаясь к задаче реализации матриц схемами композиции, отметим, что для
реализации матрицы размера 2 × q в [3] установлено точное значение сложности, а
также показано, что эта сложность, как и во всех перечисленных случаях, определя-
ется подматрицей размера 2×2. Аналогичное утверждение для сложности реализации
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матриц размера p × 2 схемами композиции не может быть получено из соображений
двойственности, так как для схем композиции они не работают в достаточной степе-
ни [2]. Более того, оказывается, что в этом случае оно, вообще говоря, неверно.

Следующий пример демонстрирует, что при фиксированном p даже удаление од-
ного произвольного монома может изменить асимптотику роста сложности.

Пусть p—чётное число. Рассмотрим матрицу

A =



22n 1
22n 23n

24n 23n

24n 25n

. . . . . .
2pn 2(p−1)n

2pn 2(p+1)n


.

Пусть {U1, U2, . . . , Up}— система мономов, соответствующая матрице A. Тогда
lsh(A) = lsh({U1, U2, . . . , Up}). Рассмотрим последовательность мономов:

S =
(
x, y, xy,

x2y, x4y, . . . , x22n−1y, x22ny,

x22ny2, x22ny4, . . . , x22ny23n−1, x22ny23n ,

x22n+1y23n , x22n+2y23n , . . . , x24n−1y3n, x24ny3n,

x24ny23n+1, x24ny23n+2, . . . , x24ny25n−1, x24ny25n ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x2(p−2)n+1y2(p−1)n
, x2(p−2)n+2y2(p−1)n

, . . . , x2pn−1y2(p−1)n
, x2pny(p−1)n,

x2pny2(p−1)n+1, x2pn+1y2(p−1)n+2, . . . , x2pn+1y2(p+1)n−1, x2pn+1y2(p+1)n
)
.

Нетрудно заметить, что эта последовательность является схемой, реализующей мат-
рицу A. Найдём сложность схемы. Так как мономы x и y «даны изначально», т. е. не
учитываются при подсчёте сложности, то

lsh(S) = 1 + 3n+ 2n(p− 1) = (2p+ 1)n+ 1

и, поскольку схема S реализует матрицу A, то

lsh(A) 6 lsh(S) = (2p+ 1)n+ 1.

Введём обозначение: для произвольных мономов U1 и U2 будем говорить, что мо-
ном U1 содержится в мономе U2 (или что моном U2 содержит моном U1), и пи-
сать U1 6 U2, если все показатели степеней монома U1 не превосходят соответствующих
показателей степеней монома U2. Если это условие не выполнено, то будем говорить,
что моном U1 не содержится в мономе U2 (моном U2 не содержит моном U1), и
писать U1 66 U2.

Установим нижнюю оценку для величины lsh(A). Пусть S0 —минимальная схема,
реализующая матрицу A. Рассмотрим систему мономов M1 = {U ∈ S0 : U 6 U1} и
последовательность мономов S1, состоящую из всех мономов системыM1, упорядочен-
ных так же, как в схеме S0. Легко видеть, что последовательность S1 является схемой,



108 С.А. Корнеев

реализующей моном U1. Очевидно, для реализации этого монома потребуется как ми-
нимум 2n + 1 операций: 2n операций для увеличения степени c 1 до 2n и ещё одна
операция для «объединения» переменных x и y. Таким образом,

lsh(S1) > 2n+ 1.

Теперь рассмотрим систему мономов M2 = {U ∈ S0 : U 6 U2} и последователь-
ность мономов S2, состоящую из всех мономов системы M2, упорядоченных так же,
как и в схеме S0. Легко видеть, что последовательность S2 является схемой, реализу-
ющей моном U2 над системой мономов M1. Очевидно, для такой схемы потребуется по
крайней мере 3n операций, то есть

lsh(S1) > 3n.

Продолжая это рассуждение, будем для i = 3, . . . , p рассматривать систему моно-
мов Mi = {U ∈ S0 : U 6 Ui} и последовательность мономов Si, состоящую из всех
мономов системы Mi, упорядоченных так же, как и в схеме S0. Последовательность Si
является схемой, реализующей моном Ui над системой мономов M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mi−1.
При этом

lsh(Si) > 2n, i = 3, . . . , p.

Так как любой моном схемы S0 учитывается при подсчёте сложности только одной из
схем S1, S2, . . . , Sp, то

lsh(S0) >
p∑
i=1

lsh(Si).

Отсюда, используя минимальность схемы S0 и нижние оценки сложности схем Si,
i = 1, . . . , p, получаем

lsh(A) = lsh(S0) >
p∑
i=1

lsh(Si) > 2n+ 1 + 3n+ 2n(p− 1) = (2p+ 1)n+ 1.

Верхняя и нижняя оценки совпали. Таким образом, мы нашли сложность реализации
матрицы A:

lsh(A) = (2p+ 1)n+ 1.

Обозначим через A(k) матрицу, полученную из A удалением k-й строки. Находя
сложность этой матрицы аналогичным способом, получим

lsh(A
(k)) = (2p− 1)n+ 1.

Вычислим соотношение сложностей данных матриц:

lsh(A)

lsh(A(k))
=

(2p+ 1)n+ 1

(2p− 1)n+ 1
= 1 +

2n

(2p− 1)n+ 1
= 1 +

1

p− 1/2 + 1/(2n)
.

Рассмотрим последовательности матриц An и A(kn)
n , которые получаются из матриц A

и A(k) соответственно при n = 1, 2, 3, . . . и произвольных kn ∈ {1, 2, . . . , p}. Тогда

lim
n→∞

lsh(An)

lsh(A
(kn)
n )

= 1 +
1

p− 1/2
,
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т. е. асимптотика роста сложности последовательности матриц A
(kn)
n отличается от

асимптотики роста сложности последовательности матриц An.
Этот пример легко обобщается на случай нечётного p.
Приведённый пример показывает, что при реализации системы мономов, задавае-

мой матрицей размера p× 2, схемами композиции, в отличие от моделей с операцией
умножения и с операциями умножения и деления, асимптотика роста сложности не
только не определяется подматрицей размера 2× 2, но даже, вообще говоря, не опре-
деляется никакой подматрицей размера (p− 1)× 2. Поэтому ожидать простой и ком-
пактной формулы, определяющей асимптотику роста сложности реализации матриц
размера p× 2 схемами композиции, не приходится. В данной работе эта асимптотика
найдена с точностью до слагаемого порядка p, и соответствующий результат сформу-
лирован в терминах соотношений элементов в каждом столбце.

3. Вспомогательные утверждения
Для доказательства основных результатов потребуется ряд вспомогательных

утверждений (леммы 1–10). Доказательство леммы 2 можно найти в работе [2], до-
казательства лемм 3–5, а также другое доказательство леммы 2— в [3].

Для произвольного числа a будем использовать обозначение a+ = max (a, 1). В лем-
ме 5 и всюду далее Sp обозначает группу перестановок множества {1, 2, . . . , p}, а мак-
симум, берущийся по пустому множеству элементов, считается равным единице.

Пусть даны схема
S1 = (U1, . . . , Us, Us+1, . . . , Us+l1)

над системой мономов {U1, . . . , Us} и схема

S2 = (V1, . . . , Vt, Vt+1, . . . , Vt+l2)

над системой мономов {V1, . . . , Vt}, и при этом каждый моном системы {V1, . . . , Vt}
содержится в схеме S1. Легко видеть, что тогда последовательность мономов

(U1, . . . , Us, Us+1, . . . , Us+l1 , Vt+1, . . . , Vt+l2)

является схемой сложности l1 + l2 над системой мономов {U1, . . . , Us}. Построенную та-
ким образом схему будем обозначать через S(S1;S2). Отмеченный факт сформулируем
в виде утверждения.

Лемма 1. Пусть S1 — схема, реализующая систему мономовM1 над системой мо-
номов M0, а S2 — схема, реализующая систему мономов M2 над системой мономов M ′

1,
причёмM ′

1 ⊆M1. Тогда существует такая схема S12, реализующая систему мономовM2

над системой мономов M0, что

lsh(S12) = lsh(S1) + lsh(S2).

Приведём несколько известных утверждений.
Лемма 2 [1, теорема 2]. Для монома U = x1

a1 . . . xq
aq справедливо равенство

lsh(U) =

⌈
log max

k:16k6q
ak

⌉
+ q − 1.

Лемма 3 [3, лемма 3]. Пусть S —минимальная схема, реализующая систему мо-
номов M над системой мономов M0, мономы из системы M0 не имеют общих пере-
менных, моном U0 содержится в каждом из мономов системы M , а также является
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элементом схемы S. Тогда

lsh(M/M0) = lsh(U0/M
′
0) + lsh(M/M ′′

0 ),

где M ′
0 = {U ∈M0 : U 6 U0}, M ′′

0 = (M0 \M ′
0) ∪ {U0}.

Лемма 4 [3, лемма 4]. Пусть мономы U = x1
a1x2

a2 . . . xq
aq и V = x1

b1x2
b2 . . . xq

bq

удовлетворяют условиям ak > bk > 0, k = 1, . . . , q. Тогда

lsh(U/V ) =

⌈
log max

k:16k6q

ak
bk

⌉
.

Лемма 5 [3, лемма 7]. Пусть в матрице

A =


a11 a12 . . . a1q

a21 a22 . . . a2q

. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apq


все элементы— натуральные числа. Тогда

lsh(A/x1x2 . . . xq) > max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 max
j:16j6q

 aikj
max
l:l<k

ailj

, 1
.

Лемма 6. Пусть A—матрица размера p× 2 из натуральных чисел. Тогда

lsh(A) = lsh(A/xy) + 1.

Доказательство. Верхняя оценка следует из леммы 1.
Докажем нижнюю оценку. Пусть {U1, . . . , Up}— система мономов, соответствующая

матрице A, и S —минимальная схема, реализующая A. Рассмотрим множества

Sk = {U ∈ S : U 6 Uk}, k = 1, . . . , p.

В каждом из этих множеств есть хотя бы один моном вида xay (a > 0). Среди всех мо-
номов такого вида в схеме S выберем моном с наименьшим показателем a и обозначим
его через U0. Очевидно, тогда U0 6 Uk, k = 1, . . . , p. Используя леммы 1–3, получаем

lsh(A) = lsh(A/U0) + lsh(U0) = lsh(A/U0) + lsh(U0/xy) + 1 > lsh(A/xy) + 1,

что и требовалось.

Следующая лемма обобщает утверждение леммы 5 на случай матрицы с нулевыми
элементами.

Лемма 7. Пусть в матрице

A =


a11 a12

a21 a22

. . . . . .
ap1 ap2


все элементы— целые неотрицательные числа. Тогда

lsh(A) > max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 a+
ik1

max
l:l<k

a+
il1

,
a+
ik2

max
l:l<k

a+
il2

, 1

.
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Доказательство. Пусть S = (x, y, U1, U2, . . . Ul) —минимальная схема, реализу-
ющая матрицу A. Для произвольного монома U = xayb положим

U ′ =


xyb, если a = 0;

xay, если b = 0;

xayb иначе.

Легко видеть, что тогда последовательность мономов S ′ = (xy, U ′1, U
′
2, . . . U

′
l ) является

схемой, реализующей матрицу A′ = (a+
ij) над мономом xy. Отсюда, используя леммы 5

и 6, получаем

lsh(A) = lsh(S) = lsh(S
′) > lsh(A

′/xy) > max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 a+
ik1

max
l:l<k

a+
il1

,
a+
ik2

max
l:l<k

a+
il2

, 1

,
что и требовалось.

Лемма 8. Пусть для мономов V = xa1ya2 , V0 = xb1yb2 , V1 = xa11ya12 и V2 = xa21ya22

выполнены условия

0 < max (a11, a21) 6 b1 6 a1, 0 < max (a12, a22) 6 b2 6 a2,
b1

2
< a11,

b2

2
< a22.

Тогда существует схема S, реализующая моном V над системой мономов {V1, V2} и
удовлетворяющая следующим условиям:

1) Для сложности схемы S верно равенство

lsh(S) =

⌈
log max

(
a1

b1

,
a2

b2

)⌉
+ 2.

2) Для любого натурального числа c1, для которого справедливы неравенства

b1 6 c1 6 a1,
a2

b2

6
c1

b1

, (1)

существуют такие натуральные числа d1, d2, что

c1

2
< d1 6 c1,

a2

2
< d2 6 a2 (2)

и xd1yd2 ∈ S.
Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что

a1

b1

>
a2

b2

(от-

метим, что это неравенство следует из условий (1)). Положим n =

⌈
log

a1

b1

⌉
. Искомая

схема будет иметь вид

S = (xa11ya12 , xa21ya22 , xa11ya22 , xb1yb2 , xb11yb12 , xb21yb22 , . . . , xbn1ybn2),

где bij = min (2ibj, aj), i = 1, . . . , n, j = 1, 2. Легко видеть, что bn1 = a1 и bn2 = a2, т. е.
схема S реализует моном V .
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Пусть теперь для натурального числа c1 выполнены условия (1). Положим m =

=

⌊
log

c1

b1

⌋
и заметим, что из условий леммы следует неравенство m 6 n. Покажем,

что для чисел d1 = bm1 и d2 = bm2 выполнены условия (2). Действительно,

bm1 6 2mb1 = 2blog(c1/b1)cb1 6 2log (c1/b1)b1 = c1,

bm1 = min
(
2blog (c1/b1)cb1, a1

)
> min

(
2log (c1/b1)−1b1, a1

)
= min

(c1

2
, a1

)
=
c1

2
,

bm2 6 a2,

bm2= min
(
2blog (c1/b1)cb2, a2

)
>min

(
2log (c1/b1)−1b2, a2

)
= min

(
c1b2

2b1

, a2

)
>min

(a2

2
, a2

)
=
a2

2
,

что и требовалось.

Следующая лемма уточняет утверждение леммы 9 для случая, когда мономы V0,
V1 и V2 совпадают.

Лемма 9. Пусть для мономов V = xa1ya2 и V0 = xb1yb2 выполнены условия

0 < b1 6 a1, 0 6 b2 6 a2.

Тогда существует схема S, реализующая моном V над мономом V0 и удовлетворяющая
следующим условиям:

1) Для сложности схемы S верно равенство

lsh(S) =

⌈
log max

(
a1

b1

,
a2

b2

)⌉
.

2) Для любого натурального числа c1, для которого справедливы неравенства

b1 6 c1 6 a1,
a2

b2

6
c1

b1

,

существуют такие натуральные числа d1, d2, что

c1

2
< d1 6 c1,

a2

2
< d2 6 a2

и xd1yd2 ∈ S.
Также сформулируем аналог леммы 9 для случая мономов от одной переменной.
Лемма 10. Пусть 0 < b 6 a. Тогда существует такая схема S, реализующая

моном xa над мономом xb, что

lsh(S) =
⌈
log

a

b

⌉
.

Кроме того, если для натурального числа c выполнено условиe b 6 c 6 a, то схема S
содержит моном xd, для которого выполнено условие c/2 < d 6 c.

4. Формулировка и доказательство основных результатов
Сформулируем и докажем основной результат для случая матрицы без нулевых

элементов.
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Теорема 1. Пусть в матрице

A =


a11 a12

a21 a22

. . . . . .
ap1 ap2


все элементы— натуральные числа. Тогда

F (A) + 1 6 lsh(A) 6 F (A) + 2p− 3,

где

F (A) = max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 aik1

max
l:l<k

ail1
,

aik2

max
l:l<k

ail2
, 1

.
Доказательство. Нижняя оценка следует из лемм 5 и 6.
Докажем верхнюю оценку. Без ограничения общности будем считать, что в матри-

це A все строки различны. Определим перестановку (j1, j2, . . . , jp) строк матрицы A
по следующим индуктивным правилам.

Рассмотрим все строки матрицы A, содержащие её минимальный элемент. Среди
них выберем такую строку, чтобы другой (оставшийся) элемент этой строки был мини-
мально возможным (если таких строк две, то берём любую из них). Обозначим номер
этой строки через j1.

Пусть уже определён набор (j1, . . . , ji−1). Положим

Ki = {1, 2, . . . , p} \ {j1, . . . , ji−1}, bil = max
j∈{j1,...,ji−1}

ajl, l = 1, 2.

Рассмотрим все пары (j, l), j ∈ Ki, l ∈ {1, 2}, на которых достигается минимум вели-
чины ajl/bil. Среди этих пар выберем такую, чтобы величина aj,3−l принимала мини-
мально возможное значение (если таких пар две, то берём любую из них). Обозначим
первый элемент выбранной пары через ji.

Так как изменение порядка строк не влияет на сложность реализации матрицы, то
без ограничения общности будем считать, что j1 = 1, j2 = 2, . . . , jp = p.

Пусть {U1, U2, . . . , Up}— система мономов, соответствующая матрице A. Заданный
порядок удовлетворяет следующим условиям:

1) Если 1 6 i < j 6 p, то Uj 66 Ui.
2) Для всех i = 1, . . . , p выполнено равенство

min
l=1,2

ail
bil

= min
j:i6j6p

min
l=1,2

ajl
bil
. (3)

Обозначим схему (x, y, xy) через S̃0 и положим

t1 = dlog max (a11, a12)e , t2 = dlog max (a21, a22)e ,

t12 =

⌈
log max

(
a11

a21

,
a12

a22

)⌉
, t21 =

⌈
log max

(
a21

a11

,
a22

a12

)⌉
.

Рассмотрим все возможные случаи соотношения мономов U1 и U2:
1. Пусть один из мономов U1, U2 не превосходит другого.
1.1) Пусть выполняется соотношение U1 6 U2.
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Применяя лемму 9, построим схему S1, реализующую моном U1 над мономом xy,
и схему S2, реализующую моном U2 над мономом U1. Положим S̃1 = S(S̃0;S1), S̃2 =

= S(S̃1;S2). Тогда
lsh(S1) + lsh(S2) = t1 + t21.

1.2) Пусть выполняется соотношение U2 6 U1.
Применяя лемму 9, построим схему S2, реализующую моном U2 над мономом xy,

и схему S1, реализующую моном U1 над мономом U2. Положим S̃1 = S(S̃0;S2), S̃2 =

= S(S̃1;S1). Тогда
lsh(S1) + lsh(S2) = t2 + t12.

2. Пусть выполняются соотношения U1 66 U2 и U2 66 U1.
Положим c = 2max (t1−t12,t2−t21), U0 = xmin (c,a11,a21)ymin (c,a12,a22).
Применяя лемму 9, построим схему S0, реализующую моном U0 над мономом xy,

схему S01, реализующую моном U1 над мономом U0, и схему S2, реализующую моном U2

над мономом U0. Положим S1 = S(S̃0;S01), S̃1 = S(S̃0;S1), S̃2 = S(S̃1;S2).
2.1) Пусть выполняется неравенство t1 − t12 > t2 − t21. В этом случае

lsh(S0) = dlog max (min (c, a11, a21),min (c, a12, a22))e 6 log c = t1 − t12,

lsh(S01)=

⌈
log max

(
a11

min (c, a11, a21)
,

a12

min (c, a12, a22)

)⌉
=

⌈
log max

(
a11

c
,
a11

a12

,
a12

c
,
a12

a22

)⌉
=

= max

(⌈
log max

(a11

c
,
a12

c

)⌉
,

⌈
log max

(
a11

a21

,
a12

a22

)⌉)
= max (t1 − (t1 − t12), t12) = t12,

lsh(S2)=

⌈
log max

(
a21

min (c, a11, a21)
,

a22

min (c, a12, a22)

)⌉
=

⌈
log max

(
a21

c
,
a21

a11

,
a22

c
,
a22

a12

)⌉
=

= max

(⌈
log max

(a21

c
,
a22

c

)⌉
,

⌈
log max

(
a21

a11

,
a22

a12

)⌉)
=

= max (t2 − (t1 − t12), t21) 6 max (t2 − (t2 − t21), t21) = t21,

и поэтому
lsh(S1) + lsh(S2) = lsh(S0) + lsh(S01) + lsh(S2) 6 t1 + t21.

2.2) Пусть выполняется неравенство t1 − t12 > t2 − t21. В этом случае аналогично
получаем

lsh(S1) + lsh(S2) 6 t2 + t12.

Таким образом, в любом случае схема S̃2 реализует систему мономов {U1, U2} и при
этом справедливо неравенство

lsh(S̃2) 6 max (t1 + t21, t2 + t12) + 1. (4)

Будем индуктивно строить последовательность схем S̃3, S̃4, . . . , S̃p, где схема S̃i,
i = 3, . . . , p, реализует систему мономов {U1, U2, . . . , Ui}.

Пусть схема S̃i−1 уже построена. Построим схему Si, реализующую моном Ui над
некоторой системой мономов {V1, V2} (вообще говоря, своей для каждого шага), со-
держащейся в схеме S̃i−1. Выберем такое k < i, что Uk —наименьший из мономов
вида xbi1yb. Опять рассмотрим все возможные случаи:

1. Если ak1 6 ai1 и ak2 6 ai2, то положим V1 = Uk.
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2. Если ak1 6 ai1 и ak2 > ai2, то из условия (3) следует, что ak1/bk1 6 ai2/bk2.
Отсюда, используя лемму 8 и учитывая построение схемы Sk, получаем, что эта схема
содержит моном V1 = xd1yd2 , где

ak1/2 < d1 6 ak1, ai2/2 < d2 6 ai2.

3. Если ak1 > ai1 и ak2 6 ai2, то из условия (3) следует, что ak2/bk2 6 ai1/bk1.
Отсюда, используя лемму 8 и учитывая построение схемы Sk, получаем, что эта схема
содержит моном V1 = xd1yd2 , где

ai1/2 < d1 6 ai1, ak2/2 < d2 6 ak2.

Аналогично, рассматривая степени при переменной y, выберем в схеме S̃i моном V2.
Применяя лемму 8 для мономов V = Ui, V0 = xmin (ai1,bi1)ymin (ai2,bi2), V1 и V2, по-

строим схему Si, реализующую моном Ui над системой мономов {V1, V2}, для которой
выполнено равенство

lsh(Si) =

⌈
log max

(
ai1

min (ai1, bi1)
,

ai2
min (ai2, bi2)

)⌉
+ 2. (5)

Положим S̃i = S(S̃i−1;Si). Тогда схема S̃i реализует систему мономов {U1, . . . , Ui}, при
этом

lsh(S̃i) = lsh(S̃i−1) + lsh(Si). (6)

Наконец, используя (4)–(6), получаем

lsh(A) 6 lsh(S̃p) = lsh(S̃2) +
p∑
i=3

lsh(Si) 6

6
p∑
i=1

⌈
log max

(
ai1

min (ai1, bi1)
,

ai2
min (ai2, bi2)

)⌉
+ 2p− 3 =

=
p∑
i=1

⌈
log max

(
ai1
bi1
,
ai2
bi2
, 1

)⌉
+ 2p− 3 =

p∑
i=1

log max

 ai1
max
j<i

aj1
,

ai2
max
j<i

aj2
, 1

+ 2p− 3 6

6 max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 aik1

max
l:l<k

ail1
,

aik2

max
l:l<k

ail2
, 1

+ 2p− 3,

что и требовалось.

Следующая теорема обобщает результат теоремы 1 на случай матрицы с нулевыми
элементами.

Теорема 2. Пусть в матрице

A =


a11 a12

a21 a22

. . . . . .
ap1 ap2


нет нулевых строк и столбцов и все её элементы— целые неотрицательные числа. Тогда

G(A) 6 lsh(A) 6 G(A) + 2p− 3,
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где

G(A) = max
(i1,...,ip)∈Sp

p∑
k=1

log max

 a+
ik1

max
l:l<k

a+
il1

,
a+
ik2

max
l:l<k

a+
il2

, 1

.
Доказательство. Нижняя оценка следует из леммы 7. Верхняя оценка доказы-

вается аналогично верхней оценке теоремы 1: в первую очередь нумеруются строки,
содержащие нуль; для соответствующих мономов вместо лемм 8 и 9 используется лем-
ма 10; если моном Ui содержит обе переменные, а все предыдущие мономы не содержат
переменной x (или y), то для построения схемы Si в качестве монома V1 (соответствен-
но V2) используется моном x (соответственно y).

5. Достижимость верхних и нижних оценок
Легко видеть, что нижняя оценка теорем 1 и 2 достигается на матрицах

2 2
4 4
8 8
. . . . . .

2p−2 2p−2

2p−1 2p−1

2p 2p


и



2 0
4 0
8 0
. . . . . .

2p−2 0
2p−1 0

0 2


соответственно. Приведём пример матрицы, на которой достигается верхняя оценка.
Пусть

B = (bij) =



2p 1
1 2p

7 7
15 15
. . . . . .

2p−1 − 1 2p−1 − 1
2p − 1 2p − 1


.

Нетрудно проверить, что максимум в верхней оценке теоремы для матрицы B
достигается при (i1, i2, . . . , ip) = (1, 2, . . . , p) и равен 4p − 3. Покажем, что lsh(A) >
> 4p− 3. Пусть S —минимальная схема, реализующая матрицу B над мономом xy, и
{U1, U2, . . . Up}— система мономов, соответствующая матрице B. Положим

M1 = {U ∈ S : U 6 U1}, M2 = {U ∈ S : U 6 U2}.

Рассмотрим последовательности мономов S1 и S2, состоящие из всех мономов си-
стем M1 и M2 соответственно, упорядоченных так же, как в схеме S. Легко видеть,
что последовательности S1 и S2 являются схемами, реализующими мономы U1 и U2

соответственно, над мономом xy.
Если для некоторого k, k = 3, . . . , p, выполнено условие, что схема S1 содержит

хотя бы один из мономов x2k−1y или x2k−2y, а схема S2 содержит хотя бы один из
мономов xy2k−1 или xy2k−2, то

lsh(Uk/M1 ∪M2 ∪ {Uk−1}) = 1.

Если это условие не выполнено, то

lsh(Uk/M1 ∪M2 ∪ {Uk−1}) = 2.
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Пусть условие выполнено ровно для s чисел из набора {3, . . . , p}. Тогда, применяя
лемму 4 для всех соответствующих мономов схем S1 и S2, получаем

lsh(S1) > p+ s, lsh(S2) > p+ s.

Из этих оценок следует, что

lsh(S) = lsh(S1) + lsh(S2) +
p∑

k=3

lsh(Uk/M1 ∪M2 ∪ {Uk−1}) >

> 2(p+ s) + s+ 2(p− 2− s) = 4p+ s− 4 > 4p− 4.

Отсюда, используя лемму 6 и минимальность схемы S, получаем

lsh(B) = lsh(B/xy) + 1 = lsh(S) + 1 > 4p− 3,

что и требовалось.
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