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ОБ ИЗМЕНЕНИИ ФОРМЫ БРАХИСТОХРОНЫ
ПРИ УЧЕТЕ ОГРАНИЧЕНИЯ НАГРУЗКИ НА ЖЕЛОБ

Получена система динамических уравнений, описывающая движение тела
по желобу при условии, что имеет место ограничение нагрузки на материал
желоба. Найдено аналитическое и численное решение этих уравнений. По-
казано, что в этом случае форма желоба (траектории) будет сильно отли-
чаться от классической брахистохроны. Задача решена в пренебрежении си-
лами трения.

Ключевые слова: динамические уравнения, форма желоба, сила реакции,
предел прочности.

В настоящем сообщении мы продолжим решение весьма интересного, с нашей
точки зрения, класса задач, придерживаясь методики, намеченной в предыдущих
авторских работах [1–6]. Однако в отличие от упомянутых работ, имеющих обыч-
ный академический интерес, здесь мы приведем решение другой не менее любо-
пытной проблемы, суть которой определяет ее чисто практическое значение.

Предположим, что имеется брахистохрона в виде желоба, по которой движется
тело массой m. Понятно, что при его движении, как и положено, появляется неко-
торая сила реакции желоба N, обязанная результирующему воздействию центро-
стремительной силы и силы тяжести.

При этом возникает следующий вполне закономерный вопрос о том, как мо-
жет повлиять на форму брахистохроны условие ограничения нагрузки на матери-
ал желоба? Совершенно понятно, что в областях наибольшего изгиба траектории
центростремительное ускорение становится довольно большим, а это, в свою оче-
редь, означает, что если, например, желоб не металлический, а сделан, скажем, из
пробки, то, несомненно, произойдет разрушение материала.

Таким образом, если материал имеет предел прочности, характеризуемый не-
которой предельной нагрузкой crN , то в этом случае во избежание его разруше-
ния всегда должно выполняться неравенство

crN N< . (1)

Система уравнений

Если ввести удобный в рамках решаемой задачи подвижный базис −τ n
(рис. 1), где τ  – единичный вектор касательной к кривой ( )y y x= , задающей
форму желоба, а −n  вектор единичной нормали к нему, то проекцию вектора си-
лы реакции желоба NN = n  на направление единичной нормали n  можно пред-
ставить в виде

2
cosvN m g

R
⎛ ⎞

= − α⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (2)
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Рис. 1. Схематическое изображение геометрии задачи
Fig. 1. Schematic representation of the problem geometry

где g – ускорение силы тяжести, α  – угол наклона касательной к оси ( )ox , кото-
рый в случае вогнутой кривой является тупым ( cos 0α < ), v – скорость тела, R –
радиус кривизны траектории в данной точке желоба. Здесь следует заметить, что
радиус кривизны, определяемый по известной формуле дифференциальной гео-
метрии [7]

( )
3

2 21 y
R

y

′+
=

′′

может быть как величиной положительной, так и отрицательной. Для выпуклой
кривой 0y′′ < , так же как и 0′α < , и, наоборот, для вогнутой книзу кривой 0y′′ >
и 0′α > . Это означает, что в любом случае модуль скорости должен определяться
по формуле

v R= α� , (3)
где производная по времени всегда одного знака с y′′  (см. рис. 1).

Поскольку для вогнутой кривой брахистохрона определяется условием
2 / cos 0v R g= − α >  (см. также работы [1, 5]), то есть когда величина силы реак-

ции 2 cosN mg= α , то в идеальных условиях результат проектирования дейст-
вующих сил на орты мгновенного базиса −τ n  немедленно приводит нас к сле-
дующей системе уравнений:

2
sin ,

cos ,

v g
v g
R

= α⎧⎪
⎨

= − α⎪⎩

�
(4)

где / 2π < α < π .
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Ее элементарное решение определяет классическое уравнение брахистохроны:
2

2

2 2( ) sin ,
4

2( ) 1 cos ,
4

C gt gtx t
g C C
C gty t

g C

⎧ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = − −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
где роль параметра t  играет время, а константа C  положительная и, как видно из
соображений размерности, представляет собой скорость.

В том случае, если учитывается условие (1), которое согласно (2) можно пере-
писать в виде

2
crcos

Nv g
R m

− α < , (5)

то вводя некоторое значение cr crN N N= < , условие (5) можно представить как
равенство

2
crcos Nv g

R m
− α = . (6)

Как это с очевидностью следует из определения (6), сила реакции для брахисто-
хроны в ноль никогда не обращается, поскольку для нее (см. чуть выше) должно
выполняться условие 2 cosN mg= α . Сказанное означает, что для получения пра-
вильного решения поставленной задачи нам необходимо провести небольшую ре-
визию уравнений (4), которые даже в случае 0N =  должны привести нас к урав-
нению брахистохроны. Действительно, поскольку второй закон Ньютона в отсутст-
вии сил сопротивления инвариантен по отношению к операции инверсии знака
времени, то есть по отношению к замене t t→ − , то нижнее уравнение системы (4)
остается без изменения, а верхнее можно записать с обратным знаком, но при этом
решение также приведет к корректному результату, в чем мы сейчас и убедимся.

В самом деле, запишем уравнения в виде

cr

sin ,

cos .

v g
N

v g
m

= − α⎧⎪
⎨ α − α =⎪⎩

�

� (7)

которые, как видим, даже в случае cr 0N = , но ( )0 !N ≠ , приводят нас к уравне-
нию брахистохроны. Кроме того, следует заметить, что замена t t→ −  формально
означает, что движение может осуществляться справа налево, но кривая скатыва-
ния, тем не менее, останется все той же брахистохроной. Эта операция также рав-
носильна и замене x x→ − .

Формальное решение системы (7) удобно представить, введя безразмерный
параметр

crN
p

mg
= , (8)

В результате тривиальное решение уравнений (7) приводит нас к следующему
простому соотношению

v cosC p= − α , (9)
где C – константа интегрирования.
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Как отсюда видно, при 0p =  мы действительно приходим к уравнению бра-
хистохроны, о чем чуть выше и упоминалось.

Анализ уравнений

В соответствии с определением параметра (8) рассмотрим теперь три наиболее
интересных случая:

1. 1p > ,    2. 1p <    и   3. 1p = .
Начнем со случая 1. 1p > .
Тогда из (9) следует, что

( )cosv C p= − α , (10)

а потому из верхнего уравнения системы (7) находим 0
gt
C

α = α + . Совершенно

очевидно, что в начальный момент времени тело под влиянием одной только силы
гравитации может скатываться лишь из самой верхней точки желоба. Считая эту
точку максимумом функции, без ограничения общности можно положить, что в
начальный момент времени 0 0α = . То есть

gt
C

α = . (11)

И решение (10) следует записать в виде

cos gtv C p
C

= − .

Поэтому из уравнений движения
cos ,

sin
x v
y v

= − α
= α
�
�

следует

( )

( )
0

0

cos cos ,

cos sin ,

x x p dt

y y p dt

⎧ = − − α α⎪
⎨

= + − α α⎪⎩

∫
∫

(12)

где 0 0,x y −  константы интегрирования.
Поскольку согласно (6) с учетом (3) сила реакции есть

( )cr cosN m v g= α + α� ,
то благодаря найденным зависимостям (10) и (11) имеем отсюда, что

( ) crcos cosgN m C p g pmg N
C

⎛ ⎞= − α + α = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

То есть для всех 2 0p≥ ≥  условие cr crN N N= <  выполняется автоматически.
Выбирая начальное условие для скорости в виде ( ) 00v v= , в соответствии с

решениями (9) и (11) получаем тогда, что

0

1
v

C
p

=
−

. (13)
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Накладывая также начальные условия на координаты в виде
( ) ( )0 0 0x y= = , (14)

после простого интегрирования уравнений (12) с учетом (13) и (14), можно прий-
ти к следующим параметрическим зависимостям:

( )

( )

2
0

2
0 0 0

2
0

2
0 0

1 1 2 11 1sin sin ,
2 21

1 2 11cos 1 4 cos .
41

v gt p gt p gt p
x p

v v vg p
v gt p gt p

y p p
v vg p

⎧ − − −⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞⎞⎤
= − +⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟⎢ ⎥

− ⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠⎠⎦⎪
⎨

− −⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞⎞⎤⎪ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟⎢ ⎥⎪ − ⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠⎠⎦⎩

(15)

В безразмерном виде эти решения удобно переписать следующим образом:

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

2

2

1 1 1sin 1 1 sin 2 1 ,
2 21

1 1cos 1 1 4 cos 2 1 ,
41

p p p p
p

p p p p
p

⎧ ⎡ ⎛ ⎞⎤ξ = τ − − τ − + τ −⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦−⎪
⎨

⎡ ⎤⎪η = τ − − + − τ −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦−⎩

(16)

где новые переменные есть

2 2
00 0

, ,gx gy gt
vv v

ξ = η = τ = . (17)

Зависимость ( )η = η ξ  согласно решениям (16) для разных значений параметра
p  иллюстрируют рис. 2 – 4.

Рис. 2. Зависимость ( )η = η ξ  при 0p =  (представляет собой классическую брахистохрону)

Fig. 2. Dependence ( )η = η ξ  at 0p =  (represents a classical brachistochrone)
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Рис. 3. Зависимость ( )η = η ξ  при 2p =  (линия 1) и при 4p =  (линия 2), 0 30≤ τ ≤

Fig. 3. Dependence ( )η = η ξ
 
at 2p =  (line 1) and 4p =

 
(line 2), 0 30≤ τ ≤

1

2

Рис. 4. Зависимость ( )η = η ξ  при 1/ 2p =  (линия 1) и 1/ 4p =  (линия 2), 0 50≤ τ ≤

Fig. 4. Dependence ( )η = η ξ
 
at 1/ 2p =  (line 1)

 
and 1/ 4p =

 
(line 2), 0 50≤ τ ≤
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Рассмотрим теперь противоположное неравенство (случай 2. 1p < ).
Этот случай примечателен тем, что согласно решению (9) существуют опреде-

ленные моменты времени, которые продиктованы двумя разными условиями, а
именно cos pα <  и cos pα > . Совершенно понятно, что решение (11) для этих
двух случаев должно быть записано тогда в виде

( )
0

1gt gt p
C v

α = = −∓ ∓ , (18)

где верхний знак соответствует случаю cos pα < , а нижний – случаю cos .pα >
Это означает, что при выполнении начальных условий (14) должна соблюдать-

ся следующая «чехарда» дискретных времен:

2 2 1n nt t t +< < , если cos 1pτ < < , (19)

и 2 2 1,n nt t t t +< > , если cosp < τ , (20)

где 

( ) ( )

( ) ( )[ ]

0
2

0
2 1

1
arccos 2 ,

1
arccos 2 1 .

n

n

v p
t p n

g
v p

t p n
g+

−⎧ = + π⎪⎪
⎨ −⎪ = + π +
⎪⎩

(21)

Заметим, что в этом случае форма желоба, материал которого характеризуется
малым пределом прочности, показана на рис. 4, из которого с очевидностью вид-
но, что вначале движения траектория должна быть почти вертикальной, плавно
переходящей в горизонтальный участок, который затем выгибается в форму пара-
болы, давление на которую, как мы знаем (см. работу [1]), равно нулю.

Рассмотрим теперь последний, но также весьма важный случай, когда 1p = .
Решение (9) при этом можно представить, как

( )1 cosv C= − α . (22)
Из уравнений (7) тогда следует, что

gt
C

α = − . (23)

В результате получаем
2

0

2

0

1 1sin sin 2 ,
2 2

1cos cos 2 .
4

Cx x
g
Cy y
g

⎧ ⎛ ⎛ ⎞⎞= + α − α + α⎜ ⎜ ⎟⎟⎪⎪ ⎝ ⎝ ⎠⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = + − α + α⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

(24)

Из условий (14), когда траектория выходит из начала координат, то есть
( ) ( )0 0 0x y= = , следует, что

2

0 0
30,
4
Cx y
g

= = .

Поэтому 

2

2
4

1 1sin sin 2 ,
2 2

2 sin .
2

Cx
g
Cy
g

⎧ ⎛ ⎛ ⎞⎞= α − α + α⎜ ⎜ ⎟⎟⎪⎪ ⎝ ⎝ ⎠⎠
⎨

α⎛ ⎞⎪ = ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

(25)
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Из решения (22) следует, что в начальный момент времени скорость тела ав-
томатически должна быть равна нулю. Это означает, что решение (25) описывает
не единственную кривую, выходящую из начала координат, а бесчисленный класс
кривых с произвольными C , которые качественно совершенно идентичны, что и
иллюстрирует рис. 5.

Рис. 5. Зависимость ( )y x  при 1p =  и 2 / 2 1С g =

Fig. 5. Dependence ( )y x  at 1p =  and 2 / 2 1С g =

Заключение

Отметим основные результаты проведенного выше исследования.
1. Найдено аналитическое решение задачи, описывающее форму желоба при

учете предела прочности его материала.
2. Проанализированы четыре различных случая: 0, 1, 1, 1p p p p= = > <  и с

помощью численных методов приведены изображения четырех качественно раз-
личных форм желоба, одна из которых (при 0p = ) представляет собой, как и
должно быть, обычную брахистохрону.

3. Отмечено, что в случае не слишком прочных материалов форма желоба
должна быть выбрана в форме, показанной на рис. 4.

4. Решение поставленной задачи найдено с помощью намеченного в [1−6] ме-
тода составления динамических уравнений движения в подвижной системе коор-
динат без привлечения традиционных методов вариационного исчисления [8−10]
и управляющего параметра [9, 11, 12], как это сделано, например, в [13−20].
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In this paper, the problem of the effect of stress limit on the chute shape is analyzed for the
first time. Here, the dynamic equations for the motion of the material body rolling down the chute
are formulated neglecting the friction forces. It is shown that if the stress limit for the chute
material is taken into account, the shape of the chute varies greatly as a function of the parameter.
Four possible cases are analyzed when the parameter is: equal to zero, more than unity, less than
unity, and equal to unity. It is found that if the parameter is more than unity, the chute shape
represents almost horizontal and vertical segments of a trajectory, which is clear from a physical
point of view, since for this type of the trajectory the chute is least affected by the body moving
along. If the parameter is equal to unity, the chute takes a specific loop-like shape. If the
parameter is equal to zero, the system of equations describes a classical brachistochrone. The
solution to the problem is applicable in practice for predicting the shape of the chute withstanding
high loads when the stress limit for the material is known.
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