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ИССЛЕДОВАНИЯ ПОЛУГРУПП
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Классические графы Кэли для групп давно и основательно зарекомендовали себя
в решении прикладных задач, найдя применение в различных научных сферах, от
криптографии до кампанологии. В последнее время всё большее внимание привле-
кает изучение прикладных аспектов графов Кэли полугрупп. В настоящей работе
дан обзор результатов, полученных при исследованиях полугрупп с планарны-
ми графами Кэли, и результатов по изучению ранга планарности многообразий
полугрупп. Сформулирован ряд нерешённых проблем, решение которых найдёт
применение в комбинаторной теории полугрупп. В заключении даётся понятие
спектра рангов планарности многообразий полугрупп, с помощью которого появ-
ляется возможность хеширования полугрупповых многообразий.

Ключевые слова: полугруппа, граф Кэли полугруппы, планарный граф, много-
образие полугрупп, ранг планарности.

RESEARCHES OF SEMIGROUPS WITH PLANAR CAYLEY GRAPHS:
RESULTS AND PROBLEMS

D.V. Solomatin

Omsk State Pedagogical University, Omsk, Russia

The classical Cayley graphs for groups have long and thoroughly proven themselves
in solving applied problems, finding application in various scientific fields, from cryp-
tography to campanology. Recently, more and more attention has been paid to the
researching the applied aspects of Cayley graphs of semigroups. In this paper, we sur-
vey a result obtained in investigations on semigroups with planar Cayley graphs and
results on the study of planarity rank of a semigroup varieties. A number of unsolved
problems are formulated, the solution of which finds application in the combinatorial
theory of semigroups. Just as Cayley graphs of semigroups are used for constructing
hash functions, the concluding part of the paper introduces the concept of the spec-
trum of planarity ranks for varieties of semigroups, with the help of which it becomes
possible to hash semigroup varieties.

Keywords: semigroup, Cayley graph of semigroup, planar graph, semigroup variety,
planarity rank.
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Введение
Данная работа представляет собой критический анализ результатов в обозначенном

заглавием направлении, их обобщение и решение новых задач планаризации для мно-
гообразий полугрупп в ходе зарождения спектральной теории рангов планарности по-
лугрупповых многообразий. Постепенно подводя читателя к понятию коспектральных
многообразий полугрупп, находящих применение в широком круге задач построения
хэш-функций, в заключительном разделе приведён краткий список открытых про-
блем этой теории. Последнее обобщает существующую ныне геометрическую теорию
групп [1] и вносит вклад в развитие теории полугрупп с планарными графами Кэли,
определяемый критическим анализом результатов, их систематизацией и помещением
в более широкий контекст, вычленением потенциальных точек для дальнейшего роста
активно развивающейся геометрической теории полугрупп [2].

Понятие графа Кэли предложено Артуром Кэли в 1878 г. [3] как наглядная ин-
терпретация абстрактных групп. С тех пор получено много интересных результатов,
опирающихся на саму концепцию графов Кэли групп как таковую. Вдохновлённые
обилием результатов о графах Кэли для групп, многие авторы изучали графы Кэ-
ли для полугрупп. Что касается исследований планарных графов, то их традиционно
относят к вопросам топологии, которые представляют определённый интерес и с ин-
женерной точки зрения. Рассматриваемый нами алгебраический подход значительно
шире.

При этом классические графы Кэли для групп давно [4] и основательно [5] зареко-
мендовали себя в решении прикладных задач, они применяются в различных научных
сферах, от криптографии [6] до кампанологии [7]. В последнее время активно изу-
чаются прикладные аспекты графов Кэли полугрупп. В настоящей работе дан обзор
результатов, полученных при исследованиях конечных полугрупп с планарными гра-
фами Кэли, и результатов по изучению ранга планарности многообразий полугрупп.
Сформулирован ряд открытых проблем, решение которых найдёт применение в ком-
бинаторной теории полугрупп. Подобно тому, как в [8] графам Кэли полугрупп нахо-
дят приложение для построения хэш-функций, в заключении даётся понятие спектра
рангов планарности многообразий полугрупп, с помощью которого появляется воз-
можность хеширования полугрупповых многообразий.

Описание допускающих плоские графы Кэли конечных групп известно давно [9].
Но исследования групп, допускающих плоские графы Кэли, продолжаются [10 – 13],
в том числе и зарубежными авторами [14 – 23], и эти работы имеют дело уже с беско-
нечными конечно порождёнными группами.

Первое упоминание используемого определения конструкции графов Кэли для по-
лугрупп относительно множества образующих её элементов, как ориентированного
мультиграфа с помеченными (раскрашенными) дугами, встречается в [24]. При этом
исследование полугрупп методами теории графов проводилось и ранее, например
в [25], а в дальнейшем широкое развитие, видоизменение и обобщение тех идей с при-
ложением к теории графов было отражено в систематических работах, выполняемых
под руководством профессора Зелинка [26, 27] и опубликованных Институтом мате-
матики Чешской академии наук. Более точно, в [25] рассматривается граф подполу-
групп полугруппы, вершинами которого являются подполугруппы наперёд заданной
полугруппы, а две различные вершины графа соединяются ребром тогда и только то-
гда, когда пересечение соответствующих подполугрупп не пусто. Работа [26] относится
именно к таким графам подполугрупп, несмотря на название, закрепившееся ныне за
графами Кэли полугрупп.
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Известно, что можно фиксировать свойства графов, получая тем самым описание
связанных с ними алгебраических структур, и наоборот, фиксируя алгебраические
свойства, получать уникальные серии графов, наглядно отражающих внутреннюю
природу некоторой алгебраической структуры. Это продемонстрировано, в частности,
в приводимых далее результатах.

Вопрос описания конечных полугрупп с планарными графами Кэли оказался весь-
ма трудным и по сей день остаётся открытым. Наши исследования позволяют говорить
о том, что вопрос является трансцендентным. При этом поднимаемые в работах [28, 29]
вопросы различной вложимости графов Кэли для полугрупп лежат на стыке теории
графов, алгебры и топологии, а ведь именно на стыке наук рождаются новые идеи.

Основной целью данной работы является обзор результатов многолетних научных
исследований, проводимых в следующих двух направлениях. Первое направление со-
пряжено с исследованиями конечных полугрупп, допускающих планарные графы Кэ-
ли. Второе направление исследования инспирировано тесно связанными между собой
понятиями ранга планарности и спектра рангов планарности многообразий полугрупп.
Предложенное Л.М. Мартыновым, это направление базируется на оценке наибольшего
числа образующих элементов свободных полугрупп в многообразиях полугрупп, отно-
сительно которых граф Кэли этих полугрупп является планарным. Так как свободные
полугруппы в многообразиях играют важную роль (хотя бы потому, что любая полу-
группа многообразия является гомоморфным образом подходящей свободной в нём
полугруппы), изучение этого понятия является весьма актуальной задачей. При изу-
чении свойства планарности графов Кэли для многообразий полугрупп принципиаль-
ный характер имеет проблема описания рангов планарности многообразий полугрупп,
сформулированная Л.М. Мартыновым в 2015 г. [30].

В завершающем разделе обзора приведён новый результат, полученный в процессе
написания. Прежде чем дать определение ключевого для понимания этого результата
понятия (ранга планарности многообразия полугрупп), перечислим некоторые опре-
деления понятий, связанных со свойством планарности графов Кэли полугрупп.

В качестве небольшого исторического экскурса всё же напомним, что изучение пла-
нарных графов Кэли уходит корнями к известной работе 1896 г. [9]. В 1955 г. [31] пока-
зана алгоритмическая нераспознаваемость почти всех нетривиальных свойств группы
по её заданию конечным числом определяющих соотношений, позднее этот результат
независимо был получен в [32], и с того времени по теореме Адяна—Рабина о неразре-
шимости марковских свойств групп свойство планарности графов Кэли «официально»
получило статус трудного для изучения. Дело в том, что свойство группы, заключа-
ющееся в наличии планарного графа Кэли, — марковское, поэтому не существует ал-
горитма, который по заданному представлению определит планарность графа Кэли
соответствующей группы, в лучшем случае можно рассчитывать лишь на «катало-
ги» планарных групп. Далее, в 1980 г. [33] предпринимались попытки перечисления
планарных групп как групп, сохраняющих ориентацию автоморфизмов плоского ком-
плекса. Группы с планарными графами Кэли таковыми являются, потому что группа
действует автоморфизмами на своём графе Кэли.

На этом исследования не были остановлены, так, например, в 1997 г. изучались
регулярные замощения плоскости как графы Кэли [10]. Из сравнительно недавних ра-
бот можно упомянуть исследования операций над группами, сохраняющих свойства
связности и планарности их графов [14]. Как видим, изучение графов Кэли востребо-
вано для групп. Более того, с 1981 г. это понятие систематически исследовалось в виде
аналогичной конструкции на полугруппах [27]. Важность этого понятия для комбина-
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торной теории полугрупп продемонстрирована в работах многих авторов. Например,
в [34] изучаются E-унитарные инверсные моноиды и графы Кэли, а в [35, 36] — свой-
ства полноты, двудольности, транзитивности графов Кэли групп и полугрупп. В [37]
описываются полугруппы, удовлетворяющие различным комбинаторным свойствам,
определённым в терминах графов Кэли, а в [38] — все периодические (и, следователь-
но, все конечные) полугруппы G, для которых существует непустое подмножество S,
такое, что граф Кэли группы G относительно S является неориентированным графом
Кэли. Кроме того, из [39] известно описание конечных инверсных полугрупп, комму-
тативных инверсных полугрупп с двудольными графами Кэли и инверсных эпигрупп
с графами Кэли, являющимися дизъюнктными объединениями полных графов. Ал-
гебраисты интересовались также и графами Кэли полурешёток полугрупп на предмет
характеризации цветовых автоморфизмов вершинно-транзитивных графов Кэли полу-
решёток полугрупп [40], вершинной транзитивностью графов Кэли полугрупп Бранд-
та [41], вершинной транзитивностью графов Кэли левых групп [42] и конечных связок
(полугрупп идемпотентов) [43]. Что касается важного свойства планарности, то, как
видим, ранее оно исследовалось в основном для групп, а ныне проводятся исследования
полугрупп с ациклическими [44], внешнепланарными [45] графами Кэли. Изучаются и
более общие вопросы, о полугруппах с планарными графами Кэли, результаты в этой
области принадлежат автору, они приведены далее.

Отметим, что после пионерских работ свойство планарности для графов Кэли по-
лугрупп стало использоваться и в работах других авторов, так как развитие тематики,
помимо фундаментального значения, находит отражение в прикладных исследовани-
ях [2, 44, 46 – 55].

В частности, известна классификация плоских вполне регулярных полугрупп, по-
нятие которых близко к понятию групп, так как вполне регулярные полугруппы яв-
ляются объединением групп. Расскажем обо всём этом по порядку в соответствующих
разделах.

1. Основные определения и обозначения
Напомним определения основных понятий и условимся относительно некоторых

обозначений. Определения других понятий теории полугрупп можно найти в [56], а
теории графов— в [57].

Определение 1. Пусть S —полугруппа, X —множество порождающих её эле-
ментов. Через Cay(S,X) обозначим [правый] граф Кэли полугруппы S относитель-
но X. Граф Cay(S,X) состоит из множества вершин S и множества помеченных дуг —
всевозможных троек (a, x, b), где a, b ∈ S, x ∈ X и ax = b.

Заметим, что в данном случае граф Кэли является ориентированным мультигра-
фом с помеченными дугами. Вершины графа обычно изображаются точками на плос-
кости, а дуга (a, x, b) —линией, направленной от a к b и помеченной элементом x.

Существует несколько небольших разновидностей данного определения, например
в некоторых контекстах вместо правого умножения используется левое. Тем самым
можно разделять правые и левые графы Кэли. Очевидно, что данные понятия совпада-
ют для случая коммутативных полугрупп, в противном случае их можно исследовать
с точностью до антиизоморфизма, а принцип двойственности позволяет не воспроиз-
водить соответствующие утверждения для одного из взаимно двойственных случаев.

Определение 2. Основой ориентированного мультиграфа с помеченными дуга-
ми называем (обыкновенный) граф, полученный из данного графа удалением петель,
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меток и заменой всех дуг, соединяющих две вершины, одним ребром, соединяющим
эти вершины.

Естественным будет называть полугруппу допускающей планарный граф Кэли, если
относительно некоторого минимального множества образующих её элементов основа
графа Кэли данной полугруппы является планарным графом.

Определение 3. Ориентированный помеченный мультиграф называем планар-
ным [внешнепланарным], если его основа является планарным [внешнепланарным]
графом. Будем говорить, что полугруппа S допускает планарный [внешнепланарный]
граф Кэли, если для некоторого множества X её образующих основа SCay(S,X) гра-
фа Cay(S,X) является планарным [внешнепланарным] графом.

Напомним, что граф называется внешнепланарным, если внешняя грань его плос-
кой укладки содержит все его вершины.

Систему полугрупповых тождеств {xw ≈ w,wx ≈ w} при любом слове w, не со-
держащем переменную x, будем записывать в эквивалентном виде тождеством w ≈ 0.
Полугрупповые тождества вида w ≈ 0 при w 6= 0, а также многообразия полугрупп
с нулём, задаваемые системами тождеств такого вида, называются 0-приведёнными.
Такие многообразия обладают неприводимым базисом тождеств вида w ≈ 0, и их
множество имеет мощность континуума [58].

Определение 4. Многообразие, каждая полугруппа которого допускает планар-
ный граф Кэли, называется планарным.

Приведём определение конечных свободных коммутативных полугрупп [моноидов,
полугрупп с нулём], так как будем ссылаться на ранее выполненные исследования
вопросов планарности их графов Кэли. Конечную полугруппу [моноид, полугруппу
с нулём], являющуюся коммутативно-свободным произведением циклических полу-
групп [моноидов, полугрупп с нулём], условимся называть конечной свободной ком-
мутативной полугруппой [моноидом, полугруппой с нулём]. В частности, в классе
коммутативных моноидов такой моноид имеет следующее копредставление:

S =
〈
a1, a2, . . . , an | a

mj

j = 1, ari+mi
i = arii , i ∈ I, j ∈ J

〉
,

I ∪ J = {1, . . . , n}, I ∩ J = ∅, J 6= ∅.

Под множеством свободных образующих коммутативно-свободного произведения
циклических полугрупп [моноидов, полугрупп с нулём] мы понимаем множество полу-
групповых образующих соответствующих циклических сомножителей.

Кроме того, в обозначениях моноидов [полугрупп с нулём] условимся различать
операции присоединения единицы [нуля] и внешнего присоединения единицы [нуля]
к полугруппе S. В первом случае единицу [нуль] будем добавлять только в случае,
когда она [он] отсутствует в полугруппе S, и соответствующую полугруппу обозначать,
как обычно, через S1 [S0]. Во втором случае единицу [нуль] будем присоединять всегда
и полученную полугруппу обозначать через S+1 [ S+0].

Важнейший класс полугрупп формируют вполне регулярные полугруппы, по опре-
делению являющиеся объединением групп. Типичные ситуации возникновения групп
в теории полугрупп перечислены в [56], где можно почерпнуть дополнительные опреде-
ления, а также краткий перечень современных понятий и актуальных фактов теории
полугрупп. Среди прочего из упомянутой фундаментальной монографии напомним,
что полугруппа S называется регулярной, если для любого элемента a из S найдётся
элемент x ∈ S, такой, что axa = a. Другими словами, полугруппа называется регуляр-
ной, если в ней для любого элемента a разрешимо уравнение axa = a. Два элемента a
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и b полугруппы S называются инверсными, если aba = a и bab = b. В результате тесно
связанными с понятием регулярности оказываются инверсные полугруппы. Инверсной
полугруппой называется полугруппа, в которой каждый элемент имеет единственный
инверсный к нему элемент.

Как мы упомянули выше, полугруппа, которая является объединением групп, на-
зывается вполне регулярной. Напомним, что полурешёткой называется коммутатив-
ная полугруппа идемпотентов, а прямоугольная связка — это полугруппа идемпотен-
тов, элементы которой удовлетворяют тождеству xyx ≈ x. Известно, что всякая вполне
регулярная полугруппа является полурешёткой прямоугольных связок групп. Таким
образом, если элементы полугруппы, принадлежащие максимальным подгруппам, на-
зывать групповыми, то соответственно полугруппы, все элементы которых групповые,
являются вполне регулярными.

Инверсные вполне регулярные полугруппы получили название клиффордовых.
Важно отметить, что в клиффордовых полугруппах идемпотенты перестановочны.
Как видим, понятие клиффордовых полугрупп близко к понятию группы. Устоявший-
ся в научной литературе термин для этих полугрупп выбран в честь американского
математика А. Клиффорда, одного из пионеров теории полугрупп, выявившего среди
прочего основополагающие свойства обсуждаемых полугрупп [59].

Для понимания дальнейшего изложения уместно вспомнить, что клиффордова по-
лугруппа является полурешёткой групп, более того, для неё можно указать детальное
строение, описываемое в [59, теорема 4.11].

В 2012 г. [60] начато изучение предложенного Л.М. Мартыновым понятия ранга
планарности многообразия полугрупп. Третий раздел настоящей работы содержит
детальное изложение актуальных результатов и текущего положения дел в данной
области.

Условимся буквой O обозначать многообразие одноэлементных полугрупп и назы-
вать его тривиальным.

Определение 5. Пусть V—нетривиальное многообразие полугрупп. Если суще-
ствует такое натуральное число r, что все V -свободные полугруппы ранга 6 r допус-
кают планарные графы Кэли (относительно множеств их свободных образующих), а
V -свободная полугруппа ранга r+ 1 уже не допускает планарный граф Кэли, то ран-
гом планарности многообразия V называется это число r = rπ(V ). Если для много-
образия V такого натурального числа не существует, то говорят, что многообразие V
имеет бесконечный ранг планарности, и пишут rπ(V ) =∞.

Заметим, что ранг планарности для любого нетривиального многообразия V огра-
ничен снизу, а именно rπ(V ) > 1, так как очевидно, что любая циклическая (моноген-
ная) полугруппа допускает планарный граф Кэли. С другой стороны, вырожденный
случай формирует тривиальное многообразие O , для которого в целях повышения ин-
формативности понятия спектра рангов планарности удобно считать в дальнейшем,
что ранг планарности rπ(O) = 0.

Определение 6. Спектром рангов планарности многообразия V называется
множество Specrπ(V ) всех возможных значений рангов планарности подмногообра-
зий X многообразия V .

Если через L(V ) обозначить решётку подмногообразий многообразия V , то
Specrπ(V ) = {rπ(X ) : X ∈ L(V )}. Кроме того, зафиксируем обозначение N∞ =
= {0, 1, 2, 3, . . . ,∞}.
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Определение 7. Спектр рангов планарности полугруппового многообразия V
называется полным, если он содержит все натуральные числа и символ ∞, то есть
Specrπ(V ) = N∞.

Коль скоро всякое многообразие полугрупп содержит тривиальное многообразие
в качестве подмногообразия, то спектр любого многообразия содержит число 0, а
Specrπ(O) = {0}.

При получении сформулированных далее результатов для обоснования планарно-
сти обыкновенного графа использованы различные критерии. Наиболее часто приме-
нялся известный критерий Понтрягина —Куратовского: обыкновенный граф плана-
рен тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов, гомеоморфных полному
двудольному графу K3,3 или полному пятиэлементному графу K5.

Кроме того, применялся критерий Вагнера: обыкновенный граф планарен тогда и
только тогда, когда он не содержит подграфов, стягиваемых к графам K5 или K3,3.

Для полугруппы, удовлетворяющей условиям соответствующего утверждения,
строится плоская укладка её графа Кэли. Если полугруппа не удовлетворяет этим
условиям, то основа её графа Кэли содержит подграф, либо гомеоморфный K5

или K3,3, либо стягиваемый к ним. Графы K5 и K3,3 детально исследованы в [61].
Существуют эффективные методы распознавания планарности графа. Например,

в [62] предложен работающий за линейное время O(n) алгоритм, использующий специ-
альные структуры данных (PQ-деревья) для представления графа порядка n; на его
базе в [63] построен параллельный алгоритм с O(log2 n) операциями; последний, в свою
очередь, оптимизирован в [64] для параллельных вычислений на p 6 n процессорах
с CREW PRAM (это одна из разновидностей оперативной памяти для мультипроцес-
сорных систем, которая допускает одновременное чтение, но запрещает одновремен-
ную запись), в результате получена более точная оценка эффективности O(n log2 n/p).

В [65] все известные способы определения планарности графа условно разделены
на следующие группы:

1. Критерии планарности графа:
1.1) критерий Маклейна;
1.2) критерий Уитни;
1.3) критерий Понтрягина —Куратовского (вариация для схем— условия

Линского) или Вагнера;
1.4) критерий Харари—Татта.

2. Алгоритмические методы определения планарности графа:
2.1) циклические;
2.2) матричные;
2.3) смешанные.

Заметим, что к критерию 1.3 можно адаптировать представленный в [66] вероят-
ностный алгоритм поиска подграфа, гомеоморфного заданному.

С применением функционала Маклейна и структурных чисел можно предложить
более алгоритмизируемый критерий, хотя и менее эффективный, чем использующий
PQ-деревья, но легче реализуемый. Для поиска базиса пространства циклов в графе
можно использовать структурные числа. Вообще говоря, задача поиска циклов для
полугрупп заслуживает отдельного внимания [67].

В целом задача распознавания планарности графа Кэли полугруппы разбивается
на следующие последовательные этапы:

1) подготовительный этап;
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2) эвристический анализ;
3) предварительный выбор;
4) окончательный выбор.
На подготовительном этапе фиксируется класс исследуемых полугрупп и метод

проверки планарности основы их графа Кэли, после чего эвристический анализ поз-
воляет предопределить эффективность выбранного метода. Выбор из всех полугрупп
лишь допускающих планарные графы завершает решение задачи. Очевидно, что число
всех неориентированных графов порядка n без петель и кратных рёбер равно 2(n2−n)/2,
известны также оценки числа заведомо планарных и заведомо непланарных из них [68].
Естественно, далеко не каждый из них планерен и может служить основой некоторого
графа Кэли полугруппы. Тем не менее решение задачи перебором сопряжено со значи-
тельными вычислительными трудностями. Например, число всех неориентированных
графов порядка 6 равно 32 768, заведомо непланарных из них— 121, а заведомо пла-
нарных— 22 818, поэтому дополнительная проверка требуется ещё для 9 829 графов.

В связи с этим имеет смысл индуктивно строить цепь полугрупп, в которой граф
Кэли каждой предшествующей содержался бы в следующем планарном графе. По-
лучится, аналогично пифагоровым полям, своеобразная цепочка расширений. При её
построении следует учитывать, что любую петлю можно провести без пересечений.
Более того, для кратных рёбер справедливо утверждение: если одно из кратных рёбер
расположено без пересечений, то и другие не пересекаются.

Таким образом, если строить цепочки планарных графов Кэли, то можно огра-
ничиться описанием соотношений, приводящих к появлению кратных рёбер и петель
в конечном случае, либо фрактальных графов в бесконечном случае. Добавление иных
рёбер, в пределе, инспирирует наибольшие по включению планарные графы, так на-
зываемые триангуляции, исследованные в [61].

2. О группах с планарными графами Кэли
Прежде всего укажем на фундаментальную взаимосвязь между понятиями графа

Кэли полугруппы и графа Кэли группы, благодаря которой в дальнейшем для изуче-
ния спектров рангов планарности многообразий полугрупп можно будет использовать
групповые результаты, так как группы являются частным случаем полугрупп. Свой-
ство планарности графов Кэли для групп оказалось существенным ещё и потому, что,
как показано в [69], если бесконечный граф Кэли не является планарным, то он не
может быть вложен ни в одну из поверхностей конечного рода. Говоря о бесконечных
конечно порождённых группах с планарными графами Кэли, отметим важные публи-
кации последних лет [16 – 19, 22]. Работы по графам Кэли групп релевантны и в теории
графов Кэли полугрупп, поскольку конечно порождённая группа конечно порождена
и как полугруппа. Среди работ по графам Кэли конечно порождённых групп есть
весьма глубокие, вскрывающие интересные взаимосвязи между алгеброй, комбинато-
рикой и маломерной топологией. Поэтому дадим содержательный обзор таких работ.
На языке современной топологии связный граф является планарным, если он служит
разрезающим графом для некоторой склейки сферы, а началось исследование групп
с графами Кэли, обладающими свойством планарности, с известной теоремы Машке
(теорема 1).

Перед тем как привести данную теорему, напомним необходимые обозначения из
теории групп: Zn = {0, . . . , n − 1}— аддитивная группа кольца вычетов по модулю n.
Заметим, что Zm ×Zn ∼= Zmn при взаимно простых m и n. В частности, Z2 ×Z2

∼= D2.
ЗдесьDn = 〈x, y | xn = y2 = (xy)2 = 1〉—диэдральная группа. ЭлементамиDn являют-
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ся автоморфизмы графа, состоящего только из цикла с n вершинами, таким образом,
|Dn| = 2n. Очевидно, что Z2 × Dn

∼= D2n при нечётном n. Наконец, An и Sn — зна-
копеременная группа и симметрическая группа подстановок степени n, содержащая
только чётные и соответственно все возможные подстановки данной степени.

Теорема 1 [9, §5]. Конечная группа G планарна тогда и только тогда, когда G =
= G1 ×G2, где G1 = Z1 или Z2, a G2 = Zn, Dn, S4, A4 или A5.

2.1. О п л о с к и х г р а ф а х К э л и
в т е р м и н а х к о п р е д с т а в л е н и й г р у п п

Изучением возможностей, при которых одна и та же группа обладает неизоморф-
ными плоскими графами Кэли, и изучением неизоморфных групп, допускающих изо-
морфные графы Кэли, занималась Ж.Т. Беленкова [12]. Кроме того, всестороннее ис-
следование графов Кэли групп провели В.А. Романьков и Ж.Т. Беленкова в [11, 10].
Ими описаны всевозможные варианты выбора групп и их порождающих множеств,
приводящие к регулярным замощениям как графам Кэли. Проведён полный и де-
тальный анализ групп, допускающих в качестве графа Кэли регулярное замощение
плоскости. В результате подробных рассмотрений получены 6 групп с графом Кэли,
составленным из треугольников, 16 групп с графом из квадратов и 6 групп с графом
из шестиугольников. С точностью до изоморфизма, полученные графы исчерпывают
14 кристаллографических групп (из 17 возможных). Кроме того, приведены некото-
рые общие свойства плоских графов Кэли конечных групп. В частности, охарактери-
зованы нециклические абелевы группы, вложимые в плоскость. Приведены примеры
неабелевых групп, невложимых в плоскость. В [12] описаны все плоские графы Кэли
группы S4. Оказалось, что группа S4 обладает четырьмя плоскими графами Кэли, два
из которых являются графами Кэли двух групп, не изоморфных группе S4. Кроме то-
го, выписаны все минимальные по включению порождающие множества группы S4.
Их 10 штук: 3 из них состоят из двух элементов, а 7 — из трёх элементов.

В [17] доказано, что граф Кэли вкладывается в евклидову плоскость без точек ак-
кумулирования вершин (другими словами, имеет локально конечное вложение) тогда
и только тогда, когда он является 1-остовом комплекса Кэли, который может быть
вложен в плоскость после удаления лишних симплексов. Там же приводится характе-
ристика планарных графов Кэли в терминах копредставлений групп и делается вывод
о том, что их можно эффективно перечислить.

Теорема 2 [17, теорема 1.1]. Планарный граф Кэли группы Γ не имеет точек ак-
кумулирования тогда и только тогда, когда он является 1-остовом плоского комплекса
Кэли группы Γ.

С другой стороны, локальная конечность не является теоретико-групповым инва-
риантом планарности графа Кэли в общем случае, однако становится таковым, если
рассматривать лишь 3-связные графы Кэли.

Теорема 3 [17, теорема 4.1]. Если группа Γ имеет 3-связный планарный граф
Кэли, являющийся локально конечным, а группа ∆ имеет 3-связный планарный граф
Кэли, таковым не являющийся, то Γ не изоморфна ∆.

Например, планарный граф Кэли группы 〈a, b, c, d | a4 = 1, b4 = 1, c = ab, d = a2b2a2〉
является 3-связным, но не локально конечным. Тот факт, что никакое вложение этого
графа не является локально конечным, вытекает из следующей теоремы.

Теорема 4 [17, теорема 4.3]. Пусть G— трёхсвязный граф, вложенный в плос-
кость. Тогда каждый автоморфизм графа G отображает границу грани в границу
грани.
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В [17] для групп введено копредставление специального вида (выходящее за рамки
данной работы), тесным образом связанное с гранями плоского графа; в результате
оказалось возможным охарактеризовать плоские графы Кэли в терминах таких ко-
представлений.

Теорема 5 [17, теорема 5.1]. Граф Кэли, соответствующий любому граниевому
копредставлению, является плоским и допускает устойчивое локально конечное вло-
жение.

Заметим, что адаптировать описанным способом критерий Маклейна к проверке
планарности графов Кэли групп в терминах копредставления групп оказалось возмож-
ным благодаря именно групповой специфике копредставления— наличию нейтрально-
го и симметричных элементов.

Более того, очевидно, что изучение планарных графов существенно упрощается,
если известна их локальная конечность, примером тому служит теорема Томассена
(теорема 6), которая справедлива только в локально конечном случае.

Теорема 6 [17, теорема 5.2]. Двусвязный граф имеет 2-базис (то есть такое по-
рождающее множество пространства циклов, что никакое ребро не принадлежит бо-
лее чем двум его элементам) тогда и только тогда, когда он плоский и имеет локально
конечное вложение.

Дело в том, что планарность локально конечных графов можно охарактеризовать
условием, аналогичным условию Понтрягина —Куратовского, но нам удалось преодо-
леть это ограничение в ходе доказательства теоремы 43, столкнувшись с фрактальны-
ми графами.

Для сравнения отметим почерпнутые из [15] необходимые условия планарности гра-
фа Кэли конечно порождённой группы с более чем одним концом в представляемом
ею топологическом пространстве. Напомним, используя вспомогательные обозначе-
ния, что для всякой пятёрки (G,A,H,B, ϕ), где G и H — группы с подгруппами A и B
соответственно, а ϕ : A→ B —изоморфизм, свободным произведением с амальгамиро-
ванием называется группа FPA(G,A,H,B, ϕ) = (G∗H)/N , где N —нормальное в G∗H
замыкание множества {a−1ϕ(a) : a ∈ A}. Здесь G и H называются базовыми группами,
а A и B — амальгамированными подгруппами. Для всякой четвёрки (G,A,B, ψ), где
G— группа, A и B —подгруппы группы G, а ψ : A→ B —изоморфизм, HNN-расшире-
ние — это группа HNN(G,A,B, ψ) = (G∗Z)/N , где N —нормальное в G∗Z замыкание
множества {t−1a−1tψ(a) | a ∈ A}; t— образующий бесконечного циклического мно-
жителя Z. Здесь также G называется базовой группой, а A и B — ассоциированными
подгруппами HNN-расширения.

Теорема 7 [15, теорема 4.1]. Пусть G— группа, допускающая планарный граф
Кэли с более чем одним концом. Тогда G является либо свободным произведением
с амальгамированием FPA(H,A,K,B, ϕ), где (H,A,K,B, ϕ) —планарная пятёрка, ли-
бо это HNN-расширение HNN(H,A,B, ψ), где (H,A,B, ψ) —планарная четвёрка.

Достаточные условия, которые гарантируют, что свободное произведение с конеч-
ным амальгамированием или HNN-расширение с конечными ассоциированными под-
группами обладает планарным графом Кэли, приведены там же, но они носят более
технический характер и не имеют принципиального значения в теоретическом плане.

2.2. О г р у п п а х с п л а н а р н ы м и к у б и ч е с к и м и г р а ф а м и К э л и
Как и планарность, связность является одним из фундаментальных свойств в тео-

рии графов. Наличие графа Кэли со связностью меньше чем 3 имеет серьёзные по-
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следствия для структуры соответствующей группы. В планарном случае задача де-
композиции (заключающаяся в таком разбиении множества вершин на подмножества,
чтобы вес вершин в этих подмножествах был сбалансирован, а суммарный вес разре-
занных рёбер минимизирован), трудно решаемая при низкой связности графа, может
сводиться к случаю, когда граф Кэли является 3-связным, а в нём могут использо-
ваться геометрические методы.

Напомним, что граф G = (V G,EG) называется κ-связным, если G − X связен
для любого множества X ⊆ V G при |X| < κ. Заметим, что если граф G κ-связен, то
он также является (κ− 1)-связным. Число связности κ(G) графа G— это наибольшее
целое число κ, такое, что G k-связен.

Теоретическими предпосылками к основным результатам данного пункта являются
следующие теоремы:

Теорема 8 [14, теорема 2.2]. Любая подгруппа планарной группы является пла-
нарной.

Теорема 9 [14, теорема 4.1]. Группа G имеет 1-связный планарный граф Кэли
тогда и только тогда, когда она является либо бесконечной циклической, либо нетри-
виальным свободным произведением планарных групп.

Теорема 10 [14, теорема 4.4]. Если группа G имеет планарный 2-связный граф
Кэли, то G либо является конечной циклической группой или группой диэдра, ли-
бо это фундаментальная группа графа групп, все рёберные группы которых имеют
порядок два или менее, а группы вершин допускают планарную связность как мини-
мум 3. В последнем случае группы вершин имеют планарные порождающие множе-
ства, включающие нетривиальные элементы, инцидентные группе рёбер.

Теорема 11 [14, теорема 4.5]. Пусть Γ — 3-связный планарный граф, а c—про-
стой цикл в нём. Если c является границей диска в некоторой плоской укладке гра-
фа Γ, то он будет таким в любой плоской укладке графа Γ.

В [18] классифицируются плоские 2-связные (то есть наименьшая мощность мно-
жества вершин, разделяющих граф, равна 2) кубические графы Кэли, описывая явное
копредставление и вложение в плоскость для каждого из них. В сочетании с [19] это
даёт полное описание всех плоских кубических графов Кэли.

Теорема 12 [18, теорема 1.1]. Пусть G—плоский кубический граф Кэли связно-
сти 2. Тогда верно одно из следующих утверждений:

(i) G ∼= Cay 〈a, b | b2 = 1, (ab)n = 1〉, n > 2;
(ii) G ∼= Cay 〈a, b | b2 = 1, (aba−1b−1)n = 1〉, n > 1;
(iii) G ∼= Cay 〈a, b | b2 = 1, a4 = 1, (a2b)n = 1〉, n > 2;
(iv) G ∼= Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)2 = 1, (bcd)m = 1〉, m > 2;
(v) G ∼= Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)2n = 1, (cbcd)m = 1〉, n,m > 2;
(vi) G ∼= Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)n = 1, (bd)m = 1〉, n,m > 2;
(vii) G ∼= Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (b(cb)nd)m = 1〉, n,m > 2;
(viii) G ∼= Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bcbd)m = 1〉, m > 1;
(ix) G ∼= Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)n = 1, cd = 1〉, n > 1 (вырожденные

случаи с избыточным числом образующих и конечным G).
И наоборот, каждое из данных копредставлений с параметрами, выбранными в ука-

занных интервалах, имеет плоский двусвязный кубический граф Кэли.
Вложение графа называется устойчивым, если любые две его вершины имеют ли-

бо одинаковый спин, либо все вершины имеют разные спины. Интуитивно это значит,
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что каждая вершина вкладывается «одинаково» в том смысле, что групповое действие
отображает грани в грани. В свою очередь, ребро графа называется сохраняющим
спин, если его концевые вершины имеют одинаковый спин, в противном случае реб-
ро изменяет спин. Более точно, спином вершины x называется циклический порядок
множества L = {xy−1 : y ∈ N(x)}, где N(x) — окружение вершины x, а вершина xy−1

1

является концом ребра, начинающегося в вершине xy−1
2 , при том, что ребро xy2 идёт

сразу после ребра xy1 в обходе по часовой стрелке вокруг вершины x.
Следующая теорема содержит характеристическое свойство плоских двусвязных

графов Кэли групп, порождённых двумя элементами, один из которых имеет беско-
нечный порядок.

Теорема 13 [18, теорема 3.2]. Пусть G = Cay 〈a, b | b2 = 1, . . .〉—двусвязный граф
Кэли, в котором a имеет бесконечный порядок. Тогда Γ(G) ∼= 〈a, b | b2 = 1, (ab)n = 1〉,
n > 2, либо Γ(G) ∼= 〈a, b | b2 = 1, (aba−1b−1)n = 1〉, n > 1. При этом G планарен и
имеет устойчивое вложение, в котором ребро a сохраняет спин. И наоборот, каждое из
данных копредставлений с параметрами, выбранными в указанных интервалах, имеет
плоский двусвязный кубический граф Кэли, в котором a бесконечного порядка.

Следующая теорема содержит характеристическое свойство плоских двусвязных
графов Кэли групп, порождённых двумя элементами, оба из которых конечного по-
рядка.

Теорема 14 [18, теорема 3.3]. Пусть G = Cay 〈a, b | b2 = 1, an = 1, . . .〉—плоский
двусвязный граф Кэли. Тогда G ∼= Cay 〈a, b | b2 = 1, a4 = 1, (a2b)n = 1〉, n > 2. При
этомG имеет устойчивое вложение, в котором a меняет спин, а b сохраняет. И наоборот,
для любого n > 2 данное копредставление имеет плоский двусвязный кубический граф
Кэли, в котором a порядка 4.

Наконец, рассмотрим ситуацию, когда группа G определяется тремя образующими
элементами b, c, d, каждый из которых удовлетворяет соотношениям b2 = 1, c2 = 1,
d2 = 1, поскольку G кубическая. Выделим два случая в зависимости от того, есть ли у
графа G шарнир, то есть ребро e = xy, такое, что удаление пары вершин x, y приводит
к потере связности графа G.

Граф с шарнирами описывается в следующей теореме.
Теорема 15 [18, теорема 4.1]. Пусть G = Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, . . .〉—

двусвязный граф Кэли, имеющий шарнир. Тогда либо G ∼= Cay〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1,
d2 = 1, (bc)n = 1, (bd)m = 1〉 для любых значений m,n > 2, либо G ∼= Cay〈b, c, d |
b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bcbd)n = 1〉 для n > 1, но не одновременно. В обоих случаях
граф G плоский. В первом случае он имеет вложение, каждое ребро которого меняет
спин, а во втором— вложение, у которого ровно одно из рёбер (являющееся шарниром)
сохраняет спин. И наоборот, каждое из приведённых копредставлений с параметра-
ми, выбранными в указанных интервалах, допускает плоский двусвязный кубический
граф Кэли с шарнирами.

Следующий результат завершает характеризацию плоских двусвязных кубических
графов Кэли. Единственный оставшийся случай— когда G не имеет шарнира, но в нём
есть двухцветный цикл. Заметим, исходя из комбинаторных соображений, что конеч-
ные простые графы Кэли степени не менее 3 будут 3-связны, поэтому для обеспечения
свойства двусвязности граф G должен иметь параллельные рёбра. Отсюда следует,
что если удовлетворяющий условию двусвязности граф G = Cay(Γ) конечен, то Γ ∼=
∼= 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)n = 1, cd = 1〉, где n > 1. Будем изначально выби-
рать граф G бесконечным.
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Граф без шарниров описывается следующей теоремой.
Теорема 16 [18, теорема 4.6]. Пусть G = Cay 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, . . .〉—

плоский двусвязный бесконечный граф Кэли с двухцветным циклом и без шарнира.
Тогда имеет место изоморфизм Γ ∼= 〈b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)2 = 1, (bcd)m = 1〉,
где m > 2, в этом случае граф G = Cay(Γ) допускает устойчивое вложение с одним
фиксированным спином, либо Γ ∼=

〈
b, c, d | b2 = 1, c2 = 1, d2 = 1, (bc)2k = 1, (cbcd)m = 1

〉
,

где k,m > 2 и G = Cay(Γ) допускает устойчивое вложение, в котором только рёбра,
помеченные элементом c, сохраняют спин. И наоборот, каждое из указанных копред-
ставлений с параметрами m и k в заданных интервалах имеет плоский граф Кэли
с числом связности 2 без шарниров.

Для полноты картины отметим, что в [19] опубликован список всех 37 возможных
копредставлений групп из теоремы о классификации плоских кубических графов Кэ-
ли. Акцентируем внимание читателя на том факте, что среди бесконечных плоских
графов Кэли особый интерес исследователей вызывают графы, соответствующие раз-
рывному действию на плоскости. Их группы (так называемые разрывные группы) на-
ходят приложения в комплексном анализе и тесным образом связаны с поверхностны-
ми группами. Эти графы и группы хорошо изучены. С остальными ситуация сложнее,
интерес к ним проявился позже, и они до сих пор полностью не классифицированы,
в частности, не известно даже, можно ли их эффективно перечислить. В то же время
класс плоских кубических графов Кэли оказался достаточно хорошо устроен для того,
чтобы получить полное описание всех его элементов, и достаточно разнообразен для
того, чтобы дать общее представление о планарных графах Кэли бесконечных групп.

Систематизация и дальнейшее обобщение изложенных результатов привели к появ-
лению в [20] концепции представления планарных групп, а в [21] — обобщённого пред-
ставления планарных групп, это тип группового представления, который гарантирует
планарность соответствующего графа Кэли, и наоборот, каждый планарный конеч-
но порождённый граф Кэли допускает такое групповое представление. Авторы ра-
бот [20, 21] показывают, что группа допускает планарный конечно порождённый граф
Кэли тогда и только тогда, когда она допускает особый вид группового представления,
называемого планарным. Планарные представления могут быть распознаны алгорит-
мически. Как следствие, получается эффективное перечисление планарных графов
Кэли и, в частности, утвердительный ответ на вопрос о том, могут ли планарные
группы быть эффективно перечислимы.

2.3. О п л а н а р н о с т и г р а ф о в К э л и
г р а ф о в о г о п р о и з в е д е н и я г р у п п

Упомянутое во введении перемещение вопросов планарности графов Кэли в более
широкий контекст послужило толчком к получению новых результатов о таких, каза-
лось бы, всесторонне изученных классических объектах, как функциональные клей-
новы группы, основная теория которых была заложена в фундаментальных работах
Х. Пуанкаре и Ф. Клейна в XIX в. А именно: если G—конечно порождённая группа,
действующая точно и правильно разрывно гомеоморфизмами на плоской поверхно-
сти X ⊆ S2, то в [23] инструментами теории графов доказывается, что G допускает
ко-компактное преобразование при условии, что можно заменить X другой поверхно-
стью Y ⊆ S2. Также в [23] доказано, что если группа H имеет конечно порождённый
(мульти-)граф Кэли, эквивариантно вложимый в S2, то его можно задать так, что-
бы граница любой грани была конечна. Доказательства этих двух фактов из далёких
друг от друга областей математики тесным образом переплетены, а определяемые ими
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классы групп совпадают. При сохранении ориентации эти классы с точностью до изо-
морфизма совпадают с классом конечно порождённых клейновых функциональных
групп. Но, к сожалению, существует конечно порождённый планарный граф Кэли,
группа которого не принадлежит данному классу, поэтому завершённой классифика-
ции не сформировалось, тем не менее в ходе попыток её получения обнаружилось, что
компактификация Фрейденталя каждой плоской поверхности гомеоморфна сфере.

Предтечей появления основных результатов данного пункта была изложенная в [16]
классификация конечно определённых групп с плоскими графами Кэли, опирающаяся
на классификацию плоских покрытий компактных поверхностей.

Вслед за определением из [22] положим, что Γ = (V,E) —конечный простой граф
(неориентированный и без петель). Зададим разметку вершин графа Γ отображени-
ем ϕ, ставящим в соответствие каждой вершине из множества вершин V некоторую
нетривиальную конечную абелеву группу. Граф Γ с описанной разметкой вершин на-
зывается умножающим. Графовое произведение групп G(Γ) — это группа, полученная
из свободного произведения абелевых групп ϕ(v) путём добавления к нему коммута-
торных соотношений [g, h] = 1 для всех g ∈ ϕ(v), h ∈ ϕ(w), таких, что {v, w} ∈ E.
Эти группы были введены для ϕ(v) ∼= Z по всем v ∈ V , а позже неоднократно обоб-
щались на случай произвольных групп, маркирующих вершины умножающего графа.
В частности, свободные [прямые] произведения конечных абелевых групп являются
графовыми произведениями групп, в которых умножающий граф пустой [полный].

В [70, 71] исследовано свойство планарности графов Кэли некоторых из таких
групп на более высоком уровне абстракции— на языке частично коммутативных по-
лугрупп. Следующая теорема даёт полную характеризацию графовых произведений
конечных абелевых групп, графы Кэли которых относительно минимального множе-
ства образующих плоские.

Теорема 17 [22, теоремаA]. Пусть Γ — умножающий граф графового произведе-
ния конечных циклических групп, Γ=2 —подграф графа Γ, порождённый вершинами,
помеченными группами порядка 2, а Γ>2 —подграф графа Γ, порождённый верши-
нами, помеченными группами порядка > 2. Граф Кэли Cay(G(Γ)) плоский тогда и
только тогда, когда выполнено каждое из следующих условий:

(i) Γ=2 внешнепланарен;
(ii) Γ>2 —пустой граф;
(iii) если v ∈ Γ>2, то порождённый смежными с v вершинами подграф графа Γ не

содержит вершин, либо состоит из одной вершины, либо является дизъюнктным
объединением двух вершин;

(iv) если Γ′ ⊆ Γ —порождённый цикл, то Γ′ ⊆ Γ=2.
Отметим, что на языке частично коммутативных полугрупп аналогичная теоре-

ма 43 сформулирована лаконичнее, но содержит труднее проверяемые условия в слу-
чае их переноса на группы.

3. О полугруппах с планарными графами Кэли
Пионерские работы в обозначенном направлении, инициированные в 2001 г.

Л.М. Мартыновым, можно условно разделить по следующим категориям в зависи-
мости от класса решаемой задачи:

1) критерий планарности графов Кэли коммутативно-свободных произведений
циклических полугрупп, моноидов и полугрупп с нулём;
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2) критерий планарности графов Кэли прямых произведений циклических полу-
групп, моноидов и полугрупп с нулём;

3) задача о допустимости плоских триангуляций, полного пятиэлементного гра-
фа K5 и полного двудольного графа K3,3 с некоторой ориентацией рёбер в ка-
честве графов Кэли полугрупп;

4) рассыпчатые полугруппы с планарными графами Кэли.
А именно: в [72] охарактеризованы полугруппы, являющиеся коммутативно-сво-

бодными произведениями [56, с. 69] циклических полугрупп, циклических моноидов и
циклических полугрупп с нулём с планарными графами Кэли. При этом мы рассмат-
риваем сначала случаи конечных полугрупп, а затем в качестве следствий получаем
описания бесконечных полугрупп с указанным свойством.

3.1. О к о м м у т а т и в н ы х п о л у г р у п п а х
с п л а н а р н ы м и г р а ф а м и К э л и

Выбор тематики данного подраздела объясняется исключительной ролью коммута-
тивных полугрупп в теории полугрупп, сравнимой по уровню развития со структурной
теорией абелевых групп.

Основным результатом о конечных свободных коммутативных полугруппах с пла-
нарными графами Кэли является следующая

Теорема 18 [72, теорема 1]. Граф Кэли конечной свободной коммутативной по-
лугруппы S относительно множества свободных образующих планарен тогда и только
тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих видов:

1. S = 〈a | ar+m = ar〉, где r и m—любые натуральные числа.
2. S =

〈
a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh

〉
, где для натуральных чисел r,m, h, t

выполняется одно из следующих ограничений:
а) m 6 2, t 6 2;
б) r = 1, h = 1, t = 2; или r = 1, h = 2, t = 1;
в) r = 1, h = 1, m = 2; или r = 2, h = 1, m = 1;
г) r = 1, m = 1; или h = 1, t = 1.

3. S =
〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck+l = ck

〉
, где k и l—на-

туральные числа, l 6 2.
Заметим, что в каждом условии теоремы присутствуют бесконечные серии полу-

групп.
Тем не менее число образующих соответствующих полугрупп с планарными графа-

ми Кэли в данном случае ограничено числом 3. Позднее [73] были охарактеризованы
конечные свободные коммутативные моноиды, допускающие планарный граф Кэли.

Теорема 19 [73, теорема 1]. Граф Кэли конечного свободного коммутативного
моноида S относительно множества свободных образующих планарен тогда и толь-
ко тогда, когда S задан копредставлением одного из следующих видов:

1. S = 〈a | am = 1〉, где m—любое натуральное число.
2.1) S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉, где для натуральных чисел r,m, t выпол-

нено одно из следующих ограничений:
а) t 6 2;
б) m 6 2, t > 2;

2.2) S = 〈a, b | ab = ba, am = 1, bt = 1〉, где m и t—натуральные числа, t 6 2;
3.1) S =

〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, bh+t = bh, ck = 1

〉
, где для на-

туральных чисел r, m, h, t, k выполнено одно из следующих условий:
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а) h = 1, t = 1, k = 1;
б) m 6 2, t 6 2, k = 1;
в) m 6 2, h = 1, t = 1, k = 2;

3.2) S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = 1, c2 = 1〉, где r и m—на-
туральные числа, m 6 2;

3.3) S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = 1, b2 = 1, c2 = 1〉.
4. S = 〈a, b, c, d | ab = ba, ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, cd = dc, ar+m =

= ar, b2 = b, c2 = c, d = 1〉, где r и m—натуральные числа, m 6 2.
Для полноты изложения приведём соответствующий результат из [72] о конечных

свободных коммутативных полугруппах с нулём, допускающих планарный граф Кэли.
Теорема 20 [72, теорема 2]. Граф Кэли конечной свободной коммутативной по-

лугруппы S с нулём относительно множества свободных образующих планарен тогда
и только тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих видов:

1) S = 〈a | ar = 0〉, где r—любое натуральное число;
2) S =

〈
a, b | ab = ba, ar = 0, bh = 0

〉
, где r, h—любые натуральные числа;

3) S =
〈
a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh = 0

〉
, где r,m, h—натуральные числа, причём

m 6 2 либо r = 1 и h = 1;
4) S =

〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck = 0

〉
, где k—любое на-

туральное число.
Коль скоро, согласно теореме Биркгофа [74], многообразия полугрупп замкнуты

относительно операций взятия подполугрупп, прямых произведений и гомоморфных
образов полугрупп, то вторым естественным этапом эволюции познания структуры
полугрупп, допускающих планарные графы Кэли, является анализ прямых произве-
дений оных. Полугруппы, являющиеся прямыми произведениями циклических полу-
групп, моноидов и полугрупп с нулём, допускающие планарные графы Кэли, охарак-
теризованы в [75, 76] теоремами 21–23.

Так как граф Кэли конечной циклической полугруппы является планарным, то
предполагается, что число сомножителей в прямых произведениях более одного.

Теорема 21 [75]. Конечная полугруппа S, являющаяся прямым произведением
неодноэлементных циклических полугрупп, допускает планарный граф Кэли тогда и
только тогда, когда выполнено одно из условий:

1. S ∼= 〈a | ar+m = ar〉×
〈
b | bh+t = bh

〉
, где для натуральных чисел r,m, h, t выпол-

няется одно из следующих ограничений:
1.1) r = 1, h = 1, (m, t) < 3;
1.2) r = 1, m = 2, t < 3;
1.3) r = 2, m = 1, h < 4, t < 3;
1.4) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1;
1.5) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1.

2. S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b | bh+t = bh

〉
×
〈
c | ck+l = ck

〉
, где для натуральных чисел

r,m, h, t, k, l выполняется одно из следующих ограничений:
2.1) r = 1, m = 2, h = 1, t = 2, k = 1, l = 2;
2.2) r = 1, m = 2, h = 2, t = 1, k = 2, l = 1;
2.3) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 2, l < 3;
2.4) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 3, l = 1.

3. S ∼=
〈
a0 | ar+m0 = ar0

〉
×

n∏
i=1

〈
ai | a2+1

i = a2
i

〉
, где для натуральных чисел r и m

выполняется одно из следующих ограничений:
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3.1) r = 1, m = 2;
3.2) r = 2, m < 3;
3.3) r = 3, m = 1.

Теорема 22 [76, теорема 1]. Конечный моноид S, являющийся прямым произве-
дением неодноэлементных циклических моноидов, допускает планарный граф Кэли
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

1. S ∼= 〈a | ar+m = ar〉1×
〈
b | bh+t = bh

〉1, где для натуральных r,m, h, t выполняется
одно из следующих ограничений:
1.1) r = 1, m = 2;
1.2) m 6 2, t 6 2;
1.3) r = 1, m > 2, t 6 2.

2. S ∼= 〈a | a3 = a〉× 〈b | b3 = b〉×
〈
c | ck+l = ck

〉i, где для натуральных i, k, l выпол-
няется одно из следующих условий:
2.1) i = 1, l 6 2;
2.2) i = +1, k = 1, l 6 2.

3. S ∼= 〈a | a1+m = a1〉+1 ×
〈
b | bh+t = bh

〉i, где m,h, t—натуральные числа; i ∈
∈ {1,+1} и выполняется одно из следующих ограничений:
3.1) m = 1;
3.2) i = 1, h = 1, t = 2;
3.3) m = 2, h = 1, i = 1;
3.4) m = 2, h = 1, t = 2, i = +1.

4. S ∼=
〈
a0 | ar+m0 = ar0

〉1 ×
n∏
i=1

〈ai | a2
i = ai〉+1, где m 6 2, n 6 2; или r = 1, m = 1,

n 6 3.
Заметим, что условия теоремы 22 практически повторяют условия теоремы 19,

с учётом неодноэлементности перемножаемых моноидов.
Теорема 23 [76, теорема 2]. Конечная полугруппа S с нулём, являющаяся пря-

мым произведением неодноэлементных циклических полугрупп с нулём, допускает
планарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих
условий:

1. S ∼= 〈a | ar+m = ar〉0 ×
〈
b | bh+t = bh

〉0, где для натуральных чисел r,m, h, t вы-
полняется одно из следующих ограничений:
1.1) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1;
1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;
1.3) r = 2, m = 1, h = 1, t = 2.

2. S ∼=
〈
a0 | ar+1

0 = ar0
〉
×

n∏
i=1

〈
ai | a2+1

i = a2
i

〉
, где r—натуральное число, r 6 3.

3.1) S ∼= 〈a | a2+1 = a2〉 × 〈b | b2+1 = b2〉+0;
3.2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉+0 × 〈b | b2 = b〉+0, где r и m—натуральные числа, m 6 2.

4. S ∼=
〈
a0 | ar+1

0 = ar0
〉
×

n∏
i=1

〈ai | a2
i = ai〉+0, где n 6 2; или r = 1, n 6 3.

3.2. О п о л у г р у п п а х с а ц и к л и ч е с к и м и г р а ф а м и К э л и
Остановимся подробнее на полугруппах с ациклическими графами Кэли. Их изу-

чением систематически занимался А.Л. Макарьев с 2006 г., и на этом пути получены
интересные результаты.

Теорема 24 [46, теорема 1]. Основа графа Кэли нильпотентной полугруппы S
ступени n > 2 с минимальным порождающим множеством X является деревом то-
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гда и только тогда, когда для любых элементов x, y из множества X справедливо
равенство xy = x2.

Опираясь на данную теорему, её следствия и ряд ценных предложений, была до-
казана следующая теорема, характеризующая конечное дерево, которое может быть
основой графа Кэли некоторой нильпотентной полугруппы, и позволяющая указать
такие полугруппы, если они имеются.

Теорема 25 [46, теорема 2]. Для того чтобы конечное дерево было основой графа
Кэли некоторой нильпотентной полугруппы ступени n > 2, необходимо и достаточно,
чтобы среди центральных или висячих вершин этого дерева имелась хотя бы одна вер-
шина ω, удалённая от каждой висячей вершины дерева (отличной от ω) на расстояние
(n− 1) или (n− 2), и все простые цепи, соединяющие произвольную висячую верши-
ну с вершиной ω, либо не имели общих вершин (кроме ω), либо имели одинаковую
длину (или, в частности, совпадали). При этом все висячие вершины дерева (кроме
вершины ω, если она является висячей) соответствуют порождающим элементам, а
вершина ω соответствует нулю этой полугруппы.

Годом позднее были охарактеризованы рассыпчатые и прямоугольные полугруппы
с ациклическими графами Кэли (в частности, деревьями), а также найдены условия,
при которых ациклический неорграф (в частности, дерево) может служить основой
графа Кэли некоторой прямоугольной или рассыпчатой полугруппы.

Основным результатом, касающимся рассыпчатых полугрупп, является следующая
Теорема 26 [44, теорема 1]. Ординальная сумма S =

⋃
e∈P

Se сингулярных полу-

групп имеет ациклический граф Кэли тогда и только тогда, когда выполняется одно
из следующих условий:

1) |P | = 1 и |S| 6 2, причём S —любая сингулярная полугруппа;
2) |P | = 1 и S > 2, причём S —полугруппа левых нулей;
3) |P | = 2, причём одна из компонент — произвольная полугруппа левых нулей, а

вторая — одноэлементная полугруппа.
Следующий результат касается прямоугольных полугрупп.
Теорема 27 [44, теорема 2]. Основа графа Кэли прямоугольной полугруппы S =

= L×R является ациклическим графом тогда и только тогда, когда |R| 6 2.
Естественным образом формулируемая, но нетривиально доказываемая, следую-

щая теорема характеризует ациклический неорграф, который может быть основой
графа Кэли некоторой прямоугольной полугруппы.

Теорема 28 [44, теорема 3]. Для того чтобы ациклический неорграф мог слу-
жить основой графа Кэли некоторой прямоугольной полугруппы, необходимо и до-
статочно, чтобы выполнялось только одно из условий:

1) каждая вершина графа изолирована;
2) все вершины графа являются висячими.
Из теоремы 28 следует, что для того чтобы неориентированное дерево могло слу-

жить основой графа Кэли некоторой прямоугольной полугруппы, необходимо и доста-
точно, чтобы это дерево имело не больше двух вершин.

В 2008 г. продолжилось рассмотрение полугрупп с ациклическими графами Кэли,
начатое в [46, 44], а именно рассмотрен важный класс полугрупп идемпотентов — по-
лурешётки. Характеризацию полурешёток, имеющих ациклический граф Кэли, даёт
следующая
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Теорема 29 [47]. Для полурешётки S следующие условия эквивалентны:
1) основа графа Кэли полугруппы S является ациклическим графом;
2) S — веерная полугруппа;
3) основа графа Кэли полугруппы S является нуль- или одноярусным деревом.
Заключительным результатом в данной серии явилась теорема 30, значительно

усиливающая результат теоремы 26. Заметим, что ранее найдены условия, при кото-
рых ординальная сумма сингулярных полугрупп имеет ациклический граф Кэли, а в
следующей теореме рассматриваются условия, при которых ациклический граф Кэли
имеет ординальная сумма произвольных полугрупп.

Теорема 30 [48]. Ординальная сумма S =
⋃
e∈P

Se полугрупп имеет ациклический

граф Кэли тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий:
1. |P | = 1 и S —любая полугруппа с ациклическим графом Кэли.
2. |P | = 2, причём выполняется одно из условий:

а) первая компонента — циклическая полугруппа с периодом 1 или 2, а вто-
рая — левосингулярная полугруппа;

б) вторая компонента — одноэлементная полугруппа, а первая— любая
нециклическая полугруппа S с минимальным порождающим множе-
ством X, в которой выполняется следующее условие: если xa = yb или
xa = y, то x = y, где x, y ∈ X и a, b ∈ S.

3.3. О в п о л н е р е г у л я р н ы х п о л у г р у п п а х
с п л а н а р н ы м и г р а ф а м и К э л и

Напомним, что вполне регулярной называется полугруппа, являющаяся объедине-
нием групп. В свою очередь, группы представляют собой частный случай полугрупп.
Исторически сложилось так, что изучение групп было начало раньше, чем полугрупп,
исходя из геометрических приложений первых. Несмотря на их более сложную струк-
туру, многие проблемы теории полугрупп ныне решаются по модулю теории групп.
В частности, исследователям вопросов планарности графов Кэли для конечных групп
удалось получить завершённые результаты.

Родом графа G называется наименьшее число ручек, которые нужно добавить
к сфере, чтобы уложить G на этой сфере.

С опорой на приведённое в теореме Машке (теорема 1) описание плоских групп
в работе [28] найдена следующая характеризация полугрупп, графы Кэли которых
допускают укладку на торе, то есть являются графами минимального рода, равного 1.
Центральное место в этой характеризации заняли так называемые правые группы, по
определению представимые прямым произведением группы G на полугруппу правых
нулей Rn порядка n.

Теорема 31 [28, теорема 3.6]. Пусть G×Rr —конечная правая группа, r > 2. Ми-
нимальный род графа Cay(G×Rr, C×Rr) среди всех порождающих множеств C ⊆ G
группы G равен 1 тогда и только тогда, когда G×Rr изоморфна одной из следующих
правых групп: Zn × Rr с (n, r) ∈ {(2, 3), (2, 4), (3, 3), (i, 2)} для i > 4; Dn × R2 для всех
n > 2. Обратим внимание, что этот список включает в себя Z2×Dn×R2 и Z2×Zn×R2

для нечётного n > 3.
Данный результат позднее был дополнен перечислением всех правых групп, графы

Кэли которых являются планарными, то есть минимального рода, равного нулю.
Теорема 32 [29, теорема 7.1]. Любая плоская правая группа представима в виде

произведенияG×Rk с k > 2, где один из множителей равенG ∈ {{e},Zn, Dn, S4, A4, A5}
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при k 6 3, либо в виде произведения {e} × R4. Здесь {e} означает одноэлементную
группу.

Приведём известную классификацию плоских клиффордовых полугрупп в про-
стейшем частном случае, когда полугруппа является полурешёткой двух групп. Преж-
де чем сформулировать результат, разъясним используемые в [55] обозначения. Запись
Gα

f−→ Gβ применяется для обозначения групп и соответствующего гомоморфизма fα,β,
описанного в теореме 33.

Теорема 33 [59, теорема 4.11]. Пусть Y —полурешётка. Каждому элементу α
из Y поставим в соответствие группу Gα таким образом, что Gα и Gβ не пересекаются
при α 6= β. Каждой паре элементов α, β из Y , для которых α > β, поставим в соот-
ветствие гомоморфизм fα,β группы Gα в Gβ таким образом, что если α > β > γ, то
fα,βfβ,γ = fα,γ. Через fα,α обозначим тождественный автоморфизм группы Gα. Пусть
S — объединение всех групп Gα (α ∈ Y ). Определим произведение в S, полагая для
двух элементов aα, bβ ∈ S (aα ∈ Gα, bβ ∈ Gβ) aαaβ = (aαfα,γ)(bβfβ,γ), где γ равно
произведению αβ элементов α и β полурешётки Y . Тогда S —полугруппа с коммути-
рующими идемпотентами, являющаяся объединением групп, или (что эквивалентно)
инверсная полугруппа, являющаяся объединением групп. Обратно, каждая такая по-
лугруппа может быть построена указанным способом.

Запись Gα
(f,f ′)−−−→ Gβ содержит соответствующие ограниченные отображения fα,β

на каждой из компонент Gα, если Gα имеет два образующих; 0 обозначает нулевое
отображение, id — тождественное. Например, в п. 2, б теоремы 34 первый множитель
отображается тождественно, а второй— нулевым отображением. Инъективное и биек-
тивное отображения обозначаются «injective» и «bijective» соответственно. Наконец,
заметим, что если k и m взаимно просты, то группы Zk × Zm и Zkm изоморфны.

Теорема 34 [55, теорема 2.5]. Пусть S = Gα ∪ Gβ —конечная клиффордова по-
лугруппа с α > β. Тогда S планарна тогда и только тогда, когда выполнено одно из
следующих условий:

1. Gα = Zm, Gβ = Zn при
а) Zm

0−→ Zn, или
б) m = n, Zm

bijective−−−−→ Zm, или
в) n = 2m, Zm

injective−−−−→ Z2m.
2. Gα = Z2 × Z2 при

а) Z2 × Z2
0−→ Zn, или

б) Z2 × Z2
(id,0)−−−→ Z2, или

в) Z2 × Z2
(injective,0)−−−−−−→ Z4.

3. Gα = Z2, Gβ = Z2 × Z2 или D2.
4. Gβ = Zn, Z2 × Z2n, Dn, где n > 2, A4, A5, S4 или Z2 × A4 и

а) Gα = {0} или
б) Gα = Z2 с fα,β, являющимся нулевым отображением.

3.4. О п о л у г р у п п а х с в н е ш н е п л а н а р н ы м и г р а ф а м и К э л и
Выбор тематики данного подраздела обусловлен следующим наблюдением, анонси-

рованным в [77]. В [27] изучается граф правого сдвига полугруппы S относительно её
элемента a, то есть граф, вершины которого являются элементами S, а ребро соединя-
ет вершины s и t тогда и только тогда, когда t = sa. Если a порождает S, то такой граф
является графом Кэли полугруппы S, более того, граф правого сдвига всегда плана-
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рен. Но как оказалось, свойство планарности графа Кэли полугрупп не сохраняется
при переходе к следующим теоретико-полугрупповым конструкциям: коммутативно-
свободному произведению [73], ординальной сумме [78], прямому произведению [75]
циклических полугрупп, моноидов и полугрупп с нулём. В связи с этим возникает
естественная задача характеризации полугрупп с планарными графами Кэли тех или
иных классов K полугрупп, применение к которым наиболее используемых в теории
полугрупп конструкций наследует свойство планарности. В настоящем исследовании
в качестве K выбран класс нильпотентных полугрупп, а в качестве конструкции—
0-прямое объединение. Напомним, что 0-прямым объединением дизъюнктного семей-
ства полугрупп Si (i ∈ I) с нулём называется полугруппа S с нулём, определённая на
объединении полугрупп Si с последующим отождествлением нулей всех Si и опера-
цией умножения, совпадающей с исходными операциями на каждой полугруппе Si, и
xy = 0, если x ∈ Si, y ∈ Sj и i 6= j.

Ключевым результатом, мотивирующим к исследованию полугрупп, допускающих
внешнепланарные графы Кэли, является

Теорема 35 [77]. Свойство планарности графа Кэли полугруппы наследуется
0-прямым объединением нильпотентных полугрупп, если и только если основа графа
Кэли каждой из объединяемых полугрупп в результате удаления нулевого элемента
допускает такую плоскую укладку, что все её вершины принадлежат одной грани.

Основная цель данного подраздела — обзор исследований полугрупп, допускающих
внешнепланарные графы Кэли. Приведены решения вопросов внешнепланарности гра-
фов Кэли для следующих классов:

1) конечные свободные коммутативные полугруппы;
2) конечные свободные коммутативные моноиды;
3) рассыпчатые полугруппы;
4) конечно порождённые полугруппы с одним определяющим соотношением и

с тождеством;
5) свободные частично коммутативные полугруппы и n-веерные полурешётки.
Особый интерес представляет вопрос о допустимости графов, взятых с некоторой

ориентацией и пометкой рёбер, в качестве графов Кэли полугрупп.
Описываются конечные свободные коммутативные полугруппы, а также конечные

свободные коммутативные полугруппы с нулём, графы Кэли которых являются внеш-
непланарными.

Теорема 36 [45, теорема 2.1]. Граф Кэли конечной свободной коммутативной по-
лугруппы S относительно множества свободных образующих внешнепланарен тогда и
только тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих видов:

1. S = 〈a |; ar+m = ar〉, где r и m—любые натуральные числа.
2. S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh〉, где для натуральных r,m, h, t

выполняется одно из следующих условий:
а) h = 1, m 6 2, t = 1; или r = 1, m = 1, t 6 2;
б) r 6 2, h 6 2, m 6 2, t 6 2 при r +m 6 3, h+ t 6 3.

Перейдём к рассмотрению полугрупп с нулём.
Теорема 37 [45, теорема 2.2]. Граф Кэли конечной свободной коммутативной по-

лугруппы S с нулём относительно множества свободных образующих внешнепланарен
тогда и только тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих видов:

1. S = 〈a | ar = 0〉, где r—любое натуральное число.
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2. S = 〈a, b | ab = ba, ar = 0, bh = 0〉, где r, h—натуральные числа, r 6 2, h 6 2.
3. S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh = 0〉, где для натуральных r,m, h выполняется

хотя бы одно из следующих условий:
а) h = 1;
б) r +m = 3, h = 2;
в) r +m = 2, h > 2.

4. S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c1 = 0〉.
Перечислим конечные свободные коммутативные моноиды, допускающие внешне-

планарные графы Кэли:
Теорема 38 [45, теорема 3.1]. Граф Кэли свободного коммутативного моноида S

с циклическими соотношениями внешнепланарен тогда и только тогда, когда выпол-
нено одно из следующих условий:

1. S = 〈a | am = 1〉, где m—любое натуральное число.
2. S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉 либо полугруппа S имеет копредставление

S = 〈a, b | ab = ba, am = 1, bt = 1〉, где для натуральных r,m, t выполнено одно
из следующих ограничений:

а) t = 1;
б) m 6 2, t = 2.

3. S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = b, c = 1〉, где r и m—
натуральные числа, m 6 2.

Решена и задача описания рассыпчатых полугрупп, допускающих внешнепланар-
ный граф Кэли. Любая рассыпчатая полугруппа является ординальной суммой син-
гулярных полугрупп [56, с. 50]. Напомним, что ординальной суммой попарно непере-
секающихся полугрупп Se, где e пробегает цепь P , называется полугруппа S =

⋃
e∈P

Se,

в которой при e < f для любых a ∈ Se и b ∈ Sf действует правило умножения
ab = ba = a. Полугруппа называется сингулярной, если она является полугруппой
левых или правых нулей.

Теорема 39 [45, теорема 4.1]. Пусть S —рассыпчатая полугруппа и S =
⋃
e∈P

Se —

соответствующая ординальная сумма сингулярных полугрупп. Тогда S допускает
внешнепланарный граф Кэли, если и только если выполняется одно из следующих
условий:

1. |P | = 1 и |S| < 4, если S —полугруппа правых нулей.
2. |P | = 2 и выполнено одно из следующих условий:

а) обе компоненты— полугруппы правых нулей и |S| < 4;
б) только одна из компонент Se является полугруппой правых нулей, при

этом |Se| 6 2 и другая компонента содержит менее трёх элементов;
в) обе компоненты— полугруппы левых нулей и одна из них одноэлемент-

ная, либо каждая содержит не более двух элементов.
3. |P | = 3 и выполнено одно из условий:

а) все компоненты— полугруппы правых нулей и |S| < 4;
б) все компоненты являются полугруппами левых нулей и |S| < 5.

Приведённое во введении определение графа Кэли задает ориентированный муль-
тиграф с помеченными рёбрами. Но существует несколько небольших разновидностей,
например в некоторых контекстах вместо правого умножения используется левое. Тем
самым можно разделять правые и левые графы Кэли. Очевидно, что данные понятия
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совпадают для случая коммутативных полугрупп, в противном случае их можно ис-
следовать с точностью до антиизоморфизма, а принцип двойственности позволяет не
воспроизводить соответствующие утверждения для одного из взаимно двойственных
случаев. В связи с этим верна

Теорема 40 [45, теорема 5.1]. Нециклическая полугруппа с одним определяю-
щим соотношением и с тождеством допускает внешнепланарный граф Кэли тогда и
только тогда, когда она антиизоморфна одной из полугрупп S2,k = 〈a, b | ab = bk〉 при
k 6 3, S3 = 〈a, b | aba = ba〉 или изоморфна полугруппе S2,1 = 〈a, b | ab = b〉.

Напомним [79, с. 1269; 80, с. 460], что если дан обыкновенный граф Γ с множеством
вершин V Γ = {a1, . . . , an}, то можно определить свободную частично коммутативную
полугруппу как полугруппу S(Γ), заданную множеством {a1, . . . , an} образующих эле-
ментов и множеством определяющих соотношений вида aiaj = ajai для тех и только
тех ai и aj, которые соединены ребром в графе Γ.

В следующей теореме описывается влияние графа коммутативности множества об-
разующих элементов частично коммутативной свободной полугруппы на внешнепла-
нарность графа Кэли последней. Как оказалось, существенной является валентность
вершин графа коммутативности, то есть не только число элементов множества обра-
зующих, но и количество коммутирующих пар влияет на внешнепланарность графа
Кэли полугруппы.

Теорема 41 [45, теорема 6.1]. Граф Кэли частично коммутативной свободной по-
лугруппы S(Γ), соответствующей графу коммутативности Γ множества образующих
её элементов, внешнепланарен тогда и только тогда, когда степень любой вершины в
графе Γ равна нулю, то есть полугруппа S(Γ) некоммутативная.

Перейдем теперь к n-веерным полурешёткам. Напомним, что полурешёткой назы-
вается коммутативная полугруппа идемпотентов [56, с. 31].

Будем называть n-веерной полурешётку Snk с нулём, 1 6 n 6 k, заданную копред-
ставлением

〈a1, a2, . . . , ak | a2
i = ai, aiaj = ajai, ai1ai2 . . . ain = 0〉,

где (i1, i2, . . . , in) пробегают все размещения без повторений из k элементов 1, 2, . . . , k
по n, а i, j принимают всевозможные значения от 1 до k. Следующая теорема выделяет
в классе таких полугрупп все допускающие внешнепланарные графы Кэли полугруппы
на языке ограничений количества элементов фиксированной длины.

Теорема 42 [45, теорема 6.2]. n-Веерная полурешётка S = Snk допускает внешне-
планарный граф Кэли тогда и только тогда, когда n 6 2.

Для сравнения приведём полученные в [70] аналогичные характеристические свой-
ства свободных частично коммутативных полугрупп и n-веерных полурешёток с пла-
нарными графами Кэли. Приводим этот результат в разделе, посвящённом внешне-
планарности, отчасти выбиваясь из общей канвы повествования, потому что, с одной
стороны, он не относится ни к одной из ранее выделенных категорий полугрупп с пла-
нарными графами Кэли, но с другой — не упомянуть его нельзя, результат интере-
сен оригинальностью доказательства, там есть свежие идеи, связанные с появлением
фрактальных графов.

Теорема 43 [70, теорема 1]. Граф Кэли частично коммутативной свободной по-
лугруппы S(Γ), соответствующей графу коммутативности Γ множества образующих
её элементов, планарен тогда и только тогда, когда степень любой вершины в графе Γ
не превосходит единицы.
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Теорема 44 [70, теорема 2]. n-Веерная полурешётка S = Snk допускает планар-
ный граф Кэли тогда и только тогда, когда |S(2)| 6 3, где S(2) —множество всех нену-
левых слов полугруппы S вида aiaj, i 6= j.

При изучении вопросов планарности важную роль играют графы K5 и K3,3. В [61]
доказано, что если Cay(S,E) — граф Кэли конечной полугруппы S, то Cay(S,E):

1) не изоморфен полному двудольному графу K3,3 с любой ориентацией и раскрас-
кой (разметкой) рёбер;

2) изоморфен полному графу K5 с единственной ориентацией рёбер тогда и только
тогда, когда S имеет копредставление S = 〈a, b | ab = ba, a = b2 = a3b, a2 = ab2,
b = a3 = a2b2〉.

Продолжая обзор исследований в данном направлении, заметим, что при изучении
вопросов внешнепланарности на основании критерия Чартрэнда —Харари ключевая
роль отводится графам K4 и K2,3. В следующей теореме показано, что не существует
полугрупп, графы Кэли которых изоморфны полному графу K4 или полному двудоль-
ному графу K2,3 с некоторой ориентацией и раскраской рёбер.

Теорема 45 [45, теорема 7.1]. Если Cay(S,E) — граф Кэли конечной полугруп-
пы S, то Cay(S,E):

1) не изоморфен полному графу K4 с любой ориентацией и раскраской рёбер;
2) не изоморфен полному двудольному графу K2,3 с любой ориентацией и раскрас-

кой рёбер.
Таков список основных результатов, полученных в ходе исследования полугрупп,

допускающих внешнепланарные графы Кэли.
3.5. О п о л у г р у п п а х с о б о б щ ё н н ы м и
в н е ш н е п л а н а р н ы м и г р а ф а м и К э л и

Напомним, что обобщённым внешнепланарным графом называется планарный
граф, который можно уложить на плоскости таким образом, что каждое ребро об-
ладает хотя бы одной концевой вершиной на границе внешней грани. Обобщённые
внешнепланарные графы впервые ввёл в рассмотрение И. Седлачек [81]. Данное по-
нятие сыграло важную роль при изучении локальных свойств графов. Кроме того,
Седлачек нашел характеризацию обобщённых внешнепланарных графов в терминах
запрещённых подграфов.

Статья [50] открыла цикл работ, посвящённых перечислению полугрупп, допуска-
ющих обобщённые внешнепланарные графы Кэли. Первым результатом является тео-
рема, содержащая характеристическое свойство конечных свободных коммутативных
полугрупп, графы Кэли которых являются обобщённо внешнепланарными.

Теорема 46 [50, теорема 1]. Граф Кэли конечной свободной коммутативной по-
лугруппы S относительно множества свободных образующих обобщённо внешнепла-
нарен тогда и только тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих
видов:

1. S = 〈a | ar+m = ar〉, где r и m—любые натуральные числа.
2. S =

〈
a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh

〉
, где для натуральных r,m, h, t выпол-

няется хотя бы одно из следующих условий:
а) h = 1, t = 1, m 6 2; или r = 1, m = 1, t 6 2;
б) ((h 6 2, t = 2) или (h 6 3, t = 1)) при r +m = 3; или ((r 6 2, m = 2) или

(r 6 3, m = 1)) при h+ t = 3.
3. S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c2 = c〉.
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Заметим, что условие данной теоремы содержит все конечные свободные коммута-
тивные полугруппы, допускающие внешнепланарные графы Кэли, согласно [45, теоре-
ма 2.1]. Более того, свободными коммутативными полугруппами, допускающими обоб-
щённо внешнепланарные графы Кэли, но не допускающими внешнепланарные графы
Кэли, являются полугруппы, имеющие копредставления

S =
〈
a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh

〉
,

где ((h = 2, t = 2) или (h = 3, t = 1)) при r + m = 3; либо ((r = 2, m = 2) или (r = 3,
m = 1)) при h+ t = 3; или

S =
〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c2 = c

〉
,

и только они.
Далее под циклической полугруппой с нулём понимается любой гомоморфный об-

раз свободной однопорождённой полугруппы с нулём. Очевидно, что любая цикличе-
ская полугруппа с нулём изоморфна либо циклической ниль-полугруппе, либо получе-
на из циклической полугруппы внешним присоединением нуля. Конечная полугруппа
с нулём называется свободной коммутативной, если она является коммутативно-сво-
бодным произведением циклических полугрупп с нулём.

Следующая теорема содержит характеристическое свойство конечных свободных
коммутативных полугрупп с нулём, графы Кэли которых являются обобщённо внеш-
непланарными.

Теорема 47 [50, теорема 2]. Граф Кэли конечной свободной коммутативной по-
лугруппы S с нулём относительно множества свободных образующих обобщённо внеш-
непланарен тогда и только тогда, когда S задана копредставлением одного из следу-
ющих видов:

1. S = 〈a | ar = 0〉, где r—любое натуральное число.
2. S =

〈
a, b | ab = ba, ar = 0, bh = 0

〉
, где r, h—натуральные числа, причём r = 1,

или h = 1, или r + h 6 5.
3. S =

〈
a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh = 0

〉
, где для натуральных r,m, h выполняется

хотя бы одно из следующих условий:
а) при m = 1 имеем h = 1, или r = 1, или r + h 6 5;
б) при m = 2 имеем h = 1, или r + h 6 4;
в) при m = 3 имеем h = 1;
г) при m > 4 имеем r = 1 и h = 1.

4. S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c = 0〉.
Далее перечислены все конечные свободные коммутативные моноиды, допускаю-

щие обобщённые внешнепланарные графы Кэли.
Теорема 48 [51, теорема 2]. Граф Кэли конечного свободного коммутативного

моноида S обобщённо внешнепланарен тогда и только тогда, когда S в классе всех
коммутативных моноидов имеет копредставление одного из следующих видов:

1. S = 〈a | am = 1〉, где m—любое натуральное число.
2. S = 〈a, b | ar+m = ar, bt = 1〉, либо S = 〈a, b | am = 1, bt = 1〉, где для натураль-

ных r,m, t выполнено одно из следующих ограничений:
а) t = 1;
б) m 6 2, t = 2.

3. S = 〈a, b, c | ar+m = ar, b2 = b, c = 1〉, где r,m—натуральные числа, m 6 2.
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Ранее приведены условия, при которых рассыпчатые полугруппы допускают пла-
нарные и, в частности, внешнепланарные графы Кэли. Следующая теорема характе-
ризует рассыпчатые полугруппы, допускающие обобщённые внешнепланарные графы
Кэли.

Теорема 49 [52, теорема 1]. Пусть S —рассыпчатая полугруппа и S =
⋃
e∈P

Se —

соответствующая ординальная сумма сингулярных полугрупп. Тогда S допускает
обобщённый внешнепланарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполняется
одно из следующих условий:

1. |P | = 1 и |S| < 5, если S —полугруппа правых нулей или S —полугруппа левых
нулей.

2. |P | = 2 и выполнено одно из условий:
а) обе компоненты являются полугруппами правых нулей и |S| < 5;
б) только одна из компонент Se является полугруппой правых нулей и
|Se| 6 3, а другая компонента одноэлементная (при |Se| = 3);

в) обе компоненты— полугруппы левых нулей и одна из них содержит менее
трёх элементов.

3. |P | = 3 и выполнено одно из условий:
а) все компоненты— полугруппы правых нулей и |S| < 5;
б) две из компонент содержат по одному элементу, а третья компонента —

полугруппа левых нулей;
в) все компоненты являются полугруппами левых нулей и |S| 6 5.

4. |P | = 4 и |S| = 4.
3.6. О г и п е р г р а ф а х п о л у г р у п п

На пути исследования вопросов планарности графов Кэли полугрупп могут появ-
ляться комбинаторные проблемы, например имеет место

Гипотеза 1 [82]. Граф Кэли мультипликативной полугруппы кольца вычетов по
модулю n планарен тогда и только тогда, когда n < 9 или n—простое число.

В то же время подобные утверждения носят частный характер, поэтому удобнее
распространить известное понятие графов Кэли до гиперграфов алгебр. В частности,
оказалось возможным всякой модели сопоставить гиперграф, множеством вершин ко-
торого служит основное множество модели, а гиперрёбрами— элементы (кортежи) от-
ношений модели [83].

Так как всякая n-местная алгебраическая операция представляется (n+1)-местным
отношением, то данное определение применимо и для алгебр [84], более того, уста-
новлен механизм структурного описания моделей теорий по семействам гиперграфов
простых моделей произвольной малой теории [85]; поэтому, направление видится весь-
ма перспективным. Кёнигово представление гиперграфов [86, c. 93] алгебр при таком
подходе является двудольным графом, следовательно, более доступно для изучения
свойств ацикличности и внешнепланарности. Особый интерес вызывают гиперграфы
полугрупп, обладающие перечисленными далее свойствами 1◦– 3◦, отражающими их
тесную связь с графами Кэли. Необходимый минимум понятий теории гиперграфов
можно почерпнуть из работы [86].

Дадим конструктивное определение гиперграфа полугруппы S относительно мно-
жества образующих её элементов X: каждой полугруппе сопоставлен гиперграф
HCay(S,X), множеством вершин которого служит основное множество элементов по-
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лугруппы S, а гиперрёбрами— всевозможные тройки вида (a, x, b), где a, b ∈ S, x ∈ X
и ax = b.

Некоторые свойства гиперграфа устанавливаются через одноименные свойства кё-
нигова представления. Напомним, что кёниговым представлением гиперграфа назы-
вается двудольный граф, отражающий отношение инцидентности элементов гипергра-
фа. Этот граф несёт полную информацию о гиперграфе и однозначно его определяет.
Поэтому вполне естественно называть гиперграф плоским или планарным, если его
кёнигово представление является планарным графом.

Таким образом, гиперграф HCay(S,X) полугруппы S относительно множества об-
разующих её элементов X представляется кёниговым двудольным графом, у которого
множество вершин одной из долей является основным множеством элементов si полу-
группы S, а множество вершин другой доли исчерпывается всевозможными тройками
ej = (aj, xj, bj), где aj, bj ∈ S, xj ∈ X и ajxj = bj; при этом вершина si соединена
дугой с вершиной ej = (aj, xj, bj) тогда и только тогда, когда si ∈ (aj, xj, bj), то есть
гипервершина si принадлежит гиперребру ej в гиперграфе HCay(S,X). Для удобства
восприятия дуга (si; ej) помечается порядковым номером компоненты si в упорядо-
ченной тройке ej. Основой ориентированного помеченного мультиграфа мы называем
обыкновенный граф, полученный из данного удалением меток, петель и заменой всех
дуг, соединяющих две вершины, одним ребром, соединяющим эти вершины.

Некоторые свойства гиперграфов полугрупп:
1◦) Гиперграф моногенной полугруппы планарен.
2◦) Существуют полугруппы, допускающие планарный граф Кэли, но не допуска-

ющие планарный гиперграф.
Примером может служить мультипликативная полугруппа кольца вычетов по
модулю 8, порождаемая тремя элементами (Z8 = 〈2, 3, 5〉) и допускающая пла-
нарный граф Кэли, в то время как её гиперграф планарным не является, в силу
теоремы о них.

3◦) Если гиперграф полугруппы планарен, то её граф Кэли тоже планарен.
В самом деле, каждому ребру графа Кэли соответствует подграф кёнигова пред-
ставления гиперграфа. Следовательно, если в кёниговом представлении гипер-
графа отсутствует подграф, гомеоморфный K5 или K3,3, то он отсутствует и
в графе Кэли, то есть планарность наследуется.

Таким образом, полугруппы с планарными гиперграфами образуют класс более
узкий, чем полугруппы, допускающие планарные графы Кэли. Более того, имеет место
следующая

Теорема 50 [82]. Гиперграф мультипликативной полугруппы Zn кольца вычетов
по модулю n планарен тогда и только тогда, когда n = 1 или Zn =

〈
a, b | al = 0,

bk = 1, ab = a
〉
, l, k ∈ N.

Заметим, что примером допускающей планарный гиперграф 2-порождённой муль-
типликативной полугруппы кольца вычетов по модулю n, порождающие элементы a, b
которой удовлетворяют равенству ab = a, служит Z4 = 〈2, 3〉. Кроме того, условие
теоремы выполнено, если n—простое число, так как 0β = 0 и Zp = 〈0, β〉 для любого
простого p, где β —первообразный корень сравнения βp−1 ≡ 1 (mod p).

Следствие 1 [82]. Гиперграф мультипликативной полугруппы кольца вычетов
по модулю n внешнепланарен тогда и только тогда, когда n < 3.
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3.7. О д р у г и х п о л у г р у п п а х с п л а н а р н ы м и г р а ф а м и К э л и
В [71] изучаются свободные частично коммутативные нильпотентные полугруппы,

допускающие планарные графы Кэли. Если дан обыкновенный граф Γ с множеством
вершин V Γ = {a1, . . . , at}, то можно определить свободную частично коммутативную
полугруппу как полугруппу S(Γ), заданную множеством {a1, . . . , at} образующих эле-
ментов и множеством определяющих соотношений вида ai ·aj = aj ·ai для тех и только
тех ai и aj, которые соединены ребром в графе Γ. Для любого натурального чис-
ла n фактор-полугруппу Риса S(Γ)/Sn назовём свободной частично коммутативной
n-нильпотентной полугруппой, определяемой графом Γ порядка t; условимся обозна-
чать эту полугруппу через Snt (Γ). Справедлива следующая теорема, приближающая
нас к исследованию вопросов планарности графов Кэли свободных полугрупп квази-
многообразий.

Теорема 51 [71, теорема 1]. Полугруппа Snt (Γ) допускает планарный граф Кэли,
если и только если выполнено хотя бы одно из следующих условий:

1) Γ —пустой граф;
2) связными компонентами графа Γ являются паросочетания или изолированные

вершины и n 6 5;
3) связными компонентами графа Γ являются цепи или изолированные вершины

и n 6 4;
4) связными компонентами графа Γ являются «деревья» из простых циклов (как-

тусы) или изолированные вершины и n 6 3;
5) Γ —любой граф и n 6 2, либо n > 2 и t 6 2.
Для полноты картины о разнообразии результатов в данной области и в качестве

иллюстрации к вариациям на тему основного определения графа Кэли полугруппы
приведём следующую теорему.

Теорема 52 [87]. Нециклическая полугруппа с одним определяющим соотноше-
нием и с тождеством допускает планарный граф Кэли тогда и только тогда, когда
она антиизоморфна одной из полугрупп: S1 = 〈a, b | ab = ba〉, S2,k =

〈
a, b | ab = bk

〉
,

k = 1, 2, . . ., S3 = 〈a, b | aba = ba〉, S4 = 〈a, b | aba = b〉, S5 = 〈a, b | a2 = b2〉, S6 =
= 〈a, b | aba2 = ba〉, или изоморфна одной из полугрупп: S1, S2,1, S4, S5.

При исследовании вопроса планарности графов важную роль играют непланарные
графы K5 или K3,3. С другой стороны, максимальными плоскими графами (графами,
которые перестают быть плоскими при добавлении любого ребра) являются плоские
триангуляции (графы, каждая грань которых— треугольник). Поэтому при изучении
конечных полугрупп со свойством планарности графов Кэли возникает задача пере-
числения всех полугрупп, графы Кэли которых являются упомянутыми с некоторой
ориентацией рёбер.

В [61], в частности, решена задача о допустимости графов K3,3, K5 и плоских три-
ангуляций в качестве графов Кэли конечных полугрупп.

Теорема 53 [61]. Если Cay(S,X) — граф Кэли конечной полугруппы S, то
Cay(S,X):

1) не изоморфен полному двудольному графуK3,3 с любой ориентацией и пометкой
рёбер;

2) изоморфен плоской триангуляции с единственной ориентацией рёбер тогда и
только тогда, когда S имеет копредставление

S =
〈
a | a4 = a

〉
;
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3) изоморфен полному графу K5 с единственной ориентацией рёбер тогда и только
тогда, когда S имеет копредставление

S =
〈
a, b | ab = ba, a = b2 = a3b, a2 = ab2, b = a3 = a2b2

〉
.

Заметим, что, в продолжение начатого в [61] исследования вопроса о допустимо-
сти некоторых графов в качестве графов Кэли полугрупп, в [88] показано, что гра-
фом Кэли полугруппы S является плоская триангуляция, изоморфная графу окта-
эдра, с некоторой (не единственной) ориентацией и пометкой рёбер тогда и только
тогда, когда полугруппа S является циклической полугруппой S ∼= 〈a | a7 = a〉 от-
носительно множества образующих элементов {a, a2} или {a, a4}, либо полугруппой
S ∼= 〈a, b | a4 = a, b4 = b, a2 = ba, b2 = ab〉.

Кроме того, полугруппа S, указанная в условии 3 теоремы 53, является цикли-
ческой группой порядка 5 (при выборе одного образующего она имеет копредставле-
ние S = 〈a | a6 = a〉) и поэтому допускает планарный граф Кэли. Данное замечание
иллюстрирует известный факт, что свойство планарности графа Кэли полугруппы
существенно зависит от выбора множества образующих. В связи с этим естественно
рассматривать графы относительно минимального по включению множества образу-
ющих.

Изучению свойства планарности графов Кэли в классе полугрупп, совпадаю-
щих с любым своим минимальным множеством образующих, посвящена работа [78].
Нетрудно показать, что этот класс совпадает с классом всех рассыпчатых полугрупп,
то есть таких полугрупп S, в которых для любых элементов a, b из S выполняется
ab = a или ab = b.

Результатом из данной серии является
Теорема 54 [78, теорема 1]. Пусть S —рассыпчатая полугруппа и S =

⋃
e∈P

Se —

соответствующая ординальная сумма сингулярных полугрупп. Тогда S допускает пла-
нарный граф Кэли, если и только если выполняется одно из следующих условий:

1. |P | = 1 и |S| < 5, если S —полугруппа правых нулей.
2. |P | = 2 и выполнено одно из условий:

а) обе компоненты— полугруппы правых нулей и |S| < 5;
б) только одна из компонент Se является полугруппой правых нулей и
|Se| 6 3, а другая компонента содержит менее трёх элементов (при
|Se| = 3);

в) обе компоненты— полугруппы левых нулей, и одна из них содержит ме-
нее трёх элементов.

3. |P | = 3 и выполнено одно из условий:
а) все компоненты— полугруппы правых нулей и |S| < 5;
б) две из компонент содержат по одному элементу, а третья компонента —

полугруппа левых нулей;
в) все компоненты являются полугруппами левых нулей и |S| 6 5 или
|Se| = 2 для любого e ∈ P .

4. |P | = 4 и |S| 6 5.
Прямоугольной полугруппой называется полугруппа, изоморфная прямому произ-

ведению L×R, где L—левосингулярная, а R—правосингулярная полугруппа.
Теорема 55 [88]. Пусть S — ординальная сумма прямоугольных полугрупп. То-

гда S допускает планарный граф Кэли, если и только если выполняется одно из сле-
дующих условий:
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1. |P | = 1 и S = (Li ×Rj), где 1 6 j < 5, i > 1.
2. |P | = 2 и выполнено хотя бы одно из условий:

а) одна из компонент —R1, а другая — (Li ×Rj), где 1 6 j 6 3, i > 1;
б) одна из компонент —R2, а другая — (Li ×Rj), где 1 6 j 6 2, i > 1, причём

если R2 — бо́льшая, то возможно j = 3, i > 2;
в) одна из компонент —L2 либо (L2 ×R2) —является меньшей, а другая —

(Li ×Rj), где 1 6 j 6 2, i > 1 либо j = 3, i = 1, причём если L2 —
бо́льшая, то возможно j = 3, i > 2;

г) меньшая из компонент является произведением (Li ×Rj), где 1 6 j 6 4,
i > 2, бо́льшая—R1, R2 либо L2.

3. |P | = 3 и выполнено хотя бы одно из условий:
а) две из компонент одноэлементные, а третья — (Li ×Rj), где 1 6 j 6 4,

i > 2 для меньшей компоненты, 1 6 j 6 3, i > 2 —для средней, 1 6 j 6 2,
i > 1 —для большей;

б) компонентами ординальной суммы одновременно являются R1, R2 (ли-
бо L2) и L2, причём вместо L2 меньшей или средней компонентой воз-
можна (L2 ×R2);

в) все компоненты—L2, либо меньшая из них— (L2 ×R2).
4. |P | = 4 и выполнено хотя бы одно из условий:

а) все компоненты— полугруппы левых нулей и |S| 6 5;
б) три из компонент одноэлементные, а (L2 ×R2) —не наибольшая.

4. О рангах планарности многообразий полугрупп
Результаты этого раздела принадлежат исключительно автору.
За время всестороннего исследования понятия ранга планарности многообразия

полугрупп сделано много открытий, среди которых можно выделить следующие тео-
риообразующие:

1) описаны ранги планарности многообразий коммутативных моноидов и приведе-
на классификация многообразий коммутативных моноидов по рангам планар-
ности [60];

2) найдены все планарные многообразия полугрупп, в частности вычислены ран-
ги планарности многообразий из решётки, порождённой негрупповыми атома-
ми [89];

3) описаны ранги планарности коммутативных полугрупп и вычислены ранги пла-
нарности некоторых серий многообразий коммутативных полугрупп [90, 91];

4) найдены ранги планарности многообразия всех полугрупп идемпотентов и мно-
гообразий полугрупп, заданных перестановочным тождеством [92];

5) в классе многообразий ниль-полугрупп указана континуальная серия многооб-
разий бесконечного ранга планарности и континуальная серия многообразий
конечного ранга планарности [93];

6) описаны ранги планарности многообразий полугрупп [94].
Определённый интерес представляет также вопрос о том, какие составленные из на-

туральных чисел и символа∞ наборы значений могут быть наборами значений рангов
планарности нетривиальных подмногообразий X произвольного многообразия V по-
лугрупп. Л.М. Мартынов предложил называть этот вопрос «Проблема спектров ран-
гов планарности многообразий полугрупп».

Например, в силу теоремы 60, спектр рангов планарности многообразия всех полу-
групп является полным. Последнее открывает обширные горизонты для дальнейших
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исследований. В частности, в процессе написания обзора были найдены ранги пла-
нарности каждого из многообразий бесконечной счётной решётки всех многообразий
связок.

4.1. Р а н г и п л а н а р н о с т и м н о г о о б р а з и й
к о м м у т а т и в н ы х м о н о и д о в и п о л у г р у п п

При доказательстве результатов данного подраздела использованы методы струк-
турной теории полугрупп, теории многообразий и теории графов.

В частности, широко применяется критерий Понтрягина —Куратовского. Первый
эффективный алгоритм (линейной временной сложности) для проверки графа на пла-
нарность принадлежит Д. Хопкрофту и Р. Тарьяну [95], и как рисовать планарные
графы за линейное время, известно давно [96].

Автором получен результат, касающийся моноидов. Для его формулировки приве-
дём некоторые обозначения из [60]:
— M—многообразие всех коммутативных моноидов;
— Am = var{xm ≈ 1}—многообразие всех абелевых групп экспонентыm, являющееся

подмногообразием многообразия M;
— S1

i,m = var{xi+m ≈ xi}—многообразие коммутативных моноидов типа (i,m), явля-
ющееся подмногообразием многообразия M.
С использованием развитого в [73] инструментария в [60] доказана следующая
Теорема 56 [60]. Пусть V —нетривиальное многообразие коммутативных моно-

идов, rπ(V ) — его ранг планарности. Тогда rπ(V ) 6 3. Более того:
1) rπ(V ) = 1 тогда и только тогда, когда V = Am или V = S1

i,m, где m > 2, i > 1,
n > 2;

2) rπ(V ) = 2 тогда и только тогда, когда V = M, или V = S1
i1,1

, или V = S1
i2,2

,
где i1 > 2, i2 > 1;

3) rπ(V ) = 3 тогда и только тогда, когда V = A2 или V = S1
1,1.

Таким образом, из теоремы 56 вытекает, что Specrπ(M) = {0, 1, 2, 3}. Эта теорема
не только решает проблему рангов планарности для многообразий коммутативных
моноидов [97], но и приводит классификацию многообразий коммутативных моноидов
по рангам планарности.

Следующая теорема посвящена указанию рангов планарности некоторых многооб-
разий коммутативных полугрупп. Для формулировки результата приведём следующие
обозначения:
— C = var{xy ≈ yx}—многообразие всех коммутативных полугрупп;
— An = var{xny ≈ y, xy ≈ yx}—многообразие всех абелевых групп экспоненты n > 1;
— CBr,m = var{xr+m ≈ xr, xy ≈ yx}—многообразие всех коммутативных полугрупп

бернсайдовского типа, где r > 0, m > 0;
— CNs = var{x1x2 . . . xsy ≈ x1x2 . . . xs, xy ≈ yx}—многообразие коммутативных

нильпотентных полугрупп ступени s > 1;
— CNilr = var{xry ≈ xr, xy ≈ yx}—многообразие всех коммутативных ниль-полу-

групп индекса r > 1.
Справедлива следующая

Теорема 57 [90, 91, теорема 1]. Нетривиальное многообразие коммутативных по-
лугрупп либо имеет бесконечный ранг планарности и при этом совпадает с многооб-
разием полугрупп с нулевым умножением, либо имеет ранг планарности 1, 2 или 3:

1) rπ(C) = 2;
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2) rπ(A2) = 3 и rπ(An) = 1 при n > 2;
3) rπ(CB1,1) = 3, rπ(CBr,m) = 1 при r > 0, m > 2, и rπ(CBr,m) = ∞ в остальных

случаях;
4) rπ(CN2) =∞, rπ(CN3) = 3, rπ(CNs) = 2 при s > 3;
5) rπ(CNilr) = 2 при любом r > 1.
Приведём несколько конфигураций, возникающих в процессе доказательства теоре-

мы 57. Условимся обозначать свободную n-порождённую полугруппу многообразия V
над n-элементным множеством образующих X ⊆ {x, y, z, t, x1, x2, . . . , xn, . . .}, являю-
щимся подмножеством бесконечного счётного алфавита, как FV 〈X〉. Граф Кэли сво-
бодной полугруппы многообразия var{xy ≈ yx, x1+m ≈ x1} с тремя образующими со-
держит изображённый на рис. 1 подграф, основа которого гомеоморфна графу K3,3.
Следовательно, этот граф не является планарным, а ранг планарности такого много-
образия не превышает 2 и тем более 3.

Рис. 1. Подграф графа Кэли свободной 3-порождённой полугруппы FV 〈{x, y, z}〉
коммутативного многообразия V = var

{
xy ≈ yx, x1+m ≈ x1

}
при m > 1

Выполнение хотя бы одного из соотношений x2z = z, x2y = y или x = xy2 приводит
к тому, что выполнено тождество x2y = y, из которого следует x2z = z, что приводит
к x2 = xxy2 = x2yy = y2 —многообразию полугрупп, задаваемых системой тождеств
var{xy ≈ yx, x1+m ≈ x, x2 ≈ y2}, ранг планарности которого ограничен 3, согласно
рис. 2, на котором изображён подграф, основа которого гомеоморфна графу K5.

Рис. 2. Подграф графа Кэли свободной 4-порождённой полугруппы FV 〈{x, y, z, t}〉
коммутативного многообразия V = var

{
xy ≈ yx, x1+m ≈ x1

}
при m > 1

При доказательстве теоремы 57 существенным образом использованы результаты
из работы [60].
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Следующая теорема посвящена нахождению рангов планарности многообразий по-
лугрупп идемпотентов, ниль-полугрупп и полугрупп с перестановочным тождеством.

Теорема 58 [92]. Ранг планарности многообразия всех полугрупп идемпотен-
тов равен 3; ранг планарности многообразия ниль-полугрупп, заданного тождеством
w ≈ 0, равен бесконечности; ранг планарности любого перестановочного многообразия
полугрупп равен 1 или 2.

Позже был получен более общий результат о ниль-многообразиях, приведём его
в подразделе 4.2.

В случае многообразий всех нильпотентных полугрупп Nl данной ступени ниль-
потентности l легко видеть, что Specrπ(N2) = {0,∞}, так как многообразие N2 яв-
ляется планарным и является атомом решётки многообразий полугрупп (аналогично
Specrπ(L0) = {0,∞}, Specrπ(R0) = {0, 4}, Specrπ(A2) = {0, 3}, Specrπ(Ap>2) = {0, 1}).

Кроме того, Specrπ(N3) = {0, 3,∞}, так как не 0-приведённые подмногообразия
многообразия N3 исчерпываются многообразиями: CN3 = var{xyz ≈ 0;xy ≈ yx} всех
коммутативных нильпотентных полугрупп ступени 3, для которого ранг планарности
rπ(CN3) = 3, и var{xyz ≈ 0;x2 ≈ 0;xy ≈ yx}, ранг планарности которого также ра-
вен 3; каждое из оставшихся 0-приведённых подмногообразий многообразия N3 имеет
бесконечный ранг планарности.

Разнообразие ситуации с рангами демонстрирует теорема 57: Specrπ(C) =
= {0, 1, 2, 3,∞}.

4.2. О р а н г а х п л а н а р н о с т и н и л ь - м н о г о о б р а з и й
В следующей теореме приведены бесконечные серии многообразий ниль-полугрупп

бесконечного и конечного рангов планарности.
Теорема 59 [93]. Ранг планарности 0-приведённого многообразия ниль-полу-

групп бесконечен. Кроме того, если система тождеств, определяющая многообразие
ниль-полугрупп, среди не эквивалентных системе 0-приведённых тождеств имеет толь-
ко одно тождество минимальной длины вида u1xu2yu3 ≈ v1yv2xv3, где слова ui, vj —
не обязательно различные, возможно, пустые для некоторых многообразий, а u1v1 не
содержит символы x и y, то ранг планарности такого многообразия конечен.

Доказательство теоремы 59 опирается на следующие утверждения:
Лемма 1 [93, лемма 1]. Фактор-полугруппа Риса свободной полугруппы по лю-

бому идеалу допускает планарный граф Кэли.
Следствие 2 [93, следствие 1]. Ранг планарности любого 0-приведённого много-

образия равен бесконечности.
Множество 0-приведённых многообразий имеет мощность континуума, поэтому

справедливо
Следствие 3 [93, следствие 2]. Множество полугрупповых многообразий беско-

нечного ранга планарности имеет континуальную мощность.
Кроме того, из теоремы 59 вытекает и обслуживаемое одной конфигурацией сле-

дующее
Следствие 4 [93, следствие 3]. Множество полугрупповых ниль-многообразий ко-

нечного ранга планарности имеет континуальную мощность.
Заметим, что бывают и не 0-приведённые многообразия ниль-полугрупп бесконеч-

ного ранга, например rπ(var{xyy ≈ xyx, xm ≈ 0}) = ∞, где m > 2. Однако до настоя-
щего времени не было известно ни одного многообразия полугрупп с конечным рангом
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планарности более чем 4. Тем неожиданнее оказалась справедливость результата [94],
из которого вытекает существование полугрупповых многообразий любого наперёд
заданного конечного ранга планарности, что вместе с предыдущими результатами ав-
тора решает проблему описания рангов планарности подмногообразий многообразия
всех полугрупп, сформулированную Л.М. Мартыновым в [30].

Теорема 60 [94]. Ранг планарности любого многообразия полугрупп либо беско-
нечен, либо может быть любым натуральным числом.

Из теоремы 60, в частности, вытекает, что спектр рангов планарности многообра-
зий всех полугрупп является полным, то есть Specrπ(S) = N∞, где S— это многообра-
зие всех полугрупп.

Многообразие всех ниль-полугрупп данного конечного ниль-индекса k с одним пе-
рестановочным тождеством длины n, переставляющим элементы в позициях i, j, обо-
значим черезNilkP(i;j)

n . Тогда из того, что при доказательстве теоремы 59 обнаружива-
ются конфигурации, содержащие вхождения элементов в степени не выше 4, вытекает

Следствие 5 [94, следствие 1]. При k > 4 существуют подмногообразия много-
образия всех ниль-полугрупп Nilk ранга планарности 1 и 2, примеры которых до-
ставляют многообразия NilkP

(1;2)
3 и NilkP

(2;3)
3 с соответствующим перестановочным

тождеством.
В качестве комментария к теореме 60 напомним, что многообразия бесконечного

ранга планарности присутствуют в теоремах 59 и 60. Многообразия полугрупп конеч-
ных рангов планарности 1, 2, 3 содержат предыдущие результаты автора. Наконец,
многообразия полугрупп

Nil2P(1;2)
n = var{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1x2x3x4 . . . xn ≈ x2x1x3x4 . . . xn}

при каждом n > 3 имеют ранг планарности n− 1.
Плоская укладка основы графа Кэли свободной (n− 1)-порождённой полугруппы

этого многообразия получается следующим образом: отправной точкой берётся лес,
как для всякого 0-приведённого многообразия; в силу внешнепланарности леса мож-
но добавить к нему изолированную вершину 0 и все остальные вершины леса соеди-
нить ребром с 0 так, чтобы планарность сохранилась [45]. Теперь рассмотрим свобод-
ную n-порождённую полугруппу многообразия Nil2P(1;2)

n . При достаточном количе-
стве образующих начинает работать тождество вида x1x2x3x4 . . . xn ≈ x2x1x3x4 . . . xn,
которое в случае (n − 1)-порождённой полугруппы вырождается, поскольку в любой
(n−1)-порождённой полугруппе многообразияNil2P(1;2)

n любое слово длины n равно 0.
В результате образуется достаточно склеек слов длины n в свободной n-порождённой
полугруппе Fn(Nil2P(1;2)

n ) многообразия Nil2P(1;2)
n , при n > 3 приводящих к появ-

лению в основе графа Кэли этой полугруппы относительно множества образующих
Xn = {x1, x2, . . . , xn} подграфа, гомеоморфного полному двудольному графу K3,3.

Непосредственно из доказательства теоремы 60 вытекает
Следствие 6 [94, следствие 2]. Натуральное число n > 3 и значение ∞ могут

быть рангами планарности подмногообразий многообразия Nilk = var{xk ≈ 0} всех
ниль-полугрупп данного конечного ниль-индекса k при любом k > 2.

Ввиду следствия 6 и того факта, что примеры, обеспечивающие ранги планарно-
сти 1 и 2, описаны в следствии 5 из теоремы 58, спектр рангов планарности много-
образий всех ниль-полугрупп Nilk данного конечного ниль-индекса k > 4 является
полным, то есть Specrπ(Nilk) = N∞.
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Отметим, что многообразия Nil2P(1;2)
n при n > 3 не единственны в своём роде.

Примеры иных серий полугрупповых многообразий конечного наперёд заданного ран-
га планарности получаются по аналогии добавлением к тождествам x2 ≈ 0, xyx ≈ 0
других перестановочных тождеств фиксированного порядка n > 3 и их наборов, а
именно: справедливо

Предложение 1 [94]. Для любого натурального числа n > 3 справедливы сле-
дующие утверждения:

1) ранг планарности многообразия Nil2P(n−1;n)
n полугрупп, заданного системой

тождеств {x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1 . . . xn−2xn−1xn ≈ x1 . . . xn−2xnxn−1}, равен n;
2) ранг планарности многообразия Nil2P(i;j)

n полугрупп, заданного системой тож-
деств

{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0,

x1 . . . xi−1xixi+1 . . . xj−1xj . . . xn ≈ x1 . . . xi−1xjxi+1 . . . xj−1xi . . . xn}
(1)

при i+ 1 6= n, равен n− 1;
3) ранг планарности многообразия Nil2P(i;j)

n полугрупп, заданного системой тож-
деств (1) при j 6= n, равен n− 1;

4) ранг планарности многообразия Nil2PSn−1
n полугрупп, заданного системой тож-

деств {x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1x2 . . . xn−1xn ≈ xπ(1)xπ(2) . . . xπ(n−1)xn : π ∈ Sn−1}, где
Sn−1 — симметрическая группа подстановок на (n − 1)-элементном множестве,
равен n− 1;

5) ранг планарности многообразия Nil2PSn
n полугрупп, заданного системой тож-

деств {x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1x2 . . . xn−1xn ≈ xπ(1)xπ(2) . . . xπ(n−1)xπ(n) : π ∈ Sn},
равен n− 1.

В связи с результатами предложения 1 ещё более актуальной становится проблема
классификации многообразий полугрупп по рангам планарности, в частности задача
описания многообразий полугрупп бесконечного ранга планарности.
4.3. О р а н г а х п л а н а р н о с т и д р у г и х м н о г о о б р а з и й п о л у г р у п п

Принципиальная новизна серии многообразий, описанных в данном подразделе,
заключается в том, что впервые поднимается вопрос о рангах планарности для мно-
гообразий вполне регулярных полугрупп, то есть являющихся объединением групп,
причём соответствующие группы не обязательно являются абелевыми. Из теоремы 56
для абелевых групп известно и независимо доказано позднее для произвольных групп
в [98], что ранг планарности многообразия var{xn ≈ 1} при любом n > 3 равен 1. Но
в более общем случае при нахождении рангов планарности многообразий полугрупп,
заданных тождеством xn ≈ x, в полугрупповой сигнатуре, на этом пути возникает
проблема Туэ равенства слов. Удалось обойти эту проблему при доказательстве сле-
дующей теоремы.

Теорема 61 [98]. Ранг планарности многообразия var{xn ≈ x} при любом n > 3
равен 1, а при n = 2 равен 3.

Позднее всех стали известны планарные многообразия полугрупп [89].
Теорема 62 [89, теорема 1]. Нетривиальные планарные многообразия полугрупп

исчерпываются:
— многообразием полугрупп левых нулей L0 = var{xy ≈ x};
— многообразием полугрупп с нулевым умножением N2 = var{xy ≈ zt};
— и их покрывающим многообразием L0 ∨N2 = var{xy ≈ xz}.
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Как следствие, из данной теоремы легко вытекает перечисление всех планарных
многообразий коммутативных полугрупп:

Следствие 7 [90, теорема 1]. Единственным нетривиальным планарным много-
образием коммутативных полугрупп является многообразие полугрупп с нулевым
умножением.

При доказательстве теоремы 62 найдены многообразия полугрупп бесконечного
ранга планарности и рангов 2, 3, 4 (приведены в [89] на примере известной решётки
из [99], порождённой негрупповыми атомами).

В завершение приведём новый результат, полученный в процессе написания обзора.
Теорема 63. Specrπ(var{x2 = x}) = {0, 2, 3, 4,∞}.
Несмотря на столь краткую формулировку, доказательство теоремы 63 показатель-

но тем, что опирается на обширные результаты прежних исследований и в процес-
се доказательства были существенно задействованы машинные вычисления, согласно
описанной в [100] общей методологии.

Доказательство. В [101] приведено такое множество G, которое содержит все
тождества многообразий связок с точностью до эквивалентности, при этом каждое
тождество из G неприводимо (то есть любое тождество из G не эквивалентно некото-
рому тождеству от меньшего числа переменных) и каждое многообразие связок за-
дается системой тождеств, образованной тождеством x2 = x и одним из тождеств

множества G. Данное множество G =
4⋃
i=1

(ai∪ai∪ bi∪ bi)∪ c∪ d является дизъюнктным

объединением следующих подмножеств, состоящих из тождеств, в словах которых d—
это переменная, отличная от переменных a, x, y, xi, i = 1, . . . ,∞:

a1 = {Rn = Qn : n = 3, 5, . . .}, a2 = {Rn = Sn : n = 3, 5, . . .},
a3 = {Rn = Qn : n = 4, 6, . . .}, a4 = {Rn = Sn : n = 4, 6, . . .},
b1 = {RndxnRn−1 = QndxnSn−1 : n = 5, 7, . . .},
b2 = {RndRn = SndQn : n = 3, 5, . . .},
b3 = {RndxnRn−1 = QndxnSn−1 : n = 4, 6, . . .},
b4 = {RndRn = SndQn : n = 4, 6, . . .},
c = {AdA = BdB : A = B ∈ a1 ∪ a2 ∪ a3 ∪ a4} ∪ {R3dR2 = Q3dS2, R2dR3 = S2dQ3},
d = {x = y, ax = a, xa = a, axya = ayxa,R2 = Q2, R2 = Q2, ax = axa, axya =
= axaya, xa = axa, a = a,R2 = S2, R2 = S2, xy = yx, a = axa},

где

Rn =


x3x2x1 при n = 2,
x1x2x3 при n = 3,
Rn−1xn при n = 4, 6, . . .,
xnRn−1 при n = 5, 7, . . .;

Qn =


x2x3x1 при n = 2,
x1x2x3x1x3 при n = 3,
Qn−1xnRn при n = 4, 6, . . .,
RnxnQn−1 при n = 5, 7, . . .;

Sn =


x3x1x2x1 при n = 2,
x1x2x3x1x3x2x3 при n = 3,
Sn−1xnRn при n = 4, 6, . . .,
RnxnSn−1 при n = 5, 7, . . .,

а слово Ā обозначает зеркальное отражение слова A ∈ {Rn, Qn, Sn : n = 2, 3, 4, 5,
6, 7, . . .} и для каждого множества тождеств f ∈ ∪4

i=1{ai, bi} однозначно определено
соответствующее множество зеркальных тождеств f = {P = Q : P = Q ∈ f}.
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Таким образом, многообразия связок формируют решётку счётного порядка. Она
приведена на рис. 3 с обозначениями из [101] и указанием рангов планарности соот-
ветствующих многообразий. Ранги планарности восьми многообразий нижних этажей
решётки и самого верхнего вычислены в [89] и [92] соответственно, они принимают все
возможные значения из множества {0, 3, 4,∞}. Кроме того, нетрудно убедиться, что
в классе многообразий связок rπ(var{xa ≈ axa}) = rπ(var{R2 ≈ S2}) = rπ(var{R3 ≈
≈ Q3}) = 2, rπ(var{axya ≈ axaya}) = rπ(var{R3 ≈ S3}) = rπ(var{R3 ≈ S3}) = 3,
rπ(var{R2 ≈ S2}) = rπ(var{R3 ≈ Q3}) = 4, а rπ(var{ax ≈ axa}) = ∞ (так как основа
графа Кэли свободной полугруппы данного многообразия относительно любого числа
образующих является лесом). Следовательно, каждое из значений рангов планарности
в множестве {0, 2, 3, 4,∞} достижимо.

  

 

2 2R Q

ax a

x y

xa axy yx

a axa

axya ayxa

2 2R Q

axya axaya

xa axa

2 2R S

ax axa

2 2R S
3 3R Q 3 3R Q

3 3R S

4 4R Q

4 4R S 4 4R S

3 3R S

4 4R Q

3 2 3 2R dR Q dS 2 3 2 3R dR S dQ

3 3 3 3R dR S dQ 3 3 3 3R dR Q dS

4 4 3 4 4 3R dx R Q dx S 3 4 4 3 4 4R x dR S x dQ

4 4 4 4R dR S dQ 4 4 4 4R dR Q dS

3 3 3 3R dR Q dQ

3 3 3 3R dR S d S

4 4 4 4R dR Q dQ

3 
...

x x

...... ...

3 

4 

0 

4 ∞ 

4 

4 

3 

∞ 

4 2 

2 

3 3 3 

3 3 

3 

3 

3 

3 3 

3 3 

3 

3 3 

4 2 

3 3 

3 3 

3 3 

Рис. 3. Бесконечная счётная решётка всех многообразий связок с указанием
в кружочках значений их рангов планарности

Заметим, что длина отождествляемых слов в свободной полугруппе указанных мно-
гообразий не превосходит восьми. Остаётся показать, что ранги планарности остав-
шихся из ранее не исследованных на предмет значения рангов планарности многооб-
разий связок (в свободной полугруппе которых длина отождествляемых слов более
восьми) принимают значения из множества {2, 3, 4,∞}, а именно равны 3. В самом
деле, плоская укладка графа Кэли 3-порождённой свободной полугруппы каждого
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из этих многообразий совпадает с приведённой в [92] плоской укладкой графа Кэли
3-порождённой свободной полугруппы многообразия var{a ≈ a} в классе многообразий
связок, поскольку каждый из 159 элементов этой полугруппы является словом длины
не более 8.

При выборе четырёх и более образующих свободная полугруппа каждого из ана-
лизируемых многообразий не допускает плоской укладки по теореме Понтрягина —
Куратовского, так как в основе её графа Кэли содержится подграф, гомеоморфный
графу K3,3, содержащий в одной из долей вершины xyzuxyz, xyzuy, xyzuzy, а в дру-
гой — вершины xyzu, xyzuyu, xyzuyz, соединённые следующими непересекающимися
маршрутами: xyzuxyz–xyzu, xyzuxyz–xyzuxy–xyzuxyux–xyzuyuxz–xyzuyux–xyzuyu,
xyzuxyz–xyzuxyzx–xyzuyzxu–xyzuyzx–xyzuyz, xyzuy–xyzu, xyzuy–xyzuyu, xyzuy–
–xyzuyz, xyzuzy–xyzuz–xyzu, xyzuzy–xyzuyuz–xyzuyu, xyzuzy–xyzuzyu–xyzuyzy–
–xyzuyz. Принципиальное значение имеет тот факт, что каждая из вершин данного
графа является словом, длина которого не превосходит восьми.

Типовой подзадачей, возникающей в поисках минимальной конфигурации K3,3,
является доказательство либо опровержение равенства слов. Доказательство равен-
ства xyzuxyuxz = xyzuyuxz в свободной полугруппе многообразия, заданного тож-
деством x2 ≈ x, используемого для обоснования существования ребра xyzuxyux–
xyzuyuxz, помеченного элементом z в графе Кэли свободной полугруппы данно-
го многообразия, можно осуществить разными способами. С одной стороны, равен-
ство верно, так как если взять в качестве отправной точки (((((((xy)z)u)x)y)u)x)z =
= ((((((xy)z)u)y)u)x)z —доказываемое тождество, выполняемое для всех допустимых
значений пропозициональных переменных x, y, z, u; x2 = x—исходное тождество идем-
потентности; (xy)z = x(yz) —исходное тождество ассоциативности, и предположить,
что (((((((c1c2)c3)c4)c1)c2)c4)c1)c3 6= ((((((c1c2)c3)c4)c2)c4)c1)c3 —противное к доказывае-
мому, что существуют такие константы c1, c2, c3, c4, для которых тождество неверно, то
в результате серии из 320 тождественных преобразований будет получено противоре-
чие. Следовательно, предположение неверно. С другой стороны, достаточно вспом-
нить некоторые классические факты о равенстве слов в свободной связке BX над
алфавитом X, установленные в [102], примеры использования которых можно най-
ти в [103, с. 121]. Один из этих фактов состоит в следующем. Обозначим через c(w)
содержание слова w, т. е. множество букв из X, участвующих в записи w. Тогда если
c(w1) = c(w3) ⊇ c(w2), то w1w2w3 = w1w3 в BX . Если положить w1 = xyzu, w2 = x,
w3 = yuxz, то становится очевидным, что тождество xyzu · x · yuxz = xyzu · yuxz яв-
ляется специальным случаем указанного общего факта и не нуждается в отдельном
доказательстве. Аналогично, из решения проблемы равенства слов в свободной связке
сразу следует неравенство xyzuyux 6= xyzuxyux в BX .

Тем не менее при доказательстве неравенств, необходимых для обоснования то-
го, что все вершины найденной конфигурации различны в исследуемом многообразии,
можно построить конкретные модели эквациональной логики первого порядка. В каче-
стве типового нетривиального примера покажем, что xyzuyux 6= xyzuxyux в свободной
полугруппе многообразия, заданного тождеством x2 ≈ x, для обоснования существова-
ния двух различных вершин xyzuyux, xyzuxyux в графе Кэли свободной полугруппы
данного многообразия.

В самом деле, равенство xyzuyux = xyzuxyux не выполняется в свободной по-
лугруппе исследуемого многообразия связок, возможно, удовлетворяющей тождеству,
не эквивалентному тождеству идемпотентности, но отождествляющее слово из более
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чем восьми символов с любым другим словом, так как оно обращается в ложное, при
интерпретации умножения по следующей таблице Кэли:

· 0 1 2 3 4 5
0 0 0 2 0 4 5
1 1 1 2 1 4 5
2 4 5 2 2 4 5
3 0 1 2 3 4 5
4 4 4 2 4 4 5
5 5 5 2 5 4 5

Для такого умножения выполнены тождества идемпотентности и ассоциативности,
последнее эффективно проверяется тестом ассоциативности по Лайту, впервые опуб-
ликованным в [104] на английском и независимо в первой в мировой литературе моно-
графии по теории полугрупп на русском языке [105], но, взяв x = 0, y = 1, z = 2, u = 3,
получим противоречие: xyzuyux = 0123130 = 023130 = 23130 = 2130 = 530 = 50 = 5,
xyzuxyux = 01230130 = 0230130 = 230130 = 20130 = 4130 = 430 = 40 = 4. Что и
требовалось доказать.

Заключение
Подводя итоги обзора результатов исследований по изучению свойства планарно-

сти графов Кэли для полугрупп, напомним, что было выделено два основных направ-
ления: первое (классическое) посвящено описанию полугрупп с планарными графами
Кэли; второе (новое) — инспирировано тесно связанными между собой понятиями ран-
га планарности и спектра рангов планарности многообразий полугрупп, предложен-
ными Л.М. Мартыновым.

В планах развития первого направления адресуем проблему описания конечных
полугрупп с планарными графами Кэли для тех или иных классов полугрупп, в кото-
рых, на наш взгляд, решение этой проблемы имеет шансы на успех. Например, в [29]
перед описанием планарных правых групп отмечается, что можно зафиксировать по-
лугруппу левых нулей Lk = {l1, . . . , lk} на k элементах, таких, что lilj = li при всех
i, j ∈ {1, . . . , k}, и рассмотреть левую группу Lk × G, система образующих которой
всегда имеет вид Lk × C, где C — система образующих элементов группы G. Правый
граф Кэли Cay(Lk × G,Lk × C) левой группы состоит из k копий Cay(G,C). Следо-
вательно, левая группа Lk × G плоская тогда и только тогда, когда группа G плос-
кая для произвольного k ∈ N. После этого естественным образом возникает задача
описания планарных правых групп и её решение. В дальнейшем данная задача мо-
жет быть перенесена на случай прямоугольных групп (прямое произведение группы и
прямоугольной полугруппы) в противовес более сложным образом устроенным клиф-
фордовым полугруппам. Описание клиффордовых полугрупп с планарными графами
Кэли сдерживается значительными вычислительными трудностями, но является лишь
одним из многих путей первого направления.

Помимо этого, с одной стороны, можно налагать дополнительные ограничения на
планарные графы Кэли полугрупп, а именно: известна идея описания полугрупп, до-
пускающих ациклические графы Кэли (в основе которых запрещены подграфы, го-
меоморфные полному графу третьего порядка K3, соответствующее исследование по-
лугрупп, основа графа Кэли которых является деревом, начато в [46]), внешнепла-
нарные графы Кэли (запрещены K4 и K2,3, большая часть основных классов таких
полугрупп рассмотрена в монографии [106]), обобщённые внешнепланарные графы
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Кэли (без подграфов, гомеоморфных графам Седлачека, изучение которых начато
в [50]), последовательно-параллельные графы Кэли (без K4) и незацепленные вложе-
ния (без K6 и других графов Петерсенова семейства в качестве миноров). Каждый
из упомянутых классов графов, согласно общей теории миноров, хорошо описывает-
ся на языке запрещённых конфигураций, аналогично планарным (без K5 и K3,3), а
поиск характеризации полугрупп, допускающих графы Кэли без подграфов, выбира-
емых с точностью до гомеоморфизма из непустого наперёд заданного множества не
обязательно конечных графов, ещё ждёт своего исследователя.

С другой стороны, можно варьировать класс полугрупп, например весьма акту-
альной представляется задача исчерпывающего описания нильпотентных полугрупп
с планарными графами Кэли. Известно лишь описание плоских свободных нильпо-
тентных полугрупп, плоских нильпотентных частично коммутативных полугрупп, но
результаты не распространены на бесконечный случай частично коммутативных полу-
групп. В настоящее время предпринимаются попытки классифицировать изучаемые
объекты на языке количества элементов в квадрате соответствующей полугруппы (по
количеству ненулевых двухэлементных произведений из множества образующих). По-
путно могут быть описаны графы Кэли полугрупп круглых порядков (n—круглое,
если существует натуральная степень основания некоторой системы счисления, рав-
ная n). По мере продвижения предстоит исследовать возникающие алгоритмические
проблемы. Так, например, проблема равенства слов в классе полугрупп с планарными
графами Кэли ещё не решена. С одной стороны, мы располагаем примерами полугрупп
с разрешимой проблемой равенства слов, но не планарными графами Кэли; с другой
стороны— на сегодняшний день неизвестен ответ на вопрос: «Существует ли полу-
группа с планарным графом Кэли и с неразрешимой проблемой равенства слов», —
при том что в [107] доказана неразрешимость узкой проблемы равенства слов для
рассмотренных классов конечных, периодических, ниль- и нильпотентных полугрупп.

Кроме того, интересен вопрос о допустимости графа в качестве графа Кэли полу-
группы (когда по графу требуется сказать, может ли он быть графом Кэли полугруп-
пы; при этом эффективные алгоритмы в случае групп известны). Преодоление этих
трудностей видится в применении параметрических алгоритмов и построении цепочек
полугрупп, в которых граф Кэли каждой предшествующей содержался бы в следу-
ющем планарном графе, с использованием рекуррентных соотношений. Тогда будут
исследованы возможности получения новых полугрупп, ведь остаётся открытым во-
прос о влиянии различных произведений графов на свойство результирующего графа
быть графом Кэли некоторой полугруппы. В частности, могут исследоваться произве-
дения графов Кэли матричных полугрупп Риса или полугрупп Брандта, либо графов
Кэли как графов пяти платоновых тел с некоторой ориентацией и пометкой рёбер.

Известные попытки классификации полугрупп не вписываются в рамки исследо-
вания полугрупп с планарными графами Кэли (в отличие от групп), поэтому имеет
смысл построение новой классификации полугрупп, отталкиваясь от свойства пла-
нарности. Необходимо систематизировать «хорошие» и «плохие» полугруппы в смыс-
ле планарности их графов Кэли, с учётом различных характеристик непланарных
графов, что, возможно, повлечёт появление нового подхода к понятию чистоты по-
лугрупп и продемонстрирует высокую степень продуктивности использования графов
Кэли полугрупп в решении задач, основанных на планарности. Так, например, описа-
ние допустимых перестановок компонентов может быть использовано для разработки
сетей параллельных вычислений и проектирования интегральных схем. Предполагает-
ся, что результаты могут позволить выйти на качественно новый уровень технических
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решений в схемотехнике. С другой стороны, результаты косвенно повлияют на полу-
чение решения открытой проблемы поиска гамильтонова цикла в графе, поскольку
известно, что многие задачи на графах класса NP имеют полиномиальное решение
в планарном случае. Более того, упомянутые в обзоре результаты, продолжающие ис-
следования в этом направлении, обосновали, в частности, практическую значимость
графов Кэли валентности 3 (так называемых кубических графов) для решения трудо-
ёмких комбинаторных задач проектирования без использования групповых структур.

Основным направлением дальнейшего использования получаемых результатов яв-
ляется их применение для классификации полугрупп с планарными графами Кэли.
Предвидя трудность решения проблемы классификации, желательно получить отве-
ты на ряд конкретных вопросов: найти условия, при которых свободное коммутативное
произведение двух конечных полугрупп с планарными графами Кэли обладает тем же
свойством; прямое произведение двух полугрупп с планарными графами Кэли обла-
дает тем же свойством; раздувание (inflation) полугруппы с планарным графом Кэли
обладает тем же свойством; описать планарные графы Кэли полугруппы, полученной
раздуванием полугруппы правых нулей; описать конечные коммутативные клиффор-
довы полугруппы (в частности, полурешётки), допускающие планарный граф Кэли
(с точностью до групп); найти абстрактную характеристику графов Кэли полугрупп;
описать полугруппы, полученные добавлением соотношения (не являющегося след-
ствием исходных соотношений), допускающие планарный граф; описать полугруппы
Фибоначчи, допускающие планарный граф Кэли.

Для второго направления приведём более конкретные открытые проблемы, поста-
новка которых возникла при обсуждении результатов с Л.М. Мартыновым, и укажем
на перспективы развития данной проблематики. Актуальной становится, по-видимому,
весьма трудная следующая проблема.

Проблема 1. Описать многообразия полугрупп, имеющие бесконечный ранг пла-
нарности.

На подступах к решению этой проблемы интересно получить ответы на следующие
два вопроса:

В о п р о с 1 . Какие из тождеств определяют многообразия полугрупп, имеющие
бесконечный ранг планарности?

В о п р о с 2 . Какие системы из двух тождеств определяют многообразия полу-
групп, имеющие бесконечный ранг планарности?

Дело в том, что некоторые ключевые многообразия полугрупп задаются именно
двумя тождествами в полугрупповой сигнатуре, соответствующие примеры можно
найти среди многообразий групп и 0-приведённых многообразий.

Первую задачу можно свести к не менее трудной проблеме задания матри-
цы смежности основы графа Кэли соответствующей свободной полугруппы. Опи-
раясь на доказанное в [108], можно получить эквивалентность rπ(V ) = ∞ ⇔
⇔ lim

n→∞
µ(SCay(Fn(V ))) 6 3, где µ—инвариант Колен де Вердьера. Напомним: если

G = (V,E) —неориентированный граф (положим V = {1, . . . , n}), то µ(G) является
наибольшим корангом (дефектом) такой матрицы M = (Mi,j) ∈ R(n), для которой вы-
полнены следующие три условия: 1) для всех i, j при i 6= j имеет место неравенство
Mi,j < 0, если i и j являются смежными, и равенство Mi,j = 0 в противном случае;
2) M имеет ровно одно отрицательное собственное значение кратности 1; 3) не суще-
ствует ненулевой матрицы X = (Xi,j) ∈ R(n), такой, что MX = 0, в которой Xi,j = 0,
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когда i = j или Mi,j 6= 0 (то есть вершины i и j являются смежными). Данную экви-
валентность можно раскрыть, используя методы работ [109, 110].

Например, для многообразия полугрупп правых нулей R0 = var{xy ≈ y} име-
ет место неравенство lim

n→∞
µ(SCay(Fn(R0))) = lim

n→∞
(n − 1) = ∞ > 3. В самом деле,

Fn(R0) = 〈a1, a2, . . . , an | xy ≈ y〉, SCay(Fn(R0)) = Kn, µ(Kn) = n − 1. Следовательно,
данное многообразие имеет конечный ранг планарности.

Для многообразия полугрупп с нулевым умножением N2 = var{xy ≈ zt} имеет
место неравенство lim

n→∞
µ(SCay(Fn(N2))) = lim

n→∞
(2) = 2 6 3. В самом деле, Fn(N2) =

= 〈a1, a2, . . . , an | xy ≈ zt〉, SCay(Fn(N2)) = K1,n, µ(K1,n) = min{1, n}+1 = 2 при n > 4.
Следовательно, данное многообразие имеет бесконечный ранг планарности.

Определённый интерес представляет ещё более трудная проблема классификации
многообразий полугрупп по рангам планарности.

Проблема 2. Описать многообразия полугрупп, имеющих ранг планарности r, где
r – фиксированный элемент из N∞.

На сегодняшний день классифицированы по рангам планарности лишь многооб-
разия коммутативных моноидов (теорема 56) и многообразия связок (рис. 3). Кроме
того, отдельный интерес представляет также проблема спектров рангов планарности
многообразий полугрупп.

Проблема 3. Описать спектры рангов планарности многообразий полугрупп.
При решении этой проблемы возникнет более трудная задача классификации мно-

гообразий полугрупп по спектрам рангов планарности и откроются приложения спек-
тральной теории многообразий полугрупп к построению хэш-функций.

Проблема 4. Описать многообразия полугрупп, имеющих данный спектр рангов
планарности S, где S —фиксированное подмножество множества N∞.

Отдельный интерес представляет здесь следующий вопрос:
В о п р о с 3 . Для каких многообразий полугрупп спектр рангов планарности яв-

ляется полным?
Конкретные примеры многообразий полного спектра рангов планарности представ-

лены в обзоре. Ранее отмечалось (теорема 60), что спектр рангов планарности много-
образия всех полугрупп полный, кроме того, обнаружена бесконечная серия многооб-
разий ниль-полугрупп с полным спектром рангов планарности (следствие 6).

При этом из групповых многообразий в обзоре охвачены только многообразия абе-
левых групп. Тем интереснее адресовать к произвольным многообразиям вполне регу-
лярных полугрупп следующую проблему.

Проблема 5. Описать ранги планарности многообразий вполне регулярных полу-
групп, в частности клиффордовых.

Любая вполне регулярная полугруппа является полурешёткой прямоугольных свя-
зок групп. В таком многообразии выполняется тождество xn ≈ x для некоторого нату-
рального числа n > 1. Ясно, что любое многообразие связок является многообразием
вполне регулярных полугрупп. Среди многообразий связок, согласно тереме 63, лишь
два многообразия var{x2 ≈ x;xy ≈ x} и var{x2 ≈ x;xy ≈ xyx} имеют бесконечный ранг
планарности. Примеры других многообразий вполне регулярных полугрупп бесконеч-
ного ранга планарности нам неизвестны. В связи с этим интересно получить ответы
на следующие два вопроса:

В о п р о с 4 . Имеется ли многообразие вполне регулярных полугрупп бесконеч-
ного ранга планарности, содержащее неодноэлементную группу?
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На подступах к решению этого вопроса отметим очевидную конечность ранга пла-
нарности любого локально конечного многообразия групп. Это вытекает из того, что
перечисленные в теореме Машке (теорема 1) конечные группы с планарными графа-
ми Кэли порождаются не более чем тремя элементами, поэтому любая V -свободная
группа с четырьмя и более образующими не принадлежит этому списку.

В о п р о с 5 . Конечен ли ранг планарности любого нетривиального многообразия
групп?

Ответ на последний вопрос приблизит решение вопроса 4. Обратим внимание, что
здесь речь идёт о многообразии групп, рассматриваемых в полугрупповой сигнатуре,
как алгебр с одной бинарной операцией умножения. В частности, любое многообразие
групп является периодическим.

Итак, ещё раз подчеркнем важность изучения свойства планарности для графов
Кэли полугрупп. В настоящее время в практических приложениях (в криптографии,
теории кодирования и других) широко востребованы классические алгебры: группы,
полугруппы. И не представляется возможным предвидеть, какие свойства тех или
иных алгебраических структур понадобятся в дальнейшем. Поэтому мы солидарны
с автором обзора [111] в мысли о том, что необходимо развивать структурные теории
классических алгебр, используя различные подходы, методами теории графов в том
числе.

Автор выражает глубокую признательность научному консультанту профессору
Л.М. Мартынову за постановку задачи, постоянное внимание к работе и полезные об-
суждения результатов, а также профессору М.В. Волкову за конструктивные крити-
ческие замечания, высказанные после доклада автора на екатеринбургском семинаре
«Алгебраические системы».
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Beiträge zur Algebra und Geometrie. 1998. V. 39. No. 2. P. 269–282.
15. Droms C. Infinite-ended groups with planar Cayley graphs // J. Group Theory. 2006. V. 9.

No. 4. P. 487–496.
16. Dunwoody M. J. Planar Graphs and Covers. https://arxiv.org/abs/0708.0920. 2009.
17. Georgakopoulos A. Characterising planar Cayley graphs and Cayley complexes in terms of

group presentations // Europ. J. Combinatorics. 2014. V. 36. P. 282–293.
18. GeorgakopoulosA. The planar cubic Cayley graphs of connectivity 2 // Europ. J.

Combinatorics. 2017. V. 64. P. 152–169.
19. Georgakopoulos A. The planar cubic Cayley graphs // Mem. Amer. Math. Soc. 2017. V. 250.

No. 1190. 82 p.
20. Georgakopoulos A. and Hamann M. The planar Cayley graphs are effectively enumerable I:

Consistently planar graphs // Combinatorica. 2019. V. 39. No. 5. P. 993–1019.
21. Georgakopoulos A. and Hamann M. The Planar Cayley Graphs are Effectively

Enumerable II. https://arxiv.org/abs/1901.00347. 2019.
22. Varghese O. Planarity of Cayley graphs of graph products of groups // Discrete Math. 2019.

V. 342. No. 6. P. 1812–1819.
23. Georgakopoulos A. On planar Cayley graphs and Kleinian groups // Trans. Amer. Math.

Soc. 2020. V. 373. No. 7. P. 4649–4684.
24. Paalman A.B. Topological representation of semigroups // General Topology and its

Relations to Modern Analysis and Algebra. Praha: Academia Publishing House AS CR,
1967. P. 276–282.

25. Bosák J. The graphs of semigroups // Proc. Symp. “Theory of Graphs and its Applications”.
Praha, 1964. P. 119–125.

26. Zelinka B. The diameter of the graph of the system of proper semigroups of a commutative
semigroup // Mat.-Fyz. Cas. SAV. 1965. V. 15. P. 143–144.

27. Zelinka B. Graphs of semigroups // Cas. Pest. Mat. 1981. P. 407–408.
28. Knauer K. and Knauer U. Toroidal embeddings of right groups // Thai J. Math. 2010. V. 8.

No. 3. P. 483–490.
29. Knauer K. and Knauer U. On planar right groups // Semigroup Forum. 2016. V. 92. No. 1.

P. 142–157.
30. http://www.mathnet.ru/php/seminars.phtml?presentid=12900—Новые проблемы ал-

гебры и логики.Юбилейное 900-е заседание семинара: Омский алгебраический семинар,
12 ноября 2015.

31. Адян С.И. Алгоритмическая неразрешимость проблем распознавания некоторых
свойств групп // Докл. АН СССР. 1955. Т. 103. №4. С. 533–535.

32. Rabin M.O. Recursive unsolvability of group theoretic problems // Ann. Math. 1958. V. 67.
P. 172–174.

33. Zieschang H., Vogt E., and Coldewey H.D. Surfaces and Planar Discontinuous Groups.
Berlin: Springer Verlag, 1980. 336 p.

34. Margolis S.W. and Meakin J. C. E-unitary inverse monoids and the Cayley graph of a group
representation // J. Pure Appl. Algebra. 1989. V. 58. P. 45–76.

35. Kelarev A.V. and Quinn S. J. On complete and bipartite Cayley graphs // Arbeitstagung
Allgemeine Algebra 62, June 14–17, 2001. Abstracts. Linz: Austria, 2001. P. 25.



Исследования полугрупп с планарными графами Кэли: результаты и проблемы 49

36. Kelarev A.V. and Praeger C. E. On transitive Cayley graphs of groups and semigroups //
Europ. J. Combinatorics. 2003. V. 24. P. 59–72.

37. Kelarev A.V. and Quinn S. J. A combinatorial property and Cayley graphs of semigroups //
Semigroup Forum. 2002. V. 66. No. 1. P. 89–96.

38. Kelarev A.V. On undirected Cayley graphs // Australasian J. Combinatorics. 2002. V. 25.
P. 73–78.

39. Kelarev A.V. On Cayley graphs of inverse semigroups // Semigroup Forum. 2006. V. 72.
P. 411–418.

40. Khosravi Be. and Khosravi Ba. On Cayley graphs of semilattices of semigroups // Semigroup
Forum. 2013. V. 86. P. 114–132.

41. Khosravi Be. and Khosravi Ba. A characterization of Cayley graphs of Brandt semigroups //
Bull. Malaysian Math. Sci. Soc. 2012. V. 2. No. 2. P. 12–18.

42. Khosravi B. On Cayley graphs of left groups // Houston J. Math. 2009. V. 35. No. 3.
P. 745–755.

43. Fan S. and Zeng Y. On Cayley graphs of Bands // Semigroup Forum. 2007. V. 74. P. 99–105.
44. Макарьев А.Л. О полугруппах идемпотентов с ациклическими графами Кэли // Ма-

тематика и информатика: Наука и образование. 2007. Т. 6. С. 26–34.
45. Соломатин Д.В. Строение полугрупп, допускающих внешнепланарные графы Кэли //

Сиб. электрон. матем. изв. 2011. Т. 8. С. 191–212.
46. Макарьев А.Л. Нильпотентные полугруппы, основа графа Кэли которых является де-

ревом // Математика и информатика: Наука и образование. 2006. Т. 5. С. 40–46.
47. Макарьев А.Л. Полурешётки с ациклическими графами Кэли // Математика и инфор-

матика: Наука и образование. 2008. Т. 7. С. 28–33.
48. Макарьев А.Л. Ординальные суммы полугрупп с ациклическими графами Кэли //

Вестник Омского университета. 2008. Т. 4. С. 12–17.
49. Мартынов Л.М., Соломатин Д.В. Полугруппы вычетов с циклическими группами об-

ратимых элементов, допускающие планарные графы Кэли // Вестник Омского универ-
ситета. 2012. Т. 2. С. 57–62.

50. Мартынов П.О., Соломатин Д.В. Конечные свободные коммутативные полугруппы
и полугруппы с нулём, допускающие обобщенные внешнепланарные графы Кэли //
Вестник Омского университета. 2014. Т. 3. С. 22–26.

51. Мартынов П.О. Конечные свободные коммутативные моноиды, допускающие обобщен-
но внешнепланарные графы Кэли // Вестник Омского университета. 2015. Т. 4. С. 6–9.

52. Мартынов П.О. Рассыпчатые полугруппы, допускающие обобщенные внешнепланар-
ные графы Кэли // Вестник Омского университета. 2018. Т. 3. С. 6–9.

53. Khosravi B. Comparison of Cayley graphs of semigroups and Cayley graphs of groups //
Book of Abstracts Caucasian Math. Conf. CMC II. Turkish Math. Society, 2007. P. 18–19.

54. Molchanov V.A. A universal planar automaton is determined by its semigroup of input
symbols // Semigroup Forum. 2011. V. 82. P. 1–9.

55. Zhang X. Clifford semigroups with genus zero // Proc. Intern. Conf. Semigroups, Acts and
Categories with Applications to Graphs. University of Tartu, June 27–30, 2007. Tartu: EMS,
2008. P. 151–160.

56. Шеврин Л.Н. Полугруппы // Общая алгебра (ред. Л.А. Скорняков). Гл. IV. М.: Наука,
1991. Т. 2. С. 11–191.

57. Емеличев В.А., Мельников О.И., Сарванов В.И., Тышкевич Р.И. Лекции по теории
графов. М.: Наука, 1990. 384 c.

58. Martynova T.A. The groupoid of 0-reduced varieties of semigroups // Semigroup Forum.
1983. V. 26. P. 249–274.



50 Д.В. Соломатин

59. Preston G. and Clifford A. The Algebraic Theory of Semigroups // Amer. Math. Soc. 1964.
V. 1. No. 7. P. 169–174.

60. Соломатин Д.В. Ранги планарности многообразий коммутативных моноидов // Вест-
ник Омского университета. 2012. Т. 4. С. 41–45.

61. Соломатин Д.В. О допустимости некоторых графов в качестве графов Кэли полу-
групп // Математика и информатика: Наука и образование. 2004. Т. 4. С. 32–34.

62. Lempel A., Even S., and Cederbaum I. An algorithm for planarity testing of graphs // Proc.
Int. Symp. Theory Graphs. New York, 1967. P. 215–232.

63. Klein P.N. and Reif J. H. An efficient parallel algorithm for planarity // J. Computer System
Sci. 1988. V. 37. P. 190–246.

64. Bader D.A. and Sreshta S.A. A New Parallel Algorithm for Planarity Testing. https://
citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.65.2914&rep=rep1&type=pdf.
2003.

65. Соломатин Д.В. О критериях планарности графов Кэли полугрупп // Математика и
информатика: Наука и образование. 2010. Т. 9. С. 44–46.

66. Соломатин Д.В. Стохастический алгоритм поиска подграфа, гомеоморфного заданно-
му // Стохастические модели в биологии и предельные алгебры (Омск, 2–7 августа
2010). Омск: ИМ им. С.Л. Соболева СО РАН, 2010. С. 98–100.

67. Kambites M. The loop problem for Rees matrix semigroups // Semigroup Forum. 2008.
V. 76. No. 2. P. 204–216.

68. Мелихов А.Н., Берштейн Л.С., Курейчик В.М. Применение графов для проектирова-
ния дискретных устройств. М.: Наука, 1974. 304 c.

69. Levinson H. On the genera of graphs of group presentations // Ann. New York Acad. Sci.
1970. V. 175. P. 277–284.

70. Соломатин Д.В. Свободные частично коммутативные n-веерные полурешетки с пла-
нарными графами Кэли // Математика и информатика: Наука и образование. 2009.
Т. 8. С. 36–39.

71. Соломатин Д.В. Свободные частично коммутативные нильпотентные полугруппы с
планарными графами Кэли // Вестник Омского университета. 2014. Т. 3. С. 28–36.

72. Соломатин Д.В. Конечные свободные коммутативные полугруппы с планарными гра-
фами Кэли // Математика и информатика: Наука и образование. 2003. Т. 3. С. 32–38.

73. Соломатин Д.В. Конечные свободные коммутативные моноиды, допускающие планар-
ный граф Кэли // Вестник Омского университета. 2005. Т. 4. С. 36–38.

74. Birkhoff G. On the structure of abstract algebras // Proc. Camb. Phil. Soc. 1935. V. 31.
P. 433–454.

75. Соломатин Д.В. Прямые произведения циклических полугрупп, допускающие планар-
ный граф Кэли // Сиб. электрон. матем. изв. 2006. Т. 3. С. 238–252.

76. Соломатин Д.В. Прямые произведения циклических моноидов и полугрупп с нулем,
допускающие планарные графы Кэли // Математика и информатика: Наука и образо-
вание. 2006. Т. 5. С. 51–64.

77. Соломатин Д.В. Критерий планарности для графов Кэли 0-прямых объединений
нильпотентных полугрупп // Мальцевские чтения (2–6 мая 2010). Новосибирск: ИМ
им. С.Л. Соболева СО РАН, 2010. C. 144.

78. Соломатин Д.В. Рассыпчатые полугруппы с планарными графами Кэли // Вестник
Волгоградского государственного педагогического университета. 2005. Т. 4. С. 27–31.

79. Полякова Л.Ю. Резольвенты для свободных частично коммутативных моноидов //
Сиб. матем. журн. 2007. Т. 48. С. 1295–1304.



Исследования полугрупп с планарными графами Кэли: результаты и проблемы 51

80. Diekert V. and Métivier Y. Partial commutation and traces // Handbook of Formal
Languages. Berlin: Springer Verlag, 1997. V. 3. P. 457–533.
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Исследуется рассеивание подпространств, инвариантных относительно нелиней-
ного преобразования XSL-шифра, линейным преобразованием. Приведён кон-
структивный способ поиска подпространств, инвариантных относительно одной
итерации XSL-шифра. Показано, что подпространства, инвариантные относитель-
но нелинейных преобразований из некоторых классов, не сохраняются любой мат-
рицей, построенной из ненулевых элементов расширения поля F2. На основании
теоретико-графового и группового подходов доказан ряд свойств множеств спе-
циального вида, инвариантных относительно раундовой функции XSL-шифра.
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Let there exist subsets of Fn2 that the non-linear layer of an SP-network maps to some
other subset of Fn2 . We study the possibility of existence of subsets of Fn2 that are
invariant under the SP-layer. It is shown that subspaces invariant under nonlinear
transformations from some classes are not preserved by any matrix without nonzero
elements of the field extension F2. The paper also studies the question of the exis-
tence of invariant subsets of the form Ai1 × . . . × Aim , where n = m · n′, Aij ⊆ Fn′2 ,
j = 1, . . . ,m. Some properties of such invariant sets of the round function of the SP-
layer are proved on the basis of the graph-theoretic and group-theoretic approaches.
We study the capacity of these sets and, using additional assumptions, show that Aij ,

j = 1, . . . ,m, should be cosets of some subspaces of
(
Fn′2 ,+

)
of equal size. A con-

structive way of constructing such sets is proposed.

Keywords: SP-network, SPN, invariant subspaces.
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Введение
С конца XX в. широкое распространение получили блочные криптографические

алгоритмы. Большинство из них построено по итеративному принципу, где каждая
итерация представляет собой чередование линейных и локальных нелинейных преоб-
разований информационного блока.

В связи с появлением линейного и разностного методов криптографического ана-
лиза [1, 2] были сформулированы требования на выбор нелинейных и линейных рассе-
ивающих преобразований для обеспечения стойкости относительно этих методов (см.,
например, [1, 3, 4] и др.). Изучению линейных и нелинейных преобразований посвя-
щено много работ отечественных и зарубежных специалистов [2–26].

Таким образом, сформировался уже устоявшийся подход к построению блочных
шифров, стойких относительно линейного и разностного методов: в качестве нелиней-
ных необходимо использовать преобразования, обеспечивающие необходимые характе-
ристики относительно линейного и разностного методов, а в качестве линейных— пре-
образования с достаточно высокими коэффициентами рассеивания. По такому принци-
пу построено много криптографических алгоритмов, среди которых можно отметить
российский стандарт блочного шифрования «Кузнечик» [27].

Вопрос о влиянии приводимости линейных преобразований на стойкость блоч-
ных криптографических алгоритмов поставлен в обзоре [28]. Изучению структурных
свойств линейных преобразований посвящены работы [29–32].

В работе [32] наличие инвариантных подпространств у линейного преобразова-
ния позволило усилить разностную атаку на криптографический алгоритм ICEBERG
(Involution Cipher Efficient for Block Encryption in Reconfigurable Hardware) [33]. В [34]
построена атака на алгоритм Khazad [21], существенно использующая приводимость
линейного преобразования. При этом в алгоритме используется максимально рассе-
ивающее линейное преобразование и локальные нелинейные преобразования (подста-
новки) с высокими криптографическими характеристиками.

Наличие инвариантных подпространств у линейного преобразования делает необ-
ходимым при синтезе XSL-шифра исследовать вопрос, насколько хорошо данные под-
пространства рассеиваются нелинейным слоем. В данной работе предлагается несколь-
ко другой подход: сначала выделить подпространства, инвариантные для нелинейных
преобразований, а затем изучить вопрос, насколько хорошо данные подпространства
рассеиваются линейным слоем. Частично этот вопрос исследован в [35, 36].

1. Основные определения и обозначения
В работе используются следующие определения и обозначения. Через Fq обозначим

конечное поле из q элементов, где q = pn, p—простое число, n ∈ N. Пусть Vn(2d) — век-
торное пространство размерности n ∈ N над полем F2d . Обозначим полную линейную
группу в её естественном действии на пространстве Vn(2d) через GLn(2d), при этом
если d = 1, то будем писать GLn = GLn(2).

Множество всех матриц из m строк и n столбцов с элементами из поля Fq обозна-
чим (Fq)m,n, в случае поля F2 будем использовать обозначение (F2)n,n = Mn. Кольцо
многочленов от одного переменного x над полем Fq обозначим Fq[x]; множество всех
подстановок множества U — S(U); 0(l) ∈ Vl — вектор 0(l) = (0, . . . , 0).

Прежде чем сформулировать основные результаты, напомним несколько фактов
из теории конечных полей [37].

Рассмотрим способ представления элементов конечного поля Fq с помощью матриц.
Пусть f(x) = xn + fn−1x

n−1 + . . .+ f1x+ f0 ∈ Fq[x] есть унитарный многочлен степени
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n ∈ N. Его сопровождающей матрицей называется следующая квадратная матрица
порядка n:

S(f(x)) =


0 0 . . . . −f0

1 0 . . . . −f1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . 1 0 −fn−2

0 . . . . 1 −fn−1

 .

Из теоремы Гамильтона —Кэли (см., например, [38, с. 62, теорема 8]) следует, что
матрица A = S(f(x)) удовлетворяет уравнению f(A) = On,n, то есть

An + fn−1A
n−1 + . . .+ f1A+ f0In,n = On,n,

где On,n —нулевая матрица порядка n; In,n — единичная матрица порядка n.
Элементы поля Fpn могут быть представлены всевозможными многочленами над Fp

от матрицы A = S(f(x)) степеней меньше n. Далее многочлен f(x) и соответствующую
ему матрицу S(f(x)) = A будем считать фиксированными.

Рассмотрим только случай p = 2. Элементы поля F2n′ , n′ ∈ N, могут быть пред-
ставлены в виде матриц размера n′ × n′ над полем F2 следующим образом:

an′−1 · An
′−1 ⊕ . . .⊕ a1 · A⊕ a0 · In′,n′ , (1)

где ak ∈ {0, 1}, k = 0, . . . , n′ − 1.
Пусть F2n′ = F2[x]/f(x), n′ ∈ N, deg f(x) = n′, f [x] ∈ F2[x] неприводим и θ—

класс вычетов по модулю f(x), содержащий x. Пусть также A = S(f(x)). Элементам
поля F2n′ поставим во взаимно однозначное соответствие элементы вида (1) следующим
образом: элементу z0⊕z1·θ⊕. . .⊕zn′−1·θn

′−1, zi ∈ {0, 1}, i = 0, 1, . . . , n′−1, соответствует
элемент z0 · In′,n′ ⊕ z1 · A⊕ . . .⊕ zn′−1 · An

′−1.
Через F2n′ будем обозначать описанное выше матричное представление поля из 2n

′

элементов.

2. Постановка задачи
Рассмотрим XSL-шифр со следующими параметрами: n—размер блока в битах,

m—число нелинейных биективных преобразований (подстановок) на подвекторах дли-
ны n′, n = n′ ·m.

При реализации изучаемых алгоритмов используются следующие преобразования:
— наложение ключа X[K] : Vn → Vn, где X[K](a) = K ⊕ a; a,K ∈ Vn;
— нелинейное преобразование S: Vn → Vn, S(a) = S(a1, . . . , am) = (π(a1), . . . , π(am)),

ai ∈ Vn′ , π ∈ S(Vn′), i = 1, . . . ,m;
— линейное преобразование L: Vn → Vn, L(a) = a · L′, где L′ ∈ GLn.

В [3, 4] отмечено, что для противодействия линейному и разностному методам
криптографического анализа линейное преобразование должно обладать достаточно
высоким коэффициентом рассеивания. Большинство способов построения максималь-
но рассеивающих матриц из GLn сводится к построению матриц из GLm

(
2n
′) в извест-

ных классах: циркулянты, матрицы Коши, матрицы Коши—Адамара [3, 39] и неко-
торых других. Отметим также возможность построения при помощи направленного
поиска максимально рассеивающих матриц с примитивным характеристическим мно-
гочленом [40]. Таким образом, широкое распространение получают матрицы из GLn,
полученные из матриц GLm

(
2n
′). В рассматриваемом XSL-шифре будем использовать

два типа матриц. Для их описания приведём необходимые определения.
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Рассмотрим отображение ϕ : F2n′ → Mn′ , которое элементу α ∈ F2n′ ставит в соот-
ветствие матрицу из Mn′ , определяемую равенством (1). Зададим также отображение
ψ : GLm(2n

′
) → GLn′m, которое матрице B = (Bi,j)m,m ∈ GLm(2n

′
) ставит в соответ-

ствие следующую матрицу ψ(B) ∈ GLn′m:

ψ(B) =

 ϕ(B1,1) . . . ϕ(B1,m)
... . . . ...

ϕ(Bm,1) . . . ϕ(Bm,m)

 .

Матрицами типа I будем называть матрицы ψ(B), такие, что Bi,j 6= 0 для всех
i, j = 1, . . . ,m.

Матрицами типа II будем называть матрицы C ∈Mn′m вида

C =

 C1,1 . . . C1,m
... . . . ...

Cm,1 . . . Cm,m

 ,

где Ci,j ∈Mn′ невырождены, i, j = 1, . . . ,m.
Замечание 1. Матрицы типа I являются матрицами типа II. Обратное, вообще

говоря, неверно.
Большинство нелинейных биективных преобразований, используемых в совре-

менных криптографических алгоритмах, имеют достаточно простую алгебраическую
структуру. Например, в AES [4], Grand-Cru [41], Mugi [42], Scream [43], Camelia [44],
Square [45] используются подстановки, аффинно эквивалентные подстановке обраще-
ния ненулевых элементов поля F28 . Подстановки белорусского стандарта [46] аффинно
эквивалентны экспоненциальной подстановке, а подстановки российских стандартизи-
рованных алгоритмов «Кузнечик» [27] и «Стрибог» [47] имеют так называемую TU-
декомпозицию, как и подстановки, рассматриваемые в [13, 14, 48, 49].

Наличие простой алгебраической структуры подстановки часто влечёт нали-
чие смежных классов, инвариантных относительно данной подстановки. Например,
нетрудно убедиться, что для подстановки обращения ненулевых элементов поля ин-
вариантным подпространством будет любое подполе данного поля. Данное свойство
подстановки может являться потенциальной слабостью относительно методов, исполь-
зующих различные гомоморфизмы [50].

3. Основные результаты
Одним из основных вопросов, рассматриваемых в данной работе, является изу-

чение случая, когда подмножество множества V m
n′ , которое является инвариантным

относительно действия слоя подстановок, сохраняется линейным преобразованием.
Множество W ⊆ Vn будем называть инвариантным относительно преобразования

g : Vn → Vn, если для любого x ∈ W выполнено включение g(x) ∈ W . Для преобразо-
вания g определим множество g(W ), равное множеству образов всех элементов из W
под действием преобразования g, то есть

g(W ) = {g(x) : x ∈ W}.

В данных обозначениях множество W инвариантно относительно преобразования g,
если g(W ) ⊆ W . Будем использовать экспоненциальную форму записи действия про-
извольного отображения: g(a) = ag, a ∈ Vn.
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Пусть K ∈ V m
n′
∼= Vn —раундовый ключ рассматриваемого блочного криптогра-

фического алгоритма. Интересен вопрос поиска множеств GK ⊂ Vn, инвариантных
относительно произведения преобразований L ◦ S ◦X[K]:

GK = G
L ◦ S ◦X[K]
K .

Наличие таких множеств для большого числа ключей может говорить о возможных
слабостях в раундовом преобразовании шифра [36].

Пусть множество U ⊂ Vn′ инвариантно относительно подстановки π. Рассмотрим
множество

W = W1 × . . .×Wm,

где Wi ∈ {U, Vn′}, которое, очевидно, инвариантно относительно преобразования S.
При фиксированном ключе K ∈ V m

n′ для построения множества GK необходимо изу-
чить вопрос, в каких случаях множество W является инвариантным относительно
линейного преобразования L.

Случай, когда для всех i = 1, . . . ,m выполнено равенство Wi = Vn′ , является три-
виальным и не представляет интереса для построения множества GK . Поэтому будем
рассматривать следующие варианты построения множества W :

С л у ч а й 1. Существует единственный i ∈ {1, . . . ,m}, такой, что Wi = U .
С л у ч а й 2. Существуют i1 < . . . < ij, i1, . . . , ij ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ 1, . . . ,m− 1,

такие, что Wi1 = . . . = Wij = U .
С л у ч а й 3. Для всех i = 1, . . . ,m выполнено равенство Wi = U .
Утверждение 1. Пусть подпространство U < Vn′ , U 6= Vn′ , инвариантно относи-

тельно подстановки π. Пусть для множества W = W1 × . . . ×Wm, где Wi ∈ {U, Vn′},
не для всех i = 1, . . . ,m выполнено Wi = Vn′ . Кроме того, пусть в преобразовании L
используется матрица C = (Ci,j)m,m ∈ GLn′m типа II. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) если существует i ∈ {1, . . . ,m}, такое, чтоWi = Vn′ , то множествоW не является
инвариантным относительно матрицы C;

2) если для любого i = 1, . . . ,m выполнено Wi = U и существуют j1, j2 ∈
∈ {1, . . . ,m}, такие, что Cj1,j2(U) 6= U , то множество W не является инвари-
антным относительно матрицы C;

3) если для любого i = 1, . . . ,m выполнено Wi = U и Cj1,j2(U) = U при всех
j1, j2 = 1, . . . ,m, то C(W ) = W .

Доказательство.
1) Покажем, что в данном случае при C(W ) = W ′, W = W1 × . . .×Wi × . . .×Wm,

W ′ = W ′
1 × . . . ×W ′

i × . . . ×W ′
m и Wi = Vn′ получается, что для любых j = 1, . . . ,m

выполнено W ′
j 6= U .

Во введённых обозначениях

W ′
j = C1,j(W1)⊕ C2,j(W2)⊕ . . .⊕ Cm,j(Wm),

где для множеств A,B ⊆ Vn под множеством A ⊕ B будем понимать множество раз-
личных векторов a⊕ b при всех a ∈ A и b ∈ B.

Следовательно, в силу того, что U 6= Vn′ , равенство W ′
j = U , j = 1, . . . ,m возможно

лишь когда матрица Ci,j вырождена, что противоречит условию утверждения. Таким
образом, подпространство W не является инвариантным относительно матрицы C.
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2) Пусть C(W ) = W ′,W = W1× . . .×Wj1× . . .×Wm,W ′ = W ′
1× . . .×W ′

j1
× . . .×W ′

m

и Wi = U , i = 1, . . . ,m. Тогда

W ′
j2

= C1,j2(W1)⊕ C2,j2(W2)⊕ . . .⊕ Cm,j2(Wm).

В силу того, что Cj1,j2(U) 6= U , W ′
j2
6= U при всех j2 = 1, . . . ,m. Таким образом,

подпространство W не является инвариантным относительно матрицы C.
3) В справедливости данного утверждения можно убедиться, рассмотрев доказа-

тельство п. 2 с условием Cj1,j2(U) = U при всех j1, j2 = 1, . . . ,m.

Рассмотрим следующий случай. Пусть в рассматриваемом XSL-шифре n′ = 2n′′ и
множество R1 векторов вида

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n′′

, xn′′+1, . . . , x2n′′) ∈ Vn′ ,

где (xn′′+1, . . . , x2n′′) ∈ Vn′′ , инвариантно относительно преобразования π. При фиксиро-
ванном ключеK шифра рассмотрим вопрос построения множества GK , инвариантного
относительно преобразования L ◦ S ◦X[K].

Нетрудно убедиться, что множество

W = W1 × . . .×Wm,

где Wi = R1, i = 1, . . . ,m, инвариантно относительно преобразования S. Для построе-
ния множества GK необходимо рассмотреть условия, которым должна удовлетворять
матрица C = (Ci,j)m,m, используемая в линейном преобразовании L. Согласно п. 3
утверждения 1, должны быть выполнены равенства Ci,j(R1) = R1, i, j = 1, . . . ,m.
Ответ на вопрос, выполнимо ли последнее равенство при использовании матриц ти-
па I, даёт следующая

Теорема 1. Пусть B ∈ F2n′ , B 6= 0, B 6= 1. Тогда множество R1 не является
инвариантным относительно матрицы ϕ(B).

Доказательство. Введём следующее обозначение: A
(
i1, . . . , ik
j1, . . . , jl

)
—подматрица

матрицы A ∈ GLn′ , полученная из A удалением всех строк, кроме строк с номерами
i1 < . . . < ik, и всех столбцов, кроме столбцов с номерами j1 < . . . < jl.

Переформулируем утверждение теоремы. Необходимо показать, что существует
x ∈ Vn′′ , такой, что

(0(n′′), x) · ϕ(B) = (y1, y2),

где y1 6= 0(n′′).
Доказательство теоремы будем проводить методом от противного. Предположим,

что для любого x ∈ Vn′′ выполнено

(0(n′′), x) · ϕ(B) = (0(n′′), y2) (2)

при некотором y2 ∈ Vn′′ .

Рассмотрим первые n′′ столбцов матрицы ϕ(B), т. е. подматрицу ϕ(B)

(
1, . . . , 2n′′

1, . . . , n′′

)
.

Заметим, что для выполнения равенства (2) для любых x ∈ Vn′′ необходимо и доста-

точно, чтобы ϕ(B)

(
n′′ + 1, . . . , 2n′′

1, . . . , n′′

)
= On′′,n′′ .
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Рассмотрим для элемента B поля F22n′′ , которое задаётся неприводимым над F2

многочленом f(x) степени 2n′′, представление в виде (1):

b2n′′−1 · S(f(x))2n′′−1 ⊕ . . .⊕ b1 · S(f(x)) ⊕ b0 · I2n′′,2n′′ .

Непосредственной проверкой можно убедиться в следующем:
— при возведении матрицы S(f(x)) в степень i матрица S(f(x))i получается из мат-

рицы S(f(x))i−1 сдвигом всех столбцов на один влево и дописыванием последнего
столбца, вид которого полностью определяется коэффициентами многочлена f(x),
i = 2, . . . , 2n′′ − 1;

— в матрицах I2n′′,2n′′ , S(f(x)), S(f(x))2, . . . , S(f(x))2n′′−1 в первом столбце присутству-
ет ровно одна единица, которая для матрицы S(f(x))i стоит в (i + 1)-й строке,
i = 0, . . . , 2n′′ − 1.
Таким образом, если рассмотреть элемент B поля F22n′′ в виде (1), то равенство

ϕ(B)

(
n′′ + 1, . . . , 2n′′

1, . . . , n′′

)
= On′′,n′′ верно тогда и только тогда, когда выполнено одно из

следующих условий:
1) bk = 0, k = 0, . . . , 2n′′ − 1. Однако в этом случае B = 0, что противоречит

условию теоремы;
2) b0 = 1, bk = 0, k = 1, . . . , 2n′′−1. Однако в этом случае B = 1, что противоречит

условию теоремы.
Полученные противоречия завершают доказательство теоремы.

Замечание 2. Пусть B ∈ F2n′ , B = 1. Тогда множество R1 является инвариант-
ным относительно матрицы ϕ(B).

Утверждение 2. Пусть n′ = 2n′′, n′′ ∈ N, m > 2, B = (Bi,j)m,m ∈ GLm(22n′′) и
матрица ψ(B) является матрицей типа I. Тогда множестваW (1),W (2),W (3) не являются
инвариантными относительно преобразования ψ(B), где

1) W (1) = W1 × . . . × Wm и существует единственный i ∈ {1, . . . ,m}, такой, что
Wi = R1;

2) W (2) = W1 × . . . ×Wm и существуют i1 < . . . < ij, i1, . . . , ij ∈ {1, . . . ,m}, j ∈
∈ {1, . . . ,m− 1}, такие, что Wi1 = . . . = Wij = R1;

3) W (3) = W1 × . . .×Wm и для всех i = 1, . . . ,m выполнено равенство Wi = R1.
Доказательство. Справедливость утверждения следует из теоремы 1, а также

п. 3 утверждения 1.

Аналогичные результаты можно сформулировать и для XSL-шифров, где в каче-
стве линейного преобразования используется матрица типа II.

Утверждение 3. Пусть n′ ∈ N, C = (ci,j) ∈Mn′ , R2 < Vn′ ,

R2 = {(x1, . . . , xn′) : xj1 = . . . = xjl = 0, j1 < . . . < jl; j1, . . . , jl ∈ {1, . . . , n′}; 1 6 l < n′} .

Тогда множество R2 является инвариантным относительно матрицы C тогда и только

тогда, когда C
(
{1, . . . , n′} \ {j1, . . . , jl}

j1, . . . , jl

)
= On′−l,l.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1 с учётом того, что
выполнимость условия утверждения означает существование в матрице C нулевой

подматрицы C

(
{1, . . . , n′} \ {j1, . . . , jl}

j1, . . . , jl

)
.
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Пример 1. Для иллюстрации теоремы 1 приведём конкретный пример. Пусть
n′′ = 4 и B ∈ F28 , B 6= 0, B 6= 1. Поле F28 задаётся неприводимым над F2 многочленом

f(x) = x8 +
7∑
i=0

fixi. Приведём в явном виде матрицы Ai = (S(f(x)))i, i = 0, . . . , 7:

E =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


, A =



0 0 0 0 0 0 0 f0

1 0 0 0 0 0 0 f1

0 1 0 0 0 0 0 f2

0 0 1 0 0 0 0 f3

0 0 0 1 0 0 0 f4

0 0 0 0 1 0 0 f5

0 0 0 0 0 1 0 f6

0 0 0 0 0 0 1 f7


,

A2 =



0 0 0 0 0 0 f0 ∗
0 0 0 0 0 0 f1 ∗
1 0 0 0 0 0 f2 ∗
0 1 0 0 0 0 f3 ∗
0 0 1 0 0 0 f4 ∗
0 0 0 1 0 0 f5 ∗
0 0 0 0 1 0 f6 ∗
0 0 0 0 0 1 f7 ∗


, A3 =



0 0 0 0 0 f0 ∗ ∗
0 0 0 0 0 f1 ∗ ∗
0 0 0 0 0 f2 ∗ ∗
1 0 0 0 0 f3 ∗ ∗
0 1 0 0 0 f4 ∗ ∗
0 0 1 0 0 f5 ∗ ∗
0 0 0 1 0 f6 ∗ ∗
0 0 0 0 1 f7 ∗ ∗


,

A4 =



0 0 0 0 f0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 f1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 f2 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 f3 ∗ ∗ ∗
1 0 0 0 f4 ∗ ∗ ∗
0 1 0 0 f5 ∗ ∗ ∗
0 0 1 0 f6 ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 f7 ∗ ∗ ∗


, A5 =



0 0 0 f0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 f1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 f2 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 f3 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 f4 ∗ ∗ ∗ ∗
1 0 0 f5 ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 f6 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 1 f7 ∗ ∗ ∗ ∗


,

A6 =



0 0 f0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 f1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 f2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 f3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 f4 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 f5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 0 f6 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 f7 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗


, A7 =



0 f0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 f1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 f2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 f3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 f4 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 f5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 f6 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 f7 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗


.

Здесь элементы, обозначенные «∗», полностью определяются коэффициентами много-
члена f(x) и не приводятся из-за громоздкости их записи.

Покажем, что множество R1 не инвариантно относительно матрицы ϕ(B). Дей-
ствительно, согласно доказательству теоремы 1, для того, чтобы множество R1 было
инвариантным относительно преобразования ϕ(B), необходимо и достаточно, чтобы

ϕ(B)

(
5, . . . , 8
1, . . . , 4

)
= On′′,n′′ .

Рассмотрим элемент B в виде (1):

B = a7 · A7 ⊕ a6 · A6 ⊕ . . . ⊕ a1 · A ⊕ a0 · I8,8,

ak ∈ {0, 1}, k = 0, . . . , 7. Отметим, что в первом столбце матрицы Ai присутству-
ет ровно одна единица в строке с номером i + 1, i = 0, . . . , 7. Таким образом,
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ϕ(B)

(
5, . . . , 8
1, . . . , 4

)
= On′′,n′′ тогда и только тогда, когда ak = 0, k = 0, . . . , 7. Однако

в этом случае ϕ(B) = O8,8. Полученное противоречие подтверждает теорему 1.
Замечание 3. Существуют подстановки, обладающие высокими криптографиче-

скими характеристиками, относительно которых множество R1 будет инвариантным.
Примерами могут служить подстановки, исследуемые в [13, 14]. Ещё одним приме-
ром являются подстановки обращения ненулевых элементов поля F22n′ . По теореме о
башне полей [37], в поле F22n′ существует подполе F2n′ . Тогда можно подобрать подста-
новку, аффинно эквивалентную заданной, относительно которой множество R1 будет
инвариантным.

Рассмотрим XSL-шифр с линейным преобразованием, задаваемым матрицей ти-
па II. Опишем один подход к поиску множеств GK ⊂ Vn, инвариантных относительно
композиции преобразований X[K]◦L ◦ S. Пусть имеется пара семейств множеств (A,B):

A = {A1, A2, . . . , Aea} , Ai ⊆ Vn′ ,

B = {B1, B2, . . . , Beb} , Bi ⊆ Vn′ ,

и для любого i ∈ {1, . . . , ea} существует j ∈ {1, . . . , eb}, такой, что Aπi ⊆ Bj. Рассмотрим
семейства Am и Bm —декартовы степени множеств A и B. Тогда для любого элемента
Ai1 × . . .× Aim ∈ Am существует элемент Bj1 × . . .×Bjm ∈ Bm, такой, что

(Ai1 × . . .× Aim)S =
(
Aπi1 × . . .× A

π
im

)
⊆ Bj1 × . . .×Bjm .

Множество GK будем искать среди подмножеств множества Am, то есть его элемента-
ми являются множества вида Ai1 × Ai2 × . . .× Aim ∈ Am.

Пусть C — такое семейство множеств, что для любого элемента Bj1× . . .×Bjm ∈ Bm
существует элемент C семейства C, для которого выполняется включение

(Bj1 × . . .×Bjm)L ⊆ C.

Пусть также существует такой K ∈ V m
n′ , что CX[K] = Am, то есть верна следующая

диаграмма:
Am S−→ Bm L−→ C X[K]−−−→ Am. (3)

Все дальнейшие рассуждения будем проводить в предположении выполнимости диа-
граммы (3). В этом случае, очевидно, выполняется равенство |C| = |Am|. Действи-
тельно, рассмотрим элемент Ai1 × Ai2 × . . .× Aim ∈ Am, i1, . . . , im ∈ {1, . . . , ea}. Пусть
K = (k1, k2, . . . , km). Тогда

(Ai1 ⊕ k1)× (Ai2 ⊕ k2)× . . .× (Aim ⊕ km) ∈ C.

Таким образом, множество C состоит из прямого произведения множеств вида Aj⊕ki,
j ∈ {1, . . . , ea}, i ∈ {1, . . . ,m}.

Утверждение 4. Пусть имеется XSL-шифр, линейное преобразование которого
L = (la,b)m×m, la,b ∈ GLn′(2), a, b = 1, . . . ,m, задаётся матрицей типа II. Рассмотрим
множества

B = Bi1 ×Bi2 × . . .×Bim ∈ Bm, i1, . . . , im ∈ {1, . . . , eb},
C = Cj1 × Cj2 × . . .× Cjm ∈ C, j1, . . . , jm ∈ {1, . . . , ea},

такие, что BL ⊆ C, и для некоторого ключа K ∈ V m
n′ выполнена диаграмма (3). Тогда

для любого j ∈ {j1, . . . , jm} выполнено неравенство |Cj| > max
i∈{i1,...,im}

|Bi|.
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Доказательство. Пусть xv ∈ Biv , v = 1, . . . ,m. Для произвольного w ∈
∈ {1, . . . ,m} рассмотрим следующую сумму:

S =
m∑
v=1

xv · lv,w. (4)

Так как BL ⊆ C, то S ∈ Cjw при любой фиксации xv ∈ Biv , v ∈ {1, . . . ,m}.
Заметим, что |Cjw | не меньше мощности множества различных значений сумм ви-

да (4), получаемых при различных фиксациях значений xv ∈ Biv , v = 1, . . . ,m. Фикси-
руем произвольное v′ ∈ {1, . . . ,m}, а также xv ∈ Biv , v ∈ {1, . . . ,m}\{v′} и рассмотрим
сумму

Sv′ =
∑

v∈{1,...,m}\{v′}
xv · lv,w.

Тогда мощность множества {
Sv′ + xv′ · lv′,w : xv′ ∈ Biv′

}
,

во-первых, не больше мощности множества Cjw и, во-вторых, равна мощности множе-
ства Biv′

. Действительно, так как L—матрица типа II, то lv′,w обратима и мощность
множества {

xv′ · lv′,w : xv′ ∈ Biv′

}
равна мощности множества Biv′

. Отсюда для любого v′ ∈ {1, . . . ,m} выполняется ра-
венство

|Cjw | >
∣∣{xv′ · lv′,w ∈ Biv′

}∣∣ ,
которое завершает доказательство утверждения 4.

Из верности диаграммы 3 следует, что для любых i1, . . . , im ∈ {1, . . . , ea} существу-
ют такие j1, . . . , jm ∈ {1, . . . , ea}, что верна диаграмма

Ai1 × . . .× Aim
X[K]◦L ◦S−−−−−−→ Aj1 × . . .× Ajm .

Зададим на семействе Am ориентированный граф Γ с помеченными дугами следую-
щим образом. Вершинами этого графа являются элементы семейства Am, при этом
вершины X, Y ∈ Am соединены дугой с пометкой K тогда и только тогда, когда су-
ществует ключ K, такой, что XX[K]◦L ◦S −→ Y . Если Vn′ ∈ A, то очевидно, что для
произвольного ключа K

(V m
n′ )

X[K]◦L ◦S = V m
n′

есть цикл, который будем называть тривиальным. Для построения множества GK

необходимо уметь искать нетривиальные циклы в графе Γ. В частности, GK —мно-
жество вершин графа Γ, лежащих на циклах длины 1 (петлях) с пометкой K. Однако
далее рассмотрим и более общий случай, когда цикл состоит из более чем одной вер-
шины. Предположим, что в графе Γ существует нетривиальный цикл длины r, задава-
емый подсемейством семейства Am. Это эквивалентно тому, что некоторое подмноже-
ство Am является инвариантным относительно r раундов рассматриваемого блочного
шифра для некоторых ключей K1, . . . , Kr. Найдём необходимые условия существова-
ния нетривиального цикла и предложим конструктивный алгоритм его поиска.

Пусть здесь и далее A′ ⊂ Am —множество вершин графа Γ, задающее некоторый
нетривиальный цикл длины r. Обозначим B′ = (A′)S, C ′ = (B′)L. При этом для каждого
A ∈ A′ существуют ключ K и множество C ∈ C ′, такие, что CX[K] = A.



68 Д.И. Трифонов, Д. Б. Фомин

Утверждение 5. Пусть имеется XSL-шифр, линейное преобразование которого
L = (la,b)m×m, la,b ∈ GLn′(2), a, b = 1, . . . ,m, задаётся матрицей типа II, элементы
семейства A′ задают некоторый нетривиальный цикл графа Γ, Aa1 × . . .×Aam ∈ A′, и

Bb1 × . . .×Bbm ∈ B′, Bb1 × . . .×Bbm = S (Aa1 × . . .× Aam) ,

Cc1 × . . .× Ccm ∈ C ′, Cc1 × . . .× Ccm = L (Bb1 × . . .×Bbm) .

Тогда:
1) |Aa1| = |Bb1| = |Cc1|;
2) |Aa1| = |Aa2| = . . . = |Aam|;
3) |Bb1| = |Bb2| = . . . = |Bbm|;
4) |Cc1| = |Cc2| = . . . = |Ccm|.
Доказательство. Множество Aa1 × . . . × Aam ∈ A′ лежит на цикле длины r.

Тогда для некоторых ключей K1, . . . , Kr верна следующая диаграмма, описывающая
действие функций на соответствующие множества:

Aa1 × . . .× Aam
S−→ Bb1 × . . .×Bbm︸ ︷︷ ︸

∈B

L−→ Cc1 × . . .× Ccm︸ ︷︷ ︸
∈C′

X[K1]−−−→

X[K1]−−−→ Ad1 × . . .× Adm︸ ︷︷ ︸
∈A′

X[K2]−−−→ . . .
X[Kr]−−−→ Aa1 × . . .× Aam︸ ︷︷ ︸ .

Отсюда следует, что |Ccv | = |Adv |, v = 1, . . . ,m. Заметим, что по построению мно-
жеств A′ и B′ выполнено неравенство |Bbv | > |Aav |, v = 1, . . . ,m, а по утверждению4—
|Ccv | > |Bbw |, v, w = 1, . . . ,m.

Тогда, так как вершина Aa1 × . . . × Aam лежит на цикле в графе Γ, для любого
v = 1, . . . ,m имеет место

|Aav | 6 |Bbv | 6 |Ccv | = |Adv | 6 . . . 6 |Aav |,

откуда следует доказательство п. 1 утверждения 5.
Для доказательства п. 2–4 достаточно доказать только один из них и воспользо-

ваться цепочкой неравенств выше. Не теряя общности, покажем, что |Cc1| = |Cc2|.
Для остальных пар индексов равенство доказывается аналогично.

Воспользуемся утверждением 4, а также фактом, что произвольное множество
Aa1 × . . .× Aam лежит на цикле в графе Γ:

|Cc1| = |Aa1| 6 |Bb1 | 6 |Cc2 | = |Aa2| 6 |Bb2| 6 |Cc1| 6 . . . 6 |Cc1|.

Утверждение доказано.

Следующее утверждение позволяет сформулировать алгоритм поиска циклов
в графе Γ или доказать, что нетривиальных циклов нет.

Утверждение 6. Пусть для XSL-шифра, линейное преобразование которого L =
= (la,b)m×m, la,b ∈ GLn′(2), a, b = 1, . . . ,m, задаётся матрицей типа II, элементы семей-
ства A′ образуют некоторый нетривиальный цикл графа Γ. Пусть также

B = Bi1 ×Bi2 × . . .×Bim ∈ B′, C = Cj1 × Cj2 × . . .× Cjm ∈ C ′,

где C = BL. Тогда:
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1) для произвольного v ∈ {1, . . . ,m} множество Biv является смежным классом по
некоторому подпространству пространства Vn′ ;

2) для произвольного v ∈ {1, . . . ,m} множество Cjv является смежным классом по
некоторому подпространству пространства Vn′ .

Доказательство. По п. 1 утверждения 5 верно равенство

Cjw =

{
m∑
v=1

bv · lv,w : bv ∈ Biv , v ∈ {1, . . . ,m}
}
.

Зафиксируем произвольные v′, v′′ ∈ {1, . . . ,m}, xv ∈ Biv , v ∈ {1, . . . ,m}. Пользуясь п. 1
и 3 утверждения 5, запишем:

Cjw =

{ ∑
v∈{1,...,m}\{v′}

xv · lv,w ⊕ yv′ · lv′,w : yv′ ∈ Biv′

}
,

Cjw =

{ ∑
v∈{1,...,m}\{v′′}

xv · lv,w ⊕ yv′′ · lv′′,w : yv′′ ∈ Biv′′

}
.

Отсюда следует, что множества

C ′(xv′′) =
{
xv′′ · lv′′,w ⊕ yv′ · lv′,w : yv′ ∈ Biv′

}
и C ′′(xv′) =

{
xv′ · lv′,w ⊕ yv′′ · lv′′,w : yv′′ ∈ Biv′′

}
равны. Запишем их в следующем виде:

C ′ (xv′′) = Biv′
· lv′,w ⊕ xv′′ · lv′′,w, C ′′ (xv′) = Biv′′

· lv′′,w ⊕ xv′ · lv′,w.

Тогда
∀ xv′ ∈ Biv′

∀xv′′ ∈ Biv′′

(
C ′(xv′′) = C ′′(xv′)

)
. (5)

Из (5) следует, что (
Bi′v + xv′

)
· lv′,w =

(
Bi′′v + xv′′

)
· lv′′,w.

Так как lv′,w невырождена, то

∀x1, x2 ∈ Biv′

(
Biv′
⊕ x1 = Biv′

⊕ x2

)
. (6)

Рассмотрим случай, когда 0 ∈ Biv′
. Пользуясь (6), получим

∀x1 ∈ Biv′

(
Biv′

= Biv′
⊕ x1

)
.

Отсюда следует, что Biv′
замкнуто относительно операции сложения и является груп-

пой по сложению (векторным пространством).
Пусть теперь 0 /∈ Biv′

. Фиксируем произвольное x1 ∈ Biv′
и рассмотрим множество

H = x1⊕Biv′
. Очевидно, что 0 ∈ H. Покажем, что множествоH замкнуто относительно

операции сложения. Для этого покажем, что для любых x1, x2 ∈ Biv′
их сумма лежит

в множестве Biv′
. Действительно, пользуясь формулой (6), запишем:

Biv′
= Biv′

⊕ (x1 ⊕ x2) .

Таким образом, Biv′
является либо подпространством пространства V m

n′ , либо смежным
классом по некоторому подпространству пространства V m

n′ . Для остальных индексов
доказательство аналогично.

Для множеств Cjw доказательство аналогично ввиду обратимости матрицы L.
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Следствие 1. Пусть в условиях утверждения 6

A = A′i1 × A
′
i2
× . . .× A′im ∈ A

′.

Тогда для любого j ∈ {1, . . . ,m} множество A′ij является смежным классом по неко-
торому подпространству пространства Vn′ .

Таким образом, нас в первую очередь интересуют такие пары множеств (A,B), что
Aπ = B, A = HA ⊕ hA, B = HB ⊕ hB, и HA, HB —подпространства пространства Vn′ ,
hA, hB ∈ Vn′ .

Предположим, имеется M пар таких множеств (Ai, Bi), i ∈ {1, . . . ,M}, при этом
Ai = HA,i ⊕ hA,i, Bi = HB,i ⊕ hB,i, |Ai| = |Aj| для всех i, j ∈ {1, . . . ,M}. Необходи-
мость одинаковости мощностей множеств Ai обусловлена аналогичным требованием
для множеств, образующих цикл в графе Γ. Рассмотрим вектор h ∈ V m

n′ :

h = (hB,i1 , hB,i2 , . . . , hB,im) , i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,M}.

Всего таких векторов |M |m.
Для каждых v, w = 1, . . . ,m вычислим множество C(h, v, w) ⊂ Vn′ :

C(h, v, w) =

{
m∑
b=1

hB,ib · lb,w + y · lv,w : y ∈ HB,v

}
— и проверим, существуют ли такие g(w) ∈ Vn′ и j(w) ∈ {1, . . . ,M}, зависящие от w,
что

C(h, v, w)⊕ g(w) = Aj(w).

То есть при разных v, но одинаковых w множество Aj(w) и элемент g(w) должны быть
одинаковыми. Докажем следующую теорему.

Теорема 2. Пусть для XSL-шифра, линейное преобразование которого L =
= (la,b)m×m, la,b ∈ GLn′(2), a, b = 1, . . . ,m, задаётся матрицей типа II, элементы
семейства A′ образуют некоторый нетривиальный цикл в графе Γ. Пусть также
Ai = HA,i ⊕ hA,i, HA,i —подпространство пространства Vn′ , hA,i ∈ Vn′ , i ∈ {1, . . . ,M},
при этом |Ai| = |Aj| для всех i, j ∈ {1, . . . ,M}. Для множества A ∈ A′,

A = Ai1 × Ai2 × . . .× Aim , i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,M},

существует такой ключ K, что AL ◦ S ◦X[K] = A′ ∈ A′,

A′ = Aj1 × Aj2 × . . .× Ajm , j1, . . . , jm ∈ {1, . . . ,M},

тогда и только тогда, когда для каждого w ∈ {1, . . . ,m} существуют вектор g(w) ∈ Vn′
и номер j(w) ∈ {1, . . . ,M}, такие, что для любого v ∈ {1, . . . ,m} выполнено равенство

C(h, v, w)⊕ g(w) = Aj(w),

где

C(h, v, w) =

{
m∑
b=1

hB,ib · lb,w ⊕ y · lv,w : y ∈ HB,v

}
.

Доказательство.
Докажем в прямую сторону методом от противного. Возможны два случая:
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1) существует v, для которого не существует такого g ∈ Vn′ , что C(h, v, w)⊕g 6= Aj
хотя бы для одного j ∈ {1, . . . ,M};

2) для некоторого w не существуют такие g(w) и Aj(w), что C(h, v, w)⊕g(w) = Aj(w).
В первом случае получаем противоречие с условием теоремы. Рассмотрим подробно

второй случай.
Возьмём произвольный x ∈ B, x = (x1, x2, . . . , xm). Так как для каждого i ∈

∈ {1, . . . ,M} верно Ai = HA,i ⊕ hA,i, то x = y ⊕ h, где h = (hA,i1 , hA,i2 , . . . , hA,im);
y = (y1, y2, . . . , ym); yi ∈ HA,i. Тогда

x · L = y · L⊕ h · L.

Рассмотрим множество

Yw =
{
y · L↓w : y ∈ HA,i1 × . . .×HA,im

}
,

где L↓w — столбец матрицы L с номером w. Так как по условию теоремы (Yw ⊕ h · L)⊕
⊕ k = Ajw для некоторого k ∈ Vn′ , то |Ajw | = |Yw|; и по условию |Aia | = |Ajb| для всех
a, b ∈ {1, . . . ,m}. Из мощностных соображений и того факта, что 0 ∈ HA,iv для всех
v ∈ {1, . . . ,m}, получаем

∀v ∈ {1, . . . ,m}
(
Yw = {yv · liv ,w : y ∈ HA,iv}

)
.

Это противоречит тому, что для фиксированного w не существует таких g(w) и Aj(w),
так как множество {yv · liv ,w : y ∈ HA,iv} одинаково для всех v.

Обратное очевидно.

С помощью теоремы 2 можно конструктивно строить инварианты для раундового
преобразования XSL-шифра рассматриваемого вида. В общем случае можно восполь-
зоваться методом нелинейных инвариантов [51]: функция f : Fn2 → F2 называется нели-
нейным инвариантом преобразования g : Fn2 → Fn2 , если для любого x ∈ Fn2 и некоторой
константы c ∈ F2 выполняется равенство

f(x) + f(g(x)) = c.

В работе [52] исследуются нелинейные инварианты раундовых преобразований XSL-
алгоритмов и указаны условия на нелинейные биективные преобразования и матрицы,
необходимые для существования таких инвариантов.

Авторы выражают благодарность Д.А. Довганю и Д.А. Бурову за конструктивные
замечания в ходе обсуждения данной работы.
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Одним из широко применяемых на практике при работе в условиях слабодоверен-
ного окружения механизмов противодействия атакам на используемые в проце-
дурах выработки общих секретов долговременные ключи является умножение на
рандомизирующие множители с последующим применением хэш-функций. Дан-
ный подход применяется в механизмах семейства VKO, на основе которых стро-
ятся российские криптонаборы основных протоколов криптографической защиты
информации (в том числе IPsec, TLS, CMS), стандартизированных в Российской
Федерации. В частности, таким образом устроена выработка общих параметров
в российских механизмах протокола TLS 1.2, повсеместно применяемого в массо-
вых программных средствах защиты информации. В работе рассмотрены некото-
рые аспекты результирующей безопасности процедур выработки общих парамет-
ров в случае ошибок реализации, из-за которых возможны сбои при вычислениях
в группах точек скрученных кривых Эдвардса составного порядка, а также в слу-
чае отсутствия гарантий константного времени вычисления кратных точек.

Ключевые слова: модели и методы защиты информации, криптографические
протоколы.
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Multiplier randomization techniques with hashing of the results is one of widely
used (especially for semi-trusted environment) countermeasures against attacks on
key agreement protocols in practice. This approach is used, for instance, in VKO
mechanisms, which are used as building blocks for Russian cipher suites for main
cryptographic protocols (including IPsec, TLS, CMS), standardized in Russia. As an
important example, shared keys are produced with this technique in TLS 1.2 cipher
suites, which are widespread in cryptographic software for citizens of Russia. In this
paper, we consider overall security of procedures of shared key computation in the
practically significant cases of implementation errors in computations on twisted Ed-
wards elliptic curves and non-constant time of scalar multiplication operations.
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Введение
В рамках решения важной для систем защиты информации проблемы обеспечения

информационной безопасности в случае неполного доверия к окружению применяют-
ся механизмы, компенсирующие потенциальные уязвимости среды. В частности, для
повышения безопасности программных средств криптографической защиты в услови-
ях аппаратного окружения, не проходящего исследования в части побочных каналов,
применяется приём умножения закрытых величин на рандомизирующие множители—
в этом случае многократное использование одного и того же закрытого значения не
будет приводить к одним и тем же вычислениям, а некоторые методы анализа с ис-
пользованием побочных каналов не будут применимы из-за невозможности получения
выборки достаточного объёма. Одними из стандартизированных в России механиз-
мов, в которых данный приём учтён непосредственно в математической конструкции,
являются определённые в рекомендациях по стандартизации Р 50.1.113-2016 «Инфор-
мационная технология. Криптографическая защита информации. Криптографические
алгоритмы, сопутствующие применению алгоритмов электронной цифровой подписи
и функции хэширования» механизмы выработки ключей обмена VKO.

В настоящей работе исследуются свойства данных механизмов, которые при нали-
чии ошибок в программной реализации могут привести к падению уровня защищённо-
сти средств. В частности, изучаются вопросы построения методов криптографическо-
го анализа, применимых к реализациям VKO в случае таких недостатков реализации,
как ошибки при вычислениях в группах точек скрученных кривых Эдвардса состав-
ного порядка (стандартизированных в России) и зависимость времени вычислений от
закрытых величин.

Показано, что положительные свойства данных механизмов, крайне желательные
для использования в предназначенных для работы в слабодоверенном окружении сред-
ствах защиты информации, неразрывно связаны с существенным повышением критич-
ности последствий уязвимостей при реализации для результирующей безопасности.
Рандомизирующие множители позволяют «размывать» влияние закрытых величин на
значения, которые противник может перехватывать по побочным каналам, предотвра-
щая атаки, требующие накопления существенной статистики для уменьшения перебо-
ра закрытых величин. Однако одновременно с этим существенно опаснее становятся
методы атак, предполагающие получение информации о закрытых величинах по одно-
му значению, без необходимости накопления. В этих случаях умножение на рандоми-
зирующие множители может приводить к тому, что малозначимые на практике атаки,
позволявшие сокращать перебор долговременного секрета всего лишь в 2–4 раза, могут
превращаться в применимые на практике для полного восстановления долговремен-
ных секретов. Таким образом, обратной стороной методов обеспечения безопасности
в слабодоверенном окружении может становиться абсолютная недопустимость оши-
бок реализации программной части, защитные механизмы при ошибках разработки
превращаются в оружие против самих защищаемых объектов.

В п. 1 приводится описание механизмов VKO и порядок применения в них рандо-
мизирующего множителя UKM, а также типичные схемы применения данных меха-
низмов в криптографических протоколах. Пункт 2 посвящён подходам к эксплуатации
ошибок при работе на эллиптических кривых составного порядка с целью восстановле-
ния долговременного секрета и влиянию рандомизации на последствия таких ошибок
для безопасности. В п. 3 рассмотрены некоторые подходы к восстановлению информа-
ции о долговременном секрете с помощью побочного канала по времени и их развитие
в случае применения рандомизирующих множителей.
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В работе использованы следующие обозначения:
— p— характеристика конечного поля, над которым задана кривая;
— m—порядок группы точек эллиптической кривой;
— q—простое число, порядок простой подгруппы группы точек эллиптической кри-

вой;
— P — базовая точка простой подгруппы группы точек эллиптической кривой;
— O—нейтральный элемент группы точек эллиптической кривой;
— ⊕— операция сложения двух точек эллиптической кривой;
— [a]P — операция скалярного умножения точки на число (точка P умножается на

целое a).

1. Применение рандомизации при вычислении общего секрета
в протоколах

1.1. М е х а н и з м ы V K O
Вычисление общего ключа по схеме Диффи—Хеллмана [1] является одним из ос-

новных базовых механизмов криптографии с открытым ключом. В современных про-
токолах данная процедура применяется в группе точек эллиптической кривой (как
правило, эллиптическая кривая задаётся над простым конечным полем Fp): для вы-
числения общего секрета закрытый ключ x одного из участников протокола умножа-
ется на открытый ключ Y = [y]P второго участника: элемент группы Y умножается
на скалярное значение x. Результатом операции скалярного умножения точки кривой
является также точка на эллиптической кривой— в общем случае представимая вовсе
не битовой строкой, претендующей на неотличимость от равновероятно выбранной из
множества строк той же длины. Следовательно, для использования результата опе-
рации в качестве криптографического параметра (например, симметричного ключа
блочного шифра) над ним требуется произвести некоторое преобразование. В соответ-
ствии со стандартной практикой, отражённой, например, в рекомендациях [2], таким
преобразованием является хэширование. Отметим, что в некоторых случаях, напри-
мер в протоколе TLS 1.3 [3], оно применяется не непосредственно к результату проце-
дуры Диффи—Хеллмана, а сразу к набору данных (в этом случае общий ключевой
материал используется в HMAC для получения основных ключей безопасности).

Схема выработки общего ключа VKO является в некотором смысле расширением
схемы Диффи—Хеллмана. Помимо точки эллиптической кривой Y , соответствующей
открытому ключу одного из участников, и закрытого ключа x другого участника,
схема получает на вход ненулевое число UKM . Итоговое общее ключевое значение,
вырабатываемое схемой, рассчитывается по формуле

VKO(x, Y, UKM) = HASH
([

m

q
(x · UKM mod q)

]
Y

)
,

где m, q—порядок группы точек и порядок простой подгруппы точек используемой
эллиптической кривой; HASH — хэш-функция ГОСТ Р 34.11-2012 [4]. Первым доку-
ментом в области стандартизации, определяющим механизм семейства VKO, является
RFC 4357 [5]. В 2016 г. рабочей группой по сопутствующим криптографическим алго-
ритмам, определяющим ключевые системы, входящей в состав Технического комите-
та 26 «Криптографическая защита информации», были разработаны рекомендации [6],
которые описывают механизм VKO для ключей ГОСТ Р 34.10-2012 [7]. Соответству-
ющий документ в системе IETF—RFC 7836 [8] — появился также в 2016 г.
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Необходимо отметить, что процедуры выработки общего ключа по схемам Диф-
фи—Хеллмана и VKO могут применяться в протоколах к различным с точки зрения
срока жизни ключевым парам участников:

1. Оба ключа участников одноразовые («эфемерные», «ephemeral»). Так, напри-
мер, в протоколе TLS 1.3 одноразовые ключевые пары вырабатываются и клиен-
том, и сервером в начале соединения и используются однократно для выработки
общего секрета по схеме Диффи—Хеллмана. Аутентификация клиента и серве-
ра производится при помощи механизма электронной подписи, использующего
отдельные ключевые пары.

2. Один из ключей эфемерный, а другой долговременный («ephemeral – static»).
Такая схема используется, например, при выработке ключа шифрования клю-
ча в сообщениях формата CMS, а также в протоколе TLS 1.2. В первом случае
отправитель генерирует эфемерную ключевую пару, использует её в схеме VKO,
а затем вместе с сообщением передаёт свой эфемерный открытый ключ. Полу-
чатель использует для выполнения схемы VKO полученный открытый ключ
и свой долговременный закрытый ключ. В случае протокола TLS 1.2 эфемер-
ная ключевая пара используется клиентом, а сервер применяет долговремен-
ную пару. Открытый эфемерный ключ клиента передаётся серверу в сообщении
ClientKeyExchange. Аутентификация сервера при этом производится по долго-
временному ключу VKO (сервер доказывает факт владения соответствующим
закрытым ключом, выработав ключевое хэш-значение с использованием выра-
ботанного общего ключа), а аутентификация клиента — средствами электрон-
ной подписи с применением отдельной ключевой пары.

3. Оба ключа участников долговременные («static – static»). Такая схема может
применяться в устаревших криптонаборах протокола TLS 1.0, TLS 1.1 и TLS 1.2
(например, TLS_GOSTR341001_WITH_28147_CNT_IMIT, устаревшая вер-
сия набора TLS_GOSTR341112_256_WITH_28147_CNT_IMIT) при установ-
лении соединения с двусторонней аутентификацией. Аутентификация и клиен-
та, и сервера производится по долговременным ключам VKO; механизм элек-
тронной подписи при этом не применяется. Это позволяет не использовать при
анализе стойкости протокола подписывающий оракул.

Использование нетривиального значения UKM обязательно для случая «static –
static» (в противном случае при повторных операциях VKO будут производиться оди-
наковые ключи). Хэширование в этом случае помогает избежать угадывания клю-
чей согласования разных сессий. Предположим, что схема VKO не применяла бы
хэширование. В этом случае компрометация одного общего сеансового ключа мог-
ла бы привести к компрометации всех общих ключей, полученных на двух данных
долговременных ключевых парах. Действительно, пусть был скомпрометирован ключ

K1 =

[
m

q
((x · UKM1) mod q)

]
Y и при выработке общего ключа K2 использовалось

новое значение UKM2. Тогда противник легко восстанавливает ключ K2:

K2 =

[
UKM2

UKM1

mod q

]
K1.

1.2. Т и п и ч н ы е с п о с о б ы п р и м е н е н и я V K O в п р о т о к о л а х
Прикладные протоколы используют механизмы VKO для установления общего сек-

ретного ключа сторон взаимодействия. Этот ключ может использоваться как непо-
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средственно для создания основного ключевого материала, так и как ключ шифрова-
ния мастер-ключей. Рассмотрим эти сценарии:

1. Протокол TLS 1.2 [9]. Механизм VKO в этом случае используется с од-
ной эфемерной парой ключей (со стороны клиента) и одной долговремен-
ной парой ключей (со стороны сервера). В качестве значения UKM приме-
няется число, задаваемое в формате BigEndian первыми 16 байтами значения
HASH(ClientRandom|ServerRandom), где HASH— хэш-функция ГОСТ Р 34.11-
2012 с длиной выхода 256 бит. Полученный ключ используется для шифрования
премастер-ключа, вырабатываемого клиентом и передаваемого в зашифрован-
ном виде серверу. Пассивный противник, наблюдающий за каналом, может по-
лучить случайные значения ClientRandom, ServerRandom в открытом виде и,
таким образом, получить значение UKM. Активный противник, действующий
от имени клиента, может в некоторой степени управлять значениями UKM,
выбирая разные значения ClientRandom по своему усмотрению, однако не име-
ет возможности навязать конкретное значение. Следует отдельно подчеркнуть,
что вместо схемы VKO в новой версии протокола TLS 1.3 используется непо-
средственно схема Диффи—Хеллмана.

2. Сообщения формата CMS [10]. Механизм VKO используется для выработки
ключа шифрования ключа данных в сообщениях типа EnvelopedData. Может
поддерживаться один из двух режимов работы: со статическим VKO (и от-
правитель, и получатель используют долговременные ключи) и «полустатиче-
ским» VKO (ключ отправителя— эфемерный, получателя — долговременный).
UKM при этом указывается в сообщении в открытом виде и может быть изве-
стен пассивному противнику. Активный противник, отправляющий сообщения,
может вырабатывать UKM полностью по своему усмотрению.

3. Протоколы IKEv1 и IKEv2 [11, 12]). Механизм VKO используется для выра-
ботки общего ключа сторон, из которого потом выращивается базовый ключ
SKEYSEED. И инициатор соединения, и ответчик применяют эфемерные клю-
чи. В качестве UKM при этом используется константное значение 1, поэтому
активный противник не может навязывать значения UKM.

2. Влияние рандомизации в случае ошибок проверки входной точки
2.1. О с о б е н н о с т и р а б о т ы с х е м в ы р а б о т к и о б щ е г о к л ю ч а

н а э л л и п т и ч е с к и х к р и в ы х с о с т а в н о г о п о р я д к а
При использовании эллиптических кривых, аддитивные группы которых имеют

составной порядок (например, стандартизированные в России скрученные кривые
Эдвардса id-tc26-gost-3410-2012-256-paramSetA и id-tc26-gost-3410-2012-512-paramSetC
[13, 14], кофактор m/q равен 4), принципиально важным для безопасности закры-
тых ключей является противодействие методам проведения атак с помощью навязыва-
ния точек малых порядков. Подробная информация о данных методах криптоанализа
представлена в [15, 16]; напомним основные идеи.

В модели, в которой противник имеет возможность передать свой открытый
ключ Y атакуемому серверу с закрытым ключом x для вычисления ключа согла-
сования SK по формуле SK = [x]Y , этот противник может в качестве Y передать не
точку основной подгруппы кривой (порядка q), а точку из малой подгруппы (напри-
мер, порядка m/q). Если сервер при этом не проверит принадлежность Y основной
подгруппе, вычислит SK (который будет иметь одно из m/q возможных значений)
и передаст данные, зависящие от SK (например, полученный с использованием SK
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шифртекст), то противник, перебрав и сравнив с вычисленным на сервере SK значе-
ния [1]Y, [2]Y, . . . , [(m/q − 1)]Y , сможет получить значение x mod m/q, т. е. получить
log2 (m/q) бит о ключе x.

2.2. Р а с ш и р е н и е а т а к с и с п о л ь з о в а н и е м
в с п о м о г а т е л ь н ы х к р и в ы х

Атака, описанная выше, может быть модифицирована для случая кривых с кофак-
тором, равным 1. Предположим, что сервер не только не проверяет принадлежность
получаемой точки группе нужного порядка, но и принадлежность целевой эллиптиче-
ской кривой вообще. Противник может воспользоваться тем фактом, что большинство
реально используемых в прикладной криптографии эллиптических кривых в краткой
форме Вейерштрасса задаются уравнением вида y2 = x3 − 3x + b, b ∈ Fp. В этом
случае противник может, перебирая значения b, находить произвольные кривые, по-
рядки групп точек которых имеют малые делители. Поскольку некоторые формулы
скалярного умножения точек эллиптической кривой в краткой форме Вейерштрасса
не зависят от коэффициента b, сервер при выполнении операции умножения не полу-
чит результат в виде точки, не лежащей на целевой кривой. Противник в этом случае
может последовательно высылать точки Q2 порядка 2, Q3 порядка 3, Q5 порядка 5
с разных кривых, тем самым получая значения x mod 2, x mod 3, x mod 5 и так далее,
что позволит определить многие биты закрытого ключа x. Атака такого рода впервые
описана в [17].
2.3. Р а с ш и р е н и е а т а к в с л у ч а е п р и м е н е н и я р а н д о м и з а ц и и
Атака для кривых составного порядка может быть расширена, если противник

может управлять значениями UKM, а также получать информацию об успехе или
неуспехе операции, проводимой с помощью общего ключа.

Предположим, что противник передаёт точку эллиптической кривой Y = Q ⊕ T ,
где Q— точка, принадлежащая подгруппе порядка q (Q может быть равно O), а T —
точка малого порядка (в случае российских стандартизированных скрученных кривых
в форме Эдвардса это может быть точка T2 порядка 2 или точка T4 порядка 4). Если
операция VKO на стороне получателя реализована правильным образом, а именно по

формуле
[
m

q
(UKM · x mod q)

]
Y (где x—долговременный закрытый ключ сервера),

то будет получена результирующая точка[
m

q
(UKM · x mod q)

]
Q⊕

[
m

q
(UKM · x mod q)

]
T =

[
m

q
(UKM · x mod q)

]
Q,

принадлежащая целевой подгруппе порядка q группы точек эллиптической кривой.
В случае неправильной реализации, заключающейся в умножении на кофактор

m

q
по

модулю q, в ходе операции VKO будет получен следующий результат:[((
m

q
· UKM · x

)
mod q

)]
Q⊕

[((
m

q
· UKM · x

)
mod q

)]
T =

=

[((
m

q
· UKM · x

)
mod q

)]
Q⊕ U,

где U — точка группы малого порядка, равная [((m/q) · UKM · x) mod q]T . Такой ход
выполнения операции VKO позволит противнику проводить следующую атаку, на-
правленную на полное определение закрытого ключа сервера x:
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1. Противник вырабатывает открытый ключ Y , который не принадлежит целевой
подгруппе порядка q. Сделать это он может, выработав ключевую пару (y, [y]P ),
где y ∈ {1, . . . q − 1}— закрытый ключ, а далее положив Y = [y]P ⊕ T , где T —
точка малого порядка.

2. Противник передаёт Y получателю в рамках используемого протокольного ре-
шения для проведения операции VKO.

3. Противник получает значение общего ключа K = [((m/q) ·UKM ·x) mod q]Q⊕
⊕ [((m/q) · UKM · x) mod q]T .

4. Противник ожидает уведомления о корректной выработке общего ключа полу-
чателем.
а) В случае протокола TLS версий 1.0–1.2 данное уведомление может быть по-
лучено следующим образом. В рамках сообщения ClientKeyExchange против-
ник пересылает свой открытый ключ Y , а также зашифрованный на ключе K
премастер-ключ PMS. Противник вырабатывает из премастер-ключа мастер-
ключ MS, после чего вырабатывает значение ClientFinished, равное выходу
ключевой хэш-функции, ключом которой является MS. Отметим, что данное
сообщение пересылается в защищённом виде (будучи зашифрованным и сов-
местно со значением имитовставки). Ключи шифрования и имитозащиты для
данного сообщения также вырабатываются на основе ключа MS. В свою оче-
редь, сервер, получив сообщение ClientKeyExchange и, следовательно, точку Y ,
может выполнить операцию VKO, получить ключ K, расшифровать зашифро-
ванный ключ PMS, получить ключ MS, расшифровать и проверить целост-
ность сообщения ClientFinished и проверить его. Если хотя бы одна из этих
операций завершается с ошибкой, сервер пересылает клиенту уведомление об
ошибке (alert) и прерывает исполнение протокола. В противном случае сервер
формирует сообщение ServerFinished и успешно завершает исполнение прото-
кола. Таким образом, у противника получается чёткий критерий выработки
общего ключа K сервером.
б) В случае использования зашифрованных сообщений формата CMS против-
ник вырабатывает случайное значение ключаKEK, используемого для шифро-
вания и имитозащиты данных, и шифрует его на общем ключе K. Получатель
расшифровывает ключ KEK, а затем расшифровывает и проверяет целост-
ность данных. Если хотя бы одна из этих операций завершается с ошибкой, по-
лучатель отвергает сообщение, иначе сообщение принимается. Если получатель
сигнализирует отправителю о факте ошибки или успеха, противник получает
чёткий критерий выработки общего ключа K получателем.

5. Противник, зная общий ключ и удостоверившись в его знании получателем,
определяет значение

U = K ⊕
[
−1 ·

(
m

q
· UKM · x

)
mod q

]
Q =

[
m

q
· UKM · x mod

m

q

]
T.

Так как точка U имеет малый порядок, он перебором определяет l, такое, что
U = [l]T , при этом l = ((m/q) · UKM · x) mod q. Для российских стандарти-
зированных скрученных кривых в формате Эдвардса m/q = 4, это означает
получение информации о двух битах закрытого ключа сервера. Отметим, что
в корректной реализации протокола VKO (даже если реализация сервера не
осуществляет проверку принадлежности точки Y целевой подгруппе) атака бу-
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дет прервана именно на этом пункте — противник получит U = O, что не даст
ему никакой информации о ключе x.

6. При проведении атаки на схему VKO в рамках конкретного прикладного про-
токола противник может повторять шаги 2.3–2.3 N раз (где N определяется
битовым размером задачи и вычислительными возможностями противника),
каждый раз используя новое значение UKM. Для сообщений CMS он имеет
возможность полностью управлять значением UKM , в случае протокола TLS—
рандомизировать (конкретное значение UKM будет зависеть ещё и от случай-
ного значения, выбираемого сервером), отбрасывая неподходящие для прове-
дения атаки значения (например, случайно совпавшие с прошлыми). Получае-
мые значения ai = ((m/q) · UKMi · x mod q) mod (m/q), 1 6 i 6 N , для случая
m/q = 4 будут иметь два содержательных бита, которые обозначим ai,0, ai,1. Ин-
формация, полученная противником, может быть представлена в виде системы
двух булевых уравнений{

ai,0 = f0(q, x1, . . . , xn, UKMi,1, . . . , UKMi,n),

ai,1 = f1(q, x1, . . . , xn, UKMi,1, . . . , UKMi,n).

Здесь через n обозначена битовая длина закрытого ключа; x1, . . . , xn —перемен-
ные, соответствующие битам закрытого ключа; UKMi,j —константные биты,
составляющие представление чисел UKMi, 1 6 i 6 N , 1 6 j 6 n. Функции fi,
i = 1, 2, являются булевыми многочленами, определяемыми операцией приве-
дения по модулю q.

7. Искомое значение закрытого ключа можно определить из полученной систе-
мы N уравнений с единственным неизвестным x вида

(
m

q
· UKM1 · x mod q

)
mod

m

q
= a1,

. . .(
m

q
· UKMN · x mod q

)
mod

m

q
= aN

(1)

либо из представления этой системы в виде 2N булевых уравнений с n неиз-
вестными x1, . . . , xn:

a1,0 = f0(q, x1, . . . , xn, UKM1,1, . . . , UKM1,n),

a1,1 = f1(q, x1, . . . , xn, UKM1,1, . . . , UKM1,n),

. . .

aN,0 = f0(q, x1, . . . , xn, UKMN,1, . . . , UKMN,n),

aN,1 = f1(q, x1, . . . , xn, UKMN,1, . . . , UKMN,n).

Замечание 1. Системы такого вида могут решаться в общем виде с использо-
ванием SAT-решателей и алгоритмов, основанных на построении базисов Грёбнера.
Такой подход, однако, при первом рассмотрении представляется неэффективным, так
как трудоёмкость этих алгоритмов, по-видимому, будет значительно превышать тру-
доёмкость задачи дискретного логарифмирования в группах точек практически при-
меняемых эллиптических кривых.

В некоторых аналогичных случаях находятся способы использовать структурные
особенности систем для построения более эффективных алгоритмов. В качестве при-
мера результативного подхода к анализу структур систем уравнений для уменьшения
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трудоёмкости их решения алгоритмами, основанными на применении аппарата базисов
Грёбнера, приведём случай систем уравнений, получаемых при решении задачи дис-
кретного логарифмирования в группах точек эллиптических кривых над конечными
полями с использованием многочленов Семаева (впервые предложенными в [18]). Раз-
личные подходы [19 – 22], использующие структурные особенности систем, в отдельных
случаях понижают асимптотическую сложность итоговых алгоритмов дискретного ло-
гарифмирования до теоретически субэкспоненциальной.

По мнению авторов, существенно более перспективным является подход, связанный
с рассмотрением уравнения (1).

С точки зрения теоретико-информационного подхода представляется возможным,
что построенные таким образом системы при правильном выборе параметров будут
разрешимы и иметь единственное решение. Для демонстрации наличия такой воз-
можности проведён следующий эксперимент:

1) для q = 232 − 5 были выработаны случайные битовые векторы xi, 1 6 xi < q,
1 6 i 6 20, играющие роль закрытых ключей;

2) каждый из этих битовых векторов умножался по модулю q на случайные зна-
чения UKMi,j, 1 6 UKMi,j < q, 1 6 i 6 20, 1 6 j 6 32;

3) полученные значения приводились по модулю 4. Набор из 32 значений по
модулю 4 для вектора xi далее будем называть спектром вектора xi по
(UKMi,1, . . . , UKMi,32);

4) для каждого x′, такого, что 1 6 x′ < q, и для всех i, таких, что 1 6 i 6 20,
строились спектры x′ по (UKMi,1, . . . , UKMi,32);

5) построенные спектры для векторов x′ сравнивались с соответствующими спек-
трами для векторов xi, 1 6 i 6 20.

Целью эксперимента являлась проверка гипотезы о том, что спектр вектора xi
однозначно определяет этот вектор среди всех возможных. Если бы спектр x′ по
(UKMi,1, . . . , UKMi,32) для некоторого i совпал со спектром xi по тому же кортежу
значений UKM , но при этом x′ 6= xi, гипотеза была бы опровергнута. Эксперимен-
тально, однако, таких случаев выявлено не было, откуда следует, что во всех случаях
целевой вектор xi определялся однозначно своим спектром, что, в свою очередь, явля-
ется свидетельством в пользу того, что в спектре содержится достаточно информации
для восстановления искомого закрытого ключа.

3. Влияние рандомизации в случае неконстантного времени
вычисления кратной точки

3.1. М е х а н и з м ы в ы ч и с л е н и я к р а т н ы х т о ч е к
и п о б о ч н ы е к а н а л ы п о в р е м е н и

Потребность в высокопроизводительных криптографических системах привела
к необходимости разработки эффективных алгоритмов выполнения базовых крипто-
графических операций. Одной из таких операций является задача скалярного умно-
жения точки эллиптической кривой на множитель (или вычисления кратной точки).
В последние десятилетия эта задача получила большое число решений для использо-
вания в разных криптографических примитивах и с разными представлениями эллип-
тических кривых. Интересный обзор таких решений можно найти в [23].

Время выполнения операции скалярного умножения зависит от битового вектора,
представляющего множитель. Поэтому при выборе алгоритма вычисления кратной
точки важно учитывать наличие побочного канала по времени. Кратко рассмотрим
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два классических представителя семейств алгоритмов вычисления кратных точек и
оценим возможность утечки данных по временному каналу при использовании таких
методов.

Введём следующие обозначения:
— умножаемую точку будем обозначать через P (точка на эллиптической кривой),

множитель — через m (неотрицательное целое число). Таким образом, требуется
по P и m найти точку [m]P ;

— бинарное разложение m будем обозначать m(2) = (mn−1, . . . ,m1,m0), где mi ∈
∈ {0, 1}, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1; n—длина бинарного разложения. С точностью до
старших нулей бинарное разложение однозначно. Через wt2(m) будем обозначать
вес бинарного разложения числа m.
Для всякого алгоритма умножения точки на число будем использовать следующие

обозначения:
— ID—число удвоений точек на этапе предварительных вычислений;
— IA—число сложений точек на этапе предварительных вычислений;
— IS — объём хранимых предвычисленных данных (в точках на кривой);
— Dmax, Dmin, Dexp —максимальное, минимальное и среднее (по всем m длины n бит)

количество требуемых удвоений точек;
— Amax, Amin, Aexp —максимальное, минимальное и среднее (по всем m длины n бит)

количество требуемых сложений точек.

Классическая схема Горнера
Выражение [m]P можно представить в следующем виде:

[m]P=
[n−1∑
i=0

2imi︸ ︷︷ ︸
=m

]
P=[2]([2](. . . [2]([2]([2][mn−1]P⊕[mn−2]P )⊕[mn−3]P )⊕. . . )⊕[m1]P )⊕[m0]P.

Обозначим для k = 0, 1, . . . , n− 1 через Pk точку
[
n−1∑
i=k

2i−kmi

]
P . Тогда [m]P = P0,

Pn−1 = [mn−1]P , Pk−1 = [2]Pk ⊕ [mk−1]P , k = n− 1, . . . , 2, 1. Теперь

[m]P =

P0︷ ︸︸ ︷
[2](

P1︷ ︸︸ ︷
[2](. . . [2]([2]([2] [mn−1]P︸ ︷︷ ︸

Pn−1

⊕[mn−2]P

︸ ︷︷ ︸
Pn−2

)⊕ [mn−3]P )⊕ . . . )⊕ [m1]P )⊕ [m0]P .

Алгоритм 1 описывает действия по этой схеме. Предварительные вычисления от-
сутствуют.

Заметим, что количество удвоений (D) в алгоритме GornerClassic совпадает с но-
мером старшей единицы бинарного разложения числа m и равно blog2(m)c; на шаге 5
сложение осуществляется только при mk = 1, поэтому количество сложений точек (A)
на 1 меньше количества единиц в бинарном разложении числа m. Таким образом, для
алгоритма 1 точные количества сложений и удвоений точек зависят от m:

A = wt2(m)− 1, D = blog2(m)c.
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Алгоритм 1. GornerClassic

Вход: m =
n−1∑
i=0

mi2
i —натуральное число; P — элемент некоторой аддитивной группы.

Выход: Q = [m]P — элемент, m-кратный элементу P .
1: Q := P ;
2: n′ := номер старшей единицы в бинарном разложении m(2);
3: k := n′ − 1.
4: Пока k > 0:
5: Q := [2]Q⊕ [mk]P ;
6: k := k − 1.
7: Вернуть Q

Основные вычисления:

— Dmax = n− 1, Dmin = 0, Dexp = n− 2 +
1

2n−1
=

n−1∑
k=0

k

2n−k
;

— Amax = n− 1, Amin = 0, Aexp =
n

2
− 1.

Обратим внимание на то, что время выполнения алгоритма напрямую зависит от
веса двоичного разложения m. Таким образом, в случае применения схемы Горнера
по времени вычисления можно получить информацию о весе ключа, тем самым резко
ограничив размер класса возможных закрытых ключей. Простейшим приёмом, позво-
ляющим избавиться от подобного побочного канала по времени, является добавление
лишнего сложения при mk = 0, результат которого игнорируется. На рис. 1 показано
влияние веса w, 0 6 w < 512, для исходного (чёрный график) и доработанного с помо-
щью указанного приёма (серый график) алгоритмов на время выполнения скалярного
умножения точки эллиптической кривой.

Рис. 1. Зависимость времени вычисления кратной точки методом
Горнера от битового веса множителя
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Алгоритм WTNAF
Алгоритм WTNAF является представителем семейства так называемых оконных

алгоритмов и основан на w-TNAF-представлении числа m, которым называется набор

((m(s−1), p(s−1)), (m(s−2), p(s−2)), . . . , (m(1), p(1)), (m(0), p(0))),

m(i) ∈ {−2w+1 + 1,−2w+1 + 3, . . . , 2w+1 − 3, 2w+1 − 1}, p(i) ∈ N, i = 0, 1, . . . , s− 1, такой,

что m =
s−1∑
i=0

2

i∑
j=0

p(j)

m(i); m(s−1) 6= 0.

В этом случае

[m]P =
s−1∑
i=0

[
2

i∑
j=0

p(j)

m(i)

]
P.

Заметим, что можно заранее вычислить значения [r]P для всех r ∈ {1, 3, . . . ,
2w+1 − 3, 2w+1 − 1}. При необходимости сложения произвольной точки с точкой [r′]P ,
где r′ = −r для r ∈ {1, 3, . . . , 2w+1 − 3, 2w+1 − 1}, сложение заменяется на вычитание
точки [r]P .

Эти действия описаны в алгоритме 2.

Алгоритм 2. WTNAF

Вход: m—натуральное число вместе с его w-TNAF-представлением ((m(s−1), p(s−1)),
(m(s−2), p(s−2)), . . . , (m(1), p(1)), (m(0), p(0))),
P — элемент некоторой аддитивной группы,
таблица точек [r]P для всех r ∈ {1, 3, . . . , 2w+1 − 3, 2w+1 − 1}.

Выход: Q = [m]P — элемент, m-кратный P .
1: k := s− 1; Q := O.
2: Пока k 6= 0:
3: Q := [2p

(k)
](Q⊕ [m(k)]P );

4: k := k − 1.
5: Вернуть Q

Предварительные вычисления: ID = 1; IA = 2w − 1; IS = 2w.
Основные вычисления:

— Dmax = n− 1, Dmin = 0, Dexp ≈ n− 2;

— Amax =

⌈
n

w + 2

⌉
, Amin = 0, Aexp ≈

n

w + 3
.

На каждой итерации алгоритма происходит одна операция удвоения точки и мак-
симум одна операция сложения. При этом разное время исполнения итераций может
быть получено только за счёт того, что на некоторых итерациях m(k) = 0 и сложения
не требуется. Этого можно избежать одним из двух способов:
1) в некоторых представлениях точка O может быть представлена в аффинных ко-

ординатах и при m(k) = 0 можно осуществлять полноценную операцию сложения
с такой точкой;

2) в таблице можно хранить не точки [m(k)]P непосредственно, а точки [m(k)]P ⊕M ,
где M —маскирующая точка, такая, что [m(k)]P ⊕M 6= O для любых 0 6 k 6 s−1.
Такой подход потребует дополнительного вычитания константной точки в конце
алгоритма.
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3.2. В л и я н и е р а н д о м и з а ц и и н а а т а к и
Подход, приводящий к возможности построения атаки на схему выработки обще-

го ключа VKO при некорректном умножении на кофактор подгруппы точек эллип-
тической кривой при применении случайных значений UKM , может быть применён
и при анализе информации, поступающей по побочным каналам при использовании
специальных алгоритмов вычисления кратных точек. Далее через x будем обозначать
закрытый ключ честной стороны, который пытается определить противник.

Как было показано, при фиксированном значении UKM в конечном протоколе
противник может (при применении честной стороной схемы Горнера) определить вес
вектора UKM · x mod q, однако дополнительной информации он более не получит.
Если используются рандомизированные значения UKM , противник может получить
битовые веса ряда векторов вида x · UKMi mod q, 1 6 i 6 N , где N —параметр,
определяемый вычислительными ресурсами противника и ограничениями протокола.
Отметим, что, в отличие от случая некорректной реализации схемы VKO, в данном
случае нужно учитывать «зашумлённость» получаемых значений битовых весов. Для
избавления от «шума» необходимо сделать несколько повторов операций с каждым
конкретным значением UKMi, что возможно в случае сообщений формата CMS (где
значения UKM выбираются противником), но крайне затруднено в случае протокола
TLS (противник может рандомизировать значение UKM , но не контролирует его вы-
работку полностью). Фактически противник получает следующую систему уравнений
(через a1, . . . , aN обозначим конкретные полученные противником значения весов):

wt(x · UKM1 mod q) = a1,

. . .

wt(x · UKMN mod q) = aN .

(2)

Вопрос существования эффективного алгоритма, который позволяет находить
единственное значение x по данным значениям UKMi и полученным весам ai мно-
жителей вида x · UKMi mod q, остаётся открытым, но можно сделать предположение
о достаточности информации в полученных противником данных для восстановления
закрытого ключа x с точки зрения теоретико-информационного подхода. Для иллю-
страции этого предположения был проведён эксперимент, сходный с экспериментом
для случая некорректной реализации схемы VKO.

Цель эксперимента — проверка гипотезы о том, что по весам множителей вида
x · UKMi mod q однозначно определяется подходящее значение x из ключевого про-
странства. Эксперимент проводился для q длин 24, 28 и 32 бита и состоял из следующих
шагов:
— вырабатывались битовые векторы xi, 1 6 xi < q, 1 6 i 6 20, играющие роль

закрытых ключей;
— каждый из векторов xi умножался на случайные значения UKMi,j, 1 6 UKMi,j < q,

1 6 i 6 20, 1 6 j 6 32;
— для каждого из векторов xi · UKMi,j mod q считался его битовый вес ai. Далее

для фиксированного i cовокупность 32 таких весовых значений будем называть
спектром вектора xi по (UKMi,1, . . . , UKMi,32);

— для каждого x′, 1 6 x′ < q, и для всех i, 1 6 i 6 20, строились спектры x′ по
(UKMi,1, . . . , UKMi,32);

— построенные спектры для векторов x′ сравнивались с соответствующими спектрами
для векторов xi, 1 6 i 6 20.
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Если бы спектр x′ по (UKMi,1, . . . , UKMi,32) для некоторого i совпал со спектром xi по
тому же кортежу значений UKM , но при этом x′ 6= xi, гипотеза была бы опровергнута.
Экспериментально, однако, таких случаев выявлено не было, откуда следует, что во
всех случаях целевой вектор xi определялся однозначно своим спектром, что, в свою
очередь, свидетельствует в пользу истинности предположения о наличии в спектре
достаточной информации для восстановления искомого закрытого ключа.

Данные эксперимента показывают, что в случае появления математического алго-
ритма, восстанавливающего значение закрытого x по его весовому спектру по кортежу
значений UKM небольшой длины, рандомизацию в схеме VKO следует использовать
только совместно с методами противодействия побочным каналам по времени.

4. Задачи для дальнейших исследований
Построение эффективных методов решения систем уравнений (1) и (2), определя-

емых в соответствии с описанными сценариями атак, представляется весьма сложной
и важной задачей для дальнейших исследований. Она может оказаться интересной,
например, для специалистов в области теории решёток.

Отметим, что разбиение процесса построения законченных методов криптоанали-
за реальных систем на два самоценных этапа является распространённой практикой.
Первым является этап сведения задачи реализации актуальной для системы угрозы
к некоторой формальной математической задаче, а за ним следует этап исследова-
ния методов решения этой задачи. При этом в ряде случаев эти этапы исследуются
независимо в разных, разнесённых во времени и авторству работах. Ярким приме-
ром является история криптографического анализа схемы подписи вслепую Шнор-
ра. В 2001 г. в работе [24] Шнорр свёл задачу криптоанализа этой схемы к решению
так называемой «ROS-задачи», не предложив эффективного алгоритма её решения.
И только в 2021 г. в работе [25] другой группой исследователей предложен полино-
миальный алгоритм решения этой задачи. Учитывая широту спектра применяемых
сегодня в криптоанализе математических методов и постоянное усложнение исследуе-
мых криптосистем, тенденция к разделению задачи оценки стойкости таких систем на
два указанных этапа вполне естественна. Другие примеры подобного характера можно
найти в [26, разд. 4.1].

Заключение
Рассмотренные аспекты позволяют сделать следующий общий вывод о принципах

обеспечения защиты информации в слабодоверенном окружении. Применение меха-
низмов, позволяющих в ряде случаев обеспечивать защищённость программных ком-
понент средств защиты информации при отсутствии полного доверия к программному
и аппаратному окружению, требует максимально внимательной разработки самих этих
компонент. Цена за возможность обеспечивать защиту программных модулей в сла-
бодоверенном окружении— недопустимость ошибок в самих этих модулях, предельно
высокие требования к качеству и глубине исследований программных средств защиты
информации, предполагающих применение в средах, которые не подвергаются полно-
ценному анализу.
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Для двудольного орграфа G, в котором все дуги выходят из первой доли во вто-
рую, решена задача нахождения минимального набора дуг, дополнение которых
преобразует его в сильносвязный орграф. Доказано, что минимальное число до-
полнительных дуг, преобразующих двудольный орграф G в сильносвязный, равно
максимуму из числа вершин первой и второй долей. Построен алгоритм определе-
ния минимального набора дополнительных дуг, преобразующих данный орграф
в сильносвязный. Этот алгоритм основан на выделении минимального рёберно-
го покрытия, как совокупности несвязанных между собой звезд в орграфе G, и
на построении дуг, соединяющих эти звезды. Полученный результат использован
для нахождения минимального набора дуг, преобразующих произвольный ацик-
лический орграф в сильносвязный орграф путём выделения рёбер, соединяющих
звёзды в минимальном рёберном покрытии. Данная задача возникла при анали-
зе биотехнологических решений, повышающих стабильность функционирования
белковых сетей за счёт введения в них обратных связей.

Ключевые слова: ациклический орграф, двудольный орграф, сильная связность,
гамильтонов цикл, обратная связь, минимальное рёберное покрытие.

OPTIMAL ALGORITHM FOR CONVERTING AN ACYCLIC DIGRAPH
TO A CLUSTER

G. Sh. Tsitsiashvili∗, M.A. Osipova∗,∗∗

∗Institute for Applied Mathematics, FEB RAS, Vladivostok, Russia
∗∗Far Eastern Federal University, Vladivostok, Russia

A bipartite digraph Ĝ with edges from the first part V1 to the second part V2 is
considered. The minimum edge cover in the digraph Ĝ consists of a set of unrelated
stars G1

1, . . . , G
M
1 with a root in V1 and stars G1

2, . . . , G
N
2 with a root in V2. Denote

by m the number of leaves in the stars G1
1, . . . , G

M
1 and by n the number of leaves

in the stars G1
2, . . . , G

N
2 and put p(Ĝ) the minimum number of additional edges, the

introduction of which into the digraph Ĝ transforms it into a strongly connected
digraph. It is proved that: 1) p(Ĝ) = max(m + N,n + M); 2) p(Ĝ) = max(|V1|, |V2|);
3) p(G) = max(|V1|, |V2|) for an acyclic digraph G, where V1 is the set of vertices of G,
from which the arcs only leave, V2 — the set of vertices of G, into which the arcs only
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enter. Algorithms for determining the minimum set of additional edges have been
proposed. They are based on finding the minimum edge coverage in a bipartite graph
and connecting unconnected stars with the minimum number of edges.

Keywords: acyclic digraph, bipartite digraph, cluster, Hamiltonian cycle, feedback,
minimal edge cover.

Введение
В [1, 2] построен алгоритм выделения в орграфе компонент сильной связности и

преобразования исходного орграфа в ациклический орграф, вершинами которого яв-
ляются эти компоненты. В настоящей работе рассматривается в определённом смысле
обратная задача добавления к ациклическому орграфу минимального числа дуг, пре-
вращающих его в сильносвязный орграф. Эта процедура нужна, чтобы включить все
вершины ациклического орграфа, моделирующего белковую сеть, в систему обрат-
ных связей, которые стабилизируют функционирование этой сети. Такая постановка
задачи предложена авторам биотехнологом, чл.-корр. РАН В.П. Булгаковым. Авто-
ры подобрали математический эквивалент решения этой задачи в терминах теории
графов, которое планируется использовать в дальнейших совместных исследованиях.

Предположим, что сложная система, например белковая сеть, представима ацик-
лическим орграфом G без петель и изолированных вершин. Обозначим V1 множество
вершин, из которых дуги только выходят, а V2 —множество вершин, в которые дуги
только входят. Построим двудольный орграф G, в котором V1 —множество вершин
первой доли, а V2 — второй, и вершина v1 ∈ V1 соединена дугой с вершиной v2 ∈ V2,
если между ними в ациклическом орграфе G существует путь.

Преобразуем двудольный орграф G в неориентированный удалением ориентации
рёбер и найдем в нём минимальное рёберное покрытие [3–5]. Для этого алгоритмом
увеличивающих чередующихся путей находим максимальное паросочетание, которое
можно преобразовать в минимальное рёберное покрытие, компонентами связности ко-
торого являются графы-звёзды (все дуги выходят из одной вершины или входят в одну
вершину, называемую корнем). В минимальном рёберном покрытии восстановим ори-
ентацию рёбер и обозначим полученный двудольный орграф Ĝ.

Основным результатом работы является алгоритм построения минимального на-
бора дополнительных дуг, превращающих Ĝ в сильносвязный орграф. Доказано, что
число дуг в этом минимальном наборе p(Ĝ) = max(|V1|, |V2|). Данное равенство рас-
пространяется на двудольный орграф G с долями V1, V2 и на ациклический орграф G.

1. Основные результаты
Рассмотрим двудольный орграф Ĝ, состоящий из совокупности несвязанных между

собой M звёзд G1
1, . . . , G

M
1 с корнем в первой доле и N звёзд G1

2, . . . , G
N
2 с корнем во

второй доле. Обозначим m количество листьев в звёздах G1
1, . . . , G

M
1 и n— в звёздах

G1
2, . . . , G

N
2 . На рис. 1 приведен пример орграфа Ĝ, состоящего из звезд G1

1, G
2
1, G

1
2, G

2
2

в случае m = n = 6.

Рис. 1. Несвязанные звёзды G1
1, G

2
1, G

1
2, G

2
2, M = N = 2, m = n = 6
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Теорема 1. Справедливо равенство p(Ĝ) = max(m+N, n+M).
Доказательство. При преобразовании орграфа Ĝ число дополнительных дуг,

входящих в корни звёзд G1
1, . . . , G

M
1 , должно быть не меньше M , а входящих в ли-

стья звёзд G1
2, . . . , G

N
2 —не меньше n. Число дополнительных дуг, выходящих из ли-

стьев звёзд G1
1, . . . , G

M
1 , должно быть не меньше m, а выходящих из корней звёзд

G1
2, . . . , G

N
2 —не меньше N . Поэтому число дополнительных дуг, входящих в вершины

первой доли, не меньше чем M + n, а выходящих из вершин второй доли— не меньше
чем m + N . Дополнительные входящие и выходящие дуги могут совпадать. Поэтому
минимальное число дополнительных дуг p(Ĝ) > max(m + N, n + M). Докажем, что
p(Ĝ) = max(m+N, n+M).

Рассмотрим сначала случай, когда орграф Ĝ состоит только из звёзд G1
1, . . . , G

M
1

или только из звёзд G1
2, . . . , G

N
2 . Дополним звёзды G1

1, . . . , G
M
1 дугами, последовательно

соединяющими их листья. Из последнего листа звезды Gk
1 проведём дополнительную

дугу в корень Gk+1
1 , k = 1, . . . ,M − 1, а из последнего листа звезды GM

1 — в корень G1
1.

В звёздах G1
1, . . . , G

M
1 с дополнительными дугами укажем гамильтонов цикл. Он начи-

нается в корне звезды G1
1, проходит последовательно через все её листья и направля-

ется в корень G2
1 и т. д.; из последнего листа звезды GM

1 — в корень G1
1. В результате

преобразуем звёзды G1
1, . . . , G

M
1 в сильносвязный орграф с числом дополнительных

дуг m = max(m+ 0, 0 +M) (рис. 2).

Рис. 2. Сильносвязный орграф (справа), построенный из звёзд G1
1, G

2
1 (слева)

Аналогично орграф Ĝ, состоящий только из звёзд G1
2, . . . , G

N
2 , дополним дугами,

последовательно соединяющими их листья. Кроме того, из корня звезды Gk
2 прове-

дём дополнительную дугу в первый лист Gk+1
2 , k = 1, . . . , N − 1, а из корня звез-

ды GN
2 — в первый лист G1

2. В звёздах G1
2, . . . , G

N
2 с дополнительными дугами укажем

гамильтонов цикл. Он начинается в первом листе звезды G1
2, проходит последователь-

но через все её листья и направляется в корень, затем идёт в первый лист звезды G2
2,

и т. д. Из корня звезды GN
2 путь продолжается в первый лист G1

2. В результате пре-
образуем звёзды G1

2, . . . , G
N
2 в сильносвязный орграф с числом дополнительных дуг

n = max(0 +N, n+ 0) (рис. 3).

Рис. 3. Сильносвязный орграф, построенный из звёзд G1
2, G

2
2

Рассмотрим теперь случай, когда MN > 0. Обозначим W1 множество всех вершин
в звёздах G1

1, . . . , G
M
1 и W2 — в звёздах G1

2, . . . , G
N
2 . Введём дополнительную дугу из

корня GN
2 в какой-либо лист звезды GN−1

2 , дугу из корня GN−1
2 — в какой-либо лист

звезды GN−2
2 и т. д., дугу из корня G1

2 — в корень GM
1 , дугу из какого-либо листа GM

1 —
в кореньGM−1

1 , дугу из какого-либо листаGM−1
1 — в корень GM−2

1 и т. д., дугу из какого-
либо листа G2

1 — в корень G1
1. Назовём введённые дуги и инцидентные им вершины
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помеченными (на рис. 4 выделены серым цветом). Очевидно, что из любой помеченной,
а значит, и из любой вершины звезды набора G1

2, . . . , G
N
2 существует путь в любую

вершину звезды набора G1
1, . . . , G

M
1 . Будем это утверждение обозначать W2 ⇒ W1.

Рис. 4. Введение M + N − 1 дополнительных дуг

Число помеченных дуг, соединяющих вершины звёздG1
1, . . . , G

M
1 , равноM−1, а дуг,

соединяющих вершины звёзд G1
2, . . . , G

N
2 , равно N − 1. Тогда общее число помеченных

дуг с учётом дуги из G1
2 в GM

1 равно M − 1 +N − 1 + 1 = M +N − 1.
Общее число непомеченных вершин в звёздах G1

1, . . . , G
M
1 равно (m − (M − 1)),

в звёздах G1
2, . . . , G

N
2 их (n−(N−1)). Из каждой непомеченной вершины множестваW1

проведём дополнительную дугу в какую-либо непомеченную вершину множества W2

так, чтобы в каждую непомеченную вершину множества W2 входила дуга из какой-
либо вершины множестваW1 (рис. 5). Таким образом, число дополнительно введённых
дуг равно max(m− (M −1), n− (N −1)). Следовательно, общее число дополнительных
дуг равно max(m− (M − 1), n− (N − 1)) +M +N − 1 = max(m+N, n+M).

Рис. 5. Введение дополнительных дуг

Докажем, что введение дополнительных дуг в звёзды G1
1, . . . , G

M
1 , G

1
2, . . . , G

N
2 пре-

образует их в сильносвязный орграф. Возьмём произвольные непомеченные верши-
ны v1 ∈ W1, v2 ∈ W2 и проведём путь через непомеченные вершины v1, v

′
2, v
′
1, v2, где

v′2 ∈ W2 — вершина, соединённая с v1, а v′1 ∈ W1 — вершина, соединённая с v2. Посколь-
ку из любой помеченной вершины множества W1 можно провести путь в некоторую
непомеченную вершину этого множества и из любой непомеченной вершины множе-
ства W2 можно провести дугу в некоторую помеченную вершину этого множества,
то можно провести путь из любой вершины множества W1 в любую вершину мно-
жества W2, т. е. W1 ⇒ W2. Тогда из соотношений W1 ⇒ W2, W2 ⇒ W1 получаем
W1 ∪ W2 ⇒ W1 ∪ W2. Следовательно, построенный из звёзд G1

1, . . . , G
M
1 , G

1
2, . . . , G

N
2

орграф с введёнными max(m+N, n+M) дугами является сильносвязным.

Теорема 2. Для двудольного орграфа G, в котором дуги идут только из первой
доли V1 во вторую долю V2, минимальное число дополнительных дуг, превращающих
его в сильносвязный орграф, равно

p(G) = max(|V1|, |V2|). (1)

Доказательство. Из теоремы 1 следуют равенства |V1| = n+M , |V2| = m+N ,
p(Ĝ) = max(|V1|, |V2|). В свою очередь, из определения p(G) и включения Ĝ ⊆ G
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следует p(Ĝ) > p(G). В то же время очевидно неравенство p(G) > max(|V1|, |V2|).
Тогда выполняется (1).

Замечание 1. С помощью алгоритма, приведённого при доказательстве теоре-
мы1, можно построить минимальный набор из p(G) дополнительных дуг, преобразую-
щих двудольный орграф G в сильносвязный орграф G̃. Таким образом, дано конструк-
тивное решение задачи определения минимального набора дополняющих дуг в дву-
дольном орграфе G.

Теорема 3. Для произвольного ациклического орграфа G обозначим V1 —мно-
жество вершин, из которых дуги только выходят, V2 —множество вершин, в которые
дуги только входят. Тогда минимальное число дополнительных дуг, превращающих G
в сильносвязный, определяется равенством

p(G) = max(|V1|, |V2|).

Доказательство. Преобразуем орграф G в двудольный ациклический орграф G
с долями V1 и V2 и дугами (v1, v2), v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, такими, что в орграфе G суще-
ствует путь из v1 в v2. Дугами из минимального набора p(G) дополнительных дуг
соединим в G вершины множеств V1, V2. Получим сильносвязный орграф, в котором
число дополнительных дуг равно p(G) = max(|V1|, |V2|).

Авторы благодарят В.П. Булгакова и А.С. Бурундукова за помощь в постановке
задачи.

ЛИТЕРАТУРА
1. Tarjan R. Dehpt-first search and linear graph algorithms // SIAM J. Comput. 1972. V. 1.

No. 2. P. 146–160.
2. Цициашвили Г.Ш., Осипова М.А., Лосев А.С. Алгоритмы кластеризации графов //

Вестник Воронежского государственного университета. Сер. Физика. Математика. 2016.
№1. С. 145–149.

3. Алексеев В. Е., Захарова Д.В. Теория графов: учеб. пособие. Н. Новгород: Нижегородский
госуниверситет, 2017. 119 c.

4. https://logic.pdmi.ras.ru/~dvk/graphs_dk.pdf—Теория графов. 2017.
5. Cormen T.H., Leiserson Ch. E., Rivest R. L., and Stein Cl. Introduction to Algorithms.

3rd Ed. Cambridge: MIT Press, 2009. 499 p.

REFERENCES
1. Tarjan R. Dehpt-first search and linear graph algorithms. SIAM J. Comput., 1972, vol. 1, no. 2,

pp. 146–160.
2. Tsitsiashvili G. Sh., Osipova M.A., and Losev A. S. Algoritmy klasterizatsii grafov [Graph

clustering algorithms]. Bull. Voronezh State University. Ser. Physics, Math., 2016, no. 1,
pp. 145–149. (in Russian)

3. Alekseev V. E., Zakharova D.V. Teoriya grafov [Graph Theory], tutorial. N. Novgorod, Nizhny
Novgorod State University, 2017. 119 p. (in Russian)

4. https://logic.pdmi.ras.ru/~dvk/graphs_dk.pdf—Graph Theory, 2017.
5. Cormen T.H., Leiserson Ch. E., Rivest R. L., and Stein Cl. Introduction to Algorithms,

3rd Ed. Cambridge, MIT Press, 2009. 499 p.



2021

ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Прикладная теория графов № 54

УДК 519.174.7 DOI 10.17223/20710410/54/5
THE PALETTE INDEX OF SIERPIŃSKI TRIANGLE GRAPHS
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The palette of a vertex v of a graph G in a proper edge coloring is the set of colors
assigned to the edges which are incident to v. The palette index of G is the minimum
number of palettes occurring among all proper edge colorings of G. In this paper, we
consider the palette index of Sierpiński graphs Snp and Sierpiński triangle graphs Ŝn3 .
In particular, we determine the exact value of the palette index of Sierpiński triangle
graphs. We also determine the palette index of Sierpiński graphs Snp where p is even,
p = 3, or n = 2 and p = 4l + 3.

Keywords: palette index, Sierpiński triangle graph, Sierpiński graph.

ОБ ИНДЕКСЕ ПАЛИТРЫ ТРЕУГОЛЬНИКА СЕРПИНСКОГО
И ГРАФА СЕРПИНСКОГО

A. Газарян

Ереванский государственный университет, г. Ереван, Армения

Палитра вершины v графа G в правильной раскраске рёбер — это набор цветов,
присвоенных рёбрам, инцидентным v. Индекс палитры G — это минимальное ко-
личество палитр из всех правильных рёберных раскрасок G. Рассматриваются
индексы палитры графов Серпинского Snp и треугольников Серпинского Ŝn3 . До-
казано, что индекс палитры треугольника Серпинского Ŝn3 равен 3, если n чётное,
и 4 иначе; индекс палитры графа Snp равен 2 для чётного p и равен 3 для p = 3
или n = 2 и p = 4l + 3.

Ключевые слова: индекс палитры графа, треугольник Серпинского, граф Сер-
пинского.

1. Introduction
In this paper, we use the standard notations of graph theory [1]. Graph coloring problems

are even more challenging when there are some constraints on them, such as proper edge
or proper vertex colorings. Usually, such constraints are naturally motivated by different
applications in scheduling theory.

In [2], a new chromatic parameter is called the palette index of a graph and is defined
as follows: for a given proper edge coloring of a graph G, we define the palette of a vertex
v ∈ V (G) as the set of all colors appearing on edges incident to v. The palette index š(G)
of G is the minimum number of distinct palettes occurring in a proper edge coloring of G.

Mainly, the palette index was studied for regular graphs. In [2], it is shown that the
palette index of a regular graph is 1 if and only if the graph is of Class 1, and it is different
from 2. The palette index of complete graphs is also determined in [2].
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Theorem 1 [2]. For every positive integer n > 1, we have

š(Kn) =


1, if n is even,
3, if n = 4l + 3,

4, if n = 4l + 1.

In [2], the authors also studied the palette index of cubic graphs. More specifically,

š(G) =


1, if G is of Class 1,
3, if G is of Class 2 and has a perfect matching,
4, if G is of Class 2 and has no perfect matching.

As mentioned in [3], the palette index of a d-regular graph of Class 2 satisfies the
inequality 3 6 š(G) 6 d+ 1.

The paper [3] investigates 4-regular graphs and proves that š(G) ∈ {3, 4, 5} if G is
4-regular and of Class 2, and that all these values are, in fact, attained.

Since the computing of the chromatic index of cubic graphs is NP-complete [4],
determining the palette index of a given graph is also NP-complete, even for cubic graphs [2].
This means that even determining, if a given graph has a palette index 1, is an NP-complete
problem.

Vizing’s edge coloring theorem yields an upper bound for the palette index of a general
graph G with the maximum degree ∆, namely š(G) 6 2∆+1− 2. It is not hard to construct
graphs whose palette index is quite smaller than 2∆+1 − 2. In [5], an infinite family of
multigraphs is described, whose palette index grows asymptotically as ∆2; however, it is an
open question whether there are such examples without multiple edges. Furthermore, in [5]
it is conjectured that there is a polynomial p(∆) so that for any graph with the maximum
degree ∆, it holds the bound š(G) 6 p(∆).

There are few results about the palette index of non-regular graphs. In [6], M. Horňák
and J. Hudák have completely determined the palette index of the complete bipartite graphs
Ka,b with min{a, b} 6 5.

In [7], C. Casselgren and P. Petrosyan studied the palette index of bipartite graphs.
In particular, they have determined the exact value of the palette index of grids and
characterized the class of graphs whose palette index equals the number of vertices.

In [8], the palette index of trees is considered. In particular, the authors have proved

that š(T ) 6
∆∑
i=1

[
∆

i

]
. Moreover, they also have showed the sharpness of the bound by

constructing trees T∆ for which the palette index is is equal to this value.
One of the fascinating graph families is Sierpiński graphs Snp . It has been introduced

in [9] as a result of the study of the topological properties of the Lipscomb space, and it is
still being studied extensively. An interesting fact is that Sn3 is isomorphic to the graph of
the Tower of Hanoi with n disks [9].

Sierpiński triangle graphs Ŝn3 are quite similar to Sierpiński graphs Sn+1
3 and are obtained

from Sn+1
3 by a finite number of steps. These graphs are usually studied in conjunction

with Sierpiński graphs and have quite interesting properties. Sierpiński triangle graphs are
fractals of dimension d = log 3/ log 2 ≈ 1.585 and have been introduced in [10].

For Sierpiński graphs and other Sierpiński-type graphs, [11] is a good survey.
In [12], S. Klavžar has introduced an explicit labeling of the vertices of Ŝn3 . Also, he has

proved that Ŝn3 is uniquely 3-colorable and Sn3 is uniquely 3-edge-colorable.
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In [13], the authors have studied and summarized vertex, edge, and total colorings of
the Sierpiński triangle graphs Ŝn3 and Sierpiński graphs Snp .

In [14], some properties of graphs Ŝn3 are given, including their cycle structure, domina-
tion number, and pebbling number.

These graphs are beneficial to other theories such as probability theory [15], dynamical
systems theory [16], topology [17], etc.

Let us now give explicit definitions of Sierpiński graphs Snp and Sierpiński triangle
graphs Ŝn3 , where n > 0 and p > 0 are integers. The graphs are defined as follows. The vertex
set of Snp is the set of all n-tuples of integers 0, 1, . . . , p−1, namely, V (Snp ) = {0, 1, . . . , p−1}n.
Two different vertices u = (u1, . . . , un) and v = (v1, . . . , vn) are adjacent if and only if there
exists an h ∈ {1, . . . , n} such that:

1) ut = vt for t = 1, . . . , h− 1;
2) uh 6= vh;
3) ut = vh and vt = uh for t = h+ 1, . . . , n.
We will denote a vertex (u1, u2, . . . , un) by 〈u1u2 . . . un〉 or even u1u2 . . . un. The vertices

〈i . . . i〉, i ∈ {0, . . . , p − 1}, are called the extreme vertices of Snp . We will denote by iSnp =
= Snp [{v : v = 〈i . . . i〉}] the subgraph of Snp , where i = 0, 1, . . . , p − 1. Obviously, iSn+1

p is
isomorphic to Snp . Consequently, Snp contains pn−1 copies of the graph S1

p = Kp. We will call
link edges all the edges of Snp that do not belong to the above-mentioned Kp.

As a result of contracting all the link edges of Sn+1
3 , we will get the Sierpiński triangle

graph Ŝn3 where n > 0. We label the vertices of Ŝn3 as follows. Let 〈u1 . . . urij . . . j〉 and
〈u1 . . . urji . . . i〉 be the endvertices of a link edge of Sn+1

3 that is contracted to a vertex x
of Ŝn3 . Then we label x with 〈u1 . . . ur〉[i, j] or u1 . . . ur[i, j] where r 6 n− 2. Ŝn+1

3 contains
three isomorphic copies of Ŝn3 , and we denote these copies with iŜn+1

3 , where iŜn+1
3 is the

subgraph which contains 〈i . . . i〉, 0 6 i 6 2; see Fig. 1.

a b
Fig. 1. Labeling of S3

3 (a) and of Ŝ2
3 (b)

In this paper, the palette indices of Sierpiński triangle graphs Ŝn3 and Sierpiński
graphs Sn3 are determined. Next, the palette index of Snp is determined, where p is even, or
n = 2 and p = 4l + 3.

2. The palette index of Sierpiński triangle graphs
Let Ŝn3 be the Sierpiński triangle graph. When n = 0, then Ŝn3 is isomorphic to K3,

whose palette index is determined (Theorem 1). Below we consider the case n > 0. The
graph has two kinds of vertices in terms of vertex degree: three vertices with degree 2 and
the remaining vertices with degree 4. To color Ŝn3 , we need at least four colors as ∆ = 4.
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Let us define edge coloring functions φn for the graph Ŝ1
3 as follows:

φn(e) =


n, if e ∈ {[0, 1]00, [1, 2]11, [0, 2]22},
n mod 4 + 1, if e ∈ {[0, 1]11, [1, 2][0, 2]},
(n+ 1) mod 4 + 1, if e ∈ {[1, 2]22, [0, 1][0, 2]},
(n+ 2) mod 4 + 1, if e ∈ {[0, 2]00, [0, 1][1, 2]},

where n ∈ {1, 2, 3, 4}. Thus, for all colorings φn, we have 4 different sets of palettes and we
call this group A:

1) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}};
2) {{1, 2, 3, 4}, {2, 1}, {2, 3}, {2, 4}};
3) {{1, 2, 3, 4}, {3, 1}, {3, 2}, {3, 4}};
4) {{1, 2, 3, 4}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}}.
We will identify two edge colorings if one is obtained by rotating or reflecting the other.

Clearly, if we color Ŝ1
3 in a manner that all vertices with cardinality 4 have the palette

{1, 2, 3, 4}, then we will get a coloring φn. After this, let us color the graph Ŝ2
3 so that all 4

degree vertices are colored with the palette {1, 2, 3, 4}. That means we must use φn colorings
to color iŜ2

3 , where i = 0, 1, 2. By considering all possible cases, we have four different sets
of palettes and we call that group B:

1) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}};
2) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2}, {1, 4}, {2, 4}};
3) {{1, 2, 3, 4}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}};
4) {{1, 2, 3, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}.
Proposition 1. For every positive integer n, we have

š(Ŝn3 ) 6 4.

Proof. If n is 1 or 2, then we can color Ŝn3 using a set of palettes from group A
or B. If we try to color Ŝ3

3 so that each iŜ3
3 is colored the same as we colored Ŝ2

3 , where
i = 0, 1, 2, and the vertices [0, 1], [0, 2], [1, 2] have the palette {1, 2, 3, 4}, then we will have
all the possible sets of palettes of group A. We now prove the following stronger lemma:

Lemma 1. For every positive integer n, we can color Ŝn3 using every set of palettes
from group A, if n is odd, and every set of palettes from group B, if n is even.
As we have seen, the lemma is true for Ŝn3 , where n = 1, 2, 3. Assume the lemma holds
for n > 0. We wish to find a satisfying coloring of Ŝn+1

3 . By the induction assumption, we
can color Ŝn3 using every set of palettes from group A or B depending on whether n is odd
or not. In general, if we have colorings for iŜm3 , then the palettes of vertices of degree two
of iŜm3 are the only essentials for coloring Ŝm3 , where i = 0, 1, 2, m > 1. As we saw above
in the process of coloring Ŝ2

3 (Ŝ3
3), if we can color iŜ2

3 (iŜ3
3) using every set of palettes from

group A (B), then we can color Ŝ2
3(Ŝ3

3) using every set of palettes from group B (A). So we
can color Ŝn+1

3 by using Ŝn3 colorings as we did for Ŝ2
3 or Ŝ3

3 .

Proposition 2. For every positive integer n, we have

š(Ŝn3 ) > 3.

Proof. Clearly, š(Ŝn3 ) > 2, since there are vertices with only two different degrees.
If we try to color Ŝ1

3 with one palette with cardinality 4 ({1, 2, 3, 4}), then we will get a
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coloring φn. In Proposition 1 for coloring Ŝn3 , we used only colorings φn for any subgraph Ŝ1
3

and tried all possible cases. That means that if we want to have only one palette with
cardinality 4, we must use a set of palettes from group A or B, where each set of palettes
contains three palettes with cardinality 2. Hence, š(Ŝn3 ) > 3.

Proposition 2 means that if we are looking for a coloring with three palettes, then we
should have one palette with cardinality 2 and two palettes with cardinality 4.

Proposition 3. For every positive integer n, if š(Ŝn3 ) = 3, then the palettes for vertices
with degree 4 should differ in only one color.

Proof. All possible cases for two palettes with degree 4 are described below:
1) {1, 2, 3, 4} and {1, 2, 3, 5};
2) {1, 2, 3, 4} and {1, 2, 5, 6};
3) {1, 2, 3, 4} and {1, 5, 6, 7};
4) {1, 2, 3, 4} and {5, 6, 7, 8}.
In Fig. 2, we show an example of the coloring of Ŝ2

3 with three palettes, where the
palettes of cardinality 4 correspond to the first case.

Fig. 2. A coloring of Ŝ2
3 with three palettes

We now show that the last three cases are impossible. Suppose we have colored Ŝn3 with
three palettes. If š(Ŝn3 ) = 3, then we have only one palette with cardinality 2. Let’s denote
that palette by {a, b}, where 1 6 a < b 6 8. We will call the colors 5, 6, 7, 8 the extra colors.
Now, we change each extra color c with the color 9− c from the set {1, 2, 3, 4}. The proper
edge coloring of Ŝn3 might be broken only on edges adjacent to the vertices of degree 2 if b
is an extra color and 9 − b = a. But in cases 2–4, we can change the color b with another
color different from a. So for the cases 2–4, we can color Ŝn3 with two palettes, which is a
contradiction to Proposition 2.

By Proposition 3 and its proof, we may assume that if we have a coloring with three
palettes, then the palettes are {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, and {4, 5}. Moreover, it is possible to
use the palette {1, 2, 3, 5} exactly three times.

Let us now expose all possible colorings of Ŝ1
3 , where the palettes {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5},

and {4, 5} are used. After this, we will have this group of sets of palettes, and we will call
this group C:

1) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 2}, {3, 4}};
2) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 3}, {2, 4}};
3) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 4}, {2, 3}}.
To find colorings with three palettes of Ŝn3 , as a set of palettes of Ŝ1

3 , it is enough for us
to use only sets of palettes of groups A and C, as we can use the palette {1, 2, 3, 5} three
times.
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There is no coloring of Ŝ1
3 with three palettes; thus, š(Ŝ1

3) = 4. As shown in Fig. 2, we
can color Ŝ2

3 by coloring each iŜ2
3 using a set of palettes from group C, where i = 0, 1, 2.

Let us see what sets of palettes we can have for Ŝ2
3 by coloring each iŜ2

3 using a set of
palettes from group A and C, where i = 0, 1, 2. We have three cases shown in Fig. 3.

a b c
Fig. 3. Cases a, b, c

For the case a, the possible combination is the following: all iŜ2
3 have the same set of

palettes from group C, where i = 0, 1, 2, and that gives us a coloring with three palettes.
Let us notice that we can not use this coloring of Ŝ2

3 for coloring a subgraph of Ŝn3 , where
n > 2, because we do not have a palette with cardinality 4 that has colors 4 and 5. The
case b does not give a coloring with three palettes, and we can not use it for coloring Ŝn3 ,
where n > 2, because there are two vertices with the palette {4, 5}. The case c gives a new
group of sets of palettes, and we will call this group D:

1) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 2}};
2) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 3}};
3) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 4}};
4) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {2, 3}};
5) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {2, 4}};
6) {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {4, 5}, {3, 4}}.
Let us now see what sets of palettes we can have for Ŝ3

3 by coloring each iŜ3
3 using a set

of palettes from group B and D, where i = 0, 1, 2. We have three cases (Fig. 4).

a b c
Fig. 4. Cases a, b, c

For the case a, there is no possibility to construct a proper edge coloring. The case b
does not give a coloring with three palettes, and we can not use it for coloring Ŝn3 , where
n > 3, because there are two vertices with the palette {4, 5}. And finally, the case c gives
the same sets of palettes of group C that close the chain. Thus, depending on whether the
number n > 0 is even or odd, we can color Ŝn3 with the palettes of any set of groups C or D,
respectively.

Theorem 2. For every non-negative integer n, the palette index of Ŝn3 is determined
by the formula

š(Ŝn3 ) =

{
3, if n is even,
4, if n is odd.
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Proof. Clearly, š(Ŝ0
3) = 3, so we will consider the cases when n > 0.

We have shown that we can color Ŝn3 using any set of palettes from groups A and C
if n is odd, and from groups B and D if n is even. Also, we have shown that we can color Ŝn3
with three palettes if each iŜn3 is colored with palettes of a set of group C, where i = 0, 1, 2.
Since we have considered all possible cases of coloring Ŝn3 with three palettes, and it is
possible only if iŜn3 is colored using a set of palettes from group C, then š(Ŝn3 ) > 3 for
odd n. Consequently, by Proposition 1, š(Ŝn3 ) = 4 if n is odd.

3. The palette index of Sierpiński graphs
In this section, we will examine the palette index of Sierpiński graphs Snp , where p > 1.
If n = 1, then Snp is isomorphic to Kp, whose palette index was determined (Theorem 1).

Now, let us consider the cases when n > 1. Here, we have two kinds of vertices in terms of
vertex degree: extreme vertices with degree n− 1 and the remaining vertices with degree n.
So š(Snp ) > 2.

Theorem 3. For every even integer p > 1 and every integer n > 1, we have

š(Snp ) = 2.

Proof. Since š(Snp ) > 2, we just need a coloring of Snp with two palettes. We color
all pn−1 copies of S1

p = Kp in Snp with the palette {1, . . . , p − 1}. Then we color all link
edges with the color p. In this way all extreme vertices have the palette {1, . . . , p− 1}, and
the other vertices have the palette {1, . . . , p}.

Now, consider the case when p is odd.
Proposition 4. For every odd integer p > 1 and every integer n > 1, we have

š(Snp ) > 3.

Proof. In [13, Claim in Theorem 4.1], it has been proved for any integer n > 1 and any
odd integer p > 1, that χ′(Snp ) = p and the palettes of extreme vertices of Snp are pairwise
different. If we try to color Snp with two palettes, then we must use a single palette for
coloring vertices with degree p, which means that we use only p colors. So we will have p
palettes for extreme vertices [13, Claim in Theorem 4.1]. Hence, š(Snp ) > 3.

Proposition 5. For every odd integer p > 1 and every integer n > 1, we have

š(Snp ) 6

{
š(Kp), if n = 2,
š(Kp) + 1, if n > 2.

Proof. As shown in [2], if p is odd, then we can always color Kp with three or four
palettes, and there is only one vertex s with a unique palette Ps. For a coloring S2

p , we color
each complete graph iS2

p , and we keep the vertex s as the extreme vertex (0 6 i 6 p− 1).
At this moment, we have these palettes: Ps and P1, . . . , Pm, where m is 2 or 3. Then
we color all link edges with a new color c. Thus, we have these š(Kp) palettes: Ps and
P1 ∪ {c}, . . . , Pm ∪ {c}. To color S3

p , we color each iS3
p as mentioned above, and again, we

color uncolored link edges with the same color c. Thus, we have š(Kp) + 1 palettes: Ps and
Ps∪{c}, P1∪{c}, . . . , Pm∪{c}. To color Snp , where n > 3, we can do the same steps. In that
case, we do not create a new palette.

Corollary 1. For every integer p, we have

š(S2
4p+3) = 3.
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Proof. This result follows from Proposition 4, Proposition 5, and Theorem 1.

Theorem 4. For every positive integer n, we have

š(Sn3 ) = 3.

Proof. By Proposition 4, we obtain š(Sn3 ) > 3. So we just need a coloring with three
palettes to prove the theorem. If n = 1, then we have K3, whose palette index is 3. If n = 2,
we can color S2

3 as shown in Fig. 5.

Fig. 5. A coloring of S2
3 with three palettes

Now, let us consider the two colorings of S2
3 from Fig. 6.

Fig. 6. Group A

Let us denote this group of sets of palettes by A:
1) {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2}, {3, 4}};
2) {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3}, {3, 4}}.
Next, let us consider the coloring of Sn3 in Fig. 7.

a b
Fig. 7. Group B

Figure 7, a gives a coloring of S2
3 . We denote this single element group of sets of palettes

by B:
1) {{1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}.
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Figure 7, b shows how we can color Sn3 using palettes from group B, where n > 1.
In Fig. 8, we can see that, for any integer n > 2, we can color Sn3 using each set of

palettes from group A by coloring one of iSn3 using a set of palettes from group A, two
others using a set of palettes from group B, and link edges that connect these iSn3 with
colors 1, 2 or 3, where i = 0, 1, 2. We can also see that for Sn3 we can color it with three
palettes by coloring all iSn3 using a set of palettes from group A, and link edges that connect
these iSn3 with colors 1 or 3, where i = 0, 1, 2. The theorem is proved.

Fig. 8. The coloring of Sn3 with three palettes

Acknowledgement. The author thanks P.A. Petrosyan for many useful comments and
suggestions.
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12. Klavžar S. Coloring Sierpiński graphs and Sierpiński triangle graphs. Taiwan J. Math., 2008,

vol. 12, pp. 513–522.
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An approach for constructing and optimizing graphs of series of analytically de-
scribed circulant graphs of degree six with general topological properties is proposed.
The paper presents three series of families of undirected circulants having the form
C(N(d, p); 1, s2(d, p), s3(d, p)), with an arbitrary diameter d > 1 and a variable para-
meter p(d), 1 6 p(d) 6 d. The orders N of each graph in the families are determined
by a cubic polynomial function of the diameter, and generators s2 and s3 are defined
by polynomials of the diameter of various orders. We have proved that the found series
of families include degree six extremal circulant graphs with the largest known orders
for all diameters. By specifying the functions p(d), new infinite families of circulant
graphs including solutions close to extremal graphs are obtained.

Keywords: Abelian Cayley graph, degree/diameter problem, families of degree six
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СЕРИИ СЕМЕЙСТВ ЦИРКУЛЯНТНЫХ ГРАФОВ СТЕПЕНИ ШЕСТЬ

Э.А. Монахова

Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,
г. Новосибирск, Россия

Предложен подход к построению и оптимизации графов серий аналитически опи-
сываемых циркулянтных графов степени шесть с общими топологическими свой-
ствами. Представлены три серии семейств неориентированных циркулянтов вида
C(N(d, p); 1, s2(d, p), s3(d, p)) произвольного диаметра d > 1 с переменным пара-
метром p(d), 1 6 p(d) 6 d. Порядки N каждого графа в семействах определяются
кубическим полиномом от диаметра, а образующие s2 —полиномами от диаметра
различных порядков. Доказано, что найденные серии семейств включают экстре-
мальные циркулянтные графы степени 6 с самыми большими известными поряд-
ками для всех диаметров. Посредством задания функций p(d) построены новые
бесконечные семейства циркулянтных графов, включая решения, близкие к экс-
тремальным графам.

Ключевые слова: граф Кэли абелевой группы, проблема d/k графов, семейства
циркулянтных графов степени 6, трёхмерные кольцевые циркулянтные графы,
экстремальные циркулянтные графы.
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1. Introduction
Circulant graphs are Cayley graphs of Abelian groups. They are widely studied in

graph theory and discrete mathematics and play an important role in various applications
including network design, see surveys [1 – 4] and references in them.

Let s1, s2, . . . , sk, N be a set of integers such that 1 6 s1 < s2 < . . . < sk < N ,
and let S = (s1, s2, . . . , sk) be a generator set. An undirected graph C(N ;S) with sets of
vertices V = {0, 1, . . . , N − 1} and edges E = {(v, (v ± sl) mod N) : v ∈ V, l = 1, . . . , k},
is called circulant graph, k is the dimension, N is the order of the graph. The diameter
of C is dia(C) = max

i,j∈V
D(i, j), where D(i, j) is the length of a shortest path from vertex i

to vertex j. In the paper, we consider the class of even-degree multi-loop circulants when
s1 = 1 and sk 6= N/2 for even N [1 – 7].

For any given k and d, the function M(d, k) defines the maximum number of vertices
that can be reached from any vertex of a circulant graph of dimension k in at most d steps.
It is known [8] that

M(d, k) =
k∑
i=0

2i
(
k

i

)(
d

i

)
,

where the value of M(d, k) can be viewed as the Moore bound for circulant graphs of
dimension k. This is a polynomial in d of order k:

M(d, k) =
2k

k!
dk +

2k−1

(k − 1)!
dk−1 +O(dk−2).

Following [5], we define for any natural d and k the extremal function P (d, k) as
maximum possible (attainable) natural number N such that there is a set of generators
S = (1, s2, . . . , sk) for which dia(C(N ;S)) 6 d. We have P (d, k) = M(d, k) for k 6 2,
namely,

P (d, 1) = 2d+ 1, P (d, 2) = 2d2 + 2d+ 1,

and P (d, k) < M(d, k) for k > 2 [5, 9 – 11], including

P (d, 3) < M(d, 3) =
4d3

3
+ 2d2 +

8d

3
+ 1.

It is difficult to obtain the exact value of P (d, k) for k > 3 and large d. This is a solution
to the degree/diameter problem [12 – 14] in the class of circulant networks and it leads to
an exhaustive computer search. The lower bounds for P (d, k) in each individual case may
depend on the diameter under consideration and are usually obtained by finding infinite
families of graphs with these estimates (see also the table of the orders of the largest
known circulant graphs [15]). Note that for a given dimension and diameter, circulant
graphs with the maximum possible order (or the nearest to it), taken as a model of
interconnection networks of multiprocessor systems, have the maximum reliability and
connectivity and the minimum number of steps in the implementation of routing algorithms.
Using circulant graphs as a network-on-chip (NoC) topology [16, 17] becomes relevant
due to their better structural properties and high scalability compared to standard NoC
topologies (2D-mesh, 2D-torus). Three-dimensional circulant topologies for NoCs [18, 19]
are a promising alternative to the classic 3D-mesh and 3D-torus topologies [20, 21] due to
the best characteristics of the diameter and average distance between nodes. An urgent task
for NoCs with three-dimensional circulant topology is the development of effective routing
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algorithms related to the peculiarities of the requirements for the use of chip resources in
NoCs.

The following infinite families of degree 6 circulant graphs with an analytical description
are known in the literature. The family of circulant graphs of diameter d

C(3d2 + 3d+ 1; 1, 3d+ 1, 3d+ 2), d > 1,

was obtained in [22] as a solution to the optimization problem for hexagonal tessellation
on the plane of circulants of the form C(N ; s1, s2, s1 + s2) with diameter d. Note that the
family is a subset of the family of Eisenstein — Jacobi graphs [23] introduced for constructing
perfect codes. Shortest path search algorithms for this family were given in [24, 25]. In [26],
the family of three-dimensional circulants has been found as a solution to the optimization
problem when considering the Kronecker product of two circulants of degrees 2 and 3.
The family has diameter d ≡ 3, 5 (mod 6) and order N = 4d2 − 2d− 2.

Families of the so-called multiplicative circulant graphs of dimension k > 3 have been
obtained in [5, 6, 8, 27]. In [6, 27], the diameter and shortest path search algorithms were
also given for the families. Below for k = 3, we give the orders of graphs of these families
represented as a function of diameter d; for diameter d > 3, d ≡ 0 (mod 3) [8, 27]:

N =

(
2d+ 3

3

)3

=
8

27
d3 +O(d2);

for diameter d > 5, d ≡ 2 (mod 3) [6]:

N =

(
2d+ 2

3

)3

=
8

27
d3 +O(d2);

and for diameter d > 3, d ≡ 0 (mod 3) [5]:

N =
32

27
d3 +

8

9
d2 +

2

3
d.

The families of the largest known degree 6 circulant graphs (extremal circulants) were
discovered by E.A. Monakhova [9] and in [28] (for Cayley graphs of Abelian groups).

For dimension k > 3, R.R. Lewis have recently obtained families of the largest known
circulant graphs of degrees 8 and 10 with an analytical description [10, 11]. Formulas for
the order N in diameter d > 3 of degree 8 graphs are shown below:

N =

{
d4/2 + d3 + 3d2 + 2d for d ≡ 0 (mod 2),

d4/2 + d3 + 3d2 + 3d+ 1/2 for d ≡ 1 (mod 2).

As we can see, only individual families of circulants have been obtained earlier, and their
topological properties and the possibility of obtaining good routing algorithms for some of
them have been studied.

In [29], the author introduced the concept of a series of families of three-dimensional
circulant graphs defined by two parameters, one of which is their common diameter and
the second is a function of the diameter. This paper is an extension of the previous one.
We introduce three series of parametrically described infinite families of circulant graphs
that differ in the set of graph generators. We prove that these series include extremal triple
loop graphs with the maximum number of vertices for any diameter and have common
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topological and communicative properties (Sections 2–4). This result makes it possible
to create previously unknown infinite families of dense circulant graphs with varying the
diameter and also to construct a series of d graphs for a fixed diameter d > 1. Section 5
presents examples of constructing new infinite families of triple loop networks in all the
series based on specifying functions p = p(d). The results of constructing the three series
of circulants are presented in Section 6 and the Appendix. Another important property
is the existence of a general structure of the graphs of the found families, which leads to
the construction of a general analytical method for finding the shortest paths and routing
algorithm for them.

2. A series of circulants with generators s2 = f(d)

Consider a set of circulant graphs of the form C(N ; 1, s2, s3) with s1 = 1 and 1 < s2 <
< s3 6 bN/2c. Denote ∆ = s3 − s2. We place the vertices of a graph C on the line, as
shown in Fig. 1 and 2. They are labeled from 0 to N (the vertex N is understood to be
the same vertex as 0). Define +s3- and −s3-jumps from i, if we travel to (i+ s3) mod N or
(i− s3) mod N , respectively. Similarly, define +s2- and −s2-jumps and +1- and −1-jumps.
In the paper, we also use ±∆-jumps of length 2. Since the circulant graphs are vertex
transitive, it is sufficient to consider 0 as the initial vertex. For simplicity, we will use the
notation D(v) instead of D(0, v).

The following slightly modified Lemma from [29] is used in the proofs of Theorems.
Lemma 1 [29]. In a triple loop graph C(N ; 1, s2, s3), let 0 6 i < j < N be any two

vertices, and let D(i), D(j) be the values of their distances from 0. Then, using +1-jumps
from i and −1-jumps from j, we have

max
i6v6j

D(v) = b(j − i+D(i) +D(j))/2c.

The maximum is reached at the vertex v = b(j + i+D(j)−D(i))/2c.
At first, we will consider the case when generators s2 and s3 of C(N ; 1, s2, s3) are

polynomials in d of orders 1 and 2, respectively. We have the following result.
Theorem 1. Let 1 6 p 6 d for any integer d > 1. Then any circulant graph

C(N ; 1, s2, s3), where
N = p3 − (4d+ 1/2)p2 + 4d2p+ 2d2 + 2d+ 1 for even p,
N = p3 − (4d+ 1/2)p2 + 4d2p+ 2d2 + 2d+ 1/2 for odd p,
s2 = 2(d− dp/2e) + 1,
s3 = 2(d− bp/2c)s2 + 1,

(1)

has diameter d.
Proof. Consider a graph C(N ; 1, s2, s3), where N , s2 and s3 are given by (1), d > 1

and 1 6 p 6 d. The representation of vertices of C is shown in Fig. 1.
From (1) it follows that r = N mod s3 = (s3 + s2)/2 and hence

N = ps3 + (s3 + s2)/2. (2)

We need to prove that the graphs given by (1) have the diameter d. We will divide all the
vertices 0 6 v 6 N into the following segments Ai = [is3, (i + 1)s3], i = 0, 1, . . . , p, which
in turn are divided into the subsegments:

Ali = [is3, N − (p− i)s3], Ari = [N − (p− i)s3, (i+ 1)s3].
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Fig. 1. The representation of vertices of a graph defined by (1)

We have
D(is3) = i, D((i+ 1)s3) = i+ 1, D(N − (p− i)s3) = p− i.

All vertices in Ali can be reached from is3 by +s2-jumps and ±1-jumps or from N−(p−i)s3

by−s2-jumps and±1-jumps. Similarly, all vertices in Ari can be reached fromN−(p−i)s3 by
+s2-jumps and ±1-jumps or from (i+1)s3 by −s2-jumps and ±1-jumps. From the structure
of the graphs, it follows that |Ali| = |Ari |+ s2, and in Ari distances D(v) of vertices v are the
same as in [is3 + s2, N − (p− i)s3]. Hence, it is sufficient only to consider the segments Ali.
In turn, they are divided into the subsegments

Alik = [is3 + ks2, is3 + ks2 + ds2/2e],
Arik = [is3 + ks2 + ds2/2e, is3 + (k + 1)s2],

where k = 0, 1, . . . , d − bp/2c, since we have b(s3 + s2)/2s2c = d − bp/2c by (1). Note
that for k = d − bp/2c the segment Arik is not considered. We have |Alik| = ds2/2e =
= |Arik| + 1 and accordingly in Arik the values of D(v) of the vertices v are the same as in
[is3 + ks2 + 1, is3 + ks2 + ds2/2e]. Hence, it is sufficient only to consider the segments Alik
to determine the maximum distance in the graph. We have

D(is3+ks2) = i+k, D(is3+ks2+ds2/2e) = d+dp/2e−i−k, D(is3+(k+1)s2) = i+k+1.

To obtain in Alik the maximum distance of vertices from 0, we use Lemma 1:

max
v∈Al

ik

D(v) = b(i+ k + d+ dp/2e − (i+ k) + ds2/2e)/2c = d.

Now we will show that there is a vertex v at the distance D(v) = d from 0. Let v = N −
− ps3 − (d − p)s2. For it, as we can see, there is a path with the number of steps d using
−s3-jumps and −s2-jumps. On the other hand, using (2) and substituting s3 from (1) into v,
we obtain v = bs3/2c + ds2/2e − (d − p)s2 = dp/2es2 + d − dp/2e + 1. It follows that the
length of the path from 0 to v through the nearest vertex of the form dp/2es2 is d + 1.
Similarly, we have v = (dp/2e+ 1)s2− (d−dp/2e) and hence the length of the path from 0
to v through another nearest vertex (dp/2e + 1)s2 is also equal to d + 1. The lengths of
other paths from 0 to v are greater than d. Therefore, the graphs prescribed by (1) have
diameter d.

We introduce the concept of a series of graphs of Γ. For any integer d > 1, let p =
= 1, 2, . . . , d. Then we have an infinitive set (series) Γ of triple loop graphs with diameters
d = 2, 3, . . .:

Γ =
⋃

(d>1)∧(16p6d)

C(N ; 1, s2, s3),

where N , s2 and s3 are defined using (1).
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Now consider the optimization problem for Γ: to find a function p = p(d) giving the
maximum of N = N(p) for all d > 1 among graphs of Γ with diameter d > 1.

Theorem 2. Let d > 1 be an integer. The maximum order of circulant graphs
C(N ; 1, s2, s3) ∈ Γ with diameter d is

N =


32d3/27 + 16d2/9 + 2d+ 1 for d ≡ 0 (mod 3),

32bd/3c3 + 48bd/3c2 + 26bd/3c+ 5 for d ≡ 1 (mod 3),

32bd/3c3 + 80bd/3c2 + 70bd/3c+ 21 for d ≡ 2 (mod 3).

(3)

The maximum is achieved with the following generators:

(s2, s3) =


(4d/3 + 1, 16d2/9 + 4d/3 + 1) for d ≡ 0 (mod 3),

(4bd/3c+2±1, 16bd/3c2+16bd/3c+5±(4bd/3c+2)) for d ≡ 1 (mod 3),

(4bd/3c+ 3, 16bd/3c2 + 28bd/3c+ 13) for d ≡ 2 (mod 3).

(4)

Proof.
C a s e 1. Let p be an even number. Our goal is to find the maximum function N = N(p)

for a given d > 1. The function N is a cubic polynomial in p with the following coefficients:
a = 1 > 0, b = −4d − 1/2, c = 4d2. We will find a valued-integer function p(d) such
that N defined by (1) has a maximum for any d > 1. The discriminant D = 3ac − b2 =
= −4d2 − 4d− 1/4 < 0. Hence, N(p) has one maximum when

p = −b+
√
−D

3a
=

4

3
d− 2

3

√
d2 + d+

1

16
+

1

6
.

Since d + 1/4 <
√
d2 + d+ 1/16 < d + 1/2, we have

2

3
d − 1

6
< p <

2

3
d. Since p(d) is a

valued-integer function with even values, we take the nearest even integer and obtain

p = 2bd/3c, if d ≡ 0, 1 (mod 3).

Substituting the found p into (1) we obtain s2, s3 and N for d ≡ 0, 1 (mod 3) (the version
with “+”).

C a s e 2. Let p be an odd number. Similarly to case 1, we have the following: the
maximum of N = N(p) for a given d is reached when

p = 2bd/3c+ 1, if d ≡ 1, 2 (mod 3).

Substituting the found p into (1), we obtain s2, s3, and N for d ≡ 1, 2 (mod 3) (the version
with “−”).

3. A series of circulants with generators s2 = f(d2)

We will now study the case when generators s2 and s3 of a graph are polynomials in d
of order 2. We have the following result.

Theorem 3. Let 1 6 p < d for any integer d > 1. Then any circulant graph
C(N ; 1, s2, s3), where 

N = −8p3 + (8d+ 4)p2 + 2d+ 1,

s2 = −4p2 + 4dp+ 4p− 2d,

s3 = s2 + 4d− 4p+ 2,

(5)

has diameter d.
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We introduce the concept of a series of graphs of Φ. For any integer d > 1, let p = 1,
2, . . . , d − 1. Then we have an infinite set (series) Φ of triple loop graphs with diameters
d = 2, 3, . . .:

Φ =
⋃

(d>1)∧(16p<d)

C(N ; 1, s2, s3),

where N , s2 and s3 are defined by (5).
First, we prove Lemma 2, which gives a general analytical method for obtaining the

distance function D(v) for all graphs in Φ. We can restrict our consideration to the values
0 6 v 6 bN/2c, since D(v) = D(N − v) in any circulant graph.

Lemma 2. Let C(N ; 1, s2, s3) ∈ Φ be a triple loop graph and δ = 2(d + 1 − p). For
any vertex v, 0 6 v 6 bN/2c of the graph C let i = bv/s3c. If v 6 (i+ 1)s2, then

D(v) =



i+ 2j + δ − |k|, if (0 6 i+ 2j 6 d− δ) and (−δ 6 k < δ − 2),

or if (d− δ < i+ 2j 6 d) and
(−δ 6 k 6 d− δ − (i+ 2j)), or
i+ 2j − (d− δ) 6 k < δ − 2,

2d+ 1− (i+ 2j + δ − |k|) otherwise,

(6)

where
j = b(v − is3)/(s3 − s2)c, k = v − is3 − j(s3 − s2)− δ. (7)

If v > (i+ 1)s2, then

D(v) =


i+ δ − |k|, if (0 6 i 6 d− δ) and (−δ < k < δ − 1),

or if (d− δ < i 6 d− δ/2) and
(−δ < k 6 d− δ − i), or i− (d− δ) 6 k < δ − 1,

2d+ 1− (i+ δ − |k|) otherwise,

(8)

where

j = b(v − (i+ 1)s2)/(s3 − s2)c, k = v − (i+ 1)s2 − j(s3 − s2)− δ + 1. (9)

Proof. Consider a graph C(N ; 1, s2, s3) ∈ Φ, where d > 1 and p = 1, 2, . . . , d − 1.
For simplicity, we define ∆ = s3 − s2 = 4(d − p) + 2, δ = ∆/2 + 1. Hence, p = bs3/∆c,
N = (2p− 1)s3 + ∆ + 1, and

δ = 2(d+ 1− p). (10)

The representation of vertices of C is shown in Fig. 2, here q = 2p− 1, r = ∆ + 1. We will
divide the vertices 0 6 v 6 N/2 into the following segments:

Ai = [is3, (i+ 1)s2], Bi = [(i+ 1)s2, (i+ 1)s3], 0 6 i < p.

Note that v = bN/2c ∈ Bp−1. We have |Ai| = (p − i − 1)∆ + ∆/2 + 1, |Bi| = (i + 1)∆,
D(is2) = D(is3) = i.

Consider two types of vertices in Ai reached from vertices is3 by +∆-jumps and from
vertices (i+ 1)s2 by −∆-jumps:

xij = is3 + j∆ = (i+ j)s3 − js2,

x
′

ij = xij + δ = (i+ 1)s2 − (p− 1− i− j)∆ = (p− j)s2 − (p− 1− i− j)s3,
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Fig. 2. The representation of vertices of a graph defined by (5)

where 0 6 i < p, 0 6 j < p − i. Using (10) and taking into account that there is a
path from x

′
ij to xij with length 2p − 1 − (i + 2j) + δ = 2d + 1 − (i + 2j), we obtain

D(xij) = min{i+ 2j, 2d+ 1− (i+ 2j)}. Therefore,

D(xij) =

{
i+ 2j, if i+ 2j 6 d,

2d+ 1− (i+ 2j), if i+ 2j > d.
(11)

Similarly, we have D(x
′
ij) = min{2d+ 1− i− 2j − δ, i+ 2j + δ} and

D(x
′

ij) =

{
i+ 2j + δ, if i+ 2j 6 d− δ,
2d+ 1− (i+ 2j + δ), if i+ 2j > d− δ.

(12)

Consider the vertices in Bi reached from vertices (i+ 1)s2 by +∆-jumps:

yij = (i+ 1)s2 + j∆ = (i+ 1− j)s2 + js3, 0 6 i < p, 0 6 j 6 i+ 1.

From here we have
D(yij) = i+ 1. (13)

Note that Bi =
i⋃

j=0

[yij, yij+1].

Let 0 6 v 6 bN/2c be a vertex of the graph. Compute i = bv/s3c.
C a s e 1. Let v 6 (i+ 1)s2, hence v ∈ Ai, 0 6 i < p. Compute j and k by (7). Having

0 6 j < p− i, −δ 6 k < δ − 2, and using (10), we obtain 0 6 i + 2j 6 2d− δ − i. Taking
into account that either 0 6 i+ 2j 6 d− δ, or d− δ < i+ 2j 6 d, or d < i+ 2j 6 2d− δ− i,
and using (11) and (12), we obtain (6).

C a s e 2. Let v > (i+ 1)s2, hence v ∈ Bi, 0 6 i < p. Compute j and k by (9).
2a) Let 0 6 i 6 d− δ. Using (13), we obtain D(v) = i+ δ − |k| when −δ < k < δ − 1.
2b) Let i > d − δ. In the graph, the movement from N to 0 alone generators −s3 and

−s2 decreases the function D(v) for vertices v ∈ [yij, yij+1], d − δ < i < p, 0 6 j 6 i.
Consider the vertices mij lying in the middle of segments [yij, yij+1]:

mij = yij + δ − 1 = (i+ 1)s2 + j∆ + δ − 1, d− δ < i < p, 0 6 j 6 i.

The movement from N to 0 alone generators −s3 and −s2 gives

D(mij) = 2d+ 1− i− δ, (14)

since mij = N − (d+ 1− δ/2− j)s3 − (d− δ/2− i+ j)s2. Taking into account that either
−δ < k 6 d − i − δ, or |k| < i + δ − d, or i + δ − d 6 k < δ − 1, and using (13) and (14)
and taking the minimum path from 0 to v, we obtain (8).
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We can now prove Theorem 3.
Proof. Using the formulas (6) and (8), we have the following: the sum of lengths of

two possible paths from 0 to v is always equal to 2d+ 1 for any vertex v. Therefore, one of
the lengths is less than or equal to d. Now it is necessary to show that there is a vertex v
of C with D(v) = d. Let v = bN/2c = −4p3 + (4d + 2)p2 + d. For even p, there is a
path of length d from 0 to v, since bN/2c = d − p + (p/2)(s2 + s3). For odd p we have
bN/2c−N = −dN/2e = d−p−bp/2cs2−dp/2es3 and for v there is also a path of length d
from 0. The same result follows from (8). There are no other paths in the graph to v with
length less than d.

Now, let us consider the optimization problem for Φ: to find a function p = p(d) giving
the maximum of N = N(p) for all d > 1 among graphs of Φ with diameter d > 1.

Theorem 4. Let d > 1 be an integer. The maximum order of circulant graphs
C(N ; 1, s2, s3) ∈ Φ with diameter d is

N =


32d3/27 + 16d2/9 + 2d+ 1 for d ≡ 0 (mod 3),

32bd/3c3 + 48bd/3c2 + 30bd/3c+ 7 for d ≡ 1 (mod 3),

32bd/3c3 + 80bd/3c2 + 70bd/3c+ 21 for d ≡ 2 (mod 3).

(15)

The bound is achieved with the following generators:

(s2, s3) =


(8d2/9 + 2d/3, 8d2/9 + 2d+ 2) for d ≡ 0 (mod 3),

(8bd/3c2 + 6bd/3c+ 2, 8bd/3c2 + 10bd/3c+ 4) for d ≡ 1 (mod 3),

(8bd/3c2 + 10bd/3c+ 4, 8bd/3c2 + 14bd/3c+ 6) for d ≡ 2 (mod 3).

(16)

Proof. Consider a circulant graph C(N ; 1, s2, s3) ∈ Φ with diameter d. The function N
is a cubic polynomial in p with the following coefficients: a = −8, b = 8d+ 4, c = 0. We will
find a valued-integer function p(d) such that N defined by (5) has a maximum for any d > 1.

Take the derivative of N(p) with respect to p:
dN

dp
= −24p2 + 2(8d + 4)p = 0. Therefore,

N has the maximum when p = (2d+ 1)/3. Since p(d) is a valued-integer function, we take
the nearest integer and obtain for any d > 1

p(d) = p∗ = (2d+ d mod 3)/3.

Substituting p∗ into (5), we get that N , s2 and s3 are equal to (15) and (16), respectively.

The family with p = d, namely the graphs C(4d2 + 2d + 1; 1, 2d, 2d + 2), where d > 1,
can also be included in Φ since they have diameter d.

4. A series of circulants with generators s2 = f(d3)

The case of circulant graphs, when all N , s2 and s3 are polynomials in d of order 3, was
studied in [29].

Theorem 5 [29]. Let 1 6 p < d for any integer d > 1. Then any circulant graph
C(N ; 1, s2, s3), where

N = 8p3 − (16d+ 8)p2 + (8d2 + 8d)p+ 2d+ 1,

s2 = 4p(d− p)2 + 2p(d− p) + d− 3p,

s3 = s2 + 4p,

(17)

has diameter d.
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For any integer d > 1, let p = 1, 2, . . . , d − 1. Then we obtain an infinite set (series) Ψ
of triple loop graphs with diameters d = 2, 3, . . .:

Ψ =
⋃

(d>1)∧(16p<d)

C(N ; 1, s2, s3),

where N , s2 and s3 are defined by (17). In [29], the optimization problem for Ψ has been
also solved.

Theorem 6. Let d > 1 be an integer. The maximum order of circulant graphs
C(N ; 1, s2, s3) ∈ Ψ with diameter d is

N =


32d3/27 + 16d2/9 + 2d+ 1 for d ≡ 0 (mod 3),

32bd/3c3 + 48bd/3c2 + 22bd/3c+ 3 for d ≡ 1 (mod 3),

32bd/3c3 + 80bd/3c2 + 70bd/3c+ 21 for d ≡ 2 (mod 3).

(18)

The bound is achieved with the following generators:

(s2, s3) =



(16d3/27+4d2/9, s2+4d/3) for d ≡ 0 (mod 3),

(16d3/27+4d2/9−2d/3+17/27, s2+4d/3−4/3)

or
(16d3/27+4d2/9−4d/3−46/27, s2+4d/3+8/3) for d ≡ 1 (mod 3),

(16d3/27+4d2/9−2d/9−29/27, s2+4d/3+4/3) for d ≡ 2 (mod 3).

(19)

For all diameters d ≡ 0, 2 (mod 3) the value of N from (18) is equal to the maximum N
from (15), but for d ≡ 1 (mod 3) it is less. Note that for d ≡ 1 (mod 3) there are two
sets of generators for N , defined by (18). It is easy to check that for d ≡ 0, 2 (mod 3) the
generators (19) are obtained by an equivalent transformation of generators (4), and thus
the graphs from Theorems 2 and 6 are isomorphic for these diameters.

Comparing the values of N obtained in Theorems 2, 4, and 6, we come to the conclusion
that (15) gives the largest values of N among graphs of sets Γ, Φ and Ψ for all diameters d.
This result is in good agreement with the extremal values of N obtained in [9, 28].

5. New families of three-dimensional circulants
If we take any valued-integer functions p(d) such that 1 6 p(d) 6 d as a parameter p,

then we can generate new infinite families of circulant graphs. We have shown examples of
new families of circulants constructed by this method for sets Γ, Φ and Ψ (Theorems 2, 4,
and 6). These found families are the best ones in the ratio N/d (order/diameter) among all
known families of degree 6 circulants. Some examples of constructing other possible families
of sets Γ, Φ, and Ψ are presented below.

Example 1. Let C(N ; 1, s2, s3) ∈ Γ, d > 1, and

p(d) =

{
2bd/3c − 1 for d ≡ 0 (mod 3),

2(bd/3c+ 1) for d ≡ 1, 2 (mod 3).

Substituting the value of p in (1), we obtain N , s2 and s3 for a new infinite family.
The resulting N is less than (3) by 4bd/3c + 2 for d ≡ 0, 2 (mod 3) or by 12bd/3c + 2
for d ≡ 1 (mod 3).
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Example 2. Let C(N ; 1, s2, s3) ∈ Φ, d > 1, and

p(d) =


2d/3 + 1 for d ≡ 0 (mod 3),

2(d− 1)/3 for d ≡ 1 (mod 3),

(2d− 1)/3 for d ≡ 2 (mod 3).

Substituting the value of p in (5), we obtain N , s2, and s3 for a new infinite family.
Resulting N is less than (15) by 8bd/3c + 4 for d ≡ 0, 2 (mod 3) or by 24bd/3c + 4 for
d ≡ 1 (mod 3).

With respect to N , the resulting graphs C(N ; 1, s2, s3) in examples 1 and 2 are the
nearest to the graphs with the maximum N among all graphs of the sets Γ and Φ,
respectively.

For Ψ, the following family was created in [29].
Example 3. Let C(N ; 1, s2, s3) ∈ Ψ, d > 1, and p(d) = dd/2e. Then

(N ; 1, s2, s3) =

{
(d3 + 2d2 + 2d+ 1; 1, (d3 + d2 − d)/2, (d3 + d2 + 3d)/2) for even d,
(d3 + d2 + d; 1, (d3 − 3)/2− d, (d3 − 3)/2 + d+ 2) for odd d.

For Ψ, the following function p(d) generates a new family of circulants.
Example 4. Let C(N ; 1, s2, s3) ∈ Ψ, d > 1, and

p(d) =

{
2bd/3c for d ≡ 0 (mod 3),

2bd/3c+ 1 for d ≡ 1, 2 (mod 3).

Substituting the value of p in (17), we obtain N , s2, and s3 for a new infinite family.
As for the ratio N/d, the new families of circulants in examples 1 and 2 are better than

families in [5, 6, 8, 22, 26], and the family in example 3 is better than families in [6, 8, 22, 26]
and, moreover, in contrast to families from [5, 6, 8, 26], all the obtained families exist for
any diameter of the graph.

6. Descriptions of graphs series
Using the system Wolfram Mathematica 10, fragments of circulant families for all sets Γ,

Φ, and Ψ with diameters d = 2, . . . , 25 have been implemented (see the Appendix).
Tables 1–3 show part of the descriptions of the obtained circulants C(N ; 1, s2, s3) with

diameters d, 2 6 d 6 10: the diameters of graphs d, the values of p, where 1 6 p 6 d for Γ,
Φ and 1 6 p 6 d− 1 for Ψ, the orders of graphs N , and generators s2 and s3.

Figures 3–5 show the dependence of the number of vertices N on diameter d, 2 6 d 6 25,
and parameter p for the fragments of descriptions for sets Γ, Φ, and Ψ. The values of N
of graphs corresponding to the families with the maximum orders for the given diameters
are marked in blue in Fig. 3–5. Figure 5 additionally shows the orders of graphs of the
family from Example 4 in red. Note that parameter p has a different meaning in figures:
p = bN/s3c in Fig. 3, p = bs3/(s3 − s2)c in Fig. 4, and p = (s3 − s2)/4 in Fig. 5.
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T a b l e 1
Descriptions of the graphs of Γ

d p N s2 s3 d p N s2 s3
2 1 21 3 13 8 1 369 15 241
2 2 19 3 7 8 2 535 15 211
3 1 49 5 31 8 3 647 13 183
3 2 55 5 21 8 4 713 13 157
3 3 47 3 13 8 5 737 11 133
4 1 89 7 57 8 6 727 11 111
4 2 111 7 43 8 7 687 9 91
4 3 111 5 31 8 8 625 9 73
4 4 97 5 21 9 1 469 17 307
5 1 141 9 91 9 2 691 17 273
5 2 187 9 73 9 3 851 15 241
5 3 203 7 57 9 4 957 15 211
5 4 197 7 43 9 5 1013 13 183
5 5 173 5 31 9 6 1027 13 157
6 1 205 11 133 9 7 1003 11 133
6 2 283 11 111 9 8 949 11 111
6 3 323 9 91 9 9 869 9 91
6 4 333 9 73 10 1 581 19 381
6 5 317 7 57 10 2 867 19 343
6 6 283 7 43 10 3 1083 17 307
7 1 281 13 183 10 4 1237 17 273
7 2 399 13 157 10 5 1333 15 241
7 3 471 11 133 10 6 1379 15 211
7 4 505 11 111 10 7 1379 13 183
7 5 505 9 91 10 8 1341 13 157
7 6 479 9 73 10 9 1269 11 133
7 7 431 7 57 10 10 1171 11 111

Fig. 3. Number of vertices N = N(d, p) for C(N ; 1, s2, s3) ∈ Γ
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T a b l e 2
Descriptions of the graphs of Φ

d p N s2 s3 d p N s2 s3
2 1 17 4 10 8 1 77 16 46
2 2 21 4 6 8 2 225 40 66
3 1 27 6 16 8 3 413 56 78
3 2 55 10 16 8 4 593 64 82
3 3 43 6 8 8 5 717 64 78
4 1 37 8 22 8 6 737 56 66
4 2 89 16 26 8 7 605 40 46
4 3 117 16 22 8 8 273 16 18
4 4 73 8 10 9 1 87 18 52
5 1 47 10 28 9 2 259 46 76
5 2 123 22 36 9 3 487 66 92
5 3 191 26 36 9 4 723 78 100
5 4 203 22 28 9 5 919 82 100
5 5 111 10 12 9 6 1027 78 92
6 1 57 12 34 9 7 999 66 76
6 2 157 28 46 9 8 787 46 52
6 3 265 36 50 9 9 343 18 20
6 4 333 36 46 10 1 97 20 58
6 5 313 28 34 10 2 293 52 86
6 6 157 12 14 10 3 561 76 106
7 1 67 14 40 10 4 853 92 118
7 2 191 34 56 10 5 1121 100 122
7 3 339 46 64 10 6 1317 100 118
7 4 463 50 64 10 7 1393 92 106
7 5 515 46 56 10 8 1301 76 86
7 6 447 34 40 10 9 993 52 58
7 7 211 14 16 10 10 421 20 22

Fig. 4. Number of vertices N = N(d, p) for C(N ; 1, s2, s3) ∈ Φ
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T a b l e 3
Descriptions of the graphs of Ψ

d p N s2 s3 d p N s2 s3
3 1 55 20 24 8 3 737 329 341
3 2 39 9 17 8 4 657 284 300
4 1 105 43 47 8 5 497 203 223
4 2 105 38 46 8 6 305 110 134
4 3 57 13 25 8 7 129 29 57
5 1 171 74 78 9 1 595 278 282
5 2 203 83 91 9 2 915 423 431
5 3 155 56 68 9 3 1027 468 480
5 4 75 17 33 9 4 979 437 453
6 1 253 113 117 9 5 819 354 374
6 2 333 144 152 9 6 595 243 267
6 3 301 123 135 9 7 355 128 156
6 4 205 74 90 9 8 147 33 65
6 5 93 21 41 10 1 741 349 353
7 1 351 160 164 10 2 1173 548 556
7 2 495 221 229 10 3 1365 631 643
7 3 495 214 226 10 4 1365 622 638
7 4 399 163 179 10 5 1221 545 565
7 5 255 92 112 10 6 981 424 448
7 6 111 25 49 10 7 693 283 311
8 1 465 215 219 10 8 405 146 178
8 2 689 314 322 10 9 165 37 73

Fig. 5. Number of vertices N = N(d, p) for C(N ; 1, s2, s3) ∈ Ψ

7. Conclusion
The graphs of three series of the circulants obtained in this paper have not only

general topological properties, but also general communicative properties that relate to
the organization of routing for these graphs. We do not review in detail the existing routing
algorithms for degree 6 circulant graphs. This is a topic for a separate paper. Let’s just say
that few routing algorithms are known for these graphs and they are not efficient for use in
NoCs, therefore analytical routing algorithms that can be developed for graphs of the series
obtained are of interest. It should also be noted that the proof of Lemma 2 implies the
existence of a general analytical method for calculating the distance function in all graphs
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of Φ. This property in turn allowed us to develop a general analytical routing algorithm for
all families of Φ. The routing algorithm is described in [18, 30] and implemented in NoC
using the example of one of the possible families of Φ as a NoC topology.

Thus, as we could demonstrate on the example of the series Φ of circulans, a general
structure of graphs of each found series makes it possible to develop a general analytical
method for calculating the distance function and then to obtain the shortest-path vectors
for a routing algorithm for all graphs included in the series, changing only the value of the
parameter p(d), which defines the form of a considered family of circulants.

The second interesting question is whether there are other series of circulant graphs
analytically described and given by two parameters d and p(d) that have the same structural
and communication properties? Or is it a common property in the space of analytical
descriptions of circulant graphs? Are there other designs of circulant series that contain
the largest possible graphs for a given degree and a given diameter? Generalizing this
problem, we can say that the question is to discover new regularities in obtaining series of
circulant graphs that establish relationships between the analytical connection of the order
and generators of a graph and the geometry of the resulting series of graphs.
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