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О.О. Бадмаев

ОБ АДДИТИВНОЙ МОДИФИКАЦИИ γ-СВОЙСТВА

Для тихоновских пространств определяется последовательность ( )k k<ω′γ  то-
пологических свойств, каждое из которых не сильнее чем классическое
свойство Герлича – Надя (γ-свойство), и 1kk+′γ  следует из kk′γ . Изучено пове-
дение индекса k при стандартных топологических операциях. Как один из
главных результатов установлено, что в отличие от γ-свойства взятие
топологической суммы не выводит за пределы последовательности ( )k k<ω′γ ,
а лишь приводит к сложению индексов. Кроме того, обнаружена связь
последовательности ( )k k<ω′γ  со свойством Линделёфа, а также некоторые
другие факты.

Ключевые слова: ω-покрытие, γ-свойство, свойство Герлича – Надя,
γk'-свойство, свойство Линдёлефа.

Впервые определение γ-свойства топологического пространства X сформули-
ровали Герлич и Надь в статье [1], где установили, в частности, что γ-свойство X
характеризует свойство Фреше – Урысона пространства ( )pC X . Эта характери-
зация привела к естественному вопросу, будет ли топологическая сумма X Y⊕
обладать γ-свойством, если оба слагаемых им обладают (см., например, [2, задача
II.3.10] или [3, problem 4.4.1]). Позднее Гэлвин и Миллер в предположении Ак-
сиомы Мартина построили пример подмножеств X и Y вещественной прямой \ ,
обладающих γ-свойством, но таких, что X Y⊕  не обладает γ-свойством (см. [4]).
Но остается нерешённым вопрос о нахождении такого примера без дополнитель-
ных аксиоматических предположений. Это стимулирует поиски аналогов
γ-свойства и исследования их поведения при стандартных топологических опера-
циях ([5−7]).

В данной статье мы вводим в рассмотрение ранжированный класс возрастаю-
щих по объему аналогов γ-свойства и показываем, что взятие топологической
суммы лишь увеличивает ранг, не выводя за пределы самого класса свойств. Так-
же мы описываем поведение введенного класса свойств при основных топологи-
ческих операциях и устанавливаем соотношение этого класса со свойством Лин-
делёфа.

Все топологические пространства предполагаются тихоновскими. Все рас-
сматриваемые покрытия нетривиальны, то есть не содержат все топологическое
пространство как элемент.
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Определение 1. Скажем, что последовательность подмножеств { }n nA ∈ωη =
пространства X сходится к X (пишем n n

A X
→∞
→ ), если произвольная точка x X∈

принадлежит всем членам последовательностиη , начиная с некоторого (завися-
щего от x) номера.

Определение 2. Семейство η подмножеств пространства X называется ω-
покрытием этого пространства, если для каждого конечного множества K X⊂
существует U ∈η , такое, что K U⊂ .

Определение 3 [1]. Пространство X называется γ-пространством, если в лю-
бом его открытом ω-покрытии η можно найти последовательность { }n nB ∈ωζ = ,
такую, что n n

B X
→∞
→ .

Определение 4. Пусть η – произвольное семейство открытых подмножеств
пространства X . Скажем, что η' является n-насыщенным семейством для η, если

{ : , }i i
i m

U U m n
≤

′η = ∈η ≤∪ . Скажем, что η' является насыщенным семейством

для η, если { : , }i i
i m

U U m
≤

′η = ∈η ∈ω∪ .

Очевидно, что если η – ω-покрытие пространства X, то его n-насыщенное се-
мейство η'  также является ω-покрытием X для любого n∈ω .

Определение 5. Будем говорить, что в топологическом пространстве X выпол-
нено свойство k′γ , если для любого открытого ω-покрытия η  пространства X, в
его k-насыщенном семействе ′η  найдется последовательность { }n nB ∈ωζ = , такая,
что n n

B X
→∞
→ . При этом само пространство X будем называть k′γ -пространством.

Определение 6. Будем говорить, что в топологическом пространстве X выпол-
нено свойство ω′γ , если для любого открытого ω-покрытия η  пространства X
в его насыщенном семействе ′η  найдется последовательность { }n nB ∈ωζ = , такая,
что n n

B X
→∞
→ . При этом само пространство X будем называть ω′γ -пространством.

Следующие предложения следуют напрямую из определений:
Предложение 7: (а) Свойство γ  эквивалентно свойству 1′γ ;

(б) Для любого k ∈ω  выполнено 1k k+′ ′γ ⇒ γ .
(в) Для любого k ∈ω  выполнено k ω′ ′γ ⇒ γ .

Предложение 8. Если X дискретно и обладает свойством k′γ  для некоторого
k ∈ω , то | |X ≤ ω .

Предложение 9. Если | |X ≤ ω , то X обладает свойством 1′γ .
Введённая выше последовательность k′γ -свойств, как целое, «выдерживает»

взятие топологической суммы, нужно лишь сложить индексы. Точнее, справедли-
ва следующая

Теорема 10: (а) Пусть ,k m  – произвольные натуральные числа. Если X явля-
ется k′γ -пространством, Y является m′γ -пространством, тогда X Y⊕  является

k m+′γ -пространством.
(б) Кроме того, X X⊕  является k′γ -пространством.
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Доказательство: (а) Пусть η  – открытое ω-покрытие пространства X Y⊕ , а
′η  является открытым ( )k m+ -насыщенным семейством для η . Оно также явля-

ется ω-покрытием для X Y⊕ . Покажем, что из ′η  можно извлечь последователь-
ность, сходящуюся к X Y⊕ .

Построим семейства { }1 |U X Uη = ∩ ∈η  и { }2 |U Y Uη = ∩ ∈η , которые яв-
ляются ω-покрытиями X и Y соответственно. Обозначим через 1′η  k-насыщенное
семейство для 1η  и, аналогично, через 2′η  обозначим m-насыщенное семейство
для 2η . Так как X является -k′γ пространством, то для семейства 1′η  существует
последовательность ( )n nA ∈ω  из 1′η , такая, что n n

A X
→∞
→ . По определению семей-

ства 1′η , для каждого n∈ω  имеем 1( ) ... ( )n n
n kA V X V X= ∩ ∪ ∪ ∩ , где n

iV ∈η  при
i k≤ . Аналогично, получим последовательность ( )n nB ∈ω  из 2′η , такую, что

n n
B X

→∞
→ . По определению семейства 2′η , для каждого n∈ω  имеем

1( ) ... ( )n n
n mB U Y U Y= ∩ ∪ ∪ ∩ , где n

jU ∈η  при j m≤ . Положим ( )n n nV U ∈ωξ = ∪ ,

где 1 ...n n
n kV V V= ∪ ∪  и 1 ...n n

n mU U U= ∪ ∪ . Заметим, что для всех n∈ω  ',nV ∈η
'nU ∈η  и 'n nV U∪ ∈η . Покажем, что последовательность ( )n n nV U ∈ωξ = ∪  явля-

ется искомой.
Рассмотрим произвольную точку z  из X Y⊕ . Если z X∈ , то существует

1k ∈ω , такой, что для всех 1n k≥  точка z содержится в nA , откуда следует,
что ( ) ξn n nz V U V∈ ⊂ ∪ ∈ . Аналогично для случая z Y∈ .

(б) Рассмотрим случай X X⊕ . Пусть η  – открытое ω-покрытие пространства
X X⊕ , а ′η  является открытым k-насыщенным семейством для η .

Обозначим слагаемые в сумме X X⊕  через 1X  и 2X . Пусть 1 2:I X X→  –
тождественное отображение. Покажем, что семейства { }1

1 |U X Uη = ∩ ∈η

и { }1 2
2 ( ) ( ) |I U X U X Uη = ∩ ∩ ∩ ∈η  являются ω-покрытиями пространств 1X

и 2X  соответственно. Для 1η  утверждение очевидно. Пусть K  – конечное

подмножество в 2X , тогда существует U ∈η , такое, что 1( )K I K U−∪ ⊂ .

Таким образом, 2K U X⊂ ∩  и 1 1( )I K U X− ⊂ ∩ , откуда следует, что
1( )K I U X⊂ ∩ . Поэтому заключаем, что 2η  является ω-покрытием 2X , так как
1 2

2( ) ( )K I U X U X⊂ ∩ ∩ ∩ ∈η .
Пусть 2′η  является открытым k-насыщенным семейством для 2η . Так как

2X  является k′γ -пространством, то существует последовательность ( )n nB ∈ω

из 2′η , такая, что 2
n n

B X
→∞
→ , при этом 1 2

,1 ,1( ( ) ( )) ...n n nB I U X U X= ∩ ∩ ∩ ∪

1 2
, ,( ( ) ( ))n k n kI U X U X∪ ∩ ∩ ∩ . Положим 1 1

,1 , 1( ) ... ( )n n n kA U X U X ′= ∩ ∪ ∪ ∩ ∈η ,
где 1′η  является открытым k-насыщенным семейством для 1η . Рассмотрим также
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последовательность 1( ( ))n nI B−
∈ω  подмножеств в 1X . По построению

1( )n nI B A− ⊂ . Поэтому, из того, что 1 1( )n n
I B X−

→∞
→ , следует, что 1

n n
A X

→∞
→ .

Покажем, что n n
W X X

→∞
→ ⊕ , где ,1 ,...n n n kW U U= ∪ ∪  для всех n∈ω . Рас-

смотрим произвольную точку z  из X X⊕ . Если 2z X∈ , то существует 2n ∈ω ,
что для всех 2n n≥  точка nz B∈ , значит, ,1 ,...n n n kz W U U∈ = ∪ ∪ . Если

1z X∈ , то существует 1n ∈ω , что для всех 1n n≥  точка nz A∈ , значит,

,1 ,...n n n kz W U U∈ = ∪ ∪ .,

Замечание 11. В статье [4] в предположении аксиомы Мартина (МА) построен
пример подмножеств X  и Y  вещественной прямой, обладающих γ-свойством,
чья прямая сумма X Y⊕  не обладает γ-свойством. По предложению 7 (а) и по
теореме 10 (а), прямая сумма X Y⊕  обладает 2′γ -свойством. Стало быть, в пред-
положении МА свойства 1′γ  и 2′γ  не совпадают. Без дополнительных теоретико-
множественных предположений вопрос о различении свойств k′γ  и 1k+′γ  является
открытым.

Ниже устанавливается, что при произвольном k ∈ω  свойство k′γ  сохраняется
при стандартных топологических операциях. Доказательства для перехода к
замкнутому подпространству и к непрерывному образу опускаются ввиду их эле-
ментарности.

Предложение 12. Пусть X  обладает свойством k′γ , тогда
(а) Непрерывный образ X  обладает свойством k′γ ;
(б) Произвольное замкнутое подпространство X  обладает свойством k′γ .
Укажем здесь два естественных применения предложения 12 (б). Напомним,

что дискретной клеточностью пространства X называется кардинал
{ }( ) sup | |dc X = U , где супремум берется по всем дискретным непустым семейст-

вам U  открытых множеств в X . Экстентом ( )e X  пространства X  называют
наименьший бесконечный кардинал τ , такой, что мощность каждого замкнутого
дискретного подпространства пространства X  не превосходит τ .

Следствие 13. Если X обладает свойством k′γ  для произвольного k ∈ω , то
( )e X ≤ ω .
Следствие 14. Если X обладает свойством k′γ  для произвольного k ∈ω , то

( )dc X ≤ ω .
Доказательство. Предположим, что ( )dc X > ω . Рассмотрим замкнутое дис-

кретное подпространствоY X⊂ , которое построено следующим образом: в каж-
дом элементе некоторого дискретного несчетного семейства открытых подмно-
жеств пространства X взято по произвольной точке. Таким образом, | |Y > ω  и, по
предложению 12 (б), Y  должно иметь свойство k′γ , что противоречит предложе-
нию 8. ,
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Теорема 15. Если каждое замкнутое подпространство пространства X , не
равное самому X , обладает свойством k′γ , то X  обладает свойством 1k+′γ .

Доказательство. Пусть η – открытое ω-покрытие пространства X, пусть η' яв-
ляется k-насыщенным семейством для η . Пусть U – произвольный элемент покры-
тия η. Рассмотрим подпространства \X U  и семейство { }( \ ) |X U W Wμ = ∩ ∈η .
Легко проверить, что семейство μ  является ω-покрытием \X U . Тогда семейство

1 1{(( \ ) ) ... (( \ ) )) | ,..., }k kX U W X U W W W′μ = ∩ ∪ ∪ ∩ ∈η  является k-насыщенным
семейством для μ . Перепишем ′μ  следующим образом: {( \ )X U′μ = ∩

1 1( ... ) | ,..., }k kW W W W∩ ∪ ∪ ∈η . Теперь видно, что ′μ  является следом ′η  в \X U .
Так как \X U  обладает свойством k′γ , то существует последовательность

1 ′μ ⊂ μ , такая, что, при всех n∈ω  и nV ′∈η  последовательность

1 ( ( \ )) \n n n
V X U X U∈ω

→∞
μ = ∩ → . Покажем, что последовательность ( )n nV U ∈ωξ= ∪

сходится к X . Рассмотрим произвольную точку z  из X . Если z U∈ , то по по-
строению точка z  принадлежит всем членам последовательности ξ . Если z U∉ ,
то \z X U∈ , значит существует номер 1k ∈ω , такой, что для всех 1т k≥  точка

( \ )nz V X U∈ ∩ , откуда следует, что nz V U∈ ∪ . ,
Ниже мы устанавливаем, что свойство k′γ  сохраняется при возведении в ко-

нечную степень. Нам понадобится следующая вспомогательная лемма.
Лемма 16 [8]. Пусть X  является топологическим пространством и n – произ-

вольное натуральное число. Если η  – произвольное ω-покрытие пространства
nX , то существует открытое ω-покрытие μ  пространства X, такое, что открытое

покрытие { }|nV V ∈μ  пространства nX  является измельчением η .

Теорема 17. Если X  есть k′γ -пространство для некоторого k ∈ω , то nX  –
также k′γ -пространство для любого n∈ω .

Доказательство. Пусть η  – произвольное открытое ω-покрытие пространст-

ва nX . Пусть μ  является ω-покрытием пространства X , таким, что открытое по-

крытие { }|nV V ∈μ  пространства nX  является измельчением η  (это возможно по

лемме 16). Пусть 'μ  – k-насыщенное ω-покрытие пространства X. Так как X  яв-
ляется k′γ -пространством, то существует последовательность 'ξ ⊂ μ , такая, что

n
X

→∞
ξ → . Для каждого ,1 ,...i i i kV V V= ∪ ∪ ∈ξ  при i∈ω , где ,i jV ∈μ  и j k≤ , рас-

смотрим множество ,1 ,...i i i kU U U= ∪ ∪  в nX , такое, что , ,
n

i j i jV U⊆ ∈η .

Покажем, что последовательность { }i iU ∈ωσ =  – искомая. Пусть nF X⊂  явля-

ется конечным множеством в nX , найдем конечное множество K в nX , такое, что
проекции K на каждый сомножитель nX  одинаковые и F K⊂ . Рассмотрим про-
екцию ( )p K X⊂ , тогда существует такое 0t ∈ω , что для всех 0t t≥  имеет место
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( ) tp K V⊂  и n
t tV U⊆ ∈η . Таким образом, для произвольного конечного nF X⊂

имеем ( )n n
t tF p K V U⊂ ⊂ ⊂  при всех 0t t≥ . ,

Замечание 18. Теорема 16, теорема 10 (б) и предложение 12 показывают, что
«наивный» пример γ-пространств X, Y, для которых сумма X Y⊕  не является
γ-пространством, требует, чтобы пространство Y не могло быть получено из X ко-
нечным числом операций возведения в степень, перехода к замкнутому подпро-
странству и к непрерывному образу.

Теорема 19. Пространство X  линделёфово тогда и только тогда, когда X  яв-
ляется ω′γ -пространством.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим произвольное открытое ω -
покрытие η  пространства X . Так как X линделефово, то можем выбрать после-
довательность ( )n nU ∈ω ⊂ η , покрывающую X. Легко доказать, что последователь-
ность { | }i

i n
U n

≤

μ = ∈ω∪  сходится к X  и состоит из элементов насыщенного се-

мейства для η . Для доказательства в обратную сторону, достаточно произвольное
покрытие замкнуть относительно операции конечного объединения, увидеть, что
получившееся покрытие будет ω-покрытием и применить свойство ω′γ . ,

Следствие 20. Пусть n
n

X F
∈ω

= ∪ , где каждое nF  обладает свойством ( )k n′γ .

Тогда X  линделёфово.
Доказательство. Так как каждое nF  обладает свойством ( )k n′γ , то оно облада-

ет и свойством ω′γ  (предложение 7 (в)). Тогда, по теореме 19, каждое nF  – линде-
лёфово пространство. Стало быть, X – объединение счётного семейства своих
линделёфовых подпространств и потому само линделёфово. ,
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Строится асимптотическая модель спектральной задачи. Исходная краевая
задача восьмого порядка приводится к последовательности краевых задач
более низкого порядка. В нулевом приближении получается обыкновенное
дифференциальное уравнение четвертого порядка. Решение задачи нулевого
приближения подчиняется главным граничным условиям, что приводит к
трансцендентному уравнению, асимптотическое упрощение которого дает
приближенные формулы для собственных значений.

Ключевые слова: моделирование, спектральная задача, асимптотические
методы, формальное асимптотическое разложение, собственные значения,
собственные функции.

Целью работы является приближенное решение спектральной задачи.
Математическая модель как приближенное описание какого-либо класса явле-

ний с помощью математической символики сводит исследование явления к мате-
матической задаче. Естественно, встает проблема выбора метода решения воз-
никшей математической задачи. Так, в дифференциальных задачах, которые со-
держат малые параметры при старших производных, эффективным является при-
менение асимптотических методов [1−3].

Дело в том, что такие задачи обнаруживают особую структуру интегралов, в
число которых входят как «медленные» интегралы, существенные на всем про-
межутке интегралов, так и «быстрые» интегралы, локализованные в окрестности
каких-либо точек, линий. Подобная структура возникает в ряде прикладных задач.
Независимо от их физической сущности решение можно представить как асим-
птотические разложения [4−7].

Рассмотрим реализацию асимптотического моделирования спектральной зада-
чи из теории оболочек [8, 9]. Пусть имеем класс оболочек, включающий в себя
цилиндрические и близкие к ним оболочки. Спектральные задачи этого класса
объектов описываются системой уравнений теории напряженных состояний с
большой изменяемостью [10, 11]:

4 2 4 20, 0,R Rw wε ∆ + ∆ Φ −λμ = ε ∆ Φ −∆ = (1)
где w – нормальный прогиб, Φ  – функция напряжения, ε  – малый параметр.

Операторы ∆  и R∆ , явный вид которых приведен в [10], содержат коэффици-
енты первой и второй квадратичных форм срединной поверхности оболочки.

Их можно выразить, дифференцируя векторное уравнение срединной поверх-
ности

0 0( , )r r f s n= +μ ϕ
G G G , (2)

в котором радиус-вектор 0r
G  определяется положением точки на цилиндрической

поверхности, орт внешней нормали которой образует правую тройку с ортами
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0 0
1 2,e e  координатных линий s, ϕ этой поверхности. Координата s отсчитывается
вдоль образующей, φ – вдоль направляющей. Функция ( , )f s ϕ описывает отклоне-
ние от цилиндрической поверхности, μ – малый параметр.

Дифференцируя (2) по s, ϕ с учетом деривационных формул Гаусса – Вейнгар-
тена [8], после преобразования получим коэффициенты первой квадратичной
формы

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2 2 2 0 0
2 2

1 , 1 2 ( ),

), ), ( ) / .
sA f A fk f f k

f f k f f k k A R
ϕ

ϕ ϕ

′ ′= + μ = + μ +μ +
′ ′+ + ϕ ≡ (3)

Коэффициенты второй квадратичной формы имеют более громоздкие выраже-
ния, из которых в дальнейшем используются один-два члена. Поэтому выпишем
их, удерживая лишь старшие члены разложений по параметру μ:

2 2
1 12

2 2 2

1/ ( ), 1/ ( ) ( ),

1/ ( ) ( ).
ss s

s

R f O R f f O

R k k f f f O
ϕ ϕ

ϕϕ

″ ″ ′= −μ + μ = μ − + μ
″ ′= −μ + + + μ (4)

В том случае, когда функция отклонений ( , )f s ϕ зависит только от s, коорди-
натные линии s, φ являются линиями кривизны и главные кривизны сравнительно
просто записываются без каких-либо отбрасываний:

2 2 3/ 2 2 2
1 21/ /(1 ( ) ) , 1/ ( ) /[(1 ( ) ) ].ss s s sR f f R k f f kf″ ′ ′ ′= μ +μ = −μ +μ μ (5)

С помощью формул (4) операторы ∆  и R∆ , приобретают следующий вид:
2 2 2 2

2 2 2

/ / ,

/ ( / 2 / ( ) / ) ( ).R ss s ss

w w s w

w k w s f w f w s f w s Oϕ ϕ

∆ = ∂ ∂ + ∂ ∂ϕ
″ ″ ′′′∆ = ∂ ∂ −μ ∂ ∂ϕ − ∂ ∂ϕ∂ − ∂ ∂ + μ (6)

Теперь, исключив функцию напряжения при помощи второго уравнения ис-
ходной системы (1), получим из первого уравнения этой системы после преобра-
зований последовательность уравнений для определения прогиба

0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 00, 0, 0,...H w H w H w H w H w H w= + = + + = (7)

Применительно к анализу уравнений тонкостенных упругих систем асимпто-
тические методы настолько эффективны, что очень хорошую аппроксимацию да-
ет уже нулевое приближение. В силу этих достоинств, не выписывая довольно
громоздких выражений операторов H1, H2 , …, приведем только H0:

2 4 2 4 2
0 0 0 0 0 0 0( / ) ( / )(( ) ) ( )IVH w k q w k q f w f w q f w″′′ ′′ ′′ ′′≡ + + + + −λ . (8)

Если поверхность (2) близка к круговому цилиндру, то в (8) кривизна k посто-
янна и можно положить 1k = , Число q вещественно и определяет изменяемость в
направлении φ. Дополнив уравнение 0 0 0H w =  граничными условиями, получим
задачу на собственные значения, решением которой будет набор значений пара-
метра 0λ . Таким образом, асимптотическое моделирование позволяет существенно
редуцировать исходную математическую модель (1), которая имеет 8-й порядок.
Нулевое приближение (8) асимптотической задачи описывается уравнением 4-го
порядка. Если отклонение от прямолинейной образующей имеет параболическую
форму, то вторая производная f ′′  является постоянной. В этом случае (8) являет-
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ся уравнением с постоянными коэффициентами, что позволяет получить сравни-
тельно удобные формулы для собственного значения 0λ .

Решение уравнения 0 0 0H w =  ищем в виде линейной комбинации
4

0
1

kb s
k

k
w a e

=
= ∑ , (9)

в которой корни характеристического уравнения 4 1/ 2 1/ 2
0( ( ) ) ,kb q f q′′= ± − ± λ −

1,..., 4k = , а константы ka находятся из условия равенства нулю определителя
системы линейных алгебраических уравнений, которая получается в результате
подчинения (9) граничным условиям. Так, при граничных условиях

0 0 0 0(0) (1) (0) (1) 0w w w w′ ′= = = =

получаем равенство
2 2( )sh( )sin( ) 2 (ch( )cos( ) 1) 0,F r rl l r rl l≡ ρ − ρ + ρ ρ − = (10)

в котором
1/ 24 1/ 2 1/ 2 4 1/ 2

0 0( ( ) ) , ( ( ) ) .r ql f q ql f q′′ ′′= − + λ − ρ = + λ − (11)

При параболической форме отклонения вторая производная constf ′′ =  и явля-
ется параметром задачи. Параметр q определяет изменяемость собственной функ-
ции в окружном направлении, l – длина оболочки.

Асимптотический генезис возникающих трансцендентных уравнений позволя-
ет и к этим уравнениям применить асимптотический анализ [12, 13], с помощью
которого можно обнаружить компоненты уравнения, такие, которые вносят глав-
ный вклад в формирование спектра. Опуская менее существенные компоненты,
получим более простые выражения и даже явные формулы для собственных зна-
чений.

Исследуем поведение корней. Левая часть уравнения (10) является суммой
двух слагаемых 1 2F F F= + . Нули функции 2 2

1 ( )sh( )sin( )F r rl l= ρ − ρ  совпадает с
нулями sin( )lρ . Нули функции 2 2 (ch( )cos( ) 1)F r rl l= ρ ρ −  совпадают с корнями
уравнения сh( )сos( ) 1 0.rl lρ − =  Это известное из теории колебаний частотное
уравнение балки, защемленной с обеих сторон [14].

Графическое решение уравнений 0F = , 1 0F = , 2 0F =  обнаруживает их бли-
зость в определенных диапазонах изменения параметра 0λ .

На рис. 1 изобразим графики функций F  (сплошная линия), 1F  (штрих-
пунктирная линия), 2F  (пунктирная линия). Из рисунка видно, что в области ма-
лых значений 0λ  слагаемые 1F , 2F  равноудалены от их суммы F . С увеличени-
ем значений 0λ  обнаруживается явная тенденция к сближению F , 2F , а 1F  су-
щественно отстает. Эта тенденция хорошо иллюстрируется рис. 2, где взяты
большие значения 0λ .

Для сравнения числовых значений зафиксируем значения числовых парамет-
ров 3,l = 2,q = 1f ′′ = −  и, применяя численный метод для определения значений
параметра 0λ , получим для первых десяти значений таблицу.
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Рис. 1. Графики в диапазоне λ  от 0 до 40 трёх функций F (сплошная линия), 1F  (штрих-

пунктирная линия), 2F  (пунктирная линия), фигурирующих в левой части трансцендентно-
го уравнения (10)
Fig. 1. Graphs ranging from λ  from 0 to 40 for three functions F (solid line), 1F  (chain-dotted

line), and 2F  (dashed line) appearing on the left side of the transcendent equation (10)
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Рис. 2. Графики в диапазоне λ  от 0 до 300 трёх функций F (сплошная линия), 1F  (штрих-

пунктирная линия), 2F  (пунктирная линия), фигурирующих в левой части трансцендентно-
го уравнения (10)
Fig. 2. Graphs ranging from λ  from 0 to 300 for three functions F (solid line), 1F  (chain-dotted

line), and 2F  (dashed line) appearing on the left side of the transcendent equation (10)
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В первой строке таблицы содержатся корни уравнения 1 0F = , во второй –
корни уравнения 0F = , в третьей – корни уравнения 2 0F = .

18.0402 21.7021 31.177 51.4256 89.2123 153.106 253.478 402.505 614.167 904.247
18.0476 22.4595 33.7547 57.3408 100.435 172.059 283.035 445.992 675.36 987.375
18.6142 23.3629 34.9957 58.9242 102.364 174.334 285.658 448.962 678.379 991.042

Из этих решений следует, что при больших значениях 0λ  их можно опреде-
лять, решая уравнение 2 0F =  или

ch( )cos( ) 1 0.rl lρ − = (12)
Корни этого уравнения близки к нулям функции cos( )lρ . Поэтому следует

решить уравнение
4 1/ 2 1/ 2

0cos( ( ( ) ) ) 0,ql f q′′ + λ − = (13)
из которого следует

4 1/ 2 1/ 2
0( ( ) ) / 2,ql f q′′ + λ − = π  или 4 2 2

0 [(( / 2 ) / ) ] .q n ql f ′′λ = + π + π − (14)
При малых значениях λ  их можно решать из условия равенства синуса и ко-

синуса аргумента 4 1/ 2 1/ 2
0( ( ) )ql f q′′ + λ −  или, что то же самое, равенства единице

тангенса этого аргумента. Поэтому надо решить уравнение
4 1/ 2 1/ 2

0tg( ( ( ) ) ) 1,ql f q′′ + λ − = (15)
из которого следует

4 1/ 2 1/ 2
0( ( ) ) / 4 ,ql f q n′′ + λ − = π + π  или 4 2 2

0 [(( / 4 ) / ) ] .q n ql f ′′λ = + π + π − (16)
Формулы (14) и (16) носят асимптотический характер и хорошо работают каж-

дая в своей асимптотике. Однако формально каждую из них можно применить на
всем спектре. Оказывается, что вычисления, произведенные по этим формулам,
снова дают результаты таблицы, что свидетельствует об одной и той же точности
формул (14), (16) и того численного метода, который используется в компьютер-
ной программе.

Таким образом, в результате проведенного асимптотического моделирования
получены приближенные формулы для собственных значений спектральной задачи.

Получены следующие результаты: из приведенного асимптотического моде-
лирования получена задача нулевого приближения, в результате решения которой
возникают трансцендентные уравнения. Асимптотическое моделирование рас-
смотренной спектральной задачи приводит к следующим утверждениям:

1) при асимптотике λ →∞  для спектрального параметра справедлива при-
ближенная формула

4 2 2
0 [(( / 2 ) / ) ]q n ql f ′′λ = + π + π − ;

2) при асимптотике 0λ → для спектрального параметра справедлива прибли-
женная формула

4 2 2
0 [(( / 4 ) / ) ] .q n ql f ′′λ = + π + π −

Приближенные аналитические формулы удобны для анализа спектра рассмот-
ренной задачи.
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ПРИБЛИЖЕННОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ
ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОИМПЕДАНСНОЙ ТОМОГРАФИИ

В НЕОДНОРОДНОМ КРУГЕ С УЧЕТОМ
СОПРОТИВЛЕНИЯ ЭЛЕКТРОДОВ1

Получено приближенное аналитическое решение распределения потенциала
в двумерном круге с радиально неоднородной проводимостью для гранич-
ных условий полной электродной модели, учитывающей контактное сопро-
тивление электродов при заданной силе тока. Решение получается за счет
разделения переменных и использования рядов Фурье, для коэффициентов
которых необходимо решать систему линейных уравнений. Полученное ре-
шение сравнивалось с приближенным аналитическим решением подобной
задачи для однородного диска и граничными условиями Неймана – Робина.
Получено хорошее согласование, качество которого улучшалось с увеличе-
нием количества учитываемых членов ряда.

Ключевые слова: уравнение эллиптического типа в круге, кусочно-посто-
янные коэффициенты, полная электродная модель с интегро-дифферен-
циальным краевым условием, ряды Фурье.

Электроимпедансная томография (ЭИТ) – методика, позволяющая реконст-
руировать внутреннее строение объектов живой природы, основываясь на изме-
рении напряжения (потенциала) электрического тока, проходящего через прикре-
пленные к поверхности объектов электроды [1]. Зная значения электрического по-
тенциала u на поверхности объекта и приняв эти значения за граничные условия,
определяют пространственное распределение электрического сопротивления (им-
педанса). Такой подход называется обратной задачей ЭИТ. Он позволяет реконст-
руировать внутреннюю структуру объекта по распределению электрической про-
водимости σ [2].

Наряду с обратной задачей ЭИТ часто рассматривается прямая задача элек-
троимпедансной томографии, которая может быть использована при решении об-
ратной. В этом случае задано распределение электрической проводимости внутри
биологического объекта σ, значения электрического потенциала или плотности
электрического тока на границе и требуется найти распределение электрического
потенциала внутри рассматриваемого объекта. При определенных допущениях
процесс распространения тока в объектах живой природы может описываться
уравнением эллиптического типа вида

div( grad( )) 0uσ⋅ = . (1)
На границе контакта области с воздушной средой используются условия изоляции
(отсутствия тока через эту часть границы), которые математически представляют-

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (соглашение
№ 075-02-2021-1392).
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ся с помощью простых условий Неймана ( grad( )j u= −σ
G

 – плотность электриче-
ского тока, nG  – внешняя нормаль):

0n
uj
n
∂

= −σ =
∂

. (2)

В процессе получения аналитических и приближенных аналитических решений
задача (1), (2) либо дополнялась граничными условиями на электродах, либо на
всей границе области задавались граничные условия первого или второго рода [3].

В работе [4] приведена классификация таких «электродных» моделей, в зави-
симости от выбора которых (и модели на контактах электрода с поверхностью
объекта) граничные условия формулировались тем или иным образом.

CM GM SEM CEM

Рис. 1. Модели контактов электродов: CM – электрод занимает всю границу,
GM – электроды конечных размеров с зазором, SEM – модель электрода с
шунтом, CEM – полная электродная модель. Рисунок взят из [4]
Fig. 1. Models of electrode contacts: CM, the electrode occupies the whole
boundary; GM, finite dimension electrodes with a gap; SEM, the shunt electrode
model; and CEM, the complete electrode model. The figure is taken from [4]

Выделялись следующие модели: Continuous Model, когда на всей границе из-
вестно гладкое распределение плотности электрического тока j; Point Electrode
Model, когда электроды имеют точечный размер, на электродах задается плот-
ность электрического тока, а в промежутках между ними исследуемое тело кон-
тактирует с воздухом; Gap Model – характеризуется известными условиями Ней-
мана на электродах конечных размеров; Shunt Electrode Model – корректно моде-
лирует геометрию электродов, но пренебрегает учетом сопротивления тонкого
контактного слоя между объектом и электродом; Complete Electrode Model – до-
бавляет учет контактного сопротивление zl для каждого электрода [4]:

, 1,...,l l
uu z U l NE
n
∂

+ σ = =
∂

, (3)

где NE – количество электродов. Ul – напряжение на электроде. Если напряжение
Ul неизвестно, а известна сила подаваемого на электрод тока Il, то добавляют сле-
дующее условие на электроде с поверхностью El:

l

l
E

u dl I
n
∂

σ =
∂∫ . (4)

В настоящее время при решении прямых и обратных задач ЭИТ чаще всего
используют численные методы [5, 6]. Для доказательства достоверности и на-
стройки параметров таких численных методов часто привлекаются аналитические
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или приближенные аналитические решения, полученные для двумерных канони-
ческих областей (прямоугольник, круг) [3, 7, 8].

В статье [7] для неоднородного диска с концентрической круглой вставкой с
отличной проводимостью и известным распределением плотности электрического
тока на границе диска получено за счет разделения переменных в полярных коор-
динатах аналитическое решение в виде рядов тригонометрических функций с ко-
эффициентами, зависящими от радиальной координаты.

В работе [3] представлен целый ряд аналитических и полуаналитических ре-
шений разнообразных двумерных постановок прямых задач ЭИТ в прямоуголь-
нике, круге, эллипсе. Рассматривались разные модели электродов (несколько то-
чечных электродов, несколько электродов конечной ширины, на которых стави-
лись граничные условия Дирихле, Неймана или Робина) и распределения прово-
димости внутри области (постоянная проводимость всей области, послойно по-
стоянная проводимость, радиально симметрическое распределение проводимости,
некоторые частные случаи двумерной зависимости проводимости, анизотропная
электрическая проводимость, вложенные круговые аномалии и т.д.).

В работе [8] предложен приближенный аналитический метод решения прямой
задачи ЭИТ в однородном круге с произвольным расположением неперекрываю-
щих друг друга электродов, в случае когда на электродах известно контактное со-
противление zl и напряжение электрического тока Ul, т.е. используется граничное
условие (3). Решение задачи ищется в полярных координатах разделением пере-
менных в виде тригонометрических рядов Фурье [3]. Неизвестные коэффициенты
Фурье в аналитическом решении получаются из решения системы линейных
уравнений бесконечного размера [8].

Целью данной работы является применение методики [8] для получения при-
ближенного аналитического решения для неоднородного круга с концентриче-
ской вставкой для полной электродной модели (3) – (4), когда на электродах учи-
тывается контактное сопротивление и известна сила подаваемого тока.

Постановка задачи

Математическая постановка прямой задачи ЭИТ может быть получена из ста-
ционарных уравнений Максвелла, закона Ома для проводников и необходимых
для получения однозначного решения граничных условий [9].

Прямая задача электроимпедансной томографии в двумерном случае (нахож-
дение электрического потенциала u(x,y) по известному распределению электро-
проводности σ(x,y) > 0 внутри области Ω  и силы электрического тока на электро-
дах формулируется следующим образом:

( , ) ( , ) 0, ( , )u ux y x y x y
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞σ + σ = ∈Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (5)

На границе, контактирующей с воздухом, задается производная, равная нулю

0, ( , ) l
u x y
n
∂

σ = ∉Γ
∂

; lΓ  – l-й электрод, l = 1,…,NE. (6)

На электродах (l = 1,…,NE – количество электродов) задаются граничные условия
полной электродной модели CEM:

, ( , ) ;l l l
uu z U x y
n
∂

+ σ = ∈Γ
∂

(7.1)
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l

l
u dl I
nΓ

∂
σ =
∂∫ . (7.2)

Здесь zl – контактное сопротивление электрода; Ul – напряжение на электроде; Il –
сила тока на электроде. В [10] доказано, что для того, чтобы постановка задачи (5)
– (7) имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы сумма токов

и сумма напряжений равнялись нулю: 
1

0
NE

l
l

I
=

=∑ , 
1

0
NE

l
l

U
=

=∑ .

0

ρ

σ2

σ1

R

I z2 2, 

I z1 1, I z3 3, 

I z4 4, 

Рис. 2. Область исследования с указанием положения разме-
щения электродов и изменения электрической проводимости σ
Fig. 2. Region under study with the shown position of electrode ar-
rangement and changes in electric conductivity σ

Предположим, что область исследования Ω – круг радиуса R (рис. 2). На гра-
нице круга r = R размещены NE электродов полуширины w, координаты центров
которых θl – известны. Также известно распределение электрической проводимо-
сти:

1

2

, 0 , 0 2 ,
( , ) ( , )

, , 0 2 .
r

x y r
r R

σ ≤ < ρ < θ ≤ π⎧σ = σ θ = ⎨σ ρ < ≤ < θ ≤ π⎩
Здесь σ1, σ2 – положительные постоянные.

На границе резкого изменения значений проводимости (r = ρ) используются
граничные условия четвертого рода: непрерывность изменения решения (элек-
трического потенциала) и плотности электрического тока. На внешней границе
области 2 известны значения контактного сопротивления zl и силы тока Il на элек-
тродах.
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С учетом этих условий окончательная математическая постановка задачи при-
мет вид

2

2 0, 0 , 0 2 ;u ur r r
r r
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + = ≤ < ρ ≤ θ ≤ π⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∂θ

2

2 0, , 0 2 ;v vr r r R
r r
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + = ρ < < ≤ θ ≤ π⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∂θ

1 2: , ;u vr u v
r r
∂ ∂

= ρ = −σ = −σ
∂ ∂

(8)

2: 0, [ , ], 1,..., ;l l
vr R w w l NE
r
∂

= −σ = θ∉ θ − θ + =
∂

2 2: , [ , ], , 1 2 ... .
l

l

w

l l l l l
w

v vr R v z U w w R d I l NE
r r

θ +

θ −

∂ ∂
= + σ = θ∈ θ − θ + σ θ = =

∂ ∂∫ ∩ ∩ ∩

Заметим, что в постановке (8) неизвестным является напряжение на электродах
Ul, которое легко может быть исключено, и последнее граничное условие в (8)
примет вид

2
1: ( , ) ,

2 2

[ , ], 1 2 ... .

l

l

w
l l

l
w

l l

z Ivr R v z v R d
r w wR

w w l NE

θ +

θ −

∂
= + σ − τ τ =

∂

θ∈ θ − θ + =

∫
∩ ∩ ∩ (9)

Получение решения с использованием рядов Фурье

Решение задачи (8), (9) будем искать в следующем виде [3, 7, 8]:

( )0
1

( , ) , , , 0 ;
n

n n n n
n

ru r u d f C S r
R

∞

=

⎛ ⎞ ′ ′θ = + θ ≤ ≤ ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

( )0
1

( , ) , , , .
n n

n n n n n
n

r rv r v a b f C S r R
R R

−∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ′θ = + + θ ρ ≤ ≤⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

Здесь ( , , ) cos( ) sin( )n n n n nf C S C n S n′ ′ ′ ′θ = θ + θ ; u0, v0, {an}, {bn}, {dn}, { nC′ },{ nS ′ } –
неизвестные пока постоянные величины, которые в дальнейшем будут найдены из
дополнительных условий (8), (9).

Сначала воспользуемся условиями сопряжения при r = ρ:

( ) ( )0 0
1 1

, , , , ;
n n n

n n n n n n n n n
n n

u d f C S v a b f C S
R R R

−∞ ∞

= =

⎡ ⎤ρ ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ θ = + + θ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

( ) ( )
1 1 1

1 2
1 1

, , , ,
n n n

n n n n n n n n n
n n

nd f C S n a b f C S
R R R

− − − −∞ ∞

= =

⎡ ⎤ρ ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′−σ θ = −σ − θ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ .

Для выполнения этих условий потребуем

0 0u v= ;
n n n

n n nd a b
R R R

−ρ ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;
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1 2

n n n

n n nd a b
R R R

−⎡ ⎤ρ ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ = σ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

.

Из второго и третьего равенства получим

1

2
0.5 1n na d

σ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟σ⎝ ⎠

, 
2

1

2
0.5 1

n

n nb d
R

σ⎛ ⎞ ρ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.

Если ввести обозначения n n nC d C′=  и n n nS d S ′= , то решение задачи (8) с учетом
условий сопряжения будет выглядеть следующим образом:

[ ]0
1

( , ) cos( ) sin( ) , 0 ;
n

n n
n

ru r u C n S n r
R

∞

=

⎛ ⎞θ = + θ + θ ≤ ≤ ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

[ ]
2

1 1
0

2 21

1( , ) 1 1 cos( ) sin( ) ,
2

.

n n n

n n
n

r rv r u C n S n
R R R

r R

−∞

=

⎡ ⎤σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ = + + + − θ + θ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
ρ ≤ ≤

∑

Для нахождения оставшихся неизвестных коэффициентов u0, {Cn}, {Sn} восполь-
зуемся граничными условиями при r = R и методикой, представленной в [8]. Пе-
репишем граничные условия при r = R в (8), (9) в виде

2

1 ( , )( , ) ,
2 2

[ , ], 1 2 ... ,
0, [ , ], 1, 2,..., .

l

l

w
l

l lw

r R l l

l l

I v Rv R d
v wR wz z
r w w l NE

w w l NE

θ +

θ −

=

⎧ θ
+ τ τ −⎪

∂ ⎪σ = ⎨
∂ θ∈ θ − θ + = ∩ ∩ ∩⎪

⎪ θ∉ θ − θ + =⎩

∫
(10)

Подставив вместо

[ ]0
1

( , ) ( ) cos( ) sin( ) ,
n n

n n
n

r rv r u A B n C n S n r R
R R

−∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ = + + θ + θ ρ ≤ ≤⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

и произведя необходимое дифференцирование и интегрирование, получим

( )

( )

( )

2

1

0
1

0
1

( ) ( , , )

( ) sin( )1 ( , , )
2

1         ( ) ( , , ) ,

[ , ], 1 2 ... ,
0, [ , ], 1, 2,..., .
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l n

n n n
l n

l l

l l

n A B n f C S
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A B n nwI
wu f C S

wR wz n

u A B n f C S
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w w l NE
w w l NE

∞

=
∞

=
∞

=

σ
− θ =
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+ + θ −⎨ ⎬⎪

⎩ ⎭⎪
⎪ ⎧ ⎫= − + + θ⎨ ⎨ ⎬
⎪ ⎩ ⎭
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∑
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(11)

Здесь 1

2

1 1
2

A
σ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟σ⎝ ⎠
; 

2
1

2

1( ) 1
2

k
B k

R
σ⎛ ⎞ ρ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

Для нахождения первых N коэффициентов Cn, Sn (n = 1,…,N) можно, как и в
работе [8], умножая (11) на cos(kθ) (k = 1,…,N) или sin(kθ) (k = 1,…,N) и интегри-
руя обе части равенства от 0 до 2π, получить 2N линейных уравнений:
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[ ] [ ] ( )
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Здесь [8]
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Для рассматриваемых в работе значений параметров матрица этой системы ли-
нейных уравнений имеет строгое диагональное преобладание. Ее определитель
отличен от нуля, что подтверждается расчетами используемого для решения сис-
темы (12), (13) математического пакета MathCad, который хорошо себя зареко-
мендовал в том числе и для решения плохообусловленных систем линейных
уравнений (В нашем случае число обусловленности матрицы системы при N = 700
около 103).

После решения этой системы линейных уравнений значение коэффициента u0

находится из условия 
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0
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l
l
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=
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1 1
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∑ ∑
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Результаты расчетов

Проверка полученного приближенного решения прямой задачи электроимпе-
дансной томографии в однородном по проводимости круге с граничными усло-
виями на электродах с учетом контактного сопротивления проводилась для усло-
вий, взятых из работы [8]: σ1 = σ2 = 0.2, R = 1, NE = 4, w = 0.25, z1 = 1.0, z2 = 0.1,
z3 = 0.01, z4 = 0.1. Для сравнения результатов расчетов прямых задач ЭИТ с раз-
ным способом задания граничных условий на электродах для (8) (в [8] известны
значения U1 = 7, U2 = -3, U3 = -7, U4 = 3; в данной работе требуется задание значе-
ний I1, I2, I3, I4) выполнялась следующая вычислительная процедура в среде про-
граммирования MathCad. Сначала для выбранного N решалась задача с заданны-
ми значениями {Ul}, потом из ее решения аналитическим интегрированием опре-
делялись значения силы тока на электродах {Il} из формулы

2 , 1, 2,..., .
l

l

w

l
w

vI R d l NE
r

θ +

θ −

∂
= σ θ =

∂∫

И, наконец, эти значения {Il} использовались в качестве известных величин в по-
становке (8) с граничным условием (9). Значения {Ul} считались неизвестными и
вычислялись из

( ) ( )
0calc

1

( ) sin( )1 ( cos( ) sin( ) ,
2

1,2,..., .

N
l l

l n l n l
n

A B n nwz I
U wu C n S n

wR w n
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=

+⎧ ⎫
= + + θ + θ⎨ ⎬

⎩ ⎭
=

∑
(15)

Полученные решения для электрического потенциала и плотности электрического
тока сравнивались с аналогичными величинами, полученными в [8], на границе
области при r = R для различных учтенных членов ряда Фурье N (рис. 3).

В таблице приведены рассчитанные из полученного решения с помощью (15)
значения напряжения на электродах и диапазон изменения разности между рас-
считанными значениями электрического потенциала и плотности электрического
тока на границе круга.
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Рис. 3. Распределение приближенного аналитического решения на границе круга при
N = 700. Слева – электрический потенциал v(R,θ), справа – плотность электрического тока
(2). Значки – решение из [8]
Fig. 3. Distribution of the approximate analytical solution at the circle boundary at N = 700. On
the left, the electric potential v(R, θ); on the right, the electric current density (2). The signs are
the solution from [8]
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Рассчитанные значения напряжения {Ul} по формуле (15) и диапазон изменения
разности решения [8] и полученного решения и их производных

N = 700 N = 1400 N = 2100
(U1)calc 6,956 6.979 6.985
(U2)calc –3.001 –3.001 –3.001
(U3)calc –6.921 –6.960 –6.973
(U4)calc 2.966 2.983 2.988

v(R,θ) – vD(R,θ) ∈ [–0.04;0.08] ∈  [–0.02;0.04] ∈  [–0.01;0.03]
jn(θ) – jnD(θ) ∈ [–0.05;0.21] ∈ [–0.02;0.09] ∈ [–0.01;0.07]

Из таблицы видно, что при увеличении количества членов ряда N разница ме-
жду вычисленными и задаваемыми значениями напряжения становится меньше.
Также меньше становится диапазон расхождения значений потенциала и его про-
изводной, полученных при различных способах реализации полной электродной
модели, учитывающей контактное сопротивление электродов. Здесь v(R,θ) и jn(θ)
– рассчитанные по предлагаемому методу величины в случае, когда известна сила
тока I на электродах; vD(R,θ) и jnD(θ) – полученные при приближенном аналити-
ческом решении задачи Неймана – Робина (известны значения напряжения U на
электродах) для уравнения Лапласа [8].

Заключение

Получено аналитическое решение для уравнения эллиптического типа с ку-
сочно-постоянными коэффициентами в круге, на границе которого задаются ус-
ловия Неймана и условия третьего рода с интегралом от искомого решения. Такая
математическая постановка используется для прямой двумерной задачи электро-
импедансной томографии в круге, проводимость которого является кусочно-
постоянной функцией от радиальной координаты. На границе круга в местах кре-
пления электродов рассматриваются интегро-дифференциальные граничные ус-
ловия нового типа, с помощью которых учитывается контактное сопротивление
электродов при заданной силе тока на них. Решение получено с использованием
разделения переменных и тригонометрических рядов. Оно может использоваться
для настройки и апробации разрабатываемых вычислительных технологий для
решения прямых и обратных задач подобного типа.
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An approximate analytical solution is obtained for the electrical potential distribution in a
two-dimensional circle with radially inhomogeneous conductivity σ for the boundary conditions
of the complete electrode model with allowance for the contact resistance of the electrodes zl:
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An approximate solution is obtained by separating variables and using Fourier series for the
coefficients of which it is necessary to solve a system of linear equations [8]. The obtained
solution is compared with an approximate analytical solution of a similar problem for a
homogeneous disk and Neumann–Robin boundary conditions [8]. A good agreement has been
obtained. Its quality is improved with an increase in the number of considered terms of the series.
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МАТРИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЭНДОМОРФИЗМОВ
ПРИМАРНЫХ ГРУПП МАЛЫХ РАНГОВ1

Для колец эндоморфизмов конечных примарных абелевых групп ранга 2 и 3
построены изоморфные им кольца обобщённых матриц. В каждом из этих
матричных колец найдены необходимые и достаточные условия обратимо-
сти матриц, а также формулы для построения обратной матрицы.

Ключевые слова: примарная группа, кольцо эндоморфизмов, кольцо обоб-
щённых матриц, обратная матрица.

Кольца обобщённых, или формальных, матриц берут начало в исследованиях
Мориты (см. [1]). За последние десятилетия появилось много работ, посвящённых
кольцам обобщённых матриц, а также модулям над ними; в первую очередь выде-
лим монографию Крылова и Туганбаева [2]. Модули над кольцами обобщённых
матриц порядка 2 и 3 рассматривались, в частности, в работах [3, 4]. В некоторых
кольцах обобщённых матриц удаётся ввести понятие определителя матрицы (под-
робнее см. [5, 6]).

Кольца обобщённых матриц часто возникают при изучении колец эндомор-
физмов прямых сумм абелевых групп и модулей. В данной статье представлены
исследования колец эндоморфизмов конечных примарных групп ранга 2 и 3 и со-
ответствующих им колец обобщённых матриц. Для таких матриц найдены крите-
рии обратимости и формулы, позволяющие построить обратную матрицу.

Представление эндоморфизмов конечных p-групп ранга 2

Все группы, встречающиеся в статье, являются абелевыми. Через Z обознача-
ется кольцо (и группа) целых чисел; ■ – символ конца доказательства либо его от-
сутствия.

Пусть p – простое число. Известно, что если m ≥ n > 0, то:
1) элементы группы Hom(Z/pmZ, Z/pnZ) находятся во взаимно однозначном со-

ответствии с элементами группы Z/pnZ (элемент a + pnZ сопоставляется гомомор-
физму ψ ∈ Hom(Z/pmZ, Z/pnZ), такому, что ψ(z + pmZ) = az + pnZ при всех z ∈ Z);

2) элементы группы Hom(Z/pnZ, Z/pmZ) находятся во взаимно однозначном со-
ответствии с элементами группы Z/pnZ (элемент b + pnZ сопоставляется гомомор-
физму ψ ∈ Hom(Z/pnZ, Z/pmZ), такому, что ψ(z + pnZ) = pm–nbz + pmZ при всех z).

Заметим, что в каждом из двух случаев указанная биекция представляет собой
групповой изоморфизм.

Всякая конечная p-группа H ранга 2 может быть отождествлена с подходящей
группой вида (Z/pmZ) ⊕ (Z/pnZ), где m ≥ n > 0; её элементы будем записывать как

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (со-
глашение № 075-02-2021-1392).
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вектор-столбцы. Из сказанного выше следует, что эндоморфизмы группы H нахо-
дятся во взаимно однозначном соответствии с элементами множества

2
/ /
/ /

m n

n n
p pR
p p

⎛ ⎞
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⎝ ⎠

Z Z Z Z
Z Z Z Z

,

состоящего из обобщённых матриц вида
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n n
a p b pA
c p d p
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где a, b, c, d ∈ Z. При этом эндоморфизму ϕ группы H сопоставляется та единст-
венная матрица вида (1), для которой при любых z1, z2 ∈ Z выполнено
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Ясно, что указанное соответствие:
- является групповым изоморфизмом;
- сопоставляет тождественному эндоморфизму группы H матрицу
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Пусть эндоморфизму ϕ' группы H соответствует матрица
m n
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Тогда для любых целых чисел z1 и z2 выполнено
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Введём на R2 операцию умножения, считая, что для матриц (1) и (3) выполнено
m n m n
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Из наших рассуждений следует, что эта операция задана корректно и что верна
Теорема 1. Множество обобщённых матриц R2 с поэлементным сложением и

операцией умножения, задаваемой равенством (4), образует кольцо, изоморфное
кольцу эндоморфизмов End H группы H. Единичным элементом кольца R2 служит
матрица (2). ■

Кольцо R2 для случая m > n рассматривалось также в [2, 5, 6].
Определителем матрицы A ∈ R2 вида (1) назовём элемент |A| = ad – pm–nbc + pnZ

кольца Z/pnZ.
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Если для матриц (1) и (3) выполнено A = A', то в силу неравенства m ≥ n будут
справедливы следующие сравнения по модулю pn:

a ≡ a', b ≡ b', c ≡ c', d ≡ d', ad – pm–nbc ≡ a'd' – pm–nb'c'.
Значит, понятие определителя введено корректно. Ясно также, что |E| = 1 + pnZ.

Предложение 2. Для любых A, A' ∈ R2 выполнено |AA' | = |A| ⋅ |A' |.
Доказательство. Действительно, для матрицы (4) имеем

|AA' | = (aa' + pm–nbc' )( pm–ncb' + dd' ) – pm–n(ab' + bd' )(ca' + dc' ) + pnZ =
= aa'dd' + pm–naa'cb' + pm–nbc'dd' + p2(m–n)bc'cb' –

– pm–nab'ca' – pm–nab'dc' – pm–nbd'ca' – pm–nbd'dc' + pnZ =
= aa'dd' – pm–n(ab'dc' + bd'ca' ) + p2(m–n)bc'cb' + pnZ =

= (ad – pm–nbc)(a'd' – pm–nb'c' ) + pnZ = |A| ⋅ |A' |,
что и требовалось. ■

Если m = n, то R2 – это кольцо матриц, элементы которых принадлежат одному
и тому же кольцу вычетов Z/pnZ. В этом случае операция умножения и определи-
тель в кольце R2 совпадают с обычными; поэтому вопрос об обратимости матриц
решается стандартным образом в соответствии со следующей теоремой (через Kl в
ней обозначено кольцо (l × l)-матриц над коммутативным кольцом K, содержащим
единицу):

Теорема 3 [7]. Матрица A = (aij) ∈ Kl обратима в Kl тогда и только тогда, когда
её определитель det A обратим в кольце K. Если это условие выполнено, то обрат-
ная к A матрица имеет вид A–1 = (det A)–1 ⋅ A*, где
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(через Aij обозначено алгебраическое дополнение элемента aij матрицы A). ■
Таким образом, нам остаётся рассмотреть случай m > n.
Теорема 4. Пусть m > n > 0. Для матрицы A ∈ R2 вида (1) равносильны сле-

дующие условия:
1) Числа a и d не делятся на p.
2) Элемент |A| обратим в кольце Z/pnZ.
3) Матрица A обратима слева в кольце R2.
4) Матрица A обратима справа в кольце R2.
5) Матрица A обратима в кольце R2.

Если эти условия выполнены, то матрица A–1 находится по формуле

(1 )m n m n

n n
W p bcF p bF p

cF p aF p

−⎛ ⎞+ + − +
⎜ ⎟

− + +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

, (5)

где F + pnZ = |A|–1 ∈ Z/pnZ и W + pmZ = (a + pmZ)–1 ∈ Z/pmZ.
Доказательство. Импликация 5) ⇒ 3) очевидна. Поскольку m > n, мы можем

записать следующие эквивалентности:
|A| – обратимый элемент в Z/pnZ ⇔ НОД(ad – pm–nbc, p) = 1 ⇔

⇔ НОД(ad, p) = 1 ⇔ НОД(a, p) = НОД(d, p) = 1.
Таким образом, условия 1) и 2) равносильны.
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3) ⇒ 2) и 4) ⇒ 2). Если B ∈ R2 – левая обратная или правая обратная матрица
для A, то по предложению 2 имеем |A| ⋅ |B| = |E| = 1 + pnZ. Таким образом, смежный
класс |B| ∈ Z/pnZ является обратным элементом для смежного класса |A|.

2) ⇒ 4). Пусть |A| – обратимый элемент в Z/pnZ. Так как справедлива имплика-
ция 2) ⇒ 1), то число a не делится на p и, следовательно, элемент a + pmZ обратим
в кольце Z/pmZ, т.е. существует элемент W + pmZ = (a + pmZ)–1. Поскольку m > n, то
aW + pnZ = 1 + pnZ. Убедимся, что матрица B, задаваемая формулой (5), является
правой обратной для матрицы A. Для элементов xij матрицы X = AB имеем

x11 = aW(1 + pm–nbcF ) – pm–nbcF + pmZ = aW + pmZ = 1 + pmZ;
x12 = –abF + abF + pnZ = 0 + pnZ;

x22 = –pm–nbcF + adF + pnZ = (F + pnZ)(ad – pm–nbc + pnZ) = 1 + pnZ;
x21 = cW(1 + pm–nbcF ) – cdF + pnZ = cW(1 + pm–nbcF ) – cWadF + pnZ =

= cW(1 + pm–nbcF – adF ) + pnZ = cW [(1 + pnZ) – x22] = 0 + pnZ.
Таким образом, AB = E, что и требовалось.

4) ⇒ 5). Пусть B ∈ R2 и AB = E. Так как справедлива импликация 3) ⇒ 2), то
смежный класс |B| является обратимым элементом кольца Z/pnZ. Пользуясь спра-
ведливостью импликации 2) ⇒ 4), мы можем найти матрицу B' ∈ R2, такую, что
BB' = E. Тогда A = AE = A(BB') = (AB)B' = EB' = B'. Таким образом, BA = E, т.е. B –
матрица, обратная к A. ■

В частности, мы получили, что обратимость матрицы A ∈ R2 эквивалентна об-
ратимости элемента |A| ∈ Z/pnZ как в случае m = n, так и в случае m > n (что со-
гласуется с результатами из [6]).

Замечание. Обратная матрица определена однозначно (если она существует).
Отсюда, в частности, сразу следует, что задаваемая формулой (5) матрица не за-
висит от выбора конкретных чисел a, b, c, d ∈ Z, удовлетворяющих равенству (1).

Представление эндоморфизмов конечных p-групп ранга 3

Перейдём к рассмотрению конечных p-групп ранга 3. Каждую такую группу H
можно отождествить с группой вида (Z/pmZ) ⊕ (Z/pnZ) ⊕ (Z/pkZ), где m ≥ n ≥ k > 0.
Эндоморфизмы группы H находятся во взаимно однозначном соответствии с эле-
ментами множества

3

/ / /
/ / /
/ / /

m n k

n n k

k k k

p p p
R p p p

p p p

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z Z Z

,

состоящего из обобщённых матриц вида

1 2 3

1 2 3

1 2 3

m n k

n n k

k k k

a p a p a p
A b p b p b p

c p c p c p

⎛ ⎞+ + +
⎜ ⎟

= + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

Z Z Z
Z Z Z
Z Z Z

, (6)

где aj, bj, cj ∈ Z. Эндоморфизму ϕ группы H сопоставляется та единственная мат-
рица вида (6), для которой при любых z1, z2, z3 ∈ Z выполнено

1 1 1 2 2 3 3

2 1 1 2 2 3 3

3 1 1 2 2 3 3

m m n m k m

n n k n

k k

z p a z p a z p a z p
z p b z b z p b z p
z p c z c z c z p

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

ϕ + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Z Z
Z Z
Z Z

.
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Указанное соответствие является групповым изоморфизмом; ясно также, что оно
сопоставляет тождественному эндоморфизму группы H матрицу

1 0 0
0 1 0
0 0 1

m n k

n n k

k k k

p p p
E p p p

p p p

⎛ ⎞+ + +
⎜ ⎟

= + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

Z Z Z
Z Z Z
Z Z Z

. (7)

Пусть в дополнение к ϕ имеется эндоморфизм ϕ' ∈ End H, которому соответ-
ствует матрица

1 2 3

1 2 3

1 2 3

m n k

n n k

k k k

a p a p a p
A b p b p b p

c p c p c p

⎛ ⎞′ ′ ′+ + +
⎜ ⎟

′ ′ ′ ′= + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′ ′+ + +⎝ ⎠

Z Z Z
Z Z Z
Z Z Z

. (8)

Непосредственные вычисления выражения

1 1 1 2 2 3 3

2 1 1 2 2 3 3

3 1 1 2 2 3 3

( )

m m n m k m

n n k n

k k

z p a z p a z p a z p
z p b z b z p b z p
z p c z c z c z p

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′+ + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

′ ′ ′ ′ϕϕ + = ϕ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Z Z
Z Z
Z Z

,

где z1, z2, z3 ∈ Z, показывают, что эндоморфизму ϕϕ' соответствует матрица

1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2 1 3 2 3 3 3

1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2 1 3 2 3 3 3

1 1 2 1 3 1 1 2 2

a a sa b sta c a a a b ta c a a a b a c

b a b b tb c sb a b b tb c sb a b b b c

c a c b c c sc a c b

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +

′ ′ ′ ′ ′+ + +

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG

JJJJJJJJJJJJJJJJJJG JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJG

2 3 2 1 3 2 3 3 3c c stc a tc b c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎜ + + + ⎟
⎝ ⎠

. (9)

Здесь смежные классы z + pmZ, z + pnZ и z + pkZ обозначены через z , z
G

 и z  соот-
ветственно, а через s и t для краткости обозначены множители pm–n и pn–k.

Введём на R3 операцию умножения, считая, что произведение AA' матриц, за-
данных равенствами (6) и (8), равно матрице (9). Наши рассуждения показывают,
что эта операция задана корректно и что имеет место

Теорема 5. Множество обобщённых матриц R3 с поэлементным сложением и
указанной выше операцией умножения представляет собой кольцо, изоморфное
кольцу End H. Единичным элементом кольца R3 служит матрица (7). ■

Пусть матрица A ∈ R3 имеет вид (6). Элемент
a1b2c3 – pn–ka1b3c2 – pm–na2b1c3 + pm–k(a3b1c2

 + a2b3c1
 – a3b2c1) + pkZ

кольца Z/pkZ будем называть определителем матрицы A и обозначать через |A|.
Как и в случае кольца R2, из условия m ≥ n ≥ k нетрудно вывести, что понятие оп-
ределителя введено корректно. Заметим также, что |E| = 1 + pkZ.

Предложение 6. Для любых A, A' ∈ R3 выполнено |AA' | = |A| ⋅ |A' |.
Доказательство. Пусть матрицы A и A' заданы равенствами (6) и (8). Легко

видеть, что для целочисленных матриц

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a sa sta
J b b tb

c c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a sa sta
J b b tb

c c c

′ ′ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟′ ′ ′ ′=
⎜ ⎟′ ′ ′⎝ ⎠

справедливы равенства |A| = det J + pkZ и |A' | = det J' + pkZ, где через det обозначен
обычный определитель. Далее, сравнивая матрицу
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1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2 1 3 2 3 3 3

1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2 1 3 2 3 3 3

1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2 1 3 2 3 3 3

( ) ( )

( )

a a sa b sta c s a a a b ta c st a a a b a c

b a b b tb c sb a b b tb c t sb a b b b c

c a c b c c sc a c b c c stc a tc b c c

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +⎛ ⎞
⎜ ⎟

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +⎝ ⎠

(которая, как нетрудно проверить, совпадает с обычным произведением JJ' мат-
риц J и J' ) с матрицей (9), видим, что |AA' | = det(JJ' ) + pkZ. Для завершения дока-
зательства остаётся заметить, что det(JJ' ) = det J ⋅ det J'. ■

Следующий результат доказывается точно так же, как и справедливость им-
пликаций 3) ⇒ 2) и 4) ⇒ 2) в теореме 4:

Лемма 7. Если матрица A обратима слева или справа в кольце R3, то смежный
класс |A| является обратимым элементом кольца Z/pkZ. ■

Критерии обратимости и формулы для обратных матриц в R3 будем выводить
поэтапно.

Лемма 8. Если определитель матрицы A ∈ R3 вида (6) обратим в кольце Z/pkZ
и матрица B ∈ R3 имеет вид

2 3 3 2

3 1 1 3

1 2 2 1

* * ( )
* * ( )
* * ( )

k

m n k

m n k

F a b a b p
F p a b a b p
F a b p a b p

−

−

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

Z
Z
Z

, (10)

где F + pkZ = |A|–1 ∈ Z/pkZ, то третьи столбцы матриц AB и E совпадают.
Доказательство. Для элементов xi3 третьего столбца матрицы X = AB имеем

x13 = a1F(a2b3
 – a3b2) + a2F( pm–na3b1

 – a1b3) +
+ a3F(a1b2

 – pm–na2b1) + pkZ = F(a1a2b3
 – a1b2a3

 +
+ pm–nb1a2a3

 – a1a2b3
 + a1b2a3

 – pm–nb1a2a3) + pkZ = 0 + pkZ;
x23 = pm–nb1F(a2b3

 – a3b2) + b2F( pm–na3b1
 – a1b3) +

+ b3F(a1b2
 – pm–na2b1) + pkZ = F( pm–nb1a2b3

 – pm–nb1b2a3
 +

+ pm–nb1b2a3
 – a1b2b3

 + a1b2b3
 – pm–nb1a2b3) + pkZ = 0 + pkZ;

x33 = pm–kc1F(a2b3
 – a3b2) + pn–kc2F( pm–na3b1

 – a1b3) +
+ c3F(a1b2

 – pm–na2b1) + pkZ = F [a1b2c3
 – pn–ka1b3c2

 – pm–na2b1c3
 +

+ pm–k(a2b3c1
 – a3b2c1

 + a3b1c2)] + pkZ = (F + pkZ) ⋅ |A| = 1 + pkZ,
что и требовалось. ■

Лемма 9. Если определитель матрицы A ∈ R3 вида (6) обратим в кольце Z/pkZ,
разность a1b2

 – pm–na2b1 не делится на p и матрица B ∈ R3 имеет вид

2 3 2 2 3 3 2

1 3 1 3 1 1 3

2 1 1 2 1 2 2 1

* ( )

* ( )

* ( ) ( )

n k n k

m k n m n k

m n k m n k

a Q p a c F p F a b a b p

a Q p a c F p F p a b a b p

F p a c a c p F a b p a b p

−

− −

− −

⎛ ⎞− + + − +
⎜ ⎟

− + − +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

Z Z

Z Z

Z Z

, (11)

где целые числа F и Q задаются условиями
F + pkZ = |A|–1 ∈ Z/pkZ, G + pnZ = (a1b2

 – pm–na2b1
 + pnZ)–1 ∈ Z/pnZ,

M = a1b3c2
 + pm–n(a3b2c1

 – a3b1c2
 – a2b3c1), Q = G(1 + pn–kFM),

то у матриц AB и E совпадают второй и третий столбцы.
Доказательство. Заметим, что |A| = a1b2c3

 – pm–na2b1c3
 – pn–kM + pkZ. Поскольку

n ≥ k, то справедливо равенство G(a1b2
 – pm–na2b1) + pkZ = 1 + pkZ. Для элементов xi2

второго столбца матрицы X = AB имеем
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x12 = a1(–a2Q + pn–ka3c2F ) + a2(a1Q – pm–ka3c1F ) +
+ pn–ka3F( pm–na2c1

 – a1c2) + pnZ = pn–ka1c2a3F – pm–kc1a2a3F +
+ pn–kF( pm–nc1a2a3

 – a1c2a3) + pnZ = 0 + pnZ;
x22 = pm–nb1(–a2Q + pn–ka3c2F ) + b2(a1Q – pm–ka3c1F ) +

+ pn–kb3F( pm–na2c1
 – a1c2) + pnZ = –pm–na2b1G(1 + pn–kFM) +

+ pm–ka3b1c2F + a1b2G(1 + pn–kFM) – pm–ka3b2c1F +
+ pn–kF( pm–na2b3c1

 – a1b3c2) + pnZ = G(a1b2
 – pm–na2b1)(1 + pn–kFM) +

+ pn–kF( pm–na3b1c2
 – pm–na3b2c1

 + pm–na2b3c1
 – a1b3c2) + pnZ =

= 1 + pn–kFM – pn–kFM + pnZ = 1 + pnZ;
x32 = pm–nc1(–a2Q + pn–ka3c2F ) + c2(a1Q – pm–ka3c1F ) +

+ c3F( pm–na2c1
 – a1c2) + pkZ = – pm–na2c1G(1 + pn–kFM) + pm–kc1c2a3F +

+ a1c2G(1 + pn–kFM) – pm–kc1c2a3F + c3F( pm–na2c1
 – a1c2) + pkZ =

= (a1c2
 – pm–na2c1)G(1 + pn–kFM) + c3F( pm–na2c1

 – a1c2) + pkZ =
= (a1c2

 – pm–na2c1)[G(1 + pn–kFM) – c3F ] + pkZ =
= (a1c2

 – pm–na2c1)G[1 + pn–kFM – (a1b2
 – pm–na2b1)c3F ] + pkZ =

= (a1c2
 – pm–na2c1)G[1 + F( pn–kM – a1b2c3

 + pm–na2b1c3)] + pkZ =
= (a1c2

 – pm–na2c1)G[(1 + pkZ) – (F + pkZ) ⋅ |A|] = 0 + pkZ.
Ввиду леммы 8 отсюда следует требуемое утверждение. ■

Следствие 10. Пусть m = n ≥ k > 0. Если определитель матрицы A ∈ R3 вида (6)
обратим в Z/pkZ, разность a1b2

 – a2b1 не делится на p и матрица B ∈ R3 имеет вид

2 3 2 2 3 3 2

1 3 1 3 1 1 3

2 1 1 2 1 2 2 1

* ( )
* ( )
* ( ) ( )

n k n k

n k n k

k k
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⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

Z Z
, (12)

где целые числа F и Q задаются условиями
F + pkZ = |A|–1 ∈ Z/pkZ, G + pnZ = (a1b2

 – a2b1
 + pnZ)–1 ∈ Z/pnZ,

M = a1b3c2
 + a3b2c1

 – a3b1c2
 – a2b3c1, Q = G(1 + pn–kFM),

то у матриц AB и E совпадают второй и третий столбцы.
Доказательство. Требуемое утверждение следует из леммы 9 ввиду того фак-

та, что при m = n второй и третий столбцы матрицы (12) совпадают со вторым и
третьим столбцами матрицы (11). ■

Теорема 11. Пусть m = n > k > 0. Для матрицы A ∈ R3 вида (6) равносильны
следующие условия:

1) Числа a1b2
 – a2b1 и c3 не делятся на p.

2) Элемент |A| обратим в кольце Z/pkZ.
3) Матрица A обратима слева в кольце R3.
4) Матрица A обратима справа в кольце R3.
5) Матрица A обратима в кольце R3.

Если эти условия выполнены, то матрица A–1 имеет вид

2 3 2

1 3 1

1 2 2 1

* *
* *

( ) * *

n k n

n k n

k

b Q p b c F p
b Q p b c F p
F b c b c p

−

−

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟
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⎜ ⎟− +⎝ ⎠

Z
Z

Z
, (13)
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где второй и третий столбцы берутся из матрицы (12), а целые числа F и Q зада-
ются условиями

F + pkZ = |A|–1 ∈ Z/pkZ, G + pnZ = (a1b2
 – a2b1

 + pnZ)–1 ∈ Z/pnZ,
M = a1b3c2

 + a3b2c1
 – a3b1c2

 – a2b3c1, Q = G(1 + pn–kFM).
Доказательство. Импликация 5) ⇒ 3) очевидна; импликация 3) ⇒ 2) верна в

силу леммы 7.
Далее, так как m = n, то справедливо равенство

|A| = a1b2c3 – a2b1c3 + pn–k(a3b1c2
 + a2b3c1

 – a3b2c1
 – a1b3c2) + pkZ.

Поскольку n > k, мы можем записать следующие эквивалентности:
|A| – обратимый элемент в Z/pkZ ⇔ НОД(a1b2c3

 – a2b1c3, p) = 1 ⇔
⇔ НОД(a1b2

 – a2b1, p) = НОД(c3, p) = 1.
Таким образом, условия 1) и 2) равносильны.

2) ⇒ 4). Пусть |A| – обратимый элемент в Z/pkZ. Так как справедлива имплика-
ция 2) ⇒ 1), то смежный класс a1b2

 – a2b1
 + pnZ обратим в Z/pnZ, т.е. существует

элемент G + pnZ = (a1b2
 – a2b1

 + pnZ)–1. Покажем, что матрица B, задаваемая форму-
лами (13) и (12), является правой обратной для матрицы A.

Ввиду следствия 10 последние два столбца матрицы AB будут такими же, как и
у матрицы E. Кроме того, из следствия 10 вытекает, что второй столбец матрицы

2 1 3 1 3 1

2 1 3 2 3 2

2 1 3 1 2 2 1

* *
* *
* ( ) *

n n k n k n

n n k n k n

k k k k

b p b p b p b Q p b c F p
a p a p a p b Q p b c F p
c p c p c p F b c b c p

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

+ + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + − +⎝ ⎠⎝ ⎠

Z Z Z Z
Z Z Z Z
Z Z Z Z

совпадает со вторым столбцом матрицы E. Так как при m = n множитель s в фор-
муле (9) равен 1, отсюда можно сделать вывод, что первый столбец матрицы AB
совпадает с первым столбцом матрицы E. Таким образом, AB = E.

Наконец, импликация 4) ⇒ 5) устанавливается так же, как в теореме 4. ■
Теорема 12. Пусть m > n > k > 0. Для матрицы A ∈ R3 вида (6) равносильны

следующие условия:
1) Числа a1, b2 и c3 не делятся на p.
2) Элемент |A| обратим в кольце Z/pkZ.
3) Матрица A обратима слева в кольце R3.
4) Матрица A обратима справа в кольце R3.
5) Матрица A обратима в кольце R3.

Если эти условия выполнены, то матрица A–1 имеет вид

2 1

1 3 1

1 2 2 1

(1 ) * *
* *

( ) * *

m n m k m

n k n

k

W p a b G p FGU p
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−
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Z
Z

Z
, (14)

где второй и третий столбцы берутся из матрицы (11), а целые числа F, G, Q, W, U
задаются условиями

F + pkZ = |A|–1 ∈ Z/pkZ, G + pnZ = (a1b2
 – pm–na2b1

 + pnZ)–1 ∈ Z/pnZ,
M = a1b3c2

 + pm–n(a3b2c1
 – a3b1c2

 – a2b3c1), Q = G(1 + pn–kFM),
W + pmZ = (a1

 + pmZ)–1 ∈ Z/pmZ, U = (a2b3
 – a3b2)(b1c2

 – b2c1).
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Доказательство. Импликации 5) ⇒ 3) ⇒ 2) верны по тем же причинам, что и
в теореме 11. Так как m > n > k, мы можем записать следующие эквивалентности:

|A| – обратимый элемент в Z/pkZ ⇔ НОД(a1b2c3, p) = 1 ⇔
⇔ НОД(a1, p) = НОД(b2, p) = НОД(c3, p) = 1.

Таким образом, условия 1) и 2) равносильны.
2) ⇒ 4). Пусть |A| – обратимый элемент в Z/pkZ. Так как справедлива имплика-

ция 2) ⇒ 1), то числа a1 и b2 не делятся на p, т.е. существуют смежные классы
G + pnZ = (a1b2

 – pm–na2b1
 + pnZ)–1 и W + pmZ = (a1

 + pmZ)–1. Покажем, что матрица B,
задаваемая формулами (14) и (11), является правой обратной для матрицы A.

Заметим, что справедливы равенства

pm–nU = pm–n(a2b1b3c2
 – a2b2b3c1

 – a3b1b2c2
 + a3b2b2c1) =

= b2(a1b3c2
 + pm–na3b2c1

 – pm–na3b1c2
 – pm–na2b3c1) +

+ pm–na2b1b3c2
 – a1b2b3c2 = b2M – b3c2(a1b2

 – pm–na2b1),

а значит, pm–kU = pn–kb2M – pn–kb3c2(a1b2
 – pm–na2b1). Далее, так как m > n > k, то

G(a1b2
 – pm–na2b1) + pkZ = 1 + pkZ, a1W + pkZ = 1 + pkZ,

pm–kG(a1b2
 – pm–na2b1) + pmZ = pm–k + pmZ, a1W + pnZ = 1 + pnZ.

В силу леммы 9 нам будет достаточно убедиться, что элементы xi1 первого
столбца матрицы X = AB совпадают с соответствующими элементами матрицы E.
Напомним, что |A| = a1b2c3

 – pm–na2b1c3
 – pn–kM + pkZ. Имеем

x11 = a1[W(1 + pm–na2b1G) + pm–kFGU ] + pm–na2(–b1Q + pn–kb3c1F ) +
+ pm–ka3F(b1c2

 – b2c1) + pmZ = 1 + pm–na2b1G + a1FG ⋅ pm–kU –
– pm–na2b1G(1 + pn–kFM) + pm–ka2b3c1F + pm–kF(a3b1c2

 – a3b2c1) + pmZ =
= 1 – pm–na2b1G ⋅ pn–kFM + a1FG[ pn–kb2M – pn–kb3c2(a1b2

 – pm–na2b1)] +
+ pm–kF(a2b3c1

 + a3b1c2
 – a3b2c1) + pmZ =

= 1 – pm–ka2b1FGM + pn–ka1b2FGM – pn–ka1b3c2FG(a1b2
 – pm–na2b1) +

+ pm–kG(a1b2
 – pm–na2b1)F(a2b3c1

 + a3b1c2
 – a3b2c1) + pmZ =

= 1 + pn–kFGM(a1b2
 – pm–na2b1) – pn–ka1b3c2FG(a1b2

 – pm–na2b1) +
+ pn–kFG(a1b2

 – pm–na2b1)( pm–na2b3c1
 + pm–na3b1c2

 – pm–na3b2c1) + pmZ =
= 1 + pn–kFG(a1b2

 – pm–na2b1)(M – a1b3c2) +
+ pn–kFG(a1b2

 – pm–na2b1)(a1b3c2
 – M) + pmZ = 1 + pmZ;

x21 = b1[W(1 + pm–na2b1G) + pm–kFGU ] + b2(–b1Q + pn–kb3c1F ) +
+ pn–kb3F(b1c2

 – b2c1) + pnZ = b1W(1 + pm–na2b1G) + b1FG ⋅ pm–kU –
– b1b2G(1 + pn–kFM) + pn–kb2b3c1F + pn–kF(b1b3c2

 – b2b3c1) + pnZ =
= b1W [G(a1b2

 – pm–na2b1) + pm–na2b1G] +
+ b1FG[ pn–kb2M – pn–kb3c2(a1b2

 – pm–na2b1)] – b1b2G – pn–kb1b2FGM +
+ pn–kb1b3c2F + pnZ = b1W ⋅ a1b2G – b1b2G + pn–kb1b2FGM –

– pn–kb1b3c2FG(a1b2
 – pm–na2b1) – pn–kb1b2FGM + pn–kb1b3c2F + pnZ =

= b1b2G – b1b2G – pn–kb1b3c2F + pn–kb1b3c2F + pnZ = 0 + pnZ;
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x31 = c1[W(1 + pm–na2b1G) + pm–kFGU ] + c2(–b1Q + pn–kb3c1F ) +
+ c3F(b1c2

 – b2c1) + pkZ = c1W(1 + pm–na2b1G) + c1FG ⋅ pm–kU –
– b1c2G(1 + pn–kFM) + pn–kb3c1c2F + c3F(b1c2

 – b2c1) + pkZ =
= c1W [G(a1b2

 – pm–na2b1) + pm–na2b1G] +
+ c1FG[ pn–kb2M – pn–kb3c2(a1b2

 – pm–na2b1)] – b1c2G – pn–kb1c2FGM +
+ pn–kb3c1c2F + c3F(b1c2

 – b2c1) + pkZ = c1W ⋅ a1b2G + pn–kb2c1FGM –
– pn–kb3c1c2FG(a1b2

 – pm–na2b1) – b1c2G – pn–kb1c2FGM +
+ pn–kb3c1c2F + c3FG(a1b2

 – pm–na2b1)(b1c2
 – b2c1) + pkZ =

= b2c1G + pn–kFGM(b2c1
 – b1c2) – pn–kb3c1c2F – b1c2G +

+ pn–kb3c1c2F – FG(a1b2c3
 – pm–na2b1c3)(b2c1

 – b1c2) + pkZ =
= (b2c1

 – b1c2)G[1 + pn–kFM – F(a1b2c3
 – pm–na2b1c3)] + pkZ =

= (b2c1
 – b1c2)G[1 – F(a1b2c3

 – pm–na2b1c3
 – pn–kM)] + pkZ =

= (b2c1
 – b1c2)G[(1 + pkZ) – (F + pkZ) ⋅ |A|] = 0 + pkZ.

Таким образом, AB = E.
Импликация 4) ⇒ 5) устанавливается так же, как в теореме 4. ■
Если m = n = k, то вопрос об обратимости матриц в R3 решается в соответствии

с теоремой 3. Таким образом, остаётся рассмотреть случай m > n = k.
Теорема 13. Пусть m > n = k > 0. Для матрицы A ∈ R3 вида (6) равносильны

следующие условия:
1) Числа a1 и b2c3

 – b3c2 не делятся на p.
2) Элемент |A| обратим в кольце Z/pkZ.
3) Матрица A обратима слева в кольце R3.
4) Матрица A обратима справа в кольце R3.
5) Матрица A обратима в кольце R3.

Если эти условия выполнены, то матрица A–1 имеет вид

3 2 2 3

3 1 1 3 1 3 3 1

1 2 2 1 2 1 1 2

(1 ) ( ) *
( ) ( ) *
( ) ( ) *

m n m k

k m n k

k m n k

W p FL p F a c a c p
F b c b c p F a c p a c p
F b c b c p F p a c a c p

−

−

−

⎛ ⎞+ + − +
⎜ ⎟

− + − +⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

Z Z
Z Z
Z Z

, (15)

где третий столбец берётся из матрицы (10), L = a2b1c3
 – a3b1c2

 – a2b3c1
 + a3b2c1 ∈ Z,

F + pkZ = |A|–1 ∈ Z/pkZ и W + pmZ = (a1
 + pmZ)–1 ∈ Z/pmZ.

Доказательство. Импликации 5) ⇒ 3) ⇒ 2) справедливы по тем же причинам,
что и в теореме 11. Далее, так как n = k, то |A| = δ + pkZ, где

δ = a1b2c3
 – a1b3c2

 – pm–n(a2b1c3
 – a3b1c2

 – a2b3c1
 + a3b2c1) =

= a1b2c3
 – a1b3c2

 – pm–nL.
Поскольку m > n, мы можем записать следующие эквивалентности:

|A| – обратимый элемент в Z/pkZ ⇔ НОД(a1b2c3
 – a1b3c2, p) = 1 ⇔

⇔ НОД(a1, p) = НОД(b2c3
 – b3c2, p) = 1.

Таким образом, условия 1) и 2) равносильны.
2) ⇒ 4). Пусть |A| – обратимый элемент в Z/pkZ. Так как справедлива имплика-

ция 2) ⇒ 1), то a1 не делится на p, т.е. существует элемент W + pmZ = (a1
 + pmZ)–1.

Поскольку m > k, то a1W + pkZ = 1 + pkZ. Убедимся, что матрица B, определяемая
формулами (15) и (10), является правой обратной для матрицы A.



40 А.Ю. Степанова, Е.А. Тимошенко

По лемме 8 третий столбец матрицы AB будет таким же, как и у матрицы E.
Кроме того, из леммы 8 вытекает, что третий столбец матрицы

1 3 2 3 2 2 3

1 3 2 2 1 1 2

1 3 2 1 3 3 1

* * ( )
* * ( )
* * ( )

m k k k

k k k m n k

k k k m n k

a p a p a p F a c a c p
c p c p c p F p a c a c p
b p b p b p F a c p a c p

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + − +
⎜ ⎟⎜ ⎟

+ + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + − +⎝ ⎠⎝ ⎠

Z Z Z Z
Z Z Z Z
Z Z Z Z

совпадает с третьим столбцом матрицы E. Так как при n = k множитель t в форму-
ле (9) равен 1, отсюда можно сделать вывод, что второй столбец матрицы AB сов-
падает со вторым столбцом матрицы E. Остаётся рассмотреть элементы xi1 перво-
го столбца матрицы X = AB:

x11 = a1W(1 + pm–nFL) + pm–na2F(b3c1
 – b1c3) +

+ pm–na3F(b1c2
 – b2c1) + pmZ = 1 + pm–nFL +

+ pm–nF(a2b3c1
 – a2b1c3

 + a3b1c2
 – a3b2c1) + pmZ =

= 1 + pm–nFL – pm–nFL + pmZ = 1 + pmZ;

x21 = b1W(1 + pm–nFL) + b2F(b3c1
 – b1c3) + b3F(b1c2

 – b2c1) + pkZ =
= b1W(1 + pm–nFL) + F(b1b3c2

 – b1b2c3) + pkZ =
= b1W(1 + F ⋅ pm–nL) + b1F(b3c2

 – b2c3) + pkZ =
= b1W [1 + F(a1b2c3

 – a1b3c2
 – δ)] + b1a1WF(b3c2

 – b2c3) + pkZ =
= b1W [1 + F(a1b2c3

 – a1b3c2) – Fδ + F(a1b3c2
 – a1b2c3)] + pkZ =

= b1W(1 – Fδ) + pkZ = b1W(1 – 1) + pkZ = 0 + pkZ;

x31 = c1W(1 + pm–nFL) + c2F(b3c1
 – b1c3) + c3F(b1c2

 – b2c1) + pkZ =
= c1W(1 + pm–nFL) + F(b3c1c2

 – b2c1c3) + pkZ =
= c1W(1 + F ⋅ pm–nL) + c1F(b3c2

 – b2c3) + pkZ =
= c1W [1 + F(a1b2c3

 – a1b3c2
 – δ)] + c1a1WF(b3c2

 – b2c3) + pkZ =
= c1W [1 + F(a1b2c3

 – a1b3c2) – Fδ + F(a1b3c2
 – a1b2c3)] + pkZ =

= c1W(1 – Fδ) + pkZ = c1W(1 – 1) + pkZ = 0 + pkZ.

Тем самым мы показали, что AB = E.
Импликация 4) ⇒ 5) устанавливается так же, как в теореме 4. ■
В частности, из теорем 11, 12 и 13 вытекает, что обратимость матрицы A ∈ R3

эквивалентна обратимости элемента |A| ∈ Z/pkZ в каждом из возможных случаев.
Так как обратная матрица единственна (если она существует), то формулы, най-
денные для A–1 в каждой из этих трёх теорем, будут приводить к одной и той же
матрице вне зависимости от выбора конкретных чисел aj, bj, cj ∈ Z, удовлетво-
ряющих равенству (6).
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Let p be a prime. Any finite Abelian p-group H of rank 2 can be identified with a group of the
form (Z/pmZ) ⊕ (Z/pnZ) with m ≥ n > 0. The endomorphisms of this group H are in a one-to-one
correspondence with elements of the following set of matrices:

2
/ /
/ /

m n

n n
p pR
p p

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Z Z Z Z
Z Z Z Z

.

If we define 
m n m n

n n n n
a p b p a p b p
c p d p c p d p

⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′+ + + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

′ ′+ + + +⎝ ⎠⎝ ⎠

Z Z Z Z
Z Z Z Z

 to be

m n m n

n m n n
aa p bc p ab bd p

ca dc p p cb dd p

−

−

⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ + + +
⎜ ⎟

′ ′ ′ ′+ + + +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

,

then we arrive at the following theorem:
Theorem 1. The set R2 with entrywise addition and multiplication defined above forms a ring

which is isomorphic to the endomorphism ring End H of H. The identity element of R2 is

1 0
0 1

m n

n n
p pE
p p

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

.

For any 2

m n

n n
a p b pA R
c p d p

⎛ ⎞+ +
= ∈⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

, we define |A| = ad – pm–nbc + pnZ ∈ Z/pnZ.

Proposition 2. For any A, A' ∈ R2, we have |AA' | = |A| ⋅ |A' |.
If m = n, then R2 is the usual matrix ring over Z/pnZ and the invertibility criterion for A ∈ R2

is well-known.

Theorem 4. Let m > n > 0. For any matrix 2

m n

n n
a p b pA R
c p d p

⎛ ⎞+ +
= ∈⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

, the following are

equivalent:
1) The prime p does not divide a and d.
2) The element |A| is invertible in Z/pnZ.
3) The matrix A is left invertible in R2.
4) The matrix A is right invertible in R2.
5) The matrix A is invertible in R2.

If these conditions are satisfied, then

1 (1 )m n m n

n n
W p bcF p bF pA

cF p aF p

−
− ⎛ ⎞+ + − +
= ⎜ ⎟

− + +⎝ ⎠

Z Z
Z Z

,

where F + pnZ = |A|–1 ∈ Z/pnZ and W + pmZ = (a + pmZ)–1 ∈ Z/pmZ.
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Аny finite Abelian p-group H of rank 3 can be identified with a suitable group of the form
(Z/pmZ) ⊕ (Z/pnZ) ⊕ (Z/pkZ) with m ≥ n ≥ k > 0. The endomorphisms of this group H are in one-
to-one correspondence with the elements of the following set of matrices:

3

/ / /
/ / /
/ / /

m n k

n n k

k k k

p p p
R p p p

p p p

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z Z Z

.

As in the case of R2, we endow R3 with a multiplication such that R3 becomes a ring which is iso-
morphic to End H.

For any matrix 
1 2 3

1 2 3 3

1 2 3

m n k

n n k

k k k

a p a p a p
A b p b p b p R

c p c p c p

⎛ ⎞+ + +
⎜ ⎟

= + + + ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

Z Z Z
Z Z Z
Z Z Z

, we denote by |A| the element

a1b2c3 – pn–ka1b3c2 – pm–na2b1c3 + pm–k(a3b1c2
 + a2b3c1

 – a3b2c1) + pkZ.
Proposition 6. For any A, A' ∈ R3, we have |AA' | = |A| ⋅ |A' |.
The case when m = n = k is trivial. For the cases m = n > k, m > n > k and m > n = k, we give

invertibility criteria for A ∈ R3 and formulas for inverse matrices. In each of these cases the fol-
lowing are equivalent:

- The element |A| is invertible in Z/pkZ.
- The matrix A is left invertible in R3.
- The matrix A is right invertible in R3.
- The matrix A is invertible in R3.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ
НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ПОВЕРХНОСТНЫХ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО РОДА

Построена последовательность, сходящая к точному решению гиперсингу-
лярного интегрального уравнения первого рода внешней краевой задачи
Неймана для уравнения Гельмгольца, которое является граничным значени-
ем решения внешней краевой задачи Неймана на границе области. Кроме то-
го, построена последовательность, сходящая к точному решению слабосин-
гулярного интегрального уравнения первого рода внешней краевой задачи
Дирихле для уравнения Гельмгольца, которое является граничным значени-
ем нормальной производной решения внешней краевой задачи Дирихле на
границе области.

Ключевые слова: интегральное уравнение первого рода, слабосингулярные
интегральные уравнения, гиперсингулярные интегральные уравнения, урав-
нение Гельмгольца, внешняя краевая задача Неймана, внешняя краевая зада-
ча Дирихле.

1. Введение и постановки задачи

Известно, что одним из методов решения внешних краевых задач Дирихле и
Неймана для уравнения Гельмгольца является их приведение к интегральным
уравнениям первого рода. Так как интегральные уравнения в замкнутом виде ре-
шаются лишь в очень редких случаях, первостепенное значение приобретает раз-
работка приближенных методов решения интегральных уравнений с соответст-
вующим теоретическим обоснованием.

Пусть 3D R⊂ − ограниченная область с дважды непрерывно дифференцируе-
мой границей S, f и g – заданные непрерывные функции на S, ( )2C Ω  – простран-

ство всех дважды непрерывно дифференцируемых функций в области 3RΩ ⊂ , а
( )C Ω  – пространство всех непрерывных функций в области Ω .
Рассмотрим следующие краевые задачи для уравнения Гельмгольца.
Внешняя краевая задача Дирихле. Найти функцию ( ) ( )2 3 3\ \u C R D C R D∈ ∩ ,

удовлетворяющую уравнению Гельмгольца 2 0u k u∆ + =  в 3 \R D , условию излу-
чения Зоммерфельда

( ) ( ) 1,grad ,x u x i k u x o x
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = → ∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,

равномерно по всем направлениям /x x  и граничному условию u f=  на S, где
k – волновое число, причем Im 0k ≥ .
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Внешняя краевая задача Неймана. Найти функцию ( ) ( )2 3 3\ \u C R D C R D∈ ∩ ,

обладающую нормальной производной в смысле равномерной сходимости, т.е.
предел

( )
( )

( ) ( )( )( )
0

0

lim ,grad
h
h

u x
n x u x hn x

n x →
>

∂
= +

∂
G G

G , x S∈ ,

существует равномерно на S, удовлетворяющую уравнению Гельмгольца в
3 \R D , условию излучения Зоммерфельда на бесконечности и граничному усло-

вию /u n g∂ ∂ =
G  на S , где ( )n xG  – единичная внешняя нормаль в точке x S∈ .

В работе [1, с. 115] показано, что если решение уравнения Гельмгольца ( )u x ,
удовлетворяющее условиям излучения имеет нормальную производную в смысле
равномерной сходимости, то это решение можно представить в виде

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
,

,k
k y

S

x y u y
u x u y x y dS

n y n y
∂Φ ∂⎧ ⎫

= − Φ⎨ ⎬
∂ ∂⎩ ⎭

∫ G G , 3 \x R D∈ ,

где ( ),k x yΦ − фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, т.е.

( )exp
( , )

4k
ik x y

x y
x y

−
Φ =

π −
, 3,x y R∈ , x y≠ .

Используя это представление, в работе [1, с. 116–117] доказано, что функция

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

,k
k y

S

x y
u x y g y x y dS

n y
∂Φ⎧ ⎫

= ψ − Φ⎨ ⎬
∂⎩ ⎭

∫ G , 3 \x R D∈ ,

является решением внешней краевой задачи Неймана, если ( )Sψ∈Ν  есть реше-
ние гиперсингулярного интегрального уравнения первого рода

T g Kgψ = + � , (1)
а функция

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

,k
k y

S

x y
u x f y y x y dS

n y
∂Φ⎧ ⎫

= −ϕ Φ⎨ ⎬
∂⎩ ⎭

∫ G , 3 \x R D∈ ,

является решением внешней краевой задачи Дирихле, если ( )C Sϕ∈  есть реше-
ние слабосингулярного интегрального уравнения первого рода

L f Kfϕ = − + , (2)

где ( )( ) ( ) ( )2 ,k y
S

L x x y y dSϕ = Φ ϕ∫ , x S∈ ,

( )( ) ( )
( )

( )
,

2 k
y

S

x y
Kf x f y dS

n y
∂Φ

=
∂∫ G , x S∈ ,

( )( ) ( )
( )

( )
,

2 k
y

S

x y
Kg x g y dS

n x
∂Φ

=
∂∫� G , x S∈ ,

( )( )
( )

( )
( )

( )
,

2 k
y

S

x y
T x y dS

n x n y
⎛ ⎞∂Φ∂

ψ = ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫G G , x S∈ ,
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а через ( )SΝ  обозначено пространство всех непрерывных функций ψ , потенци-
ал двойного слоя с плотностью ψ  которых имеет непрерывные нормальные про-
изводные на обеих сторонах поверхности S .

Следует указать, что внешние краевые задачи Дирихле и Неймана можно при-
вести различным интегральным уравнениям первого рода. Однако уравнения (1) и
(2) имеют то преимущество, что решение уравнения (1) является граничным зна-
чением решения внешней краевой задачи Неймана на S , а решение уравнения (2)
является граничным значением нормальной производной решения внешней крае-
вой задачи Дирихле на S  (см. [1, с. 116–117]). Отметим, что несмотря на полу-
ченные успехи в области численного решения интегральных уравнений первого
рода (см. [2–6 ]), до сих пор не исследовано приближенное решение уравнений (1)
и (2). Причина состоит в том, что несмотря на обратимость операторов T  и L
при Im 0k > , обратные операторы 1T −  и 1L−  выражаются через обратные опера-

торы ( ) 1I K −
− �  и ( ) 1I K −

− � , явные виды которых неизвестны, где I − единичный
оператор в пространстве ( )C S .

Настоящая работа посвящена исследованию приближенных решений инте-
гральных уравнений первого рода (1) и (2).

2. Исследование приближенного решения интегрального уравнения (1)

Отметим, что оператор T  является неограниченным в пространстве ( )SΝ .
Однако в работе [1, с.102] показано, что если Im 0k > , то оператор T  обратим,

причем оператор 1T − , обратный к оператору T , дается соотношением

( ) ( )1 11T L I K I K− −− = − − +� � .

Следовательно, при любой правой части ( )f C S∈  гиперсингулярное интеграль-
ное уравнение (1) однозначно разрешимо в пространстве ( )SΝ , причем решение
интегрального уравнения (1) имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1L I K I K I K g L I K g− − −
ψ = − − + + = − −� � � � . (3)

Используя формулу (3), дадим метод вычисления приближенного решения ги-
персингулярного интегрального уравнения (1) в определенных точках.

Разобьем S  на «регулярные» элементарные части: 
1

N

l
l

S S
=

=∪ . Под «регуляр-

ной» элементарной частью условимся понимать множество точек, подчиненных
следующим требованиям:

(1) для любого { }1,2,...,l N∈  элементарная часть lS  замкнута и его множество

внутренних относительно S  точек 
0

lS  не пусто, причем 
0

l lmes S mesS=  и при

{ }1,2,... ,j N∈  
0 0

, l jj l S S≠ = Ο/∩ ;

(2) для любого { }1,2,...,l N∈  элементарная часть lS  представляет собой связ-
ный кусок поверхности S  с непрерывной границей;
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(3) для любого { }1,2,...,l N∈  существует так называемая опорная точка
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , lx l x l x l x l S= ∈ , такая, что

(3.1) ( ) ~ ( )l lr N R N 1, где ( ) ( )min
l

l x S
r N x x l

∈∂
= −  и ( ) ( )max

l
l x S

R N x x l
∈∂

= − ;

(3.2) ( ) / 2lR N d≤ , где d − радиус стандартной сферы (см.[7, с.400]);
(3.3) для любого { }1,2,...,j N∈  ( ) ( )~j lr N r N .

Очевидно, что ( ) ( )~r N R N  и ( ) ( )lim lim 0
N N

r N R N
→∞ →∞

= = , где ( ) ( )
1,

max l
l N

R N R N
=

= ,

1,
( ) min ( )l

l N
r N r N

=
= . Кроме того, в работе [8] доказано, что при разбиении поверхно-

сти S на «регулярные» элементарные части имеет место соотношение ( ) 1~R N
N

.

Рассмотрим матрицу ( ) , 1

NN
l j l j

K k
=

= ��  с элементами

( ) ( )( )
( )( )

0, ,
,

2 , .kl j
j

при l j
x l x jk mesS при l j

n x l

≠⎧
⎪ ∂Φ= ⎨ ≠⎪ ∂⎩

�
G

Кроме того, пусть

( ) ( )( )
0, ,
2 , , ,l j

k j

при l j
f x l x j mesS при l j

≠⎧= ⎨ Φ ≠⎩

и для функции ( )g C S∈  вводим модуль непрерывности вида

,

( , ) max ( ) ( ) , 0
x y
x y S

g g x g y
− ≤τ
∈

ω τ = − δ > .

В работе [9] доказано, что выражения

( ) ( )( ) ( )( )
1

N
N

l j j
j

Lg x l f g x j mesS
=

= ∑ (4)

и ( ) ( )( ) ( )( )
1

NN
l j j

j
Kg x l k g x j mesS

=
= ∑ ��

в точках ( ) , 1,x l l N= , являются кубатурными формулами для интегралов

( )( )Lg x  и ( )( )Kg x�  соответственно, причем

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1,

max N

l N
Lg x l Lg x l

=
− ≤ M 2 ( ) ( ) ( )( )( )ln ,g R N R N g R N∞ +ω ,

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1,

max ln ,N

l N
Kg x l Kg x l M g R N R N g R N∞=

− ≤ +ω� � ,

где ( )max
x S

g g x∞ ∈
= .

                                                          
1 ( ) ( ) ( ) ( )1 2~ /a N b N C a N b N C⇔ ≤ ≤ , где 1C  и 2C положительные постоянные, не зависящие от N.
2 Здесь и далее через M будем обозначать положительные постоянные, разные в различных неравенствах.
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Сформулируем следующие леммы из работы [10].
Лемма 1 [10]. Если Im 0k >  и ( )g C S∈ , то существует обратная матрица

( ) 1N NI K
−

+ � , причем

( ) 1
1 sup N N

N
M I K

−
= + < +∞�

и ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]1

1, 1
max ln ,

N

l j
l N j

I K g x l k g x j M g R N R N g R N− +
∞= =

+ − ≤ +ω∑ �� ,

где l jk + −� элемент l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1N NI K
−

+ � , а NI  – еди-

ничная матрица с размерностью N.
Лемма 2 [10]. Если Im 0k >  и ( )g C S∈ , то существует обратная матрица

( ) 1N NI K
−

− � , причем

( ) 1
2 sup N N

N
M I K

−
= − < +∞�

и ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]1

1, 1
max ln ,

N

l j
l N j

I K g x l k g x j M g R N R N g R N− −
∞= =

− − ≤ +ω∑ �� ,

где l jk − −� элемент l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1N NI K
−

− � .

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть Im 0k >  и ( )g C S∈ . Тогда последовательность

( )( ) ( )( )
1 1

N N
N

l j j n
j n

x l f k g x n−

= =

⎛ ⎞
ψ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ �

сходится к значению решения ( )xψ  уравнения (1) в опорных точках ( ) ,x l

1,l N= , причем

( )( ) ( )( ) ( )
1,

lnmax ,1/N

l N

Nx l x l M g g N
N∞=

⎡ ⎤ψ −ψ ≤ +ω⎢ ⎥⎣ ⎦
.

Доказательство. Принимая во внимание оценку погрешности кубатурной
формулы (4) и лемму 2, получаем

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )[ ]

1 1

1

1

1 1
1 1

1

ln ,

ln , .

N
N

l j
j

N N

l j j n
j n

N

l j
j

x l x l L I K g x l f I K g x j

f I K g x j k g x n

M I K g R N R N I K g R N

M g R N R N g R N f

− −

=

− −

= =

− −

∞

∞
=

ψ −ψ ≤ − − − +

⎡ ⎤
+ − − ≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤≤ − +ω − +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ +ω

∑

∑ ∑

∑

� �

��

� �

(5)
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Известно, что, если Im 0k > , то уравнение (см. [1, с. 92])

K gρ− ρ =�

имеет единственное решение ( ) ( )* I K g C Sρ = − ∈� . Тогда, принимая во внимание
неравенство

( )* *, lnK h M h h∞ω ρ ≤ ρ� ,

находим

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1
* *

* *
1

1

, , ,

, , , ln

, ln

, ln .

I K g R N R N g K R N

g R N K R N g R N M R N R N

g R N M I K g R N R N

g R N M I K g R N R N

−

∞
−

∞
−

∞

ω − = ω ρ = ω + ρ ≤

≤ ω +ω ρ ≤ ω + ρ =

= ω + − ≤

≤ ω + −

� �

�

�

� (6)

Кроме того, поступая точно так, как и в работе [9], можно показать, что выраже-

ние 
1

N

l j
j

f
=
∑  в точках ( ) ,x l  1,l N= , является кубатурной формулой для интеграла

( )2 ,k y
S

x y dSΦ∫ ,

причем ( )( ) ( ) ( )
1, 1

max 2 , ln
N

k y l j
l N jS

x l y dS f M R N R N
= =

Φ − ≤∑∫ .

Следовательно,

( ) ( ) ( )
1, 1

max 2 max , ln
N

l j k y
l N x Sj S

f x y dS M R N R N M
= ∈=

≤ Φ + ≤∑ ∫ .

Тогда, учитывая приведенные выше неравенства в (5) и принимая во внимание

соотношение ( ) 1~R N
N

, получаем доказательство теоремы.

3. Исследование приближенного решения интегрального уравнения (2)

Следует указать, что оператор 1L− , обратный компактному оператору L , яв-
ляется неограниченным в пространстве ( )SΝ  (см.[1, с. 101]). Однако в работе

[11] показано, что если Im 0k > , то орератор 1L−  обратим, причем обратный опе-

ратор 1L−  определяется соотношением

( ) ( )1 11L I K I K T− −− = − − +� � .

Пусть 1, ( )H Sα − линейное пространство всех непрерывно дифференцируемых
на S  функций f , удовлетворяющих условию

( ) ( )grad grad ff x f y M x y α− ≤ − , ,x y S∀ ∈ ,

где 0 1< α ≤ , а fM − положительная постоянная, зависящая от f , а не от x  и y .
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Автором [12] доказано, что если ( )1,f H Sα∈ , то потенциал двойного слоя с
плотностью f  имеет непрерывную нормальную производную, причем

( )1, ,Kf H Sβ∈  0 < β < α , т.е. ( ) ( )1,I K f H Sβ− ∈ . Тогда при любой правой части

( )1,f H Sα∈  уравнение (2) имеет единственное решение, причем решение инте-
грального уравнения (2) имеет вид

( ) ( ) ( )1 1I K I K T I K f− −
ϕ = − + −� � . (7)

Используя формулу (7), дадим метод вычисления приближенного решения урав-
нения (2) в определенных точках.

Разобьем S  на «регулярные» элементарные части 
1

.
N

l
l

S S
=

=∪  Пусть

( ) ( ) ( ){ }|1 ,lP j j N x l x j R N= ≤ ≤ − ≤

и ( ) ( ) ( ){ }|1 ,lQ j j N x l x j R N= ≤ ≤ − > .

В работе [8] доказано, что выражение

( ) ( )( ) ( )( )
1

N
N

l j
j

Tf x l t f x j
=

= ∑ (8)

в точках ( ), 1,x l l N= , является кубатурной формулой для ( )( )Tf x , причем

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
( )

1,

0

max

(grad , )ln grad

N

l N

R N

Tf x l Tf x l

tM f R N R N f R N dt
t

=

∞ ∞

− ≤

⎡ ⎤ω ρ⎢ ⎥≤ + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ,

где
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) 5
1

, ,3
2

N

l l j
j
j l

x j x l n x j x j x l n x l
t mesS

x l x j=
≠

− −
= −

π −
∑

G G

( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) 3

,1
2

l

j
j Q

n x l n x j
mesS

x l x j∈
−

π −
∑

G G
при 1,l N= ;

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )
0, ,

2 k
l j

x l x j x l x j
t

n x l n x j
∂ Φ −Φ⎡ ⎛ ⎞∂

= −⎜ ⎟⎢ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠
G G

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) 5

, ,3
2 j

x j x l n x j x j x l n x l
mesS

x l x j

⎤− −
− ⎥

π − ⎥⎦

G G
 при ,lj P j l∈ ≠ ;

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

0
3

, , ,12
2

k
l j

x l x j x l x j n x l n x j
t

n x l n x j x l x j

⎡ ∂ Φ −Φ⎛ ⎞∂
= + −⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ π −⎝ ⎠⎢⎣

G G
G G

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) 5

, ,3
2 j

x j x l n x j x j x l n x l
mesS

x l x j

⎤− −
− ⎥

π − ⎥⎦

G G
 при lj Q∈ .
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Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть Im 0k >  и ( )1,f H Sα∈ , 0 1< α ≤ . Тогда поледователь-

ность

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1 1 1

N N N
N

l j j n nm
j n m

x l k k t f x m Kf x m− +

= = =

⎛ ⎛ ⎞ ⎞
ϕ = −⎜ ⎜ ⎟ ⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎠
∑ ∑ ∑� �

сходится к значению решения ( )xϕ  уравнения (2) в опорных точках ( ) ,x l

1,l N= , причем
( )( ) ( )( ) / 2

1,
max ,N

l N
x l x l M N −β

=
ϕ −ϕ ≤

где 0 < β < α .
Доказательство. Из леммы 1 и 2 очевидно, что

1
1, 1

max
N

j n
j N n

k M+

= =
≤∑ � , 2

1, 1
max

N

j n
j N n

k M−

= =
≤∑ � .

Тогда, принимая во внимание леммы 1 и 2 и оценку погрешности кубатурной
формулы (8), имеем

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1

1

N

N

l j
j

x l x l

I K I K T I K f x l k I K T I K f x j− − −−

=

ϕ −ϕ ≤

≤ − + − − + − +∑ �� � �

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1

1 1

N N

l j j n
j n

k I K T I K f x j k T I K f x n−− +

= =

⎡ ⎤
+ + − − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑� ��

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1 1 1

N N N

l j j n nm
j n m

k k T I K f x n t f x m Kf x m− +

= = =

⎛ ⎡ ⎤ ⎞
+ − − − ≤⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎣ ⎦ ⎠
∑ ∑ ∑� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1ln ,M I K T I K f R N R N I K T I K f R N− −
∞

⎡ ⎤≤ + − +ω + − +⎣ ⎦
� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]2 ln ,M M T I K f R N R N T I K f R N∞+ − +ω − +

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 ln gradM M M I K f R N R N I K f R N∞ ∞
⎡+ − + − +⎣

( )( )( )

0

grad ,R N I K f t
dt

t

⎤ω − ⎥+
⎥⎦

∫ . (9)

Так как ( ) ( )1,I K f H Sβ− ∈ , 0 < β < α , то

( )grad fI K f M∞− ≤ , ( )( )grad , fI K f t M tβω − ≤ .

Кроме того, поступая точно так, как и в доказательстве неравенства (6), можно
показать, что

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 , , lnI K f R N f R N M f R N R N−
∞ω + ≤ ω +� .
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Тогда, принимая во внимание неравенства из работы [12]

( )

0

grad ,
grad

diamS

f
f t

Tf M f f dt M
t∞ ∞ ∞

⎛ ⎞ω
≤ + + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

и ( ) ( ) ( ) ( )
2

0

grad , grad ,
, ln grad ,  

h diamS

f f
h

f t f t
Tf h M h h f h dt h dt M h

t t
α⎛ ⎞ω ω

ω ≤ +ω + + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ,

получаем, что
( ) ( )( ) ( )( ), fT I K f R N M R N βω − ≤

и ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 ,

, ln ,f

I K T I K f R N

T I K f R N M T I K f R N R N M R N

−

β
∞

ω + − ≤

≤ ω − + − ≤

�

где 0 < β < α . В результате, учитывая неравенства в (9) и принимая во внимание

соотношение ( ) 1~R N
N

, получаем доказательство теоремы.
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The work is devoted to the study of an approximate solution of a hypersingular integral
equation of the first kind

T g Kgψ = + � , (1)
and of a weakly singular integral equation of the first kind

L f Kfϕ = − + , (2)
obtained from the exterior Neumann and Dirichlet boundary-value problems for the Helmholtz
equation, respectively. Here,

( )( ) ( ) ( )2 ,k y
S

L x x y y dSϕ = Φ ϕ∫ ,

( )( ) ( )
( )

( ),
2 k

y
S

x y
Kf x f y dS

n y
∂Φ

=
∂∫ G ,

( )( ) ( )
( )

( ),
2 k

y
S

x y
Kg x g y dS

n x
∂Φ

=
∂∫� G ,

( )( )
( )

( )
( )

( ),
2 k

y
S

x y
T x y dS

n x n y
⎛ ⎞∂Φ∂

ψ = ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫G G ,

x S∈ ,

S is a twice continuously differentiable surface in 3R , f and g are given continuous functions on
S, ( , )k x yΦ  is the fundamental solution of the Helmholtz equation, i.e.

( )exp
( , )

4k
ik x y

x y
x y

−
Φ =

π −
, 3,x y R∈ , x y≠ ,

k is the wave number, and ( )n xG  is the unit outward normal at the point x S∈ . It should be
pointed out that the exterior Neumann and Dirichlet boundary-value problems can be reduced to
various integral equations of the first kind. However, equations (1) and (2) have the advantage
that the solution to Eq. (1) is the boundary value of the solution to the exterior Neumann bound-
ary-value problem on S, and the solution to Eq. (2) is the boundary value of the normal derivative
of the solution to the exterior Dirichlet boundary-value problem on S.

Let ( )C S  denote the space of all continuous functions on the surface S with the norm

( )max
x S

g g x∞ ∈
= , and 1, ( )H Sα  

be the linear space of all continuously differentiable functions f

on S satisfying the condition

( ) ( )grad grad ff x f y M x y α− ≤ − , ,x y S∀ ∈ ,

where 0 1< α ≤ , and fM  be a positive constant depending on f, not on x or y. For the function

( )g C S∈ , we introduce a modulus of continuity of the form
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,

( , ) max ( ) ( ) , 0
x y
x y S

g g x g y
− ≤τ
∈

ω τ = − δ > .

Let S be partitioned into "regular" elementary parts: 
1

N

l
l

S S
=

=∪ . Let

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , lx l x l x l x l S= ∈  be the control points and ( ) ( )
1,

max l
l N

R N R N
=

= , where

( ) ( )max
l

l x S
R N x x l

∈∂
= − . Consider the matrix ( ) , 1

NN
l j l j

K k
=
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j

l j
x l x jk S l j
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Moreover, let
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≠⎧= ⎨ Φ ≠⎩

( ) ( ) ( ){ }|1 ,lP j j N x l x j R N= ≤ ≤ − ≤ , ( ) ( ) ( ){ }|1 ,lQ j j N x l x j R N= ≤ ≤ − >
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The following two theorems are proved in this paper.
Theorem 1. Let Im 0k >  and ( )g C S∈ . Then the sequence

( )( ) ( )( )
1 1

N N
N

l j j n
j n

x l f k g x n−

= =

⎛ ⎞
ψ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ �

converges to the value of the solution ( )xψ  of Eq. (1) at the control points ( ),x l  1,l N= ,
so that

( )( ) ( )( ) ( )
1,

lnmax ,1/N

l N

Nx l x l M g g N
N∞=

⎡ ⎤ψ −ψ ≤ + ω⎢ ⎥⎣ ⎦
,

where l jk −�  is the entry at the l-th row and j-th column of the matrix ( ) 1N NI K
−

− � , NI is the iden-

tity matrix of size N, and M is a positive constant.
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Theorem 2. Let Im 0k >  and ( )1,f H Sα∈ , 0 1< α ≤ . Then the sequence

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1 1 1

N N N
N

l j j n nm
j n m

x l k k t f x m Kf x m− +

= = =

⎛ ⎛ ⎞ ⎞
ϕ = −⎜ ⎜ ⎟ ⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎠
∑ ∑ ∑� �

converges to the value of the solution ( )xϕ  of Eq. (2) at the control points ( ),x l  1,l N= , so
that

( )( ) ( )( ) / 2

1,
max ,N

l N
x l x l M N −β

=
ϕ − ϕ ≤

where 0 < β < α ,
 j nk +�  is the entry at the l-th row and j-th column of the matrix ( ) 1N NI K

−
+ � , and

M is a positive constant.
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TEMPERATURE ASPECTS OF A CUBOID CRYSTAL
IN PHOTOACOUSTIC INTERACTION

When a solid crystal undergoes photoacoustic effect, excitation process occurs
due to a fraction of incident radiation absorbed by that sample. The nature of ex-
citation depends on the energy of incident radiation. The relaxation processes,
generally non-radiative in nature, are observed. Alternate processes of absorption
and non- radiative relaxation cause variation in translational temperature in atoms
of the crystal. In this paper, the thermal aspects of an isotropic cuboid crystal of
elastic material in photoacoustic interaction are presented. This theoretical deter-
mination is carried out by applying the finite Marchi–Fasulo integral transform
method within the crystal size limitations of a homogeneous cuboid crystal. The
results are obtained in terms of infinite series, and the numerical calculations are
carried out by using MATHCAD-7 software. The transient translational tempera-
ture on the surface of the cuboid crystal in photoacoustic interaction is mathemati-
cally determined in terms of thermal conductivity of the elastic material of the
crystal.

Keywords: cuboid crystal, photoacoustic cell, photoacoustic effect, Marchi –
Fasulo integral transform, transient translational temperature.

1. Introduction

Today, crystalline solids are widely used in industries because of their wide applica-
tions. Their great practical importance has attracted researchers for finding new scopes.
Elastic parameters of crystals are studied to discover their applicability. Crystals of bet-
ter quality and large size are prepared artificially for their practical use. Thermal aspects
of crystals are of great importance since they are related to their strength and fragile
nature.

In photoacoustic interaction with a crystal, electromagnetic radiation is absorbed by
molecules of the sample crystal. Electromagnetic radiation leads to the crystal warming-
up in that area. During the relaxation processes by non-radiative way, the molecular
collisions occur. Thermal expansion of the crystal creates pressure fluctuations, which
can be detected as ultrasonic waves or an acoustic signal [1]. In other words, the con-
version of an optical signal into an acoustic signal takes place in a photoacoustic effect
[2]. The solid crystal absorbs a fraction of the radiation falling upon it, and an excitation
process occurs. The excitation type depends on the energy of the incident radiation.

Relaxation processes, which are also known as non-radiative de-excitation proc-
esses, are typical for the considered processes. The light–matter interaction is responsi-
ble for heat generation within a solid crystal. In the experiments, when modulated inci-
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dent radiation is used, it has been observed that the thermal energy generation within the
crystal becomes periodic. A pressure wave or a thermal wave is produced [3] that has
the same frequency as the modulation of the incident radiation. The pressure wave or
the thermal wave transfers energy towards the sample boundary. As a result, the peri-
odic temperature change is observed. The temperature varies on the crystal surface, and
the variations are periodic in nature. This process results in the acoustic signal genera-
tion in the gas around the solid sample. This sound wave travels through the surround-
ing volume of the gas to a detector. The detector may be a piezoelectric transducer, a
microphone, or an optical method at the place where the signal is produced. The signal
from the detector or microphone is plotted as a function of the wavelength, and it gives
the spectrum that is proportional to the absorption spectrum of the sample [4−6]. This
principle of photoacoustic effect can be schematically represented as shown in figure 1.

Fig. 1. Processes in Photoacouslic generation
in a cuboid crystal

However, very little attention has been paid by researchers to the thermal stress de-
termination during photoacoustic analysis. The main purpose of the present work is to
determine mathematical aspects of the transient temperature generated in a cuboid
crystal in photoacoustic effect.

Initial theoretical explanation of temperature of solids during photoacoustic interac-
tion was presented by Rosencwaig in 1975 [7]. He correlated the temperature of the
sample with thermal conductivity, density and specific heat of the sample undergoing
photoacoustic investigation. Later, in 1976, a one-dimensional model of the heat flow
and temperature was formulated by Rosencwaig and Gersho [8]. They derived mathe-
matically the temperature distribution in a cell with a solid sample. McDonald and Wet-
sel published temperature calculations of photoacoustic interaction in a three-
dimensional model with restrictions on thermal waves in the transverse direction [9].
They presented a composite piston model and proved its validity for thermally thick
samples. Quimby and Yen primarily calculated the surface heat transfer in temperature
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estimation [10]. Chow developed a three-dimensional model in a general way without
any restrictions on the sample size in a photoacoustic cell [11]. He showed that for an
incident beam with a narrow focus, the analysis of the Gaussian beam profile indicated
an insignificant role of the spot size. In the recent years, Merzadinova et al. calculated
ambient temperature of a solid in thermal diffusivity determination of structurally in-
homogeneous, multilayer, and composite solids in photoacoustic interaction [12]. The
work was based on the fundamental Rosencwaig–Gersho model by using laser flash
method. Though a large number of research papers have been published regarding pho-
toacoustic interaction till date, the theoretical presentation of temperature aspects of a
homogeneous and isotropic crystal, which is cuboid in shape, have not been presented
yet. This paper presents such theoretical estimation.

2. Photoacoustic effect

In photoacoustic effect, interaction of electromagnetic radiation with matter gener-
ates sound. This effect represents the absorption of incident radiation by a target mole-
cule. Photoacoustic effect is popular due to a minimal sample preparation during execu-
tion and an ability to examine scattering and opaque sample along with the capability to
access a depth profile [13]. These features enable photoacoustic spectroscopy to be used
for monitoring of various gases as well as for depth-resolved characterization of solid
crystals [14]. The energy absorbed by the solid crystal can be measured by pressure
fluctuations generating shock pulses or sound waves [15]. In photoacoustic spectrum, a
plot of the intensity of the detected acoustic signal against the excitation wavelength is
analyzed. The sound waves are detected by a piezoelectric detector or a microphone.

In 1880–1881, Alexander Graham Bell [16] discovered the way the light interacts
with solid. He observed that, when the mechanically chopped sunlight falls on a thin
disk, sound waves were generated. The similar effect was observed, when infrared or
ultraviolet light was used. It is called the photoacoustic effect. A plot of the sound loud-
ness against the wavelength of the light used is called a photoacoustic spectrum. Ac-
cording to Haisch and Niessner [17], this effect captured the interest of scientists
worldwide when researchers led by Allen Rosencwaig at Bell Labratories rediscovered
the phenomenon.

3. Photoacoustic interaction in a cell

The photoacoustic interaction is generally carried out in a small structure having an
air-tight arrangement with a sensitive acoustic sensor. Such a cell is termed as a photo-
acoustic cell [18]. The sensor is embedded into one of the walls of the cell. When the
periodic variations in temperature occur at a respective point of the surface of the solid
crystal [19−20], an acoustic wave is generated in the gas [21]. This wave travels
through the volume of the surrounding gas to a detector. This detector converts it into
equivalent electrical signals. The detector may be a piezoelectric transducer or a ca-
pacitance transducer [22] in the adjoining gas phase of the crystal. This clearly shows
that the photoacoustic signal is a result of two types of the processes taking place in the
crystal. These processes are the absorption of electromagnetic radiation, expressed by
the absorption coefficient B, and the propagation of thermal energy in the solid crystal
which is specified by the thermal diffusivity, α .

The crystal under execution has an important parameter, known as the optical ab-
sorption length [23]. It represents the depth up to which total incident radiation is ab-
sorbed in the crystal. Due to this absorption, the resulting thermal wave generated in the
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crystal becomes heavily damped. This wave can be considered as a fully damped in a
specific distance of 2πµs. Here, µs is the thermal diffusion length. It is generally as-
sumed that the thermal waves, which originate from a depth less than or equal to µs,
make significant contribution to the photoacoustic signal generated. The thermal diffu-
sion length is dependent on the thermal diffusivity as well as the modulation frequency
ω of the incident radiation. All these parameters can be expressed by the following rela-
tion:

2 .s
α

μ =
ω

( 1 )

This formula is very important, because if the modulation frequency ω is changed,
then for a given solid crystal with known thermal diffusivity, the examined depth µs may
also be changed.

The resulted photoacoustic signal is of complex nature because it has a magnitude
and a phase related with the modulation of the incident radiation. Since the thermal
characteristics of the solid crystal and the modulation frequency are dependent on the
absorption coefficient, the resulting photoacoustic signal is directly proportional to the
power of the incident radiation. This signal also depends on the characteristics of the
gas surrounding the solid crystal surface. The properties of the material that backs the
crystal also play an important role for the photoacoustic signal.

4. Arrangement of a cuboid crystal

Consider a cuboid crystal made of thermoelastic material is inserted into a modified
photoacoustic cell. The crystal is homogeneous and isotropic. This crystal is placed in a
cylindrical cavity of the photoacoustic cell to produce a photoacoustic signal. The cell is
air-tight, and, hence, it has a constant volume of the gas surrounding the crystal. The
crystal is irradiated by a proper laser source. The crystal absorbs heat and generates the
photoacoustic signal.

Z

Y

X

–a ab

–h

–X

–Z

O–b

Fig. 1. Cuboid crystal in Photoacouslic interaction

Assume that the cubic crystal placed in the cell is occupying the space, as shown in
figure 2. This space is mathematically defined as

D:  a x a− ≤ ≤ ,  b y b− ≤ ≤ .   0 z h≤ ≤ − . (2)
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Consider a Cartesian coordinate system, in which the displacement components are
xu , yu ,  zu  in x, y, z directions, respectively [24−25]. These displacement components

can be expressed in the integral form as
2 2 2

2 2 2
1 νx

U U Uu T dx
Y y z x
⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂

= ∫ + − + λ⎜ ⎟⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠ ⎦

, (3)

2 2 2

2 2 2
1 νy

U U Uu T dy
Y z x y
⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂

= ∫ + − + λ⎜ ⎟⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠ ⎦

, (4)

2 2 2

2 2 2
1 νz

U U Uu T dz
Y x y z
⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂

= ∫ + − + λ⎜ ⎟⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠ ⎦

, (5)

where Y, ν , and λ  are the Young modulus, the poisson ratio, and the coefficient of lin-
ear thermal expansion of the material of the crystal, respectively.

5. Temperature aspects

Consider that U(x, y ,z ,t) is the airy stress function [26] which satisfies the differen-
tial equation

( )
22 2 2

2 2 2 , , ,  U x y z t
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠
( )

22 2 2

2 2 2 , , ,Y T x y z t
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
−λ + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. (6)

Here, ( ), , ,T x y z t  denotes the translational temperature of the crystal satisfying the
following differential equation:

( )2 2 2

2 2 2
, , , 1 ,

x y z tT T T T
k tx y z

θ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

α ∂∂ ∂ ∂
(7)

where k  is the thermal conductivity and α is the thermal diffusivity of the material of
the crystal. Let ( ), , ,x y z tθ  be the heat generated within the crystal for t > 0 under ini-
tial conditions

( ) ( ), , , 0 , , .T x y z F x y z= (8)
The finite Marchi–Fasulo integral transform of f(z) within the limitations -h < z < h

is defined as [27]

( ) ( ) .  
h

n
h

F f z P z dz
−

= ∫ (9)

The Marchi–Fasulo transform technique is used to determine the unknown tem-
perature, temperature distribution, displacement of the fields and thermal stresses on a
plane surface of a thin object. Here, the determination of three-dimensional transient
thermal parameters for a thin crystal made of elastic material is considered within the
context of the theory of generalized elasticity. At each point within (-h, h), the function
f(z) is continuous. Again, the inverse finite Marchi–Fasulo transform for previous con-
ditions is defined as [28]

( ) ( ) ( )
1

.n
nn

F n
f z P z

∞

=

=
λ∑ (10)
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Here,
( ) ( ) ( )cos sin ,n n n n nP z Q a z W a z= −

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2cos sin ,n n n nQ a a h a h−= α + α + β β

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2cos sin ,n n n nW a h a a h+= β β + α −α

( )2 , ,
h

n n
h

P z dz
−

λ = ∫

( )2 2 2 2sin 2
.

2
n

n n n n n
n

a h
h Q W Q W

a
⎡ ⎤ ⎡ ⎤λ = + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Eigenvalues na  are the solutions of the equation

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]1 1 2 2acos sin cos asinah ah ah ahα +β × β + α =

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]2 2 1 1acos sin cos asin .ah ah ah ah= α −β × β −α (11)

Here, 1, 2 1 2    , , α α β β  are constants.
By applying the finite Marchi–Fasulo transform to boundary conditions and their in-

verses three times, we obtain 

2 ,dT q T
dt k

∗ ∗
∗ ⎛ ⎞θ⎜ ⎟+ ∝ =∝ ∅+

⎜ ⎟
⎝ ⎠

(12)

where
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 4 3 2 1 – –m m n n l lP a F P a F P b F P b F P h f P h f∅ = − + − + − −

and 2 2 2 2
m n lq a a a= + +  is the eigenvalue. (13)

First order differential equation (12) has the following solution:

( ) ( )
2 2

0

, , ,   ,  , ,
t

q t q t dtT m n l t e e c c F m n l
k

′

∗
∗ ∗

−∝ ′∝
⎡ ⎛ ⎞ ⎤θ⎜ ⎟⎢ ⎥= ∝ ∅+ + =

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎝ ⎠ ⎦
∫ , (14)

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2( ) ' ( )

0

, , ,  , ,m n l m n l

t
a a a t t dt a a a tT m n l t e e F m n l

k

∗
∗ ∗

∝ + + −∝ +′− +
⎛ ⎞θ⎜ ⎟= ∝ ∅+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . (15)

If we apply the inverse finite Marchi–Fasulo transform to this equation with bound-
ary conditions three times, we obtain

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

1 1 2 22
, 1

1 3 2 4  2 2
, , 1

, , ,     

2 1   
cos  1

m n

m nm n

m n

m nl m n

P x P ykT x y z t z t z t
c

P x P yk l n z t n z t
lh cl

∞

=
∞

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= φ Ψ −φ Ψ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ μ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤π ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ Ψ − Ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ μ π⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ π⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑

∑ . (16)
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6. Conclusions

Exact expression (16) for transient translational temperature on the surface of a cu-
boid crystal in photoacoustic interaction is mathematically determined using the Mar-
chi–Fasulo method in terms of thermal conductivity of thermoelastic material of the
crystal. This expression allows calculating of various parameters of the cuboid crystal
such as the constants related with elasticity. Since various crystals are used in industrial
applications at different temperatures, their ability to withstand a given temperature
value for particular application is helpful when designing various scientific and indus-
trial processes involving laser interactions. This mathematical approach constitutes an
important step towards determination of various aspects of premature failure of solid
state industrial components and devices. The proposed approach provides a theoretical
basis for the study on the influence of stresses in photoacoustic interaction in various
cuboid crystals. The obtained results are of great importance when studying optical and
thermal properties of complex materials. This work can be used in future research for
scientific and industrial applications.
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ДИНАМИКА ДВУХМАССОВОГО
МИКРОМЕХАНИЧЕСКОГО ГИРОСКОПА L-L-ТИПА

В РЕЖИМЕ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

Исследуется динамика двухмассовой модели микромеханического гироско-
па типа L-L в режиме вынужденных колебаний в линейной постановке.
Приведена теоретико-механическая модель чувствительного элемента гиро-
скопа с двумя активными массами («инерционная масса – рамка»).
Для решения был предложен новый метод анализа двухчастотной системы.
В итоге было получено решение и построены амплитудно-частотные харак-
теристики для рассматриваемой модели. На основе полученных результатов
сделаны соответствующие выводы по поведению системы.

Ключевые слова: Микромеханический гироскоп, линейные вибрации, выну-
жденные колебания, линейная система.

На сегодняшний день микросистемная техника (МСТ) используется практиче-
ски в любой сфере жизнедеятельности человека [1, 2]. МСТ – это научно-техниче-
ское направление, целью которого является создание в ограниченном объеме
твердого тела или на его поверхности микросистем, представляющих собой упо-
рядоченные композиции областей с заданным составом, структурой и геометрией.
МСТ базируется, в первую очередь, на высокоточных и миниатюрных датчиках,
эффективных микродвигателях и качественных преобразователях.

Микромеханические гироскопы (ММГ) являются неотъемлемой частью МСТ.
Основными свойствами микромеханических гироскопов являются их миниатюр-
ные габариты, сверхмалое энергопотребление, высокая устойчивость к внешним
воздействующим факторам. Разработка таких устройств основана на создании и
анализе теоретико-механических моделей, описывающих движение чувствитель-
ного элемента и учитывающих различное влияние внешних факторов: нелиней-
ные параметры системы, медленно меняющиеся параметры, различные условия
функционирования и т.д. [3–5]

Актуальной проблемой является создание новых теоретико-механических
микромеханических гироскопов и выявление новых, более точных аналитических
зависимостей для различных режимов работы устройства, которые позволят су-
щественно повысить точностные свойства гироскопов.

Постановка задачи

Рассматривается следующая конструктивная схема чувствительного элемента
микромеханического гироскопа типа L-L (рис. 1).

На рис. 1 изображена инерционная масса 1, которая закреплена при помощи
четырёх внутренних упругих элементов (торсионов) 4 в рамке 2. Рамка 2 также
связана с подложкой основания 6 четырьмя внешними торсионами 5. «Гребенчатая
структура» 3 образуется из электродов, закреплённых на основании 6 и рамке 2.
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Образованная «гребенчатая структура» относится к двигателю системы и является
системой плоских конденсаторов, при помощи которой возбуждаются колебания
в системе (за счет изменения емкости между гребенками). Колебания инерцион-
ной массы 1 на выходе системы снимаются специальной регистрационной систе-
мой, основанной на емкостном принципе работы, после чего проходят обработку
внешней компьютерной системой [6].

5

1

4 4

6

3

5

2 3

6

x2

x1

Рис. 1. Кинематическая модель ММГ L-L-типа
Fig. 1. Kinematic model of an L-L-type micromechanical gyroscope

ММГ типа L-L не содержит в своей структуре вращающихся частей и исполь-
зует только линейные вибрации инерционной массы и рамки, в которой она за-
креплена в направлении взаимно перпендикулярных осей x1 и x2.

Цель данной работы заключается в анализе поведения двухчастотной систе-
мы в режиме вынужденных колебаний при помощи нового метода получения
решения.

Построение уравнений движения

Рассмотрим связанную систему «рамка – инерционная масса», закрепленную
на подвижном основании, которое вращается с произвольной скоростью Ω, где Ω
соизмеримо меньше, чем собственная частота колебаний [7], иначе прибор не бу-
дет работать, но пренебречь этим значением в построении теоретико-механиче-
ской модели нельзя.

Кинетическая энергия системы «рамка – инерционная масса»

( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 1 2 2 1

2 2 2
р ин

1 1 ,
2 2

T m x x m x x x x= + ⋅Ω + − ⋅Ω + + ⋅Ω� � �

где: x1, x2 – координаты, определяющие положение чувствительного элемента в
заданной системе координат, связанной с основанием; mин –инерционная масса;
mр – масса рамки; Ω – угловая скорость основания.
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Потенциальная энергия системы имеет вид
2 2
1 21 2

1 1П ,
2 2

c x c x= +

где c1, c2 – жесткость внешних и внутренних торсионов соответственно.
Таким образом, лагранжиан системы записывается в виде

( )( )
( ) ( )( )

2
1 1

2 2
1 2 2 1 1 2

2
р

2 2
ин 1 2 .

1П
2

1 1 1
2 2 2

L T m x x

m x x x x c x c x

= − = + ⋅Ω +

+ − ⋅Ω + + ⋅Ω − −

�

� � (1)

В колебательной системе всегда присутствует диссипация. С целью учета дис-
сипативных сил в системе воспользуемся функцией Релея

2 2
1 21 2

1 1Ф ,
2 2

k x k x= +

где k1 – коэффициент, который определяет энергию рассеивания при движении
рамки; k2 – коэффициент, учитывающий рассеивание энергии при движении
инерционной массы.

Пусть на систему действует внешняя гармоническая вынуждающая сила в об-
щем случае F(t) вдоль обобщенной координаты x1 (рис. 1).

Воспользовавшись формализмом Лагранжа, запишем уравнения движения
чувствительного элемента

( ) ( ) ( )и р ин2р н
2

1 ин 1 1 1
2

2 ин ин 1 ин 2 2 2

2 ;

2 0.

m m m m tx m x x с x F

x m m x m x c x

+ +− − Ω + =

+ − +

Ω

Ω⋅ Ω =

⋅� �
� �

�
�

(2)

Рассмотрим идеальный случай, когда коэффициенты упругости связаны сле-
дующим соотношением:

р ин
1 2

ин
.

m m
c c

m
+

= (3)

Соотношение (3) вводится для улучшения резонансных свойств ММГ.
Проведём процедуру нормализации системы уравнений (2), взяв за норми-

рующий параметр величину h –зазор между гребенками контактов, образующих
систему плоских конденсаторов (рис. 1):

( ) ( )

( )

2
0

2
0

2
1 0

2
2 0
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где α и β – малые безразмерные амплитуды колебаний (|α| и |β| << 1); ω0 –
собственная частота чувствительного элемента;

1 α;x h= ⋅ 2 β;x h= ⋅ 0
ин

ω c
m

= ;

f ( t) – нормализованная вынуждающая сила; γ1 и γ2 << 1 – безразмерные коэффи-
циенты затухания (в таком случае система обладает хорошей добротностью);

ин 0
02ω γ ;

ω
i

i
k

m
= ( ) ( )

ин
.

F t
f t

m h
=
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Далее рассматриваем систему, где k1 = k2, параметр δ, равный отношению массы
рамки к инерционной массе, является параметром порядка ε.

Пусть внешняя вынуждающая сила задаётся в виде f0
 sin μt, где амплитуда вы-

нуждающей силы f0 мала по отношению к жесткости торсионов с, т. е. будем рас-
сматривать мягкое возбуждение, при котором значение f0 порядка ε3/2, μ –
безразмерная частота внешнего воздействия.

Перепишем систему (4) в виде

( )
( )

2
0
2
0

2
1

2
2 ,

α 2 β ω α ;

β 2 α ω β

G

G

− + − = −

+ + − = −

Ω Ω

Ω Ω

��
� ��

�
(5)

где введены следующие замены:

1 0 0

2 0

2γω α 2 δβ sinμ ;
2γω β.

G f t
G

+
=
Ω= −��

�

Анализ динамики чувствительного элемента

Для решения двухчастотной системы (5) был применён новый метод, который
основывается на методике Крылова – Боголюбова [8].

Запишем вначале общий вид решения в переменных амплитуда – фаза:
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2

1 2 .

α sin μ φ sin μ φ ;
β cos μ φ cos μ φ

t tt

t t

t

t t

A t B t
A t B t

= + + +
= + − +

(6)

Для однородной системы уравнения (6) перепишутся в виде
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 2 2

1 1 2 2 ,

α sin ω φ sin ω φ ;
β cos ω φ cos ω φ

t t

t

t t

t tt

A t B t
A t B t

= + + +
= + − +

(7)

где ω1 и ω2 – корни однородной системы

1 0ω ω ;= −Ω 2 0ω .ω= +Ω (8)
Перейдем от переменных A, B, ϕ1, ϕ2 в (6) к переменным g1, g2, r1, r2:

1 1 2 2

1 1 2 2

α sinμ cosμ sinμ cosμ ;
β cosμ sinμ cosμ sinμ ,

g t r t g t r t
g t r t g t r t

= + + +
= − − +

(9)

где
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2 .

cosφ ; sinφ ;
cosφ ; sinφ

t At t

B t B t

t t t

t t t t

g A r
g r

= =

= =
(10)

Запишем уравнения (7) в новых переменных:

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

α sinω cosω sinω cosω ;
β cosω sinω cosω sinω .

g t r t g t r t
g t r t g t r t

= + + +
= − − +

(11)

Продифференцировав уравнения (6) по времени и преобразовав полученные
выражения в соответствии с выражениями (11), получим

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

α ω cosμ ω sinμ μ ω cosμ μ ω sinμ
ω cosμ ω sinμ μ ω cosμ μ ω sinμ ;

β ω sinμ ω cosμ μ ω sinμ μ ω cosμτ
ω sinμ ω cosμ μ ω sinμ μ ω cosμ .

g t r t g t r t
g t r t g t r t

g t r t g t r
g t r t g t r t

= − + − − − +
+ − + − − −
= − − − − − − +
+ + + − + −

�

� (12)
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В таком случае условие совместности запишется в виде

1 1 2 2

1 1 2 2

sinμ cosμ sinμ cosμ 0;
cosμ sinμ cosμ sinμ 0.

g t r t g t r t
g t r t g t r t

+ + + =
− − + =

� � � �
� � � � (13)

Продифференцировав (12), получим вторые производные для амплитуд α и β.
Подставив найденные производные в исходную систему уравнений (5), имеем

1 1 2 2 1

1 1 2 2 2

μ cosμ μ sinμ μ cosμ μ sinμ ;
μ sinμ μ cosμ μ sinμ μ cosμ ,

g t r t g t r t F
g t r t g t r t F

− + − = −
− − + + = −
� � � �
� � � � (14)

где введены следующие обозначения:

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

2
1

2 2 2
1 2 2

2 2
1 1

2 2
2

2

2

0
2

1 0 0 1

2 2 2
1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
2 2

2 0 1 1

2 2
2 2

ω ω sinμ μ ω sinμ

μ ω cosμ μ ω sinμ μ ω cos

2γ

μ

2 μ ω sinμ μ ω cosμ μ ω sinμ μ ω cosμ ;

ω μ ω cosμ μ ω sinμ

μ ω cosμ μ ω si

α 2δ

n

β

2γ β

F f t g t

r t g t r t

g t r t g t r t

F g t r t

g t r

− − −

− − − − − − −

− Ω − − − − + − + −

− − + − +

+ − − −

= + Ω −

=

��

�

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 2 2 2 2

μ

2 μ ω cosμ μ ω sinμ μ ω cosμ μ ω sinμ .

t

g t r t g t r t

+

+ Ω − − − + − − −

Разрешим (14) и (13) относительно переменных g1, g2, r1, r2. Так как данные
переменные являются медленными функциями времени, воспользуемся методом
осреднения Крылова – Боголюбова [8]:

( ) ( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )
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2 2
1 2
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1 2 1 1 1 2 2 2
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2 μ ω μ ω

μ ω μ ω ;

2μ μω ω μ
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.

δ

g r r g
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r f g r r
g g g r r g
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−
− Ω − + − +

+ + − + − −

= − + +
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− + − − +

− +

− + + +

−

− − −�

(15)

Предложенный новый метод анализа вынужденных колебаний по сравнению с
другими методами, используемыми в работах В.Ф. Журавлевым и А. Найфе [7, 9]
(нахождение решения в переменных амплитуда – фаза), Н.Н. Боголюбовым и
А.Ю. Митропольским (переход к нормальным координатам), имеет такие пре-
имущества, как отсутствие в решении тригонометрических функций, а также
не требует перехода к новым переменным и, как следствие, возврата к исходным.
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Числовой пример

Рассмотрим двухмассовый ММГ с характеристиками: mин = 10−6 кг (масса
инерционной массы); величина зазора между контактами гребенки h = 100 мкм
(нормализующий параметр). Построим амплитудно-частотные характеристики
для различных значений параметров

На рис. 2 изображены амплитудно-частотные характеристики со следующими
параметрами:

• 1 – Ω = 0, γ = 0;
• 2 – Ω = 0.05, γ = 0;
• 3 – Ω = 0.05, γ = 0.007.

0 0.05 0.1 0.15 μ

1 2

3

0.01

0.02

0.03

0.04

A( )μ

0 0.05 0.1 0.15 μ

1

2

3

0.01

0.02

0.03

0.04

B( )μ

Рис. 2. Графики зависимости амплитуды первичных
и вторичных колебаний от частоты внешнего воздействия

Fig. 2. Amplitude of primary and secondary oscillations as a function
of the frequency of the external action
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Рассмотрев АЧХ, представленные на графиках (см. рис. 2) можно отметить
следующее:

- для системы при угловой скорости Ω = 0 в отсутствии вязкого трения АЧХ
вторичных колебаний совпадает с осью μ, так как амплитуда в этом случае про-
порциональна угловой скорости основания;

- при приближении частоты μ к одной из резонансных частот, амплитуда коле-
баний возрастает. Когда же частота удаляется от резонансных частот – наблюда-
ются установившиеся колебания малой амплитуды;

- для колебаний по первой моде при приближении к первой резонансной час-
тоте ω1 амплитуда колебаний имеет значение больше, нежели при достижении
частотой внешнего воздействия второй резонансной частоты ω2. Для вторичных
колебаний B(μ) ситуация противоположна.

Заключение

Представлена теоретико-механическая модель двухмассового микромеханиче-
ского гироскопа типа L-L, учитывающая вязкое трение и произвольную угловую
скорость основания. Анализ полученной модели проводился в режиме вынужден-
ных колебаний с применением нового метода.

Основная цель данной работы – продемонстрировать новый метод анализа
двухчастотных систем, который имеет ряд преимуществ перед своими аналогами:
отсутствие в решении тригонометрических функций, не требует перехода к но-
вым переменным. Данный метод будет полезен для анализа сложных двухчастот-
ных нелинейных систем.

Построены необходимые АЧХ и сделаны соответствующие выводы о поведе-
нии системы.
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ОЦЕНКА ПРЕДЕЛЬНЫХ ВОЗМОЖНОСТЕЙ ВЫСТРЕЛА
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЫСОКОПЛОТНЫХ ТОПЛИВ
ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ ДУЛЬНОЙ СКОРОСТИ СНАРЯДА1

Проведены теоретические исследования, направленные на демонстрацию
положительного эффекта применения высокоплотных высокоэнергетиче-
ских топлив в артиллерийском выстреле. С помощью специального про-
граммного комплекса, в основе которого лежит математическая модель
внутрибаллистических процессов, проведены параметрические исследова-
ния возможностей выстрела с применением модельного высокоплотного то-
плива в режиме присоединенного заряда, располагаемого в канале ствола за
снарядом в дополнение к основному пороховому заряду, в условиях модель-
ной баллистической установки среднего калибра. Закон горения топлива,
полученный расчетно-экспериментальным путем на установке малого ка-
либра, был адаптирован к условиям установки среднего калибра. Определе-
ны условия заряжания, позволяющие добиться наибольшего повышения
дульной скорости снаряда при использовании топлива по сравнению с вы-
стрелом по классической схеме заряжания и с сохранением требуемого
уровня давления. Представлены рекомендации по модернизации высоко-
плотного топлива для получения дополнительного прироста дульной скоро-
сти снаряда.

Ключевые слова: внутренняя баллистика, ствольные системы, газовая
динамика, высокоэнергетическое топливо, присоединенный заряд, горение
топлив.

Исследование новых перспективных схем заряжания является одним из основ-
ных направлений внутренней баллистики, позволяющих повысить дульную ско-
рость снаряда. Наличие «эффекта насыщения» ограничивает скорость снаряда в
классической схеме выстрела при использовании порохового метательного заря-
да, поскольку максимальная скорость метания при сгорании пороха определяется
предельной скоростью разлета пороховых газов в вакууме. Традиционные спосо-
бы повышения скорости снаряда практически исчерпали свой потенциал и не по-
зволяют значительно повысить дульную скорость [1]. Для повышения скорости
требуется применение нетрадиционных схем метания.

Перспективным направлением в области высокоскоростного метания является
схема выстрела с присоединенным зарядом (ПЗ), используемым в выстреле вме-
сте с основным зарядом [2]. ПЗ представляет из себя моноблочный дополнитель-
ный заряд, состоящий из новых высокоэнергетических топлив и располагаемый за
снарядом в стволе (рис. 1).

Включение в заряд ПЗ позволяет увеличить суммарную массу заряда и, как
следствие, повысить среднюю плотность заряжания. В процессе выстрела сначала

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-79-00028).
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происходит инициирование пороха. Спустя время, определяемое, в частности,
импульсом давления на фронте горения, воспламеняется ПЗ, горение происходит
в торцевом режиме при движении снаряда по каналу ствола. Применение схемы
выстрела с ПЗ приводит к перераспределению энергии продуктов сгорания в за-
снарядном пространстве, что позволяет повысить давление на снаряде без увели-
чения давления в камере сгорания [3]. При использовании схемы выстрела с ПЗ
появляется возможность реактивного подгона снаряда в стволе. Перечисленные
преимущества позволяют повысить дульную скорость снаряда без повышения
максимального давления на дно канала ствола [4].

1 2 3 4 5

Рис. 1. Схема выстрела с применением ПЗ:
1 – воспламенитель; 2 – порох; 3 – ПЗ; 4 – снаряд; 5 – ствол

Fig. 1. Schematic diagram of a shot with a traveling charge:
1 – an initiator; 2 – a gunpowder; 3 – a traveling charge; 4 – a projectile; 5 – a barrel

Целью работы является расчетно-теоретическое исследование возможностей
повышения дульной скорости снаряда при сохранении максимального давления
на дно канала ствола путем применения ПЗ, а также выработка рекомендаций по
модернизации ПЗ. В основе данной работы лежат результаты проведенных экспе-
риментально – теоретических исследований применения высокоэнергетического
топлива в режиме ПЗ на лабораторной гладкоствольной установке малого калибра
[5].

В работе используется программный комплекс, в основе которого лежит мате-
матическая модель внутрибаллистических процессов в ствольных системах, бази-
руемая на основных допущениях механики многофазных сред [6]. Математиче-
ская модель предусматривает наличие в пороховом заряде произвольного количе-
ства фракций частиц, а также наличие в составе заряда моноблочных элементов,
которые горят по своим законам и диспергируют на отдельные частицы дополни-
тельной фракции.

Основная система газодинамических уравнений, определяющая внутрибалли-
стические процессы, записана в виде законов сохранения массы смеси газов, им-
пульса и энергии в квазиодномерном приближении с учетом разных типов частиц
и замыкается уравнением состояния для газовой смеси [6]. Уравнения решаются
по модифицированной схеме С.К. Годунова второго порядка точности по коорди-
нате [7] и времени [8] с использованием на предварительном шаге решения задачи
о распаде произвольного разрыва.

Результаты параметрических исследований

В исследовании по повышению дульной скорости снаряда принят следующий
базовый выстрел: масса снаряда 9 кг, масса пороха 7.9 кг, максимальное давление
в канале ствола 560 МПа, дульная скорость 1575 м/с. Для топлива за основу был
выбран закон горения, полученный в [5] на малом калибре и адаптированный к
условиям среднего калибра.



Оценка предельных возможностей выстрела 73

ПЗ загорается в процессе движения по каналу ствола через некоторое время
после начала горения пороха, определяемое конкретным параметром. В модели,
описанной в [6], в качестве такого параметра выбран импульс давления на фронте
горения I1 [9], который контролирует начало горения без учета зажигания. Закон
горения ПЗ выглядит следующим образом:

г 1при  0,U I I<= ,

1
атм

г 1, при  I IPU B
P
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⎛ ⎞
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⎠
≥=

⎝
,
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I Pdt= ∫ ,

где В1 – коэффициент закона скорости горения; P – давление газа на фронте горе-
ния; Pатм – атмосферное давление; ν – показатель степени в законе горения.

Считается, что на фронте горения ПЗ помимо газообразных продуктов горения
образуются частицы. Начальная степень превращения ПЗ в газ Ψ0 = 0.1. Это озна-
чает, что на фронте горения в каждый момент времени 10% топлива переходит в
газ, а 90% – в частицы, которые догорают в канале ствола. Для частиц задается
степенной закон горения
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где U1 – единичная скорость горения – скорость горения при P = Pатм = 0.1 МПа;
υ – показатель степени в законе горения частиц.

Параметрические исследования проведены с учетом следующих допущений.
Длина ствола постоянна. Порох состоит из зерненого семиканального и трубчато-
го одноканального пороха, равномерно расположенных по объему камеры сгора-
ния. Горение ПЗ происходит в одну стадию. Массы ПЗ, частей пороха и импульс
давления на фронте горения топлива подбирались таким образом, чтобы реализо-
вывалось максимальное давление 560 МПа (базовый выстрел). Масса ПЗ варьиру-
ется: 13, 17, 20, 23 и 26% от общей массы заряда (порох + топливо). Импульс I1
меняется от 450 до 1150 МПа·с. Использовались такие условия заряжания, чтобы
происходило полное сгорание топлива за время выстрела.

Результаты параметрических исследований представлены на рис. 2. Установ-
лено, что наибольшее повышение дульной скорости достигается при 20%-й доле
массы ПЗ от общей массы заряда. Дальнейшее увеличение доли ПЗ приводит к
его недогоранию за время выстрела в стволе. При этом масса снаряда увеличива-
ется на массу недогоревшего ПЗ, что не дает возможности дальнейшего повыше-
ния дульной скорости без проектирования новой ствольной системы или модер-
низации топливного состава.

Изменение импульса давления на фронте горения позволяет регулировать
процесс зажигания ПЗ. Воспламенение ПЗ после достижения максимума давления
в камере сгорания позволяет повысить дульную скорость. Дальнейшее увеличе-
ние импульса давления при постоянстве скорости горения приводит к недогора-
нию ПЗ в канале ствола и уменьшению дульной скорости снаряда (рис. 2). На
рис. 3 представлены временные зависимости давления газа в камере сгорания,
давления газа на дне снаряда и скорости снаряда для выстрела по классической
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схеме заряжания и для выстрела с ПЗ. Второй всплеск давления после основного
максимума (указан стрелкой на рис. 3) говорит о начале горения ПЗ [3]. В резуль-
тате проведенного исследования максимальное повышение дульной скорости до
1733 м/с (прирост на 10% по сравнению с базовым выстрелом) возможно при ис-
пользовании ПЗ массой 20% от общей массы заряда, импульсом I1 = 950 МПа.
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Рис. 2. Зависимости дульной скорости от импульса давления на фронте горения:
1 – 13%, 2 – 17%, 3 – 20%, 4 – 23%, 5 – 26%

Fig. 2. Dependences of the muzzle velocity on the pressure transient at the flame front:
1 – 13%, 2 – 17%, 3 – 20%, 4 – 23%, and 5 – 26%
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Рис. 3. Временные зависимости давления газа в камере сгорания 1,
давления газа на дне снаряда 2 и скорости снаряда 3. A – классиче-
ская схема заряжания, B – выстрел с ПЗ
Fig. 3. Time dependences of: 1, gas pressure in a combustion chamber; 2,
gas pressure at a shot base; and 3, projectile velocity. A – a classic loading
scheme, B – a shot with a traveling charge
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Рассмотренное топливо разработано для применения на малом калибре и апро-
бировано в условиях среднего калибра. Для получения большего прироста дульной
скорости снаряда на установке среднего калибра требуется разработка перспектив-
ных топлив и проведение дополнительного теоретического исследования.

В качестве начальной точки дополнительного исследования выбраны условия
заряжания, которые позволили получить максимальное повышение дульной ско-
рости до 1733 м/с (10%). Исследования по оценке возможностей схемы выстрела с
ПЗ проведены путем модернизации ПЗ за счет изменения коэффициента в законе
скорости горения В1 и силы топлива f – аналога силы пороха [10] при неизменном
импульсе I1 = 950 МПа·с. Фиксированный импульс позволит провести корректное
сравнение с расчётными данными начальной точки.

Согласно проведенным расчётам, к максимальному повышению дульной
скорости при сохранении базового давления ведет уменьшение параметра В1,
что позволяет продлить работу ПЗ в стволе, а также увеличение силы топлива f
(рис. 4). А именно: уменьшение В1 на 15% и увеличение f на 20% позволило до-
биться максимального повышения дульной скорости снаряда до 1772 м/с (прирост
на 15.7%).
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Рис. 4. Зависимость дульной скорости снаряда от энергетики топлива для разных В1:
1 – 0.85В1; 2 – 0.95В1; 3 – В1; 4 – 1.1В1

Fig. 4. Dependence of the projectile muzzle velocity on fuel energy for different B1:
1 – 0.85В1; 2 – 0.95В1; 3 – В1; and 4 – 1.1В1

Большее увеличение силы топлива способствует существенному повышению
температуры горения, что на практике приводит к возрастанию скорости износа
установки, сокращению живучести ствольных систем и, как следствие, снижению
дульной скорости снаряда, уменьшению прицельной дальности орудия и ухудше-
нию кучности стрельбы.

Заключение

Проведено теоретическое исследование возможностей повышения дульной
скорости снаряда путем применения высокоэнергетического топлива в режиме ПЗ
на установке среднего калибра. Закон горения топлива, полученный расчетно-
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экспериментальным путем в условиях установки малого калибра, был адаптиро-
ван к условиям среднего калибра (120 мм). Показана возможность повышения
дульной скорости снаряда при использовании высокоэнергетического топлива в
режиме ПЗ при сохранении максимального давления на дно канала ствола. При
варьировании массы ПЗ и импульса давления на фронте горения, отвечающего за
начало горения топлива, наибольшее повышение дульной скорости снаряда со-
ставило 10%. Получено оно было при использовании топлива с импульсом
I1 = 950 МПа·с и массой 20% от массы всего заряда.

Для получения дополнительного прироста дульной скорости снаряда на уста-
новке среднего калибра проведены расчеты с использованием топлива с изменен-
ными параметрами: коэффициента закона скорости горения В1 и силы f, при фик-
сированном значении импульса давления на фронте I1 = 950 МПа·с. Применение
модернизированного топлива с повышенной силой f (на 20%) и пониженным ко-
эффициентом закона скорости горения В1 (на 15%) позволило повысить дульную
скорость снаряда на 15.7% с сохранением максимального давления на дно канала
ствола.
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ТЕЧЕНИЕ ТИПА КУЭТТА С УЧЕТОМ ИДЕАЛЬНОГО СКОЛЬЖЕНИЯ
НА КОНТАКТЕ С ТВЕРДОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ1

Построено новое точное решение, описывающее сдвиговое однонаправлен-
ное течение вязкой несжимаемой жидкости в горизонтальном слое при ну-
левом расходе и идеальном скольжении на контакте с твердой поверхно-
стью. Проводится анализ свойств решения в зависимости от характеристик
температуры и давления на верхней границе слоя. Показано, что данное ре-
шение способно описывать стратификацию гидродинамических полей.

Ключевые слова: конвекция вязкой жидкости, точное решение, сдвиговое
течение, застойные точки, расслоение полей.

Одной из наиболее распространенных моделей, используемых для описания
вихревых конвективных течений вязких жидкостей, является система уравнений
Обербека – Буссинеска [1–5]. Эта модель строится при помощи гипотезы о ли-
нейной зависимости плотности жидкости от температуры, которая учитывается
только в массовых силах [6].

Для решения практических задач и проведения теоретической оценки устой-
чивости установившихся движений жидкости часто используются и исследуются
однонаправленные течения жидкости V = (Vx(z), 0, 0) [7–11]. Одним из первых
слоистых течений, свойства которого описаны в точной постановке решений вида
V = (Vx(z), 0, 0) уравнений движения вязкой жидкости, является изотермическое и
изобарическое течение Куэтта [12]. Еще одним известным однонаправленным
изотермическим течением такого вида является градиентное течение Пуазейля
[13], вызванное перепадом давления. И эксперименты, и анализ данного решения
показывают, что оно обладает ненулевой завихренностью, обусловленной (в от-
личие от течения Куэтта) неоднородным распределением поля скорости относи-
тельно координаты z. Таким образом, учет неодномерности (по координатам) гид-
родинамических полей позволяет создавать модели, наиболее приближенные к
действительности, поскольку реальные течения жидкостей являются вихревыми
[14, 15].

Более сложным объектом для моделирования являются конвективные течения,
поскольку требуется дополнительно учитывать температурные факторы, распре-
деление которых зависит от положения элементарного жидкого объема в рас-
сматриваемой области течения. Одним из первых в этом классе было решение
Остроумова – Бириха [16, 17]. Краевые условия, отвечающие этому решению,
подразумевают задание неоднородного поля температуры, характеризуемого оди-
наковыми значениями продольных градиентов на обеих границах рассматривае-
мого слоя жидкости, а также замкнутость потока.

Однако независимо от структуры поля скоростей, закладываемой при выводе
точного решения уравнений гидродинамики, все известные (классические) тече-
                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-19-00571).
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ния используют условие прилипания для описания взаимодействия жидкости на
контакте с твердой поверхностью [2, 3, 8, 18–23]. На настоящий момент для спе-
циалистов, занимающихся поиском приложений теоретических достижений к об-
ластям практики, вызывает отдельный интерес течение жидкостей на контакте со
слабо смачиваемыми (гидрофобными) покрытиями [24–26]. В этом случае ис-
пользование условия прилипания является неприемлемым, необходимо брать в
расчет альтернативные условия – условия скольжения [20, 27–31].

В данной работе исследуется обобщение течения Остроумова – Бириха на
предельный случай проскальзывания жидкости (случай идеального скольжения
[32−34] Навье) при постоянном (нулевом) расходе жидкости и неоднородном рас-
пределении поля температуры.

Постановка задачи

Рассматривается установившееся однонаправленное сдвиговое конвективное
течение вязкой несжимаемой жидкости, движущейся со скоростью V = (Vx(z),0,0),
в горизонтальном слое постоянной толщины h. Введем декартову систему коор-
динат таким образом, что ось Oz направлена строго вверх, ось Ox – вдоль иссле-
дуемого потока жидкости (рис. 1).

z

h

0 x

Рис. 1. Область течения
Fig. 1. Flow area

Система уравнений тепловой конвекции для таких течений принимает сле-
дующий вид [35]:
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Здесь Vx – скорость течения вдоль оси Ox; P = P(x,y,z) – отклонение давления от
гидростатического, отнесённое к постоянной средней плотности жидкости ρ;
T = T(x,y,z) – отклонение от средней температуры; ν и χ – коэффициенты кинема-
тической вязкости и температуропроводности жидкости соответственно; β – тем-
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пературный коэффициент объёмного расширения жидкости; g – ускорение сво-
бодного падения.

Уравнения (1) есть проекции векторного уравнения движения вязкой жидко-
сти (уравнений Навье – Стокса с учетом приближения Буссинеска) на оси вы-
бранной системы координат, уравнение (2) представляет собой закон изменения
температуры при движении этой жидкости, а уравнение (3) отражает свойство ее
несжимаемости. Заметим, что уравнение несжимаемости выполняется тождест-
венно для поля скоростей V = (Vx(z),0,0), поэтому при записи уравнений сохране-
ния моментов импульса (1) обнуляются конвективное слагаемое и вторые произ-
водные от скорости по переменным x и y.

Кроме того, в системе (1) – (3) число уравнений превосходит число неизвест-
ных функций, поэтому рассматриваемая система является также и переопреде-
ленной. Факт переопределенности приводит к вопросу о существовании совмест-
ного нетривиального решения данной системы. Разрешимость переопределенной
системы будет обеспечена, если удовлетворить «избыточным» уравнениям. Для
этого решение системы (1) – (3) будем искать в классе функций следующего вида
[36−40]:

( )xV U z= ; (4)

( ) ( )0 1P P z xP z= + , ( ) ( )0 1T T z xT z= + . (5)
Представление (4) обеспечивает тождественное удовлетворение уравнения не-
сжимаемости (3) и тем самым выравнивает баланс числа уравнений и числа неиз-
вестных в системе уравнений тепловой конвекции (1) – (3). Отметим, что пред-
ставление (4), (5) является частным случаем класса Линя – Сидорова – Аристова
[2, 3, 8, 19, 37–39, 41–43].

В результате подстановки представлений (4) и (5) в систему уравнений тепло-
вой конвекции и проецирования получившихся выражений на оси Ox, Oy, Oz вы-
бранной декартовой системы координат приходим к следующей редуцированной
системе обыкновенных дифференциальных уравнений [2, 8, 12, 13, 16, 17, 37–39,
44]:

1 0T ′′ = , 1 1P g T′ = β , 1U P′′ν = , 0 1T UT′′χ = , 0 0P g T′ = β . (6)
Операция дифференцирования в системе (6) ведется по вертикальной координате
z. Полученная редуцированная (в классе (4), (5)) система наследует свойство не-
линейности от изначальной системы (1) – (3). При этом, согласно порядку систе-
мы (6), для описания с ее помощью конкретных течений необходимо задать соот-
ветствующее число краевых условий.

Будем считать, что нижняя граница бесконечного горизонтального слоя жид-
кости, задаваемая уравнением z = 0 (рис. 1), является абсолютно твёрдой и непод-
вижной. При этом на этой границе выполняется условие идеального скольжения
[32 – 34]. Значение температуры на нижней границе принимаем за отсчётное зна-
чение. С учетом структуры (4), (5) выбранного обобщенного класса решений эти
условия записываются в следующем виде:

( )0 0 0T = , ( )' 0 0U = . (7)
На верхней границе z = h (рис. 1) задано неоднородное распределение темпе-

ратурного поля и однородное распределение поля давления. Кроме того, полагаем
верхнюю границу свободной (поле касательных напряжений, действующее на
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ней, считаем нулевым). Согласно структуре класса решений (4), (5) эти условия
принимают вид

( )0 0T h = , ( )1T h A= , ( )' 0U h = , ( )0 0P h = , ( )1 0P h = . (8)
Кроме того, полагаем, что течение происходит с нулевым расходом жидкости [17,
37]:

0

0
h

Udz =∫ . (9)

Условие (9) для однонаправленных течений является аналогом уравнения нераз-
рывности. Решение системы уравнений (6), удовлетворяющее граничным услови-
ям (7) – (9), с учетом замены Z = z/h∈[0,1] является полиномиальным:

( )
3

2 3 43 30 40 15
120ν
Ag hU Z Z Zβ

= − + − + ; (10)

( ) ( )
2 5

2 3 4 5
0 1 15 27 6 64 55 15

1680
A ghT Z Z Z Z Z Z Zβ

= − + − − + − +
νχ

; (11)

( )1 2 3T A Z= − + ; (12)

( ) ( )
2 2 6 2

2 2 3 4 5 6
0 0 1 25 50 150 76 131 150 45

40320
A g hP S Z Z Z Z Z Z Zβ

= + − + + − + + − +
νχ

; (13)

( )( )1
1 1 1 3
2

P Agh Z Z= β − + − + . (14)

Введение нормированной вертикальной координаты Z позволяет рассматривать
слой фиксированной толщины, не зависящей от параметров краевой задачи, что в
свою очередь снижает зависимость анализа свойств решения (10) – (14) от этих
параметров.

Анализ точного решения для поля скорости

Проанализируем точное решение (10), описывающее свойства поля скорости.
Известно, что границами зон обратного (возвратного) течения [2, 45, 46] при их
наличии выступают точки, в которых скорость принимает нулевое значение. Изу-
чим свойства полинома (10) на этот предмет.

Очевидно, что коэффициент Agβh3/(120ν) не оказывает влияния на расположе-
ние нулевых точек. Поэтому при нормировке скорости на этот коэффициент мож-
но без потери общности рассматривать полином – 3 + 30Z2 – 40Z3 + 15Z4, входя-
щий в выражение (10). Этот многочлен имеет единственный на интервале [0,1]
нуль – это точка Z = 0.4445 (рис. 2).

Таким образом, поле скорости U расслаивается на две зоны относительно ну-
левого значения: в одной скорость U совпадает по направлению с осью Ox, а в
другой – противоположна ей. Направление скорости U в каждой из этих двух об-
ластей определяется знаком параметра A, задаваемого на верхней границе. При
этом положение границы этих областей не зависит от параметров краевой задачи,
а определяется только структурой выбранного класса (4), (5) и типом краевых ус-
ловий (7) – (9).
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Рис. 2. Профиль скорости U, нормированной на множитель ( )3 120Ag hβ ν

Fig. 2. A profile of the velocity U normalized to a multiplier ( )3 120Ag hβ ν

Изучим далее зависимость касательного напряжения τxz, определяемого выра-
жением

( )
2

21
2

x z
xz

V V dU h Ag Z Z
z x h dZ

∂ ∂ η η β⎛ ⎞τ = η + = = −⎜ ⎟∂ ∂ ν⎝ ⎠
, (15)

от граничных параметров (здесь η – коэффициент динамической вязкости). Оче-
видно, что напряжение τxz всюду в слое [0,1] принимает значения только одного
знака.

Анализ точного решения для поля температуры

Исследуем теперь свойства поля температуры T, определяемого точным реше-
нием (11), (12). Горизонтальный градиент температуры T1 = A(–2 + 3Z) (12) есть
строго монотонно возрастающая функция. Он может принимать нулевое значение
только в одной точке – точке Z = 2/3, причем независимым от значения параметра
A (как и от значений других параметров краевой задачи) образом.

Рассмотрим теперь многочлен (11), характеризующий распределение фоновой
температуры T0. Очевидно, что фоновая температура обращается в нуль на грани-
цах интервала [0,1], а также может принимать нулевое значение в точках, являю-
щихся нулями полинома f (Z) = 15 – 27Z – 6Z2 + 64Z3 – 55Z4 + 15Z5. Анализ свойств
функции f (Z) показывает, что она всюду на интервале (0,1) принимает только по-
ложительные значения.

Следовательно, фоновая температура, определяемая выражением (11), не име-
ет нулей внутри рассматриваемого слоя жидкости (рис. 3), но имеет немонотон-
ный характер. Это говорит о том, что при некотором возмущении (в роли которых
могут выступать дополнительно накладываемые тепловые поля, например поле
T1x) итоговое тепловое поле может стратифицироваться на зоны относительно от-
счетного значения. Взаимодействие тепловых полей, определяемых компонента-
ми T0 и T1, представим, согласно выражениям (11), (12), в следующем виде:

( ) ( ) ( )2 3 4 5
0 1 1 15 27 6 64 55 15 2 3T T T x A b Z Z Z Z Z Z Z Z x⎡ ⎤= + = − + − − + − + + − +⎣ ⎦ . (16)
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Здесь введено обозначение: b = Agβh5/1680νχ. Выражение (16), описывающее по-
ведение результирующего температурного поля T, является функцией трех пере-
менных: координаты x, координаты Z, введенного параметра b. При этом пара-
метр A, характеризующий распределение температуры на верхней границе слоя,
не влияет на форму изолиний температурного поля T в явном виде, только опо-
средованно (как один из множителей, входящих в выражение для параметра b).
На рис. 4 в качестве примера приведено распределение изолиний в плоскости xZ
для значения b = 1 (для значений горизонтальной координаты x∈[–1,1]).
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Рис. 3. Профиль фоновой температуры
Fig. 3. A background temperature profile
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Рис. 4. Изолинии температуры T при b = 1
Fig. 4. Isolines of temperature T at b = 1
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Отметим, что случай b = 0 описывает распределение изолиний дополнительно-
го поля T1x, отвечающего за неоднородность распределения тепловых эффектов.
Кроме того, при увеличении значения параметра b происходит искривление изо-
терм. Это объясняется тем, что при увеличении значения параметра b возрастает
влияние нелинейного (по переменной Z) слагаемого (вклад фоновой температуры)
в выражении (16) для итогового температурного поля T.

Анализ точного решения для поля давления

Изучение свойств поля давления начнем так же, как поля температуры,
с исследования свойств его продольного градиента P1. Решение (14) определяет
квадратичную зависимость градиента P1 от координаты Z. Нулями этого полино-
ма являются значения Z = 1 и Z = 1/3. В этих точках будет происходить переход от
положительно значения градиента давления к отрицательному значению (или на-
оборот) (рис. 5).

Далее изучим поведение фонового давления P0. Заметим, что выражение (13)
содержит слагаемое S0 – значение фонового давления на верхней границе слоя.
Рассмотрим возможные варианты относительно этого значения. Если S0 = 0, тогда
выражение (13) примет вид

( ) ( )
2 2 6 2

2 2 3 4 5 6
0 1 25 50 150 76 131 150 45

40320
A g hP Z Z Z Z Z Z Zβ

= − + + − + + − +
νχ

. (17)
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Рис. 5. Профиль компоненты P1 поля давления
Fig. 5. A profile of pressure component P1

При анализе расположения нулей выражения (17) можно не брать во внимание
общий коэффициент, стоящий перед выражением, так как он не влияет на корни
полинома (17). Единственный корень на промежутке [0,1] – это значение Z = 1,
отвечающее положению верхней границы рассматриваемого слоя. Это означает,
что в случае S0 = 0 фоновое давление P0 всюду внутри слоя отлично от нуля
(рис. 6).
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Рис. 6. Характерный профиль фонового давления P0
при S0 = 0 (сплошная линия) и S0 = –5 (пунктирная линия)

Fig. 6. Typical profiles of background pressure P0
at S0 = 0 (solid line) and S0 = –5 (dashed line)

Заметим, что слагаемое S0 в выражении (13) определяет сдвиг, а не формоиз-
менение профиля фонового давления. Таким образом, в случае S0 ≠ 0 при опреде-
ленных значениях этого параметра возможно появление одной нулевой точки
(рис. 6).

Теперь изучим распределение итогового поля давления, определяемого точ-
ным решением (13), (14). Заметим, что в тривиальном случае, когда A = 0, про-
дольный градиент давления P1 = 0, а фоновое давление P0 принимает постоянное
значение S0. И, очевидно, стратификации поля давления такого вида не наблюда-
ется. Поэтому будем далее полагать, что параметр A отличен от нуля.

Рассмотрим сначала частный случай S0 = 0. Давление тогда примет вид

( ) ( )
2 2 6 2

2 2 3 4 5 61 25 50 150 76 131 150 45
40320
A g hP Z Z Z Z Z Z Zβ

= − + + − + + − + +
νχ

( )( )1 1 3 .
2

Aghx Z Zβ
+ − + − +

Выполним элементарные преобразования и используем замену b = Agβh5/1680νχ:

( ) ( )( )
2

2 3 4 5 6
4

1 840
1 25 50 105 76 131 150 45

12
Z bP Z Z Z Z Z Z Z
h

⎡− + νχ
= − + + − + + − + +⎢

⎣
( )]1 3xb Z+ − + . (18)

Из структуры полинома (18) видно, что одним из его корней будет граничная точ-
ка Z = 1. Разберем поведение функции

( )( ) ( )
2

2 3 4 5 61 25 50 105 76 131 150 45 1 3
12
bf Z Z Z Z Z Z Z xb Z= − + + − + + − + + − + ,

стоящей в квадратных скобках выражения (18). Функция f зависит от трех пара-
метров – x, b и Z. Рассмотрим, как влияют параметры x, b на поведение f.
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Для сравнения с характером распределения поля температуры на рис. 7 приведено
распределение изолиний поля давления на промежутке x∈[–1,1] при значении
b = 1.
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Рис. 7. Изолинии функции f при b = 1
Fig. 7. Isolines of function f at b = 1

Функция f в зависимости от расположения выбранного (по координате x) сече-
ния имеет не более одной нулевой точки внутри слоя Z∈[0,1] . Значит, итоговое
давление (18) также имеет не более одной нулевой точки внутри промежутка
Z∈[0,1]. (рис. 8).
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Рис. 8. Характерный профиль давления P при b = 1, x = –0.9
в случае S0 = 0 (сплошная линия) и в случае S0 = –1.3 (пунктирная линия)

Fig. 8. Typical profiles of pressure P at b = 1, x = –0.9
in the case of S0 = 0 (solid line) and S0 = –1.3 (dashed line)
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Как было сказано выше, учет ненулевого значения S0 в выражениях для давле-
ния (в частности, в выражении (18)) приводит к сдвигу профилей. Это означает,
что в случае S0 ≠ 0 итоговое давление P в некоторых сечениях может иметь две
нулевые точки (рис. 8). Характерные профили такого же, как на рис. 8, типа гово-
рят о явной локализации поля давления в придонной области для рассматривае-
мых сечений.

Заключение

В ходе анализа приведенного в статье точного решения было установлено, что
распределение полей скорости, температуры и давления в общем случае неодно-
родно и зависит от значений краевых параметров. Было показано, что поле скоро-
сти может расслаиваться на две зоны относительно нулевого значения: в одной
направление течения жидкости совпадает с соответствующей координатной осью,
а в другой – противоположно ей. При этом соответствующее касательное напря-
жение не допускает возникновения стратификации. Температурное поле, в свою
очередь, демонстрирует аналогичное поведение: наблюдается переход от нагрева
жидкости в одной из зон к охлаждению в соседней с ней зоне. Поле давление мо-
жет иметь не более двух нулевых (относительно отсчетного значения) точек внут-
ри рассматриваемого слоя жидкости, т. е. смена знака давления происходит не бо-
лее двух раз по толщине изучаемого слоя. Полученные выводы применимы к раз-
личным по своей природе вязким жидкостям, так как анализ был проведен в об-
щем виде (без конкретизации значений физических констант, однозначным обра-
зом идентифицирующих исследуемую жидкость).
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On the basis of a system of hydrodynamic equations, the unidirectional steady flow of a
viscous incompressible fluid in a horizontal extended layer is studied. The solution to the
governing equations is discovered in a distinguished class of functions that are linear in
coordinates.

The contact of the fluid with a lower hydrophobic solid boundary is described by the Navier-
slip condition. At the upper boundary of the layer, the temperature and pressure fields are
assumed to be given, and a zero shear stress is specified. The system of boundary conditions is
redefined due to the fact that all conditions for velocities are assigned as their derivatives. Zero
flow rate is taken as an additional condition.

The obtained exact solution to the boundary value problem is the only possible polynomial
solution. The highest (eighth) degree of polynomials corresponds to a solution for background
pressure. Analysis of the solution shows that it can describe a multiple stratification of kinetic-
force fields.

Since the analysis is carried out in a general form (without specifying physical constants that
uniquely identify the fluid under study), the obtained results are applicable to viscous fluids of
different nature.
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В УГЛЕ-ПРОПАНО-ВОЗДУШНОЙ ГАЗОВЗВЕСИ1

Представлена физико-математическая модель и результаты численного ис-
следования особенностей горения пропано-воздушной смеси с примесью
угольных частиц. В задаче определялась видимая скорость горения пропано-
воздушной газовзвеси. Варьировались массовая концентрация пропана и
частиц в смеси, а также радиус частиц угольной пыли. Задача решалась чис-
ленно. Показано влияние радиуса частиц угольной пыли на видимую ско-
рость горения газозвеси.

Ключевые слова: скорость горения, пропано-воздушная смесь, угольная
пыль, математическое моделирование.

Изучение особенностей горения реакционноспособных газовзвесей является
актуальной задачей. Это обусловлено широким распространением углеводород-
ных топлив во всех сферах промышленности. Определение скорости горения га-
зовых смесей является важной проблемой пожаро-взрывобезопасности.

В работе [1] представлена модель горения пропано-воздушной смеси, в кото-
рой определялась зависимость скорости распространения ламинарного пламени
от количества горючего в смеси. Расчеты проводились в широком диапазоне на-
чальной температуры T0 = 680−1900 К и давления p0 = 0.17−30 атм. Коэффициент
избытка горючего варьировался в диапазоне от 0.6 до 1.6. Достоверность резуль-
татов, полученных авторами, подтверждается экспериментальными данными из
работы [2]. Исследование распространения пламени в богатых пропано-
воздушных смесях приведено в работе [3]. Содержание пропана в смеси менялось
от 5 до 10%. Было выбрано начальное значение температуры T0 = 298 К и давле-
ния p0 = 0.1 МПа. Авторы исследовали зависимость нормальной скорости горения
смеси от содержания пропана. Было показано, что при увеличении концентрации
пропана в смеси больше стехиометрического значения нормальная скорость пада-
ет. Установлено, что максимальная температура пламени может значительно пре-
вышать адиабатическое значение.

 Авторы [4] экспериментально исследовали зависимость видимой скорости го-
рения пропано-воздушной смеси от содержания пропана в смеси при различных
давлениях. Эксперимент проводился при значениях начальной температуры
T0 = 300, 325, 350 К и давления p0 = 0.5, 1.0, 1.5 атм. Коэффициент избытка горю-
чего варьировался от 0.6 до 1.5. В ходе исследования было установлено, что ви-
димая скорость горения пропано-воздушной смеси возрастает вместе с увеличе-
нием коэффициента избытка горючего, но после того, как содержание пропана
достигало стехиометрического значения, скорость падала. Также было показано,
что видимая скорость горения возрастает линейно с увеличением начальной тем-
пературы.
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ р-мол-а 19-48-703006.
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Добавка реакционноспособных частиц в газовую смесь может приводить к из-
менению скорости распространения пламени. Так, в работе [5] показано неодно-
значное влияние присутствия частиц угольной пыли на скорость горения угле-
метано-воздушной газовзвеси. Отмечено снижение скорости распространения
пламени по газовзвеси при высоких концентрациях частиц пыли и при малом со-
держании метана в смеси. Пропан на сегодняшний день является одним из рас-
пространенных типов горючего. Кроме того, пропан является одним из углеводо-
родов, способных выделиться из угольного пласта. Температура самовоспламене-
ния пропано-воздушной смеси мала и присутствие реакционноспособных частиц
повышает вероятность воспламенения и горения газовзвеси.

Целью данной работы является определение видимой скорости горения про-
пано-воздушной газовзвеси угольной пыли в зависимости от содержания пропана
и реакционноспособных частиц в газовзвеси.

Построение математической модели

Предполагается, что в пропано-воздушной смеси равномерно распределены
частицы угольной пыли. Объемная доля частиц мала. Учитывается зависимость
коэффициентов диффузии и теплопроводности газа от температуры. Между газом
и частицами учитывается динамическое и тепловое взаимодействие. В газе проте-
кает химическая реакция второго порядка между пропаном и кислородом. На по-
верхности частиц протекает гетерогенная химическая реакция первого порядка по
окислителю. Скорость реакции на частицах определяется с учетом массоотдачи
[6]. Постановка задачи основана на работах [7, 8]. При сформулированных допу-
щениях математическая постановка задачи принимает следующий вид:
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t x
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Уравнения баланса массы частиц
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В уравнениях (1) – (9) использованы величины, определяемые следующими со-
отношениями:
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где u – скорость; t – время; x – координата; rp – радиус частицы; p – давление; Q –
тепловой эффект реакции; T – температура; k0 – константа скорости химической
реакции; η – коэффициент динамической вязкости газа; μ – молярная масса; ρox –
парциальная плотность окислителя; ρf – парциальная плотность горючего; ρp

0 –
собственная плотность частиц; NuD – диффузионный аналог числа Нуссельта,
NuD = Nup; Re – число Рейнольдса; Nup – число Нуссельта; αp – коэффициент теп-
лообмена газа с частицами; λ – коэффициент теплопроводности; D – коэффициент
диффузии; ε – внутренняя энергия; γ – показатель адиабаты; Gi – массовая ско-
рость химической реакции; 24p pS r= π  – площадь поверхности частицы; 2

m pS r= π

– площадь миделевого сечения частицы; Ea – энергия активации химической ре-
акции; Ru – универсальная газовая постоянная; α1, α2 – стехиометрические коэф-
фициенты реакции кислорода с частицами угольной пыли и пропаном; r – радиус
частицы; βm – коэффициент массоотдачи для частиц; Cr – коэффициент трения;
τtr – сила трения, Ftr – сила взаимодействия одиночной частицы с газом; j1 – ско-
рость гетерогенной реакции на частицах, np – счетная концентрация частиц.
Индексы: b – начальные значения; p – параметры частиц; g – параметры газа; ox –
окислитель; C – углерод; f – горючая компонента; 1 – реакция на поверхности
частиц; 2 – реакция в газе.

Метод решения и результаты

Система уравнений (1) – (5) решалась численно с использованием метода
С.К. Годунова [9]. Поток энергии, массы и импульса находился из решения задачи
о распаде произвольного разрыва в параметрах состояния газа в соседних ячейках
[9]. Поток энергии, массы и импульса для частиц в уравнениях (6) – (9) опреде-
лялся с использованием решения задачи о распаде произвольного разрыва в пара-
метрах состояния частиц в соседних ячейках по методу А.Н. Крайко (использует-
ся алгоритм распада произвольного разрыва в среде, без собственного давления)
[10]. В расчетах минимальный шаг по пространству определен из исследования
сеточной сходимости и равен 510h м−∆ = . Шаг по времени выбирался согласно
условию устойчивости Куранта.

Расчет задачи был выполнен при следующих значениях исходных величин:
1350 Дж/кг/Кpgс = ; 10 3

01 6 10 м /(кг с)k = ⋅ ⋅ ; 3
02 79000 м /(кг с)k = ⋅ ;

,1 171.16 кДж/мольaE = ; ,2 135 кДж/мольaE = ; 1 42.45 МДж/кгQ = ;

2 20 МДж/кгQ = ; 8.31Дж/(моль К)uR = ⋅ ; 0.21oxa = ; 510 Паp = ; 1 2.67α = ;

2 3.64α = ; 0.025 Вт/(м×К)bλ = ; 52 10 Па с−η = ⋅ ⋅ ; 0 3000 КT = ; 293 КbT = .
Начальная массовая доля пропана в смеси варьировалась в диапазоне

af,b = 0.02–0.06. Радиус частиц угольной пыли изменялся в диапазоне
rp = 10−6 – 3·10−6 м. Начальная масса частиц в смеси на кубический метр варьиро-
валась в диапазоне mp = 0.03–0.05 кг/м3. Были проведены параметрические расче-
ты при различных составах смеси, в каждом из которых определялась видимая
скорость горения. Видимая скорость горения определялась как скорость переме-
щения координаты, соответствующей выгоранию окислителя до половины от на-
чального значения. Расчеты проведены для значений массовой концентрации
пропана в пропано-воздушной смеси, меньших или равных стехиометрическому
значению.
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На рис. 1 представлена зависимость видимой скорости горения пропано-
воздушной смеси с примесью частиц от содержания пропана в смеси при различ-
ных составах угольной пыли. Верхняя шкала на рис. 1 определяет величину

, ,/ox b ox na aφ = , где ,ox na  – количество окислителя, которое потребовалось для
полного сгорания заданной массы частиц и пропана, , 1 2 ,ox n p f ba m a= α +α .

Согласно рис. 1, при всех массовых концентрациях частиц увеличение содер-
жания пропана в смеси приводит к увеличению видимой скорости горения газо-
взвеси. При малой массовой концентрации частиц (рис. 1, а) наибольшая скорость
горения наблюдается для частиц радиусом 3 мкм. Для частиц радиусом 1 и 2 мкм
в области af,b = 0.04 наблюдается изменение поведения кривых, определяющих за-
висимость видимой скорости горения газовзвеси от содержания пропана в смеси.
До значения af,b = 0.04 большую видимую скорость горения имеет газовзвесь с
частицами радиуса 1 мкм, выше af,b = 0.04 большую скорость горения имеет газо-
взвесь с частицами радиуса 2 мкм (рис. 1, а). На рис. 1, b показано, что при массо-
вой концентрации частиц 0.04 кг/м3

 в диапазоне массовых концентраций пропана
af,b > 0.045 скорость распространения пламени в газовзеси пропано-воздушной
смеси слабо зависит от радиуса частиц.
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Рис. 1. Зависимость видимой скорости горения угле-пропано-воздушной газовзвеси
от массовой концентрации пропана в газе. mp = 0.03 кг/м3 (а), 0.04 кг/м3 (b)

Fig. 1. The observed burning velocity of a coal-propane-air gas suspension as a function of
propane mass concentration in the gas. mp = (а) 0.03 and (b) 0.04 kg/m3

На рис. 2 представлена зависимость видимой скорости горения пропано-
воздушной газовзвеси от радиуса частиц. Согласно кривой 1, рис. 2, видимая ско-
рость горения снижается при возрастании радиуса частиц. Однако при увеличе-
нии массовой доли пропана в газовзвеси и одинаковом содержании частиц на-
блюдается обратная зависимость. В этом случае видимая скорость горения воз-
растает с увеличением радиуса частиц, это видно на кривых 2 и 3. Стоит отме-
тить, что при массе частиц в смеси mp = 0.03 кг/м3 видимая скорость горения газо-
взвеси выше, чем при массе mp = 0.05 кг/м3.

Поведение кривых на рис. 1 и 2 объясняется следующим образом. Реакция
окисления частиц конкурирует с реакцией окисления пропана. Снижение скоро-
сти реакции на частицах при увеличении их радиуса позволяет большему количе-
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ству пропана прореагировать с кислородом. Таким образом, увеличение радиуса
частиц ведет к возрастанию видимой скорости горения газовзвеси, что видно на
кривых 2 и 3, рис. 2. В газовзвесях с небольшим содержанием пропана уменьше-
ние видимой скорости горения с увеличением радиуса частиц можно объяснить
снижением коэффициента массоотдачи. Так как пропан успевает полностью про-
реагировать с кислородом, а скорость реакции на частицах снижается, наблюдает-
ся уменьшение видимой скорости горения газовзвеси.

На рис. 3 представлено сравнение видимой скорости горения пропано-
воздушной смеси без частиц и с угольными частицами. При расчете видимой ско-
рости горения газовзвеси пропано-воздушной смеси была взята масса частиц в
смеси mp = 0.04 кг/м3 и радиус частиц r = 1·10–6 м. Согласно рисунку, видимая
скорость горения угле-пропано-воздушной смеси в диапазоне af,b = 0.03−0.06 зна-
чительно ниже видимой скорости горения смеси без частиц. Пропано-воздушная
смесь с массовой концентрацией af,b < 0.03 не горит, так как содержание пропана
меньше нижнего предела воспламеняемости пропано-воздушных смесей. Сниже-
ние скорости распространения пламени в газовзвеси угле-пропано-воздушной
смеси по сравнению с чистой пропано-воздушной смесью объясняется тем, что
частицы угольной пыли обладают меньшей удельной теплотой сгорания. Добавка
частиц приводит к возрастанию коэффициента избытка горючего, который будет
превышать стехиометрическое значение. Этим и объясняется снижение видимой
скорости горения пропано-воздушной газовзвеси с частицами. В то же время
примесь частиц в бедную пропано-воздушную смесь приводит к горению газо-
взвеси пропано-воздушной смеси с малой скоростью.
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Рис. 2. Зависимость видимой скорости го-
рения угле-пропано-воздушной газовзвеси
от радиуса частиц. Кривые: 1 – af,b = 0.02,
mp = 0.05 кг/м3 (ϕ = 1.02), 2 – af,b = 0.06,
mp = 0.05 кг/м3 (ϕ = 0.6), 3 – af,b = 0.06,
mp = 0.03 кг/м3 (ϕ = 0.7)
Fig. 2. The observed burning velocity of the
coal-propane-air suspension as a function of
the radius of particles. Curves: 1 – af,b = 0.02,
mp = 0.05 kg/m3 (ϕ = 1.02), 2 – af,b = 0.06,
mp = 0.05 kg/m3 (ϕ = 0.6), 3 – af,b = 0.06,
mp = 0.03 kg/m3 (ϕ = 0.7)

Рис. 3. Зависимость видимой скорости
горения смеси от массовой доли горючего
в пропано-воздушной смеси
Fig. 3. The observed burning velocity of the
mixture as a function of the fuel mass fraction
in the propane-air mixture
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Выводы

Разработана физико-математическая модель горения реакционноспособной га-
зовзвеси угольной пыли в пропано-воздушной смеси. Проведено параметрическое
исследование задачи, определена видимая скорость горения пропано-воздушной
смеси с примесью угольных частиц. Определены зависимости видимой скорости
горения пропано-воздушной газовзвеси от коэффициента избытка горючего и от
радиуса частиц. Показано, что в смесях с небольшим содержанием пропана види-
мая скорость горения снижается при увеличении радиуса частиц. Напротив, в
смесях с большим содержанием пропана при увеличении радиуса частиц наблю-
дается возрастание видимой скорости горения. Также видимую скорость горения
газовзвеси с большим содержанием пропана можно повысить если уменьшить
массу частиц в смеси. Видимая скорость горения пропано-воздушной смеси с
угольными частицами значительно меньше скорости горения смеси без частиц.
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The mathematical model of combustion for a reactive gas suspension of coal dust in a
propane-air mixture is developed. The parametric study of the problem is carried out. The
observed burning velocity of the propane-air mixture with an admixture of coal particles is
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determined. Dependences of the observed burning velocity of the propane-air gas suspension on
the equivalence ratio and on the radius of the particles are obtained. It is shown that, the observed
burning velocity decreases with an increase in the radius of the particles. On the contrary, with an
increase in the radius of the particle, the observed burning velocity increases for high-propane
mixtures. Moreover, in the case of high-propane mixtures, the observed burning velocity of the
gas suspension can be increased by reducing the mass of the particles. The observed burning
velocity for a propane-air mixture with particles is significantly less than that for a mixture
without particles.
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ МНОГОСТЕНОЧНЫХ
КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК

Исследуется проблема оптимального проектирования многостеночных ци-
линдрических оболочек из композитного материала, работающих на устой-
чивость и прочность под действием сжимающих нагрузок. В качестве целе-
вой функции используется масса конструкции. При построении ограничений
по устойчивости учитываются как общая, так и местная формы потери ус-
тойчивости. Доказано, что при выполнении определенных условий задача
оптимального проектирования имеет единственное решение. Приведены
численные результаты, позволяющие оценить эффективность подкрепляю-
щих элементов в конструкции оболочки.

Ключевые слова: многостеночная оболочка, композит, устойчивость,
прочность, проектирование.

Вопросам оптимального проектирования тонкостенных конструкций из тради-
ционных и композитных материалов посвящена обширная литература. Методы
расчета и проектирования подкрепленных пластин и оболочек из традиционных
материалов достаточно подробно представлены, например, в работах [1–5]. Ком-
позитные материалы и конструкции из них, включая ребристые и сетчатые тонко-
стенные конструкции, исследовались в работах [6–13], трехслойные конструкции
– в работах [14–16]. Многостеночные композитные конструкции – это сравни-
тельно новый вид несущих конструкций ракетно-космической техники [17–19],
которые могут быть использованы вместо ребристых и трехслойных конструкций.

Известные к настоящему времени алгоритмы проектирования подкрепленных
конструкций основаны, как правило, на предположении, что решение задачи су-
ществует и единственно. В подавляющем большинстве исследований решение за-
дачи оптимального проектирования подкрепленных конструкций осуществляется
методами нелинейного математического программирования. Таким образом, ис-
следование проблемы существования и единственности решений, а также по-
строение инженерных алгоритмов, не требующих применения методов нелиней-
ного математического программирования, представляют собой одну из наиболее
актуальных проблем оптимального проектирования композитных конструкций.

Цель работы – построение алгоритма оптимального проектирования многосте-
ночной композитной оболочки, позволяющего оценить эффективность использо-
вания подкрепляющих элементов с учетом условий существования и единствен-
ности решения задачи.

Постановка задачи

Многостеночная цилиндрическая оболочка радиусом R и длиной L находится
под действием осевых сжимающих нагрузок, равномерно распределенных по тор-
цам оболочки (рис. 1). Требуется при заданных габаритных размерах и величине
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сжимающей нагрузки оценить эффективность использования подкрепляющих
элементов в конструкции оболочки.

q q

Рис. 1. Осевое сжатие цилиндрической оболочки
Fig. 1. Axial compression of a cylindrical shell

Многостеночная цилиндрическая оболочка состоит из двух несущих слоев, со-
единенных набором стенок из композитного материала (рис. 2).

R

Рис. 2. Сечение многостеночной оболочки
Fig. 2. Cross-section of a multi-walled shell

Основным структурным элементом несущего слоя является монослой, со-
стоящий из параллельно уложенных волокон, связанных между собой полимер-
ным связующим – матрицей (рис. 3). Стенка представляет собой однонаправлен-
ный композит, изготовленный из того же материала, что и несущие слои.

Рис. 3. Монослой
Fig. 3. Monolayer
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Критические нагрузки

Введем обозначения:
• h0 – толщина одного несущего слоя;
• ts – расстояние между центрами тяжести стенок;
• Hs, Bs – соответственно высота и толщина стенки;
• Hsm – максимально допустимая по условиям технологии высота стенки;

• 
E1, E2 – модули Юнга вдоль и поперек волокон материала несущих слоев со-

ответственно;
• ν12, ν21 – коэффициенты Пуассона материла несущих слоев;
• G12 – модуль сдвига материала несущих слоев;
• b11, b22, b12, b33 – компоненты матрицы жесткости монослоя;
• Dxx, Dyy, Dxy, DG – изгибные жесткости несущего слоя;
• Cxx, Cyy, Cxy, CG – мембранные жесткости несущего слоя;
• Es – модуль Юнга материала стенок вдоль волокон.
Критическую нагрузку, соответствующую общей форме потери устойчивости,

будем определять по классической формуле для ортотропной оболочки с «приве-
денными» жесткостями [20]
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С точностью до эффектов Пуассона влиянием стенок на податливость конст-
рукции в окружном направлении можно пренебречь, то есть

( ) 1 .
2

p
yy

yyC
δ = (5)

Если несущие слои и стенки многостеночной оболочки состоят только из про-
дольных монослоев, «приведенная» изгибная жесткость может быть представлена
в виде

( )( ) 3 2 2 2γ 3 γ 2 γ .p
xx f H H HD D r r r= + + + (6)

Здесь
3

11, , γ , .
12

f s
f s f H

f f

b h Hhh h h D r
h h

= + = = = (7)

Податливость конструкции в окружном направлении запишем следующим об-
разом:

( )

22

1 .
γ

p
yy

fb h
δ = (8)
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Подставив выражения (6) и (8) в формулу (1), получим
(γ)γcr fq q p= , (9)

где 3 2 2 22 , (γ) γ 3 γ 2 γ .f
f H H H

f

D
q p r r r

R
= = + + +

δ
(10)

Здесь δf – податливость гладкой оболочки толщиной hf в окружном направлении.
Критическую нагрузку, соответствующую местной форме потери устойчиво-

сти, вычисляем по известной формуле для гладкой ортотропной пластинки [18]:

( )
2

2
2 2crm s xx yy xy G

s

q k D D D D
t
π

= + + . (11)

Здесь ks – редукционный коэффициент, вычисляемый по формуле

2 1 s s
s

x

E h
k

E h
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (12)

где  Ex – модуль Юнга несущих слоев по направлению действия нагрузки.
Если несущие слои оболочки состоят только из продольных монослоев, изгиб-

ные жесткости и коэффициент редукции можно соответственно представить сле-
дующим образом:
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Алгоритм проектирования

Алгоритм проектирования многостеночной конструкции состоит из следую-
щих шагов:

1. Полагаем, что несущие слои и стенки оболочки состоят только из продоль-
ных монослоев. Данная схема укладки является, очевидно, наилучшей по услови-
ям прочности.

2. Вычисляем полную условную толщину hf многостеночной оболочки из ус-
ловия прочности:

0

1
f

b

q
h

−
=
σ

. (15)

Здесь σ-1b – предел прочности монослоя при сжатии в направлении волокон,
q0 – заданная сжимающая нагрузка.

3. Полагая h = hf , находим критическую нагрузку для гладкой оболочки qf ,
а затем проверяем выполнение условия устойчивости:

0fq q≥ .

Если это условие соблюдается, то процесс проектирования завершается. Вве-
дение подкрепляющих элементов в этом случае не позволяет снизить массу кон-
струкции.
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Если условие устойчивости не выполняется, вычисляем максимально возмож-
ную по условиям устойчивости толщину гладкой оболочки

0
max 2

11 22 12

3q R
h

b b b
=

−
. (16)

Вычисляем теоретический коэффициент снижения массы

max

f
tlm

h
k

h
= . (17)

4. Полагая Hs = Hsm, решаем относительно γ уравнение общей устойчивости

0(γ)γ .fq p q= (18)

5. По найденным значениям γ и hf вычисляем толщины несущих слоев и ус-
ловную «толщину» стенок.

6. Расстояние между стенками находим из условия сохранения местной устой-
чивости

( )
0

2
π 2s

s xx yy xy G
k

t D D D D
q

= + + . (19)

Изгибные жесткости и коэффициент редукции, входящие в правую часть по-
следнего выражения, вычисляются по формулам (13).

7. По известной полной условной «толщине» многостеночной оболочки вы-
числяем массу конструкции

02π ρf fG RL h= . (20)

Здесь ρ0 – плотность материала конструкции.

Существование и единственность решения

В приведенном выше алгоритме определяющим является уравнение (17),
обеспечивающее выполнение условия общей формы потери устойчивости. Иско-
мой величиной в этом уравнении является относительная толщина несущих слоев
γ. Покажем, что уравнение (17) может иметь только один положительный корень
на промежутке [0; 1], то есть задача проектирования имеет единственное решение.

Уравнение общей устойчивости (17) запишем в виде
(γ) 0,f = (21)

где
2

4 3 2 2 2 0(γ) γ 3 γ 2 γ γ .H H H
f

q
f r r r

q
⎛ ⎞

= + + + − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

(22)

Таким образом, уравнение (21) представляет собой алгебраическое уравнение
четвертой степени относительно γ. По теореме Декарта количество положитель-
ных корней многочлена с вещественными коэффициентами равно количеству пе-
ремен знаков в ряду его коэффициентов или на четное число меньше этого коли-
чества. В многочлене (22) имеет место только одна перемена знака, следователь-
но, уравнение может иметь только один положительный корень.

Корень общего уравнения устойчивости должен принадлежать промежутку
[0;1]. Исследуем знаки многочлена (21) на границах данного промежутка.
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Если γ = 0, тогда
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Уравнение (20) имеет корень на промежутке [0;1], если выполняется условие
(1) 0.f >

Таким образом, получаем квадратное неравенство относительно rH
2 23 3 1 0,H H fr r r+ + − >

где 0 1f
f

q
r

q
= > .

Решив неравенство, получим условие существования решения общего уравне-
ния устойчивости на промежутке [0;1]:

H lHr r> , (23)

где
( )23 4 1 3

.
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f
lH

r
r

− −
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Если условие (23) нарушается, необходима корректировка коэффициента сни-
жения массы в сторону его увеличения. В этом случае на промежутке [ktlm; 1] оп-
ределяем наименьшее возможное значение коэффициента снижения массы, при
котором уравнение имеет решение. Для нахождения данного значения можно
воспользоваться любой известной процедурой одномерного анализа, например
методом дихотомии.

Пример оценки эффективности подкрепляющих элементов

В качестве примера рассмотрим многостеночную цилиндрическую оболочку
радиусом R = 0.5 м и длиной L = 0.5 м, находящуюся под действием сжимающей
нагрузки q0 = 5⋅106 Н/м. Физические характеристики материала монослоев (угле-
пластик КМУ-4Л): σ-1b = 0.7 ГПа, E1 = 140 ГПа; E2 = 7 ГПа; ν12 = 0.24;
G12 = 2.25 ГПа; ρ0 =1450 кг/м3. Оценим эффективность введения в конструкции
оболочки подкрепляющих элементов, если максимальная высота стенки равна
Hsm = 0.015 м.

В результате расчетов были получены следующие значения полной условной
толщины и теоретического коэффициента снижения массы соответственно

hf = 0.007 м и ktlm = 0.6.
Таким образом, теоретически, введение подкрепляющих элементов позволяет

снизить массу конструкции на 40%.
Величины rH и rlH, входящие в условие существования решения, соответствен-

но равны
rH = 2.1 и rlH = 1.04.
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Таким образом,
rH > rlH,

то есть решение задачи существует и единственно.
Подставив найденные значения величин ktlm и hf в уравнение общей устойчиво-

сти (21), получим
γ4 + 6.3γ3 + 8.82γ2 + 4.41γ –7.33 = 0.

Это уравнение имеет единственный положительный корень
γ = 0.6.

Полученный результат означает, что масса подкрепляющих элементов должна
составлять 40% от общей массы оптимальной многостеночной конструкции.

По найденным значениям величин hf и γ определяем суммарную толщину не-
сущих слоев, условную толщину стенок, расстояние между центрами тяжести
стенок и массу конструкции соответственно:

h = 0.0043 м;hs = 0.0029 м;ts = 0.029 м;G = 16.3 кг.

Заключение

Существование и единственность решения – это одна из наименее изученных
проблем в задачах проектирования подкрепленных композитных конструкций.
Изложенный выше подход позволил решить данную проблему применительно к
задачам проектирования многостеночных композитных оболочек, подверженных
действию сжимающих нагрузок. В основу предлагаемого подхода положена идея
сведения уравнения устойчивости к алгебраическому уравнению четвертой сте-
пени, что позволило обосновать единственность и сформулировать условия суще-
ствования решения задачи.

Результаты численного анализа показали, что введение в конструкцию обо-
лочки подкрепляющих элементов позволяет существенно снизить массу конст-
рукции. Приведенные в работе результаты исследований могут найти применение
в задачах расчета и оптимального проектирования композитных конструкций, ис-
пользуемых в ракетно-космической отрасли.
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This paper investigates a problem of optimal design of a multi-walled cylindrical shell under
axial compressive loads. The multi-walled shell consists of two load-carrying layers connected by
a set of composite walls. The main structural element of the load-carrying layer is a monolayer
comprising parallel-laid fibers that are interconnected by a polymer binder – a matrix. The wall
represents a unidirectional composite made from the same material as the load- carrying layers.
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Both strength and stability constraints are taken into account during mathematical modeling.
The critical load corresponding to a general form of buckling is determined by a classical formula
for an orthotropic shell with “reduced” stiffnesses. The critical load corresponding to a local form
of buckling is calculated using the well-known formula for a smooth orthotropic plate. The target
function is the mass of the structure.

The solution to the problem of optimal design of a multi-walled structure is proved to be
unique. The conditions ensuring the existence of the problem solution are formulated. The
example of evaluating the efficiency of reinforcing elements in a shell structure is given. The
presented research results can find application in design problems for modern composite
structures in rocket and space industry.

Alfred Sh. KUSYAKOV (Candidate of Physics and Mathematics, Perm State National Research
University, Perm, Russian Federation). E-mail: kusyakov@psu.ru
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СТРУКТУРА ПОТОКА И КИНЕМАТИКА
ТЕЧЕНИЯ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ
В ТРУБЕ С ВНЕЗАПНЫМ РАСШИРЕНИЕМ1

Решается задача о движении неньютоновской жидкости в цилиндрической
трубе с внезапным изменением поперечного сечения в условиях ламинарно-
го установившегося течения. Реологические свойства жидкой среды описы-
ваются уравнением Оствальда – де Ваале для степенной жидкости. Решение
осуществляется с использованием численных методов. Стационарное реше-
ние получено методом установления. Решение дискретных уравнений про-
изводится конечно-разностным методом на основе схемы переменных на-
правлений. Метод прогонки используется для вычисления значений иско-
мых функций. Проведено исследование для степенной жидкости, в ходе ко-
торого были выполнены параметрические расчеты при варьировании числа
Рейнольдса, степени расширения трубы и показателя нелинейности жидко-
сти, построены зависимости местного гидравлического сопротивления от
определяющих параметров задачи.

Ключевые слова: модель Оствальда – де Ваале, неньютоновская жид-
кость, осесимметричное течение, внезапное расширение, циркуляционная
зона, число Рейнольдса, гидравлическое сопротивление.

Моделирование движения жидкости в трубах переменного радиуса важно для
изучения особенностей транспортировки жидкой среды и обработки жидких ма-
териалов, таких как пасты, краски, полимерные расплавы, нефтепродукты, в тех-
нических приложениях при определенных условиях [1–24]. Наличие в трубах вне-
запно расширяющихся элементов позволяет контролировать течение, планировать
нагрузки на трубопровод и распределение давления.

Течение ньютоновской жидкости в трубах с внезапным расширением в раз-
личных условиях при варьировании соотношений радиусов составляющих трубы
широко изучалось как численно [1–3], так и экспериментально [4, 5]. Однако мо-
делирование многих технологических процессов сопровождается необходимо-
стью изучения течения неньютоновских жидкостей.

В работах [6–7] рассматривается движение жидкости, подчиняющейся степен-
ному закону, в трубах с переменной площадью сечения. Показано, что подобные
течения состоят из следующих структурных частей: областей, находящихся в не-
посредственной близости к входному и выходному сечению, – зон одномерного
течения, областей, размещенных вверх и вниз по потоку от скачка сечения, – зон
двумерного течения и области, для которой присуще циркулирующее течение в
окрестности внутреннего угла, – циркуляционной зоны. Показано изменение длин
указанных зон в зависимости от числа Рейнольдса.

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-19-00021-П).
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Среди исследований, направленных на изучение движения жидкости в трубах
с расширением, большое внимание уделяется вопросам, посвященным определе-
нию длины циркуляционной зоны [8, 10] и изучению условий, при которых про-
исходило нарушение симметрии течения [9]. В [10] была получена следующая
картина течения в окрестности расширения трубы: поток разделяется в той части,
где происходит резкое расширение, основное течение реализуется в направлении
оси трубы и циркуляционная зона формируется в окрестности внутреннего угла.
Расстояние от скачка сечения до места, где основной поток присоединяется к
твердой границе, определяет длину циркуляционной зоны.

Наличие расширения в трубах способствует перемешиванию потока за счет
образования циркуляционной зоны после скачка сечения. Так, к примеру, в [11]
использовали последовательность внезапных расширений для улучшения пере-
мешивания реагентов в реакторе, предназначенном для удаления кристаллическо-
го фосфора из сточных вод.

При исследовании течений неньютоновской жидкости для описания реологи-
ческих свойств среды применяются различные модели [12]. В качестве примера в
области гемодинамики можно привести работу [13], в которой для описания рео-
логии крови используются три реологические модели: модель Кэссона, модель
Оствальда – де Ваале и модель Кэмада. В приложении к пищевой промышленно-
сти, в [14] реологические свойства водного раствора кукурузного крахмала в про-
цессе течения через плоский расширяющийся канал описываются с помощью сте-
пенного закона и квадратичной модели.

В [15] рассматривается изотермическое течение степенной жидкости в трубе с
симметричным внезапным расширением 1:2 для числа Рейнольдса, равного 10.
Показано, что длина циркуляционной зоны зависит от показателя нелинейности.

Степень расширения трубы также используется в качестве определяющего па-
раметра для характеристик течения. В работах [16–19] представлены результаты,
демонстрирующие рост длины циркуляционной зоны с увеличением степени
расширения, в частности, в [19] численно и экспериментально исследовали асим-
метричное установившееся движение жидкой степенной среды в плоском случае.
В [20] показано, как меняются изолинии функции тока для течения жидкости,
подчиняющейся степенному закону, в плоской трубе при варьировании числа
Рейнольдса от 40 до 130. Для различных степеней нелинейности жидкости опре-
делены значения числа Рейнольдса, приводящие к нарушению симметрии потока.

В результате проведения исследований движения жидкости в трубе с внезап-
ным расширением определены местные потери давления, которые являются след-
ствием резкого изменения геометрии области течения. Обзор работы [21] включа-
ет в себя список литературы, в которой представлена информация о результатах
расчетов местных гидравлических потерь давления для труб с разными степенями
расширения при исследовании течения неньютоновской жидкости.

В данной работе исследуются характеристики структуры потока степенной
жидкости в трубе с расширением и местное гидравлическое сопротивление для
различных чисел Рейнольдса, степени расширения и показателя нелинейности
жидкости.
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Постановка задачи

Рассматривается движение неньютоновской жидкости с постоянной плотно-
стью в трубе с внезапным изменением поперечного сечения в условиях ламинар-
ного установившегося течения. Решение задачи выполняется в рамках осесиммет-
ричной постановки. На рис. 1 продемонстрирована область движения жидкости в
цилиндрической системе координат (z, r).

R1

R2

r

z

Г1

L1

Q

L2

Г4

Г3

Г2

Рис. 1. Схема потока жидкости
Fig. 1. Fluid flow diagram

Система уравнений, описывающая течение жидкости, состоит из уравнений
движения и уравнения неразрывности, и в физических переменных записывается
в виде [12]
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Эта система переписывается в переменных функция тока – вихрь и в безразмер-
ной форме принимает вид [22]
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Здесь ω  – вихрь, а ψ  – функция тока
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Уравнение (1) содержит безразмерный параметр – число Рейнольдса (Re), ко-
торое вычисляется как

( )2
12

Re .
nnU R

k

−ρ
=

Реология жидкости описывается степенной моделью Оствальда – де Ваале.
При использовании данной степенной модели формула для безразмерной эффек-
тивной вязкости имеет вид

1,nB A −= (3)

2 2 2 2
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где n – показатель нелинейного поведения жидкости; k – показатель консистенции.
В системе уравнений используются следующие обозначения: ( ),u v  – аксиаль-

ная и радиальная компоненты вектора скорости; p  – давление; ρ  – плотность

среды; μ  – эффективная вязкость; 
2 2

2 2
1
r rr z

∂ ∂ ∂
∆ = + +

∂∂ ∂
 – оператор Лапласа. Для

обезразмеривания скорости, длины, вязкости используются следующие величины:
U – среднерасходная скорость в трубе с радиусом 1R ; 1R  – радиус узкой части

трубы; комплекс ( ) 1
1

nk U R −  соответственно.
На входе в трубу Г1 при постоянстве расхода профиль аксиальной скорости

жидкости соответствует условиям стационарного течения для выбранной реоло-
гии. На твердой стенке Г2 реализуются условия прилипания. На выходе из трубы
Г3 используются мягкие граничные условия, которые предполагают формирова-
ние одномерного установившегося течения на достаточном удалении от скачка
сечения. На оси симметрии Г4 применяются условия симметрии. Степень расши-
рения можно определить с помощью отношения радиусов составляющих частей
трубы 2 1β R R= . Граничные условия математически записываются следующим
образом:
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Метод решения

Рассматриваемая задача решается с помощью численного метода. Задача ре-
шается на основе метода установления, согласно которому основные уравнения
дополняются фиктивными производными функции тока и вихря по времени. Этот
метод обеспечивает получение установившегося решения. В уравнениях, описы-
вающих течение в трубе, производится соответствующая замена производных их
конечно-разностными аналогами на основе схемы переменных направлений. Для
вычисления значений искомых функций используется метод продольно-попереч-
ной прогонки.

В случае, когда n < 1 (псевдопластичная жидкость), в реологической модели
Оствальда – де Ваале на оси трубы имеется особенность «бесконечной» эффек-
тивной вязкости. В связи с этим проводится регуляризация выражения для эффек-
тивной вязкости, что подразумевает введение малого параметра регуляризации
(ε). В результате формула (3) принимает вид

( ) 1ε .nB A −= +

Модификация позволяет перейти к исходному выражению (3) при ε 0→ . Па-
раметр регуляризации в ходе численного эксперимента выбирается таким обра-
зом, чтобы картина течения принимала минимальные искажения относительного
стационарного течения в трубе. Для верификации численного алгоритма выпол-
няется проверка аппроксимационной сходимости посредством проведения расче-
тов на последовательности вложенных сеток.

На рис. 2 проиллюстрированы распределения u в скачке сечения и на выходе
при варьировании шага квадратной сетки (h). Относительная ошибка в значения u
на оси симметрии в выходном сечении трубы ( выхu ) получена путем сравнения с
соответствующим аналитическим значением скорости течения, которое определя-
ется по формуле

( )ан 2
3 1 .

1 β
nu

n
+

=
+

Относительная ошибка вычисляется с помощью формулы
( )ан вых ан/ 100%uE u u u= − ⋅ .

Результаты на рис. 2 и в табл. 2 при ε = 0.0001 подтверждают факт аппрокси-
мационной сходимости разработанного алгоритма. В табл. 1 для случая Re = 1,
β = 2, n = 0.6 при h = 0.025 приведены значения относительной ошибки выхu  для
степенной жидкости при варьировании параметра регуляризации. С уменьшением
ε и h рассчитанные значения максимальной скорости в выходном сечении при-
ближаются к аналитическому значению. На основе полученных данных для пара-
метрических расчетов выбраны следующие значения: ε = 0.0001; h = 0.025.

Для течения неньютоновской жидкости в трубе с внезапным расширением
можно выделить два вида потерь полного давления: потери на трение трP∆  и по-

тери на местное сопротивление мP∆ . Первые формируются во всей области дви-
жения жидкости и их возникновение связано с действием вязких сил в потоке
жидкости – потери на трение. Последние наблюдаются вблизи расширения, их
появление объясняется необходимостью перестройки потока, резким изменением
значения скорости и образованием зоны циркуляции – потери на местное сопро-
тивление.
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Рис. 2. Распределение u в скачке сечения: β = 2, Re = 1, n = 0.6, ε = 0.0001;
●●● – h = 0.1, – – – – h = 0.05, + + + – h = 0.025, ——— – h = 0.0125

Fig. 2. Distribution of u at the expansion plane: β = 2, Re = 1, n = 0.6, ε = 0.0001;
●●● – h = 0.1, – – – – h = 0.05, + + + – h = 0.025, and ——— – h = 0.0125

Т а б л и ц а  1

ε uE , %
0.1 5.215
0.05 3.380
0.01 0.977
0.005 0.540
0.001 0.082
0.0005 0.075
0.0001 0.020

Расчет коэффициента местного сопротивления осуществляется по формуле
[23]

м
м 2 4

11 ,
0.5 β

p
C

U
⎛ ⎞∆

= + α −⎜ ⎟
ρ ⎝ ⎠

(10)

где мp∆  – перепад давления на переходном участке течения;

( )
( )( )

23 3 1
2 1 5 3

n
n n

+
α =

+ +

– коэффициент, корректирующий кинетическую энергию [24].

Т а б л и ц а  2

h uE , %

0.1 0.087

0.05 0.032

0.025 0.020

0.0125 0.014
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Результаты

Параметрические расчеты проводились для следующих диапазонов изменения
основных параметров: 0.1 ≤ Re ≤ 100, 1.25 ≤ β ≤ 4, 0.5 ≤ n ≤ 1.5. На рис. 3 пред-
ставлены типичные картины течения псевдопластичной и дилатантной жидкостей
в трубе с расширением. Можно отметить качественное совпадение структуры по-
тока для двух классов жидкостей – формирование зон одномерного течения на
достаточном удалении от скачка сечения и зон двумерного течения в окрестности
скачка вниз и вверх по потоку. В области внутреннего угла образуется циркуля-
ционная зона, размер которой находится в зависимости от значения n: с увеличе-
нием этого параметра наблюдается рост циркулярной зоны.

Рис. 3. Распределения линий тока вдоль трубы:
(а) Re = 1, β = 2, n = 0.6, (b) Re = 1, β = 2, n = 1.4

Fig. 3. Streamline distributions along the pipe:
(а) Re = 1, β = 2, n = 0.6; and (b) Re = 1, β = 2, n = 1.4

Вследствие проведенных численных экспериментов получены распределения
линий тока, на основе которых вводятся безразмерные геометрические характери-
стики структуры потока для количественного анализа движения: длина циркуля-
ционной зоны (L) и длины областей, в которых помимо аксиальной скорости при-
сутствует радиальная составляющая – длины зон двумерного течения до и после
расширения (l1 и l2 соответственно). Длины l1 и l2 определяются расстояниями от
сечения, где происходит резкое расширение трубы, до сечений, в которых u на
оси трубы отличается на 1% от её величины в области одномерного течения в со-
ставляющих частях трубы.

На рис. 4 показано развитие профиля аксиальной скорости в разных сечениях
трубы. На рис. 5 представлены результаты для профилей u, которые формируются
в скачке сечения, при изменении числа Re и n.

8 10 11 12 15 18 21

Рис. 4. Развитие профиля скорости в разных сечениях трубы
для n = 0.8, β = 2, Re = 50

Fig. 4. Development of the velocity profile in different pipe sections
for n = 0.8, β = 2, Re = 50
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Рис. 5. Распределение u в скачке сечения при изменении:
(а) Re для β = 2, n = 1.0; (b) n для β = 2, Re = 20

Fig. 5. Distribution of u at the expansion plane with varying:
(a) Re for β = 2, n = 1.0; (b) n for β = 2, Re = 20

Изменения геометрических характеристик структуры потока от Re, β, n для
жидкости, подчиняющейся степенному закону Оствальда – де Ваале, показаны на
рис. 6. В случае n = 1 зависимости от параметров представлены на рис. 7. В ре-
зультате анализа геометрических характеристик структуры потока получены сле-
дующие зависимости от числа Re, β и n:

– при возрастании числа Re заметен рост l2 и L, так как в этом случае инерци-
онные силы преобладают над вязкими, что влечет к увеличению участка установ-
ления потока, тогда как длина зоны двумерного течения перед скачком уменьша-
ется;

– увеличение β способствует росту l2 и L, а l1 практически не меняется, это
связано с тем, что при изменении площадей поперечных сечений трубы характер
течения в узкой части остается практически неизменным;

– с ростом n наблюдается уменьшение l1 и l2, при этом L увеличивается.
Выполненные параметрические расчеты показали, что увеличение β способст-

вует росту местного сопротивления, связанного с увеличением зоны циркуляци-
онного движения; с возрастанием показателя нелинейности также наблюдается
рост местного сопротивления, с увеличением параметра Re местное гидравличе-
ское сопротивление уменьшается (рис. 8). Результаты расчетов для n = 1 пред-
ставлены на рис. 9.

В табл. 3 приведено сравнение результатов расчетов См, которые были полу-
чены в данной работе и в работе [21] для жидкости с показателем нелинейности
n = 0.8, степени расширения трубы β  = 2.6 при изменении числа Рейнольдса.
В рассматриваемом диапазоне изменения числа Re сравнение результатов пока-
зывает количественное согласование.



Структура потока и кинематика течения неньютоновской жидкости 121

1l

L
2l

30

25

20

15

10

5

0

Re
1001010.1

L

1l

2l

8

6

4

2

0

β
4321

c

L

5

4

3

2

1

0

n
1.41.210.80.6

b

L
1l

2l

6

4

2

0
4321

a

1l

L
2l

30

20

10

0

Re
1001010.1

8

2l

1l

β

ba

Рис. 7. Изменения характеристик структуры потока
от параметров Re и β для n = 1: (а) β = 2, (b) Re = 1

Fig. 7. Variation in flow structure characteristics
with parameters Re and β for n = 1: (а) β = 2 and (b) Re = 1

Рис. 6. Изменения характеристик
структуры потока от параметров
Re, β, n: (а) n = 0.8, β = 2, (b)
n = 0.8, Re = 1, (c) β = 2, Re = 1

Fig. 6. Variation in flow structure
characteristics with parameters Re,
β, and n: (а) n = 0.8, β = 2, (b)
n = 0.8, Re = 1, and (c) β = 2,
Re = 1
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Рис. 9. Коэффициент местного сопротивления для n = 1
в зависимости от (а) Re при β = 2; (b) β при Re = 1

Fig. 9. Local resistance coefficient as a function
of (а) Re at β = 2 and (b) β at Re = 1 for n = 1

Рис. 8. Коэффициент местного
сопротивления в зависимости от:
(а) β при Re = 1; (b) n при β = 2;
(с) числа Re при β = 2

Fig. 8. Local resistance coefficient
as a function of: (а) β at Re = 1; (b)
n at β = 2; and (с) Re at β = 2
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Т а б л и ц а  3

Re мC  в [21] мC
0.2047 65.72 65.31
0.6832 19.76 19.60
6.8319 2.191 2.189
20.4992 1.275 1.273
34.1630 1.201 1.196

Заключение

Численно исследовано движение неньютоновской жидкости в трубе с внезап-
ным изменением поперечного сечения в условиях ламинарного установившегося
течения. Сформулирована математическая постановка задачи о движении жидко-
сти. На основе численных экспериментов можно сделать следующие выводы: те-
чение для псевдопластичной и дилатантной жидкостей состоит из характерных
зон одномерного и двумерного движения. Построены зависимости длин зон дву-
мерного течения в составляющих частях трубы от числа Re, показывающие, что с
увеличением данного параметра наблюдается рост длины зоны двумерного тече-
ния после скачка сечения, а длина зоны двумерного течения до скачка сечения
уменьшается. Получены графики изменения структурных частей потока от степе-
ни расширения и показателя нелинейности жидкости. Отмечено, что для степен-
ной жидкости в окрестности внутреннего угла в рамках рассматриваемого диапа-
зона 0.1 ≤ Re ≤ 100, 1.25 ≤ β ≤ 4, 0.5 ≤ n ≤ 1.5 наблюдается образование циркуля-
ционной зоны, которая увеличивается в размере с возрастанием Re и степени
расширения, а с уменьшением степени нелинейности n она уменьшается.

Проведены вычислительные эксперименты, в результате которых получены
картины течений и изменения геометрических характеристик структуры потока и
местных потерь давления в зависимости от параметров задачи. Критериальные за-
висимости, полученные в данной работе, показали, что с ростом таких парамет-
ров, как степень расширения трубы, показатель нелинейности жидкости, местные
потери давления увеличиваются, а с ростом числа Рейнольдса, наоборот, умень-
шаются.
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This paper deals with a problem of a laminar steady-state flow of a non-Newtonian
incompressible fluid in a pipe with a sudden expansion. The flow is described by a system of
dimensionless equations in terms of stream function and vorticity in a cylindrical coordinate system:
an equation of vorticity transfer and Poisson's equation for stream function. Rheological properties
of the medium are defined by the Ostwald-de Waele model. The problem is solved numerically. The
false transient method is applied to obtain a steady-state solution to the problem. The equations are
discretized in accordance with the finite-difference method based on the alternating direction
scheme. The final system of equations is solved by the tridiagonal matrix algorithm.

Flow structures of Newtonian, pseudoplastic, and dilatant fluids are found to include two-
dimensional flow zones before and after expansion plane. A recirculation region occurs in the
inner corner. To assess the effect of the Reynolds number, expansion ratio, and power-law index
on the lengths of the two-dimensional flow zones and recirculation region, the graphs are plotted
over a wide range of variation in the parameters. Local pressure losses are presented as functions
of the governing parameters of the problem.
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ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ ЭНЕРГИЙ
ПАРЦИАЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ ГОЛОНОМНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ,

ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С НЕСКОЛЬКИМИ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

Представлена теорема об изменении энергий парциальных движений меха-
нических, электрических и электромеханических голономных систем со
стационарными связями и несколькими степенями свободы. Классическая
теорема об изменении кинетической энергии становится частным случаем
предложенной теоремы. Из теоремы вытекает наипростейший по объёму
вычислений метод составления уравнения движения таких систем с числом
степеней свободы s ≥ 2.

Ключевые слова: уравнения движения систем с несколькими степенями
свободы; принцип кинетостатики; парциальные движения и их уравнения;
уравнения мощностей; парциальные (собственные) и сторонние силы инер-
ции; 2-й закон Кирхгофа; постулат Максвелла; теорема об изменении энер-
гии парциальных движений механических, электрических и электромехани-
ческих систем; примеры.

При решении задач динамики механических систем с несколькими степенями
свободы для составления уравнений движения (УД) традиционно используются
либо принцип Германа – Эйлера – Даламбера – Лагранжа, известный сегодня как
принцип кинетостатики (ПК) – принцип Даламбера (ПД) для системы, либо общее
уравнение динамики (ОУД), либо ковариантные формы УД типа уравнений Ла-
гранжа, Нильсена, Аппеля, Гамильтона... [1−6].

Получив любым способом УД, перед их решением часто возникает вопрос о
динамическом анализе взаимодействий движений системы или взаимодействий
какого-либо тела с остальной частью системы. Для этого авторами [4, 7] были
введены формы записи УД в виде «Представления взаимодействующих движе-
ний» (ПВД) и «Представления взаимодействующих тел» (ПВТ). Суть этого за-
ключается в том, что в ПВД в левые части уравнений переносятся члены, описы-
вающие кинематически чистое парциальное движение (ПД) по одной из обоб-
щённых координат qj [4, 7]. В правой же части остаются все остальные силы (пары
сил), включая и сторонние по отношению к данному движению силы инерции.
Эти силы инерции являются динамическими реакциями внутренних инерционных
связей по отношению к данному j-му парциальному движению. ПВТ есть аналог
второго закона Ньютона для каждого тела. «Представления» позволяют понимать
процесс взаимодействия движений разных степеней свободы и взаимодействия
тел. После этого анализа решается система уравнений и находится закон движе-
ния системы (ЗДС).

Рассматривается пример для механической системы с двумя степенями свобо-
ды без трения. Исходная расчётная схема изображена на рис. 1.
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Рис. 1. Исходная расчётная схема скользящего без трения бруска по
горизонтальной поверхности с прикреплённым к его центру масс ме-
таматематическим маятником (m1 – масса бруска; m2 – масса маятни-
ка; l – длина нити; F(t) – внешняя сила; xO, yO, zO – система коорди-
нат; x, φ – обобщённые координаты; m1g, m2g – силы тяжести первого
и второго тела)
Fig. 1. Initial design model of a bar sliding without friction on a horizontal
surface with a simple pendulum attached to its center of mass (m1 – mass
of the bar; m2 – mass of the pendulum; l – length of the pendulum; F(t) –
external force; xO, yO, zO – coordinate system; x, φ – generalized
coordinates; m1g, m2g – gravity forces of the first and second bodies)

Выведенные УД, например по Лагранжу, представлены в виде ПВД
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где Ф – силы инерции и далее их проекции на координатные оси:
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Левые части (1) являются уравнениями чистых парциальных движений.
При нахождении ЗДС на основе ПК недостатком является то, что приходится

определять и реакции всех связей. С учётом этого задачи для нескольких степеней
свободы в целом становятся весьма громоздкими.

Предлагаемая теорема (далее Th) позволяет как составлять УД, так и исследо-
вать перетоки энергии в системе между степенями свободы и телами системы, что
весьма актуально для понимания физики процесса взаимодействия парциальных
подсистем.
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Таким образом, Th сегодня становится весьма актуальной при чтении совре-
менных очень кратких курсов «Теоретическая механика», в которых есть только
ПД – ПК и нет общего уравнения динамики, уравнений Лагранжа, Нильсена….

Следует заметить, что применение Th при составлении уравнений движения,
например, уменьшает число дифференциальных операций до s по сравнению с
уравнениями Лагранжа (3s) и уравнениями Нильсена (2s + 1). Здесь s – число сте-
пеней свободы. Это также является преимуществом в учебном процессе изложе-
ния курса «Теоретическая механика» (ТМ).

1. Теорема об изменении энергий парциальных движений
механической системы

С учётом наличия кратких курсов ТМ в современных российских ВУЗах дос-
таточно ограничиться выводом Th исходя из ПК. Разумеется, возможен вывод Th
исходя из общего уравнения динамики, уравнений Лагранжа II-го рода и т.д.
[1−6]. В последнем случае это возможно в силу того, что для голономных систем
со стационарными связями действительные перемещения и скорости являются
подмножеством возможных.

Вывод Th производится в дифференциальной форме. Предварительно вводит-
ся удобная терминология. Назовём силы инерции на парциальном j-м движении
системы – парциальными (собственными) силами инерции Фпарц j . Все остальные,
не парциальные силы инерции, назовём сторонними по отношению к этому дви-
жению Фстор j . «Эйлероподобные» [4−8] сторонние силы инерции и их моменты
становятся активными по отношению к данным j-м парциальным движениям. Они
являются реакциями динамических инерциальных связей как следствий неизмен-
ности расстояний между точками модели «Твёрдое тело» в процессе движения
[4, 7, 8].

Очевидно, что мощности Фпарц j с учётом знака можно представить для каждо-
го парциального движения как производные по времени от кинетической энергии
парциального движения

( ) парц jj j
d T
dt

= − ⋅Ф V . (3)

Конкретное парциальное движение может определяться не только кинетиче-
ской Tj, но и потенциальной Пj энергией, а также диссипативными силами, вклю-
чаемыми в правую часть теоремы

j j jE = T +П ,

где Еj – полная механическая энергия j-го парциального движения.
Это породит для всей механической системы ряд Th об изменении механиче-

ской энергии парциальных движений в дифференциальной форме записи. Эти
Th-мы будут сформулированы так: «Быстрота изменения энергии Еj каждого j-го
ПД системы равна сумме мощностей на этом движении задаваемых сил и пар сил,
реакций неидеальных связей и сторонних для j-го ПД сил инерции».
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Здесь Fj, Фстор j – главные векторы непотенциальных задаваемых сил на j-м посту-
пательном парциальном движении, в которые включены реакции неидеальных
связей и сторонних по отношению к j-му движению сил инерции; MF

k, MФ
стор k –

соответствующие главные моменты на k-м вращательном движении; j + k = s –
число степеней свободы системы.

В данной работе для вывода Th за основу берётся ПК с учётом реалий совре-
менных кратких курсов теоретической механики. Выделяется в системе подсисте-
мы кинематически чистых движений, соответствующих qj и в общем случае дина-
мически связанных. Это позволит получить уравнения движения системы в обоб-
щённых координатах в ПВД (или ПВТ) и проанализировать переток энергии из од-
ной степени свободы в другую, и от k-го тела к другим телам системы.

После анализа всех сил и пар сил на j-м движении как задаваемых, включая в
них реакции неидеальных связей, так и реакции идеальных связей и даламберо-
вых сил инерции, действующих в системе, составляются уравнения кинетостати-
ки системы в виде

0;

0.
j j j

k k k

+ + =⎧
⎨

+ + =⎩
F R Ф

F R Ф

M M M
(5),

Здесь Rj, Фj – главные векторы j-х реакций идеальных связей и даламберовых сил
инерции поступательных парциальных подсистем, а MR

k, MФ
k – соответствующие

силам и парам сил главные моменты k-х вращательных парциальных подсистем.
Систему уравнений (5) ПК следует переписать в виде
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Далее, для каждого парциального движения системы составляется уравнения
мощностей всех сил и пар сил, сторонних к данному движению. Умножаются вы-
ражения для всех сил на соответствующую парциальной силе инерции линейную
скорость Vj а выражения для моментов – на соответствующую парциальному мо-
менту сил инерции угловую скорость ωk. При составлении уравнений мощностей
во время умножения на линейную или угловую парциальные скорости j, k-го дви-
жений все остальные сторонние движения зафиксированы. Мощности главных
векторов и моментов реакций идеальных связей станут равны нулю в соответст-
вии с постулатом идеальности связей. В результате получим (4), что и следовало.

При описании движений структурно сколь угодно сложных механических сис-
тем, но с s = 1, Th вырождается в классическую теорему об изменении кинетиче-
ской энергии.

2. Теоремы об изменении энергий парциальных движений
электрических и электромеханических систем

При рассмотрении движений электрических систем с s ≥ 2… имеет место ана-
логичная механической Th с учётом первой электромеханической аналогии Мак-
свелла [1, 2, 4]. Она доказывается аналогично приведенной выше Th но уже на ос-
нове метода контурных токов (МКТ). Последний базируется на 1-м и 2-м законах
Кирхгофа. Известно, что 2-й закон Кирхгофа [9−11] исторически является в тео-
рии электричества аналогом принципа Даламбера в механике. На основе Th могут
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исследоваться перетоки энергии между степенями свободы электрических систем.
Также могут составляться уравнения движения таких систем.

Объединяя законы и уравнения теоретической механики с теоретическими ос-
новами электротехники на основе постулата Максвелла [1, 2], получим Th об из-
менении энергии взаимодействующих парциальных движений электромеханиче-
ских систем.

Подводя итоги, подчеркнём, что Th становится весьма актуальной при препо-
давании укороченных сегодня российских курсов ТМ, теоретических основ элек-
тротехники, электромеханики, в которых не читаются ковариантные формы урав-
нений движения.

Далее рассмотрен ряд простых примеров составления уравнений движения
механических, электрических и электромеханических систем с несколькими сте-
пенями свободы на основании предложенной Th.

3. Примеры

Пример № 1. Составим уравнения движения быстровращающегося диска на
упругом валу массы m и моментом инерции Jc относительно центра масс смещён-
ного по отношению к исходному положению вала O при t = 0. Вал вращается под
действием момента M(t). Сила тяжести диска, находящегося в невесомости, не
учитывается. Упругость вала определяется двумя жёсткостями k по осям x и y.
В момент движения вал проходит через диск в точке А(x, y). Исходная расчётная
схема системы с тремя степенями свободы по х, у, φ изображена на рис. 2 и 3
в двух видах: сверху и спереди.
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l C
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ϕ

k
A x y( , )

k

x

xK

x'

y
yK

y' M( )t

Рис. 2. Исходная расчётная схема
диска (вид сбоку) (m – масса диска;
Jc – момент инерции; M(t) – вра-
щающий момент)
Fig. 2. Initial design model of a disk on
an elastic shaft (side view) (m – mass
of the disk; Jc – moment of inertia;
M(t) – external torque)

Рис. 3. Исходная расчётная схема диска (вид свер-
ху) (x, y, φ – система координат и обобщённые ко-
ординаты; xK, yK – оси Кёнига; x', y' – подвижные
оси; k – жёсткость пружины)
Fig. 3. Initial design model of the disk on the elastic
shaft (top view) (x, y, φ – coordinate system and
generalized coordinates; xK, yK – Kenig’s axes; x', y' –
 moving axes; k – longitudinal rigidity of a spring)
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Изобразим и проанализируем все действующие в рассматриваемой системе
силы, как показано на рис. 4. Упругие силы представлены пружинами. Силы уп-
ругости будут определены через парциальную энергию.

Инерциальные силы на рис. 4 распишутся в виде

хФ mx= �� , уФ = my�� , 2 2
nФ m l m lϕ = ω = ϕ� , Ф m lϕ

τ = ϕ�� , c
Ф
zM J= ϕ�� .

Исследуем парциальные движения этой системы по обобщённым координатам
(рис. 5 – 7). При рассмотрении парциального движения по координате х любое
движение по координате y и φ «замораживается» и наоборот.
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Рис. 4. Силы и пары сил, действующие на
диск
Fig. 4. Active forces exerted on the disk

Рис. 5. Расчётная схема сторонних сил
инерции на парциальном движении по ко-
ординате х
Fig. 5. Design model of external inertial forces
at partial motion of the system along x-
coordinate
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Рис. 6. Расчётная схема сторонних сил
инерции на парциальном движении по ко-
ординате у
Fig. 6. Design model of external inertial forces
at partial motion of the system along у-
coordinate

Рис. 7. Расчётная схема сторонних сил
инерции на парциальном движении по ко-
ординате φ
Fig. 7. Design model of external inertial forces
at partial motion of the system along φ-
coordinate
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Запишем для каждого парциального движения энергию этого движения
2 2

1 ,
2 2

mx kxE = +
�

 
2 2

2 ,
2 2

my kyE = +
�

 
( )2 2

3 .
2

CJ ml
E

+ ϕ
=

�
(7)

На основе (4) получаются выражения

( ) ( )1 n x x
d E
dt

ϕ ϕ
τ= ⋅ + ⋅Ф V Ф V ; (8)

( ) ( )2 n y y
d E
dt

ϕ ϕ
τ= ⋅ + ⋅Ф V Ф V ; (9)

( )( ) ( )( ) ( )3 ( ) ,z х z y
d E t
dt

= ⋅ + ⋅ + ⋅M Ф ω M Ф ω M ω (10)

где ,xV x= �  ,yV y= �  ,ω = ϕ�  ( ) sin ,z хM Ф mxl= ϕ��  ( ) cos .z yM Ф myl= ϕ��

Раскрывая (8) – (10) и сокращая в каждом выражении общие множители, за-
пишем УДС в ПВД:

2

2

2
c

cos sin ,
sin cos ,

( ) sin cos ( ).

mx kx ml ml
my ky ml ml
J ml mxl myl M t

⎧ + = ϕ ϕ+ ϕ ϕ
⎪

+ = ϕ ϕ− ϕ ϕ⎨
⎪ + ϕ = ϕ− ϕ+⎩

� ����
� ����

�� �� ��
(11)

Уравнения движения (11) рассматриваемой системы идентичны уравнениям
движения, полученным из уравнений Лагранжа II рода.

Пример № 2. На рис. 8 представлена электрическая схема из двух связанных
контуров. Покажем, что уравнения электрических движений этой системы могут
быть получены не только на основе метода контурных токов [11] или уравнений
Лагранжа – Максвелла [2, 4], но также и на основе предложенной Th.

C

R

r

L2i2

U t( )

L1i1

Рис. 8. Электрическая схема с двумя связанными контурами
(R, r – сопротивления резисторов; С – ёмкость конденсатора;
L1, L2 – индуктивности катушек; U(t) – заданное напряжение
на внешнем контуре; i1, i2 – контурные токи)
Fig. 8. Electrical diagram with two coupled circuits (R, r –
resistors; С – capacity of a condenser; L1, L2 – inductance of coils;
U(t) – given voltage on the outer circuit; i1, i2 – cyclic currents)



134 А.И. Родионов, С.Р. Кравцов

Парциальные движения в данном случае будут определяться контурными пар-
циальными токами i1 и i2. За обобщённые координаты примем заряды, производ-
ные по времени от которых дадут соответствующие контурные токи:

( ) ( )i i
di t q t
dt

= .

Энергии этих электрических парциальных движений примут вид
2 2

1 1 1
1 2 2

L q qE
C

= +
�

, 
2

2 2
2 2

L qE =
�

. (12)

А мощности на каждом парциальном движении выразятся через ЭДС, дейст-
вующие в замкнутом контуре, и падения напряжений на резистивных элементах в
каждом контуре.

На первом контуре

( )I
1 2RU R q q= −� � . (13)

На втором контуре
II

2 1( )RU R r q Rq= + −� � . (14)
Тогда для рассматриваемой системы (рис. 5) Th (4) примет вид

( ) ( ) ( )

( )

I
1 1 1 1

II
2 2

,

.

R C

R

d E
dt
d E
dt

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅

U i U i U i

U i
(15)

Расписывая (15) и сокращая в каждом выражении общие множители контур-
ных токов ii, уравнения движения контурных парциальных токов с учётом дисси-
пативных членов примут вид

1
1 1 1 2

2 2 2 1

( ) ,

( ) ,

qL q Rq U t Rq
C

L q R r q Rq

+ + = +

+ + =

�� � �

�� � �
(16)

где 2Rq�  для первого движения есть падение напряжения от второго контурного
тока, выполняющего роль сторонней ЭДС по отношению к первому парциально-
му движению.

Эта система уравнений тождественна ПВД-уравнениям, полученным с помо-
щью уравнений Лагранжа – Максвелла или методом контурных токов.

Пример № 3. Рассмотрим электромеханическую систему типа датчика уско-
рений или вибростенда с двумя степенями свободы: одной механической по х и
одной электрической по i, изображённой на рис. 9.

Система имеет две степени свободы – механическую и электрическую: движе-
ние якоря датчика по координате х и ток i(t) в контуре. Причём

( ) ,i t q= �

где q – заряд в контуре.
Уравнения движения получим на основе Th для каждого парциального дви-

жения

( ) ( )( ) , ( ) .k k
x x q q

d dE P    E P
dt dt

= =∑ ∑ (17)
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F( )t

m
k/2 k/2x

C R

Ui
ИП

L x( )

Рис. 9. Принципиальная схема электромеханической системы (m – масса якоря дат-
чика; k – жёсткость пружины; L(x) – индуктивность катушки; С – ёмкость конденса-
тора; R – сопротивление резистора; U – заданное напряжение на внешнем контуре;
ИП – идеальный измерительный прибор с R = 0; F(t) – внешнее силовое воздейст-
вие на якорь)
Fig. 9. Model of an electromechanical system (m – mass of an acceleration sensor; k –
longitudinal rigidity of a spring; L(x) – inductance of a coil; С – capacity of a condenser;
R – resistance of a resistor; U – given voltage on the outer circuit; ИП – measuring gauge
with R = 0; F(t) – external forces exerted on an armature)

Введём энергии парциальных движений:
2 2( )

2 2x
mx L x qE = +
� �

, 
2 2( )

2 2q
L x q qE

C
= +

�
.

Индуктивность устройства L(x) зависит от положения якоря x в зазоре магни-
топровода. В результате этого возникает динамическая связь между степенями
свободы по х и q. И, как следствие, появляется второе слагаемое в Ех, выполняю-
щее роль потенциальной энергии для якоря датчика массы m. При этом ток i счи-
тается фиксированным. Заметим, что в сильно связанных динамических системах,
например в ядрах атомов, разделение на кинетическую и потенциальную энергию
вообще невозможно. В таких случаях говорят об энергии как единой мере. Это
также имеет место и в выражении для Ех.

На якорь датчика ускорений или стол вибростенда массы m будут действовать
возбуждающая сила F(t), и потенциальные силы: тяжести Fg = mg и упругая сила
Fупр = kx, а также градиентная сила Fgrad(x), возникающая из-за зависимости Еx
от х.

При выполнении (17) получим систему дифференциальных уравнений, описы-
вающих динамику электромеханической системы в ПВД.

21 ( )( ) ,
2

1 ( )( ) .
2

L xmx kx mg F t q
x

q L xL x q Rq xq U
C x

∂⎧ + = + −⎪ ∂⎨ ∂⎪ + + = − +
⎩ ∂

�� �

�� � � �
(18)
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Эти ПВД-уравнения динамически связанных механического и электрического
движений получаются, например, из уравнений Лагранжа – Максвелла.

Пример № 4. Рассмотрим механическую систему типа «Вибростенд» с тремя
степенями свободы. Её расчётная схема, состоящая из двух тел с массами m1, m2
(m2 рассматривается как материальная точка) и моментом инерции для первого
тела IC, представлена на рис. 10. Будем считать, что вибростенд находится в со-
стоянии невесомости как более простой вариант для вывода его уравнений дви-
жения. Элементы вибростенда закреплены на пружинах жёсткости ki. Центр масс
первого тела находится на расстоянии l1 от начала координат.

Рассмотрим все действующие в системе силы инерции (рис. 11).
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Рис. 10. Принципиальная расчётная схема модели
вибростенда (m1, m2 – массы первого и второго
тел; IC – момент инерции первого тела; ky, kz –
 линейная жёсткость пружин; kθ – круговая жёст-
кость пружины; yA, xA – система координат; yA, z,
θ – обобщённые координаты)
Fig. 10. Design model of a vibration table (m1, m2 –
 masses of the first and second bodies; IC – moment
of inertia of the first body; ky, kz – longitudinal
rigidity of springs; kθ – torsional rigidity of a spring;
yA, xA – coordinate system; yA, z, θ – generalized
coordinates)

Рис. 11. Расчётная схема сил инерции
тел системы
Fig. 11. Design model of inertial forces
in the system

Согласно рис. 11, силы инерции примут вид

11
уФ m y= �� , 2

1 1 1nФ m lθ = θ� , 1 1 1Ф m lθ
τ = θ�� , 22

уФ m y= �� , 2 2
zФ m z= �� ,

2
2 2 2nФ m lθ = θ� , 2 2 2Ф m lθ

τ = θ�� , 2 22zФ m zθ = θ� � , Ф
CМ J= θ�� .
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Для каждого парциального движения введём энергию этого движения:
22
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2 2
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k ym m yE +
= +

�
 

2 2
2 ,
2 2

z
z

m z k zE = +
� 2 2 2 2

1 1 2 2( ( ) ) .
2 2

Cm l m l z I kE θ
θ

+ + + θ θ
= +

�

Для каждой обобщённой координаты рассмотрим парциальные движения
(рис. 12 – 14).
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Рис. 12. Расчётная схема сторонних сил
инерции на парциальном движении по ко-
ординате у
Fig. 12. Design model of external inertial
forces at partial motion of the system along у-
coordinate

Рис. 13. Расчётная схема сторонних сил
инерции на парциальном движении по ко-
ординате z
Fig. 13. Design model of external inertial
forces at partial motion of the system along z-
coordinate

Используя (4), Th данной задачи примет вид
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где ,yV y= �  ,zV z= �  1V lθ = θ�  для первого тела, 2( )V l zθ = θ +�  для второго тела,

( ) 1 11 1 sin ,y y
zM Ф m l y= θ��  ( ) 2 22 2 ( ) sin ,y y

zM Ф m l z y= + θ��  ( )2 2 2 22 ( ) .z z
zM Ф m l z zθ θ = + θ� �
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Рис. 14. Расчётная схема сторонних сил инерции
на парциальном движении по координате θ

Fig. 14. Design model of external inertial forces
at partial motion of the system along θ-coordinate

В результате, сократив в системе Th (19) общие множители, уравнения движе-
ния системы в ПВД примут вид
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(20)

Эта система уравнений получается и на основе уравнений Лагранжа или Ниль-
сена.

Выводы

Сформулированы и представлены Th об изменении энергии динамически свя-
занных парциальных движений механических, электрических и электромеханиче-
ских систем с несколькими степенями свободы. Они позволяют рассмотреть пере-
токи энергий, как между степенями свободы, так и телами системы. На основе Th
предложен метод составления уравнений движения динамики таких систем с объ-
ёмом вычислений меньшим, чем в известных классических методах, основанных
на уравнениях Лагранжа, Нильсена, Лагранжа – Максвелла. Следует отметить,
что Th становятся весьма актуальными при преподавании укороченных сегодня
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российских курсов теоретической механики, теоретических основ электротехни-
ки, электромеханики, в которых не изучаются ковариантные формы уравнений
движения.

Рассмотрен ряд примеров механических, электрических и электромеханиче-
ских систем с двумя и тремя степенями свободы.
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The purpose of this research is to formulate and prove the principle of energy of partial
subsystems for mechanical, electrical, and electromechanical holonomic systems with time-
independent constraints, as well as the development of a simple method to derive equations of
motion for such systems. This principle is helpful in giving short courses of theoretical mechanics
to students who know only the basic principle of energy and the D’Alembert principle.

Two issues are covered in this paper: firstly, the formulation of the principle of energies for
interacting mechanical partial subsystems, including the proof of the theorem, and, finally, the
application of the developed method for mechanical, electrical, and electromechanical systems.
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The energy principle is developed using the D’Alembert principle for partial motions of the
system when deriving kinetic and power balance equations. For electrical and electromechanical
systems, the principle is based on the first electromechanical analogy of Maxwell’s postulate and
Kirchhoff 's laws.

As examples, the principle allowed obtaining equations of motion of mechanical systems with
three degrees of freedom: rotation of a disk on an elastic shaft, dynamics of a vibration table, an
electrical system with two cyclic currents connected through a resistor, and an electromechanical
system of the acceleration sensor.

Andrey I. RODIONOV (Candidate of Physics and Mathematics, Novosibirsk State Technical
University, Novosibirsk, Russian Federation). E-mail: rodionov@corp.nstu.ru

Sergey R. KRAVTSOV (Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russian
Federation). E-mail: kravczov.2015@stud.nstu.ru

REFERENCES

 1. Gantmakher F.R. (2001) Lektsii po analiticheskoy mekhanike: uchebnoe posobie dlya vuzov
[Lectures on analytical mechanics: a textbook for institutes of higher education]. Moscow:
FIZMATLIT.

 2. Butenin N.V., Fufaev N.A. (1991) Vvedenie v analiticheskuyu mekhaniku [Introduction to
analytical mechanics]. Moscow: Nauka.

 3. Drong V.I., Dubinin V.V., Il’in M.M. (2000) Kurs teoreticheskoy mekhaniki: uchebnik dlya
vuzov [Course of theoretical mechanics: a textbook for institutes of higher education].
Moscow: BMSTU.

 4. Rodionov A.I. (2010) Teoreticheskaya mekhanika: konspekt lektsiy s prilozheniyami
[Theoretical mechanics: lecture notes with appendices]. Novosibirsk: NSTU.

 5. Nolting W. (2016) Theoretical Physics. Vol. 2. Analytical Mechanics. Switzerland: Springer
International Publishing. DOI: 10.1007/978-3-319-40129-4.

 6. Lemos N.A. (2018) Analytical Mechanics. United Kingdom: Cambridge University Printing
House. DOI: 10.1017/9781108241489.

 7. Ostromenskiy P.I., Rodionov A.I. (1997) Sostavlenie i issledovanie differentsial’nykh urav-
neniy dvizheniya mekhanicheskikh system metodom obobshchennykh sil [Derivation and
study of differential equations of motion of mechanical systems by the method of generalized
forces]. Nauchnyy vestnik NGTU – Scientific Bulletin of NSTU. 1. pp. 121–140.

 8. Ostromenskiy P.I. (1983) Issledovanie dinamiki mashin metodom dinamicheskikh reaktsiy
[Study of machine dynamics by the dynamic reactions method]. Voprosy dinamiki mek-
hanicheskikh sistem. pp. 36–44.

 9. Usol’tsev A.A. (2009) Obshchaya elektromekhanika: Uchebnoe posobie [General
electromechanics: a textbook]. Saint Petersburg: ITMO.

 10. Zhulovyan V.V. (2014) Osnovy electromekhanicheskogo preobrazovaniya energii: uchebnik
[Fundamentals of electromechanical energy conversion: a textbook]. Novosibirsk: NSTU.

 11. Zelenkov A.A. (2012) Theory of Electrical Engineering. Electric Circuits with the
Distributed Parameters. Theory of Electromagnetic Field: a Textbook. Kyiv: NAU.

Received: February 11, 2020



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2021 Математика и механика № 74

УДК 539.382.2: 669-1
DOI 10.17223/19988621/74/14

А.П. Хрусталёв, В.В. Платов, Н.И. Кахидзе, И.А. Жуков, А.Б. Ворожцов

ВЛИЯНИЕ НАНОЧАСТИЦ ВОЛЬФРАМА НА СТРУКТУРУ
И МЕХАНИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ АЛЮМИНИЕВОГО СПЛАВА 1550

В УСЛОВИЯХ КВАЗИСТАТИЧЕСКОГО НАГРУЖЕНИЯ1

Исследовано влияние наночастиц вольфрама на структуру и механические
свойства сплава 1550. С использованием методов оптической и растровой
электронной микроскопии изучена структура композита 1550-W и исходно-
го сплава. Введение 0.5 мас.% наночастиц вольфрама не модифицирует
структуру алюминиевого сплава, но за счёт дисперсного упрочнения позво-
ляет повысить показатели твёрдости и значения предела текучести, предела
прочности и максимальных деформаций до разрушения металлической мат-
рицы.

Ключевые слова: дисперсно-упрочнённые сплавы, наноразмерные частицы,
структура, механические свойства, пластичность.

Композиты с металлической матрицей на основе алюминия привлекательны
для автомобильной и аэрокосмической промышленности благодаря сочетанию их
физико-механических свойств и стойкости к окислению [1, 2]. Неметаллические
материалы (оксиды, нитриды, карбиды, интерметаллиды) обычно используются в
качестве упрочняющих частиц алюминиевых композитов. Упрочняющие частицы
вводятся «ex-situ» методом [3], где упрочнитель синтезируется перед добавлением
в матрицу, либо «in-situ» [4–6], где в матрицу вводятся материалы, реагирующие с
матрицей для синтеза упрочняющих частиц. При использовании «ex-situ» метода
возможно заранее задавать параметры дисперсности и фазового состава упроч-
няющих частиц, а для упрочнения как правило используются Al2O3 [7, 8], SiC
[9, 10], B4C [11, 12] и другие неметаллические частицы. Наиболее эффективное
упрочнение достигается при введении наночастиц, при этом они должны быть
равномерно распределены в объёме алюминиевой матрицы и иметь с ней хоро-
шую связь, которая сохранится во время движения дислокации. Авторами [13]
был получен композит Al/Al3Ti, модуль Юнга которого увеличился на 57% и со-
ставил 110 ГПа. Изготовление таких материалов возможно различными способа-
ми, однако технологии литья представляют собой наиболее универсальный и эф-
фективный способ [14, 15]. При этом получение композитных материалов с по-
мощью литья связано с рядом проблем, обусловленных агломерацией и флотаци-
ей частиц из-за плохой смачиваемости жидким расплавом [16–19]. В результате
этого наблюдается снижение плотности композита, неоднородность структуры,
что приводит к снижению его механических характеристик. Решение этой про-
блемы возможно несколькими способами: нанесением покрытий на частицы, по-
вышающих смачиваемость [20], применением лигатур и воздействием внешних
полей на металлический расплав.

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 20-79-00060).
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Алюминиевый сплав 1550 используется в основном в виде листового проката.
Наибольшие показатели свойств данного сплава достигаются за счёт дисперсион-
ного твердения при введении таких элементов, как цирконий или скандий
[21−23]. Основным недостатком данного метода, является высокая стоимость, ко-
торая приводит к значительному удорожанию изделий. В ряде работ сообщается
об использовании вольфрама для получения композитов на основе алюминия.
В процессе литья возможно взаимодействие [24–27] металлического вольфрама с
алюминиевой матрицей и образование интерметаллических соединений Al4W,
Al5W и Al12W, а процесс будет совмещать «in-situ» и «ex-situ» методы в одной
технологии. Механизм образования интерметаллического соединения во время
обработки можно объяснить процессом диффузии [28].

В рамках данного исследования были использованы наночастицы вольфрама
для изготовления алюминиевого композита. При этом известно, что вольфрам
имеет высокую температуру плавления, высокую прочность и низкий коэффици-
ент теплового расширения. Исследования таких материалов показывали значи-
тельное увеличение механических и электрических свойств алюминиевых спла-
вов [29]. Частицы вольфрама и интерметаллиды W−Al в алюминиевой матрице
могут улучшить механические характеристики, такие, как прочность, стойкость к
окислению и термическая стабильность по сравнению с исходным алюминием.
Низкая растворимость вольфрама в алюминии и высокая реакционная способ-
ность позволяют получить алюминиевый композит, упрочнённый наночастицами.

Таким образом, цель работы: исследование влияния наночастиц вольфрама на
структуру и механические свойства алюминиевого сплава Al−Mg после литья.

Материалы и методы исследований

В качестве исходного сплава использован алюминиевый сплав 1550
(91.9−94.68% Al, 4.8–5.8% Mg). 1 кг сплава 1550 помещали в тигель, расплавляли
в муфельной печи (780 °С) и выдерживали в течение двух часов. Затем тигель с
помощью захвата извлекали из печи и вводили порошок вольфрама при темпера-
туре расплава 730 °С с последующим воздействием механического смесителя,
вращающегося со скоростью 500 об/мин в течение 30 с. При температуре 720 °С
расплав заливался в стальной кокиль, установленный на вибростоле, совершаю-
щем колебания с частотой 60 Гц и амплитудой 0.5 мм. Исходный сплав 1550 был
получен при аналогичных условиях без введения наночастиц вольфрама.

Структура материалов исследована методом растровой электронной микро-
скопии (РЭМ) на микроскопе Quanta 200 3D и методом оптической микроскопии
на микроскопе Olympus GX71. Дисперсность частиц исследована с использовани-
ем полученных изображений методом случайных секущих. Механические испы-
тания проведены на универсальной испытательной машине Instron 3369 со скоро-
стью движения траверсы 0.2 мм/мин. Образцы вырезались из отливок при помо-
щи электроэрозионной резки и представляли собой плоские лопатки, толщиной
2 мм с соотношением ширины рабочей части и места захвата ≥ 1.5. Испытания
проводились согласно ASTM B557–15.

Результаты и их обсуждение

На рис. 1 представлены РЭМ (рис. 1, а) и ПЭМ (рис. 1, b) изображения нано-
порошка вольфрама, полученного методом электрического взрыва проводника.
Частицы в порошке имеют правильную сферическую форму, а их средний размер
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составляет 200 нм. В порошке наблюдаются крупные частицы, размер которых
достигает 10 мкм, что связано с особенностями получения порошка в процессе
электрического взрыва в камере.

a b

Рис. 1. РЭМ (a) и ПЭМ (b) изображения нанопорошка вольфрама
Fig. 1. SEM (a) and TEM (b) images of a tungsten nanopowder

На рис. 2 представлены оптические изображения микроструктуры полученных
сплавов.

a b

Рис. 2. Оптические изображения микроструктуры сплавов 1550 (a) и 1550-W (b)
Fig. 2. Optical images of a microstructure of (a) 1550 and (b) 1550-W alloys

Наночастицы вольфрама не оказывают модифицирующего воздействия на
структуру сплава 1550, средний размер которого составил около 180 мкм. При
этом видно, что структура сплавов достаточно однородная с равноосными зёрна-
ми. В структуре сплавов присутствуют поры, однако пористость сплавов не пре-
вышает 5%. Известно, что вольфрам реагирует с алюминием и возможно образо-
вание интерметаллидов Al−W. На рис. 3 представлены РЭМ-изображения сплава
1550-W с результатами картирования по элементам.

В структуре сплава 1550-W видны включения пор размером не более 1 мкм.
При этом структура сплава достаточно однородная, без видимого скопления пор и
агломератов наночастиц вольфрама (рис. 3, a). При этом в некоторых порах на-
блюдаются микрочастицы вольфрама (рис. 3, b), которые появляются в них из-за
влияния фронта кристаллизации, который вытесняет их в газовые полости сплава.
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Картирование по элементам (рис. 3, с, d) показало, что вольфрам распределён
равномерно в алюминиевой матрице.

a b

c d

Рис. 3. РЭМ-изображения 1550-W (a, b) и результаты картирования по элементам (c, d)
Fig. 3. (a, b) SEM images of the 1550-W alloy and (c, d) elemental mapping results

Диаграммы нагружения и характеристики полученных сплавов представлены
на рис. 4 и в таблице соответственно.

Из диаграммы нагружения полученных сплавов (рис. 4) видно, что введение в
сплав наночастиц вольфрама приводит к увеличению значений предела текучести
и максимальных деформаций до разрушения сплава 1550. Введение 0.5 мас.% на-
ночастиц вольфрама приводит к увеличению значений предела текучести с 52 до
79 МПа и максимальных деформаций до разрушения с 1.9 до 5.5%. Также наблю-
дается незначительное увеличение значений предела прочности с 140 до 155 МПа.
Авторы [30] наблюдали аналогичную зависимость для алюминиевого сплава, ко-
гда увеличиваются значения предела текучести, предела прочности и максималь-
ных деформаций. Предполагается, что введение частиц в тело зерна может при-
вести к отклонению потенциальной трещины от границы зерна в его объем,
а также к большему вовлечению металлической матрицы в процесс деформации
и разрушения [31, 32]. Кроме этого, введение наночастиц вольфрама приводит
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Рис. 4. Диаграммы растяжения алюминиевых сплавов: 1550 (1) и 1550-W (2)
Fig. 4. Tensile diagrams for aluminum alloys: (1) 1550 and (2) 1550-W

Структурные и механические характеристики полученных сплавов

Сплав Размер
зерна, мкм

Твёрдость,
HB

Микротвёр-
дость, HV σ0.2, МПа σв, МПа εmax, %

1550 250 ± 17 58.8 ± 3 67.4 ± 11.2 52.5 ± 3 140 ± 7.6 1.9 ± 0.8
1550-0.5 W 158 ± 26 63.7 ± 1.1 85.7 ± 14.4 79.4 ± 1.6 155.4 ± 6 5.5 ± 1.13

к увеличению твёрдости и микротвёрдости (таблица) сплава 1550 с 58 до 63 HB и
с 67 до 85 HV соответственно. Основываясь на данных микроструктуры (рис. 2),
можно предположить, что увеличение механических характеристик происходит за
счёт механизмов Орована [33, 34], разности коэффициентов теплового расшире-
ния (КТР) матрицы и частиц [35] и передачи нагрузки от частиц к матрице [36].
Механизм передачи нагрузки от частиц к матрице можно оценить с использова-
нием формулы

0.5load p mVσ = σ , (1)

где Vp – объёмное содержание наночастиц вольфрама, а σm – предел текучести
матрицы (52.5 МПа).

Вклад механизма передачи нагрузки от частиц к матрице в данном случае со-
ставил 1.83 МПа. Это обусловлено высокой плотностью вольфрама (19.25 г/см3),
объёмное содержание которого в сплаве не превышает 0.07 об. %. При этом такой
массовый процент частиц в сплаве, как правило, используется при модифициро-
вании алюминиевых сплавов, например микрочастицами TiB2 [37], в результате
чего происходит измельчение зерна сплава.

Вклад механизма Орована рассчитывается по формуле

OR
0.13

ln
2

pm dbG
b

σ =
λ

, (2)

где λ – значение, учитывающее размер и объёмное содержание частиц, которое
рассчитывается как
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1
31(( ) 1)

2p
p

d
V

λ = − , (3)

где b – вектор Бюргерса; Gm – модуль сдвига; dp – диаметр наночастиц.
Рассчитанный вклад наночастиц вольфрама в механические свойства сплава

1550 по механизму Орована составил 30.5 МПа. Вклад механизма разности КТР
матрицы и частиц рассчитывается по формуле

1
2

CTE
12( )

( )
(1 )

m p p

p p

a a TV
Gb

bl V
− ∆

∆σ = β
−

, (4)

где lp – расстояние между частицами; β – константа (~1.25); αm – КТР матрицы
(23·10−6 К–1); αp – КТР частиц; ∆Т – разность между температурой синтеза (725 °С)
и комнатной температурой (25 °C).

Несмотря на то, что вольфрам имеет более низкий КТР по сравнению с алю-
миниевой матрицей, расчёт вклада данного механизма невозможен из-за малого
объёмного содержания наночастиц, что свидетельствует о доминирующем дейст-
вии механизма Орована в увеличении механических свойств сплава. Исследова-
ния поверхности разрушения сплавов 1550-W (рис. 5) позволили выявить наноча-
стицы вольфрама в структуре алюминиевого сплава.

a b

c
Рис. 5. РЭМ-изображения поверхности
разрушения сплава 1550-W: 150x (a),
500x (b), 5000x (c)
Fig. 5. SEM images of the fracture surface
of the 1550-W alloy: (a) 150x, (b) 500x,
and (c) 5000x
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В целом разрушение сплава 1550-W (рис. 5, а) имеет явно выраженное разру-
шение по вязкому транскристаллитному механизму. На поверхности дендритов
(рис. 5, b) отсутствуют частицы вольфрама и их агломераты, что свидетельствует
о малом количестве упрочнителей, находящихся в микропорах сплава, как было
показано на рис. 3, a. Стоит отметить, что при исследовании структуры на опти-
ческом микроскопе в сплаве 1550-W были определены участки с дефектами
(рис. 2, b), которые, по всей видимости, результат не полностью однородного рас-
пределения наночастиц вольфрама в сплаве: в объёме слитка присутствуют скоп-
ления отдельных наночастиц и их агломератов (рис. 5, c).

Процесс получения алюминиевого сплава требует оптимизации для более рав-
номерного распределения наночастиц. Кроме этого, важным является исследова-
ние влияния объёмного содержания «тяжёлых» наночастиц вольфрама на измене-
ние механических свойств алюминиевого сплава 1550.

Заключение

Установлено, что наночастицы вольфрама не позволяют измельчать размер
зерна алюминиевого сплава 1550, средний размер которого составил 180 мкм.

Введение наночастиц вольфрама позволило повысить показатели твёрдости и
микротвёрдости сплава с 58 до 63 HB и с 67 до 85 HV соответственно, значения
предела текучести с 52 до 79 МПа, предела прочности со 140 до 155 МПа и мак-
симальных деформаций до разрушения с 1.9 до 5.5%. С использованием расчёт-
ных данных показано, что доминирующим механизмом увеличения механических
свойств является механизм Орована. На основе фрактографических исследований
установлено, что наночастицы вольфрама неравномерно распределены в объёме
сплава, а дополнительная оптимизация процесса введения наночастиц и литья
сплава должна позволить улучшить прочностные свойства.
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Aluminum alloys are widely used in industry due to such parameters as low cost, high
corrosion resistance, low density, and good weldability. In this regard, new aluminum alloys with
improved strength and operational properties are needed. At present, it is important to increase
strength properties of aluminum alloys by introducing into their melt high-melting high-modulus
nano- and microparticles that can significantly refine the grain structure and contribute to the
stress-strain state. As a rule, in works on the introduction of pre-synthesized refractory dispersed
particles into aluminum melts, non-metallic materials, such as oxides, nitrides, carbides, and
intermetallic compounds, are used. However, the effect of high-melting tungsten particles on the
structure and physical and mechanical properties of aluminum alloys has been insufficiently
studied.

The paper investigates the effect of tungsten nanoparticles on the structure and mechanical
properties of an AA5056 alloy. The structures of the AA5056-W composite and initial alloy are
studied by means of optical and scanning electron microscopy. Introduction of 0.5 wt% tungsten
nanoparticles does not modify the structure of the aluminum alloy, but due to dispersed
hardening, it increases the hardness, yield stress, ultimate strength, and maximum deformation
before metal matrix destruction.
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