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ДИНАМИКА ДВУХМАССОВОГО
МИКРОМЕХАНИЧЕСКОГО ГИРОСКОПА L-L-ТИПА

В РЕЖИМЕ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

Исследуется динамика двухмассовой модели микромеханического гироско-
па типа L-L в режиме вынужденных колебаний в линейной постановке.
Приведена теоретико-механическая модель чувствительного элемента гиро-
скопа с двумя активными массами («инерционная масса – рамка»).
Для решения был предложен новый метод анализа двухчастотной системы.
В итоге было получено решение и построены амплитудно-частотные харак-
теристики для рассматриваемой модели. На основе полученных результатов
сделаны соответствующие выводы по поведению системы.

Ключевые слова: Микромеханический гироскоп, линейные вибрации, выну-
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На сегодняшний день микросистемная техника (МСТ) используется практиче-
ски в любой сфере жизнедеятельности человека [1, 2]. МСТ – это научно-техниче-
ское направление, целью которого является создание в ограниченном объеме
твердого тела или на его поверхности микросистем, представляющих собой упо-
рядоченные композиции областей с заданным составом, структурой и геометрией.
МСТ базируется, в первую очередь, на высокоточных и миниатюрных датчиках,
эффективных микродвигателях и качественных преобразователях.

Микромеханические гироскопы (ММГ) являются неотъемлемой частью МСТ.
Основными свойствами микромеханических гироскопов являются их миниатюр-
ные габариты, сверхмалое энергопотребление, высокая устойчивость к внешним
воздействующим факторам. Разработка таких устройств основана на создании и
анализе теоретико-механических моделей, описывающих движение чувствитель-
ного элемента и учитывающих различное влияние внешних факторов: нелиней-
ные параметры системы, медленно меняющиеся параметры, различные условия
функционирования и т.д. [3–5]

Актуальной проблемой является создание новых теоретико-механических
микромеханических гироскопов и выявление новых, более точных аналитических
зависимостей для различных режимов работы устройства, которые позволят су-
щественно повысить точностные свойства гироскопов.

Постановка задачи

Рассматривается следующая конструктивная схема чувствительного элемента
микромеханического гироскопа типа L-L (рис. 1).

На рис. 1 изображена инерционная масса 1, которая закреплена при помощи
четырёх внутренних упругих элементов (торсионов) 4 в рамке 2. Рамка 2 также
связана с подложкой основания 6 четырьмя внешними торсионами 5. «Гребенчатая
структура» 3 образуется из электродов, закреплённых на основании 6 и рамке 2.
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Образованная «гребенчатая структура» относится к двигателю системы и является
системой плоских конденсаторов, при помощи которой возбуждаются колебания
в системе (за счет изменения емкости между гребенками). Колебания инерцион-
ной массы 1 на выходе системы снимаются специальной регистрационной систе-
мой, основанной на емкостном принципе работы, после чего проходят обработку
внешней компьютерной системой [6].
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Рис. 1. Кинематическая модель ММГ L-L-типа
Fig. 1. Kinematic model of an L-L-type micromechanical gyroscope

ММГ типа L-L не содержит в своей структуре вращающихся частей и исполь-
зует только линейные вибрации инерционной массы и рамки, в которой она за-
креплена в направлении взаимно перпендикулярных осей x1 и x2.

Цель данной работы заключается в анализе поведения двухчастотной систе-
мы в режиме вынужденных колебаний при помощи нового метода получения
решения.

Построение уравнений движения

Рассмотрим связанную систему «рамка – инерционная масса», закрепленную
на подвижном основании, которое вращается с произвольной скоростью Ω, где Ω
соизмеримо меньше, чем собственная частота колебаний [7], иначе прибор не бу-
дет работать, но пренебречь этим значением в построении теоретико-механиче-
ской модели нельзя.

Кинетическая энергия системы «рамка – инерционная масса»

( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 1 2 2 1

2 2 2
р ин

1 1 ,
2 2

T m x x m x x x x= + ⋅Ω + − ⋅Ω + + ⋅Ω� � �

где: x1, x2 – координаты, определяющие положение чувствительного элемента в
заданной системе координат, связанной с основанием; mин –инерционная масса;
mр – масса рамки; Ω – угловая скорость основания.
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Потенциальная энергия системы имеет вид
2 2
1 21 2

1 1П ,
2 2

c x c x= +

где c1, c2 – жесткость внешних и внутренних торсионов соответственно.
Таким образом, лагранжиан системы записывается в виде
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В колебательной системе всегда присутствует диссипация. С целью учета дис-
сипативных сил в системе воспользуемся функцией Релея

2 2
1 21 2

1 1Ф ,
2 2

k x k x= +

где k1 – коэффициент, который определяет энергию рассеивания при движении
рамки; k2 – коэффициент, учитывающий рассеивание энергии при движении
инерционной массы.

Пусть на систему действует внешняя гармоническая вынуждающая сила в об-
щем случае F(t) вдоль обобщенной координаты x1 (рис. 1).

Воспользовавшись формализмом Лагранжа, запишем уравнения движения
чувствительного элемента
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Рассмотрим идеальный случай, когда коэффициенты упругости связаны сле-
дующим соотношением:

р ин
1 2

ин
.

m m
c c

m
+

= (3)

Соотношение (3) вводится для улучшения резонансных свойств ММГ.
Проведём процедуру нормализации системы уравнений (2), взяв за норми-

рующий параметр величину h –зазор между гребенками контактов, образующих
систему плоских конденсаторов (рис. 1):
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где α и β – малые безразмерные амплитуды колебаний (|α| и |β| << 1); ω0 –
собственная частота чувствительного элемента;

1 α;x h= ⋅ 2 β;x h= ⋅ 0
ин

ω c
m

= ;

f ( t) – нормализованная вынуждающая сила; γ1 и γ2 << 1 – безразмерные коэффи-
циенты затухания (в таком случае система обладает хорошей добротностью);
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Далее рассматриваем систему, где k1 = k2, параметр δ, равный отношению массы
рамки к инерционной массе, является параметром порядка ε.

Пусть внешняя вынуждающая сила задаётся в виде f0
 sin μt, где амплитуда вы-

нуждающей силы f0 мала по отношению к жесткости торсионов с, т. е. будем рас-
сматривать мягкое возбуждение, при котором значение f0 порядка ε3/2, μ –
безразмерная частота внешнего воздействия.

Перепишем систему (4) в виде
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где введены следующие замены:
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+
=
Ω= −��

�

Анализ динамики чувствительного элемента

Для решения двухчастотной системы (5) был применён новый метод, который
основывается на методике Крылова – Боголюбова [8].

Запишем вначале общий вид решения в переменных амплитуда – фаза:
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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1 2 .
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Для однородной системы уравнения (6) перепишутся в виде
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где ω1 и ω2 – корни однородной системы

1 0ω ω ;= −Ω 2 0ω .ω= +Ω (8)
Перейдем от переменных A, B, ϕ1, ϕ2 в (6) к переменным g1, g2, r1, r2:

1 1 2 2

1 1 2 2

α sinμ cosμ sinμ cosμ ;
β cosμ sinμ cosμ sinμ ,

g t r t g t r t
g t r t g t r t

= + + +
= − − +

(9)

где
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2 .

cosφ ; sinφ ;
cosφ ; sinφ

t At t

B t B t

t t t

t t t t

g A r
g r

= =

= =
(10)

Запишем уравнения (7) в новых переменных:
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Продифференцировав уравнения (6) по времени и преобразовав полученные
выражения в соответствии с выражениями (11), получим
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В таком случае условие совместности запишется в виде

1 1 2 2
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cosμ sinμ cosμ sinμ 0.

g t r t g t r t
g t r t g t r t

+ + + =
− − + =

� � � �
� � � � (13)

Продифференцировав (12), получим вторые производные для амплитуд α и β.
Подставив найденные производные в исходную систему уравнений (5), имеем
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где введены следующие обозначения:
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Разрешим (14) и (13) относительно переменных g1, g2, r1, r2. Так как данные
переменные являются медленными функциями времени, воспользуемся методом
осреднения Крылова – Боголюбова [8]:
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(15)

Предложенный новый метод анализа вынужденных колебаний по сравнению с
другими методами, используемыми в работах В.Ф. Журавлевым и А. Найфе [7, 9]
(нахождение решения в переменных амплитуда – фаза), Н.Н. Боголюбовым и
А.Ю. Митропольским (переход к нормальным координатам), имеет такие пре-
имущества, как отсутствие в решении тригонометрических функций, а также
не требует перехода к новым переменным и, как следствие, возврата к исходным.
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Числовой пример

Рассмотрим двухмассовый ММГ с характеристиками: mин = 10−6 кг (масса
инерционной массы); величина зазора между контактами гребенки h = 100 мкм
(нормализующий параметр). Построим амплитудно-частотные характеристики
для различных значений параметров

На рис. 2 изображены амплитудно-частотные характеристики со следующими
параметрами:

• 1 – Ω = 0, γ = 0;
• 2 – Ω = 0.05, γ = 0;
• 3 – Ω = 0.05, γ = 0.007.
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Рис. 2. Графики зависимости амплитуды первичных
и вторичных колебаний от частоты внешнего воздействия

Fig. 2. Amplitude of primary and secondary oscillations as a function
of the frequency of the external action
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Рассмотрев АЧХ, представленные на графиках (см. рис. 2) можно отметить
следующее:

- для системы при угловой скорости Ω = 0 в отсутствии вязкого трения АЧХ
вторичных колебаний совпадает с осью μ, так как амплитуда в этом случае про-
порциональна угловой скорости основания;

- при приближении частоты μ к одной из резонансных частот, амплитуда коле-
баний возрастает. Когда же частота удаляется от резонансных частот – наблюда-
ются установившиеся колебания малой амплитуды;

- для колебаний по первой моде при приближении к первой резонансной час-
тоте ω1 амплитуда колебаний имеет значение больше, нежели при достижении
частотой внешнего воздействия второй резонансной частоты ω2. Для вторичных
колебаний B(μ) ситуация противоположна.

Заключение

Представлена теоретико-механическая модель двухмассового микромеханиче-
ского гироскопа типа L-L, учитывающая вязкое трение и произвольную угловую
скорость основания. Анализ полученной модели проводился в режиме вынужден-
ных колебаний с применением нового метода.

Основная цель данной работы – продемонстрировать новый метод анализа
двухчастотных систем, который имеет ряд преимуществ перед своими аналогами:
отсутствие в решении тригонометрических функций, не требует перехода к но-
вым переменным. Данный метод будет полезен для анализа сложных двухчастот-
ных нелинейных систем.

Построены необходимые АЧХ и сделаны соответствующие выводы о поведе-
нии системы.
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This paper is devoted to a study of dynamics of an L-L-type two-mass micromechanical
gyroscope (abbreviated as MMG) under forced oscillations. The mechanical-theoretical model of
MMG with a sensitive element in the form of a model with two active masses (“Inertial mass –
Frame”) is obtained. Based on the model, the system of differential equations is written. A
distinctive feature of this paper is that an arbitrary angular velocity of the base Ω is considered. A
new method is used to find a solution to the system. This method is suitable for analyzing dual-
frequency systems. Finally, the solution is determined, and the amplitude-frequency characteristics
of the system are described. The obtained analytical expressions and graphs are analyzed, and the
reasonable conclusions about system behavior under forced oscillations are made. The proposed
method for analyzing complex systems is compared with other available methods.
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