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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ СРЕД *

Рассмотрен вариант релаксационной модели нагружаемой упругопластической среды с дислокационной
кинетикой пластических сдвигов. Модель сформулирована в скоростях и включает две независимые скорости
деформирования – полную скорость деформации 1

Tε� , которая отражает скорость внешнего воздействия, и ло-

кальную скорость пластического отклика материала 1
Pε� , которая отражает способность среды генерировать де-

формационные дефекты. Это позволяет описать как локальные релаксационные процессы в упругой пластиче-
ской среде, так и среднюю релаксацию напряжений в нагружаемом образце. Развиваемая модель является мик-
роскопической по существу. Все параметры модели определяются из независимых экспериментов по изучению
эволюции дислокационного континуума в ходе нагружения макроскопических образцов. Модель хорошо описы-
вает наблюдаемые динамические эффекты макроскопического отклика материалов в зависимости от скорости
деформирования: наличие верхнего и нижнего пределов текучести (зуба текучести, площадки текучести), после-
дующего деформационного упрочнения, а также особенности циклического и знакопеременного нагружения,
идеальный и неидеальный эффект Баушингера.
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Введение

Идея описания динамических эффектов в нагружаемой упругопластической среде на основе
релаксационных определяющих уравнений была сформулирована Соколовским и Малверном еще
в первой половине ХХ в. [1, 2]. За прошедшие десятилетия было предложено множество вариан-
тов моделей, описывающих релаксационные процессы.

Полученные новые экспериментальные данные по изучению механизмов необратимого де-
формирования различных материалов потребовали все более содержательных моделей, описы-
вающих особенности неупругого деформирования и структурные изменения в более широких
диапазонах внешних воздействий – давлений, температур, скоростей нагружения.

В обзоре [3], посвященном в основном моделям при интенсивных динамических нагрузках,
автор выделяет следующие три группы: 1) континуальные или макроскопические модели; 2) мик-
роструктурные модели; 3) молекулярно-динамические модели и расчеты. К первой группе отно-
сятся традиционные модели механики сплошных сред, прежде всего классические модели вязко-
упругих сред, а также классические модели упругопластического деформирования и их многочис-
ленные обобщения на случай динамического, в том числе ударно-волнового нагружения. Ко вто-
рой группе отнесены различные типы микроструктурных моделей. Эта группа моделей основыва-
ется на микроструктурных механизмах необратимого упругопластического деформирования и
включает модели с дислокационной кинетикой пластического деформирования. Модели третьей
группы основаны на подходах и методиках молекулярной динамики и особенностях межатомных
взаимодействий.

Особое место в первой и второй группах занимают модели процессов релаксации в нагру-
жаемых материалах. При экспериментальных и теоретических исследованиях эффектов и физиче-
ских механизмов упругопластического деформирования материалов, прежде всего металлов,
в ударных волнах в 70–80-х годах прошлого века накоплена уникальная информация о механизмах
неупругого деформирования и эволюции дефектной структуры в ударно-нагруженных материалах
и ее связи с параметрами нагружения (амплитудами, скоростями деформирования) [4–21]. Эти ис-
следования стимулировались задачами бронебаллистики и высокоскоростного соударения твер-
дых тел в связи с аэрокосмической проблематикой метеоритной защиты космических объектов.
С точки зрения фундаментальных задач физической теории пластичности ударно-волновая тема-
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тика оказалась очень продуктивной для генерации новых знаний. Специально организованные
эксперименты с плоскими ударными волнами дали новую важную информацию по физическим
механизмам и эволюции дефектной структуры [5–8, 15, 17–19]. Это обусловлено тем, что такие
эксперименты протекают в строго контролируемых условиях по амплитудам, скоростям деформи-
рования и степеням неупругой деформации, включая как процессы в упругих предвестниках, так и
на фронте ударной волны и в волнах разгрузки [5, 16, 22, 23]. Процессы релаксации напряжений
в ударных волнах выражены очень ярко, что стимулировало развитие релаксационных моделей
упругопластического деформирования с дислокационными механизмами пластического течения
[5– 10, 23]. Именно такие релаксационные модели оказались наиболее подходящими для описания
эффектов неупругого деформирования металлов в ударных волнах. Оказалось, что принципиально
новых структур по отношению к уже известным в физике пластичности при ударно-волновом на-
гружении не наблюдается [8, 18, 19]. Релаксационные определяющие уравнения с дислокационной
кинетикой пластических сдвигов, описывающие упругопластическое деформирование металлов
в ударных волнах, оказались применимыми для моделирования пластического течения независимо
от вида нагружения в широком диапазоне скоростей деформирования, особенно для чувствитель-
ных к скорости нагружения материалов.

Данные последних лет, в частности о новых технологиях обработки материалов, стимулиро-
вали интерес к разработке новейших вариантов релаксационных моделей. Такие модели предла-
гаются для новых групп материалов, стекол, аморфных систем [24], пластиков и керамик, а также
упругопластических сред различной реологии [25–30]. Особый класс релаксационных моделей
составляют модели, описывающие снижение различного рода напряжений, возникающих в мате-
риалах в результате механической технологической обработки и при термических воздействиях.
В ряде работ продолжается разработка новых вариантов релаксационных моделей, основанных на
идее Соколовского – Малверна и рассмотрении в качестве механизмов релаксации эволюциони-
рующего дислокационного континуума [3, 22, 23, 30–32].

В настоящее время круг различных динамических моделей очень широк. Однако большинст-
во предлагаемых эмпирических моделей носят частный характер и способны описать динамиче-
ский отклик узкого круга конкретных материалов [3–8], для которых они разработаны. Такая си-
туация обусловлена тем, что большинство подобных моделей не являются релаксационными по
существу. В этих моделях релаксация не является существенной характеристикой процесса пла-
стического деформирования. Она определяется соответствующими макропараметрами, получае-
мыми из экспериментов. Так, в работе [25] реализована интересная и перспективная идея – вво-
дится «критерий инкубационного времени». Инкубационное время должно характеризовать дли-
тельность процесса перестройки структуры материала. Введенный в определяющие уравнения
критерий обеспечивает процесс релаксации. Однако, как эта модель работы [25], так и другие по-
добные [26–29] сформулированы в терминах напряжения – деформации. Так как пластическое де-
формирование есть процесс, развивающийся в каждой точке нагружаемого материала со своей
специфической скоростью, то по существу релаксационная модель должна быть сформулирована
в скоростях, что отвечает идее Соколовского – Малверна [1, 2]. Предлагаемая модель включает
две независимые скорости деформирования: полную скорость деформации 1

Tε� , которая отражает
скорость внешнего воздействия, и локальную скорость пластического отклика материала 1

Pε� , ко-
торая отражает способность среды генерировать деформационные дефекты.

Релаксационная модель упругопластической среды

Следуя идее Соколовского – Малверна [1, 2], запишем релаксационную модель для одномер-
ного случая растяжения-сжатия в скоростях:

( )1 1 1
T PEσ = ε − ε� �� . (1)

В этой модели приращения напряжений 1 1
TE t∆σ = ε ∆�  всегда пропорциональны полной скорости

деформации 1
Tε� , а релаксируют напряжения по мере развития пластических деформаций со своей

для каждой частицы скоростью деформаций 1
Pε� , напомним, что 1 1 1

T P eε = ε + ε� � � . Уравнение (1) факти-
чески есть закон Гука 1 1

eEσ = ε�� . В (1) полная скорость деформации 1
Tε�  определяется скоростью



П.В. Макаров38

нагружения, заданной извне, а 1
Pε�   определяется способностью материала в данной точке и при

данном уровне напряжений генерировать деформационные дефекты и релаксировать локальные
напряжения. Таким образом, как в любой точке нагружаемого материала, так и для σ ∼ ε-
диаграммы образца в целом связь напряжений с деформациями есть динамическое равновесие
между приложенной нагрузкой и упругопластическим откликом материала, 1 1

T Pε ≠ ε� �  в общем слу-
чае. При 1 1

T Pε > ε� �  напряжения растут, при 1 1
T Pε < ε� �  – релаксируют; понятно, что при 1 0Pε =�  среда

реагирует только упруго. Уравнение (1) легко обобщить на случай 3D-деформирования. В этом
случае релаксационная форма определяющих уравнений (1) запишется как

( ) ( )2T P ij T P
ij ij ijσ = λ θ − θ δ + μ ε − ε� � � �� ,  где 11 22 33iiθ = ε = ε + ε + ε� � � � � .  (2)

Согласно постулату о пластической несжимаемости материалов, 0Pθ =� . Тогда в (2) T eθ = θ� � .
Приняв, что каждая компонента напряжений в (2) релаксирует подобным образом, (2) можно

переписать через интенсивности напряжений iσ  и деформации iε :

( )3 T P
i i iσ = μ ε − ε� �� , (3)

где ( ) ( ) ( )2 22
1 2 2 3 3 1

2
2iσ = σ − σ + σ − σ + σ − σ  и ( ) ( ) ( )2 22

1 2 2 3 3 1
2

2iε = ε − ε + ε − ε + ε − ε .

После выполнения процедуры релаксации по (3) каждая компонента текущих напряжений
тек
ijσ  нормируется на величину отрелаксированной интенсивности напряжений отр

ijσ :
отр

отр тек
тек
i

ij ij
i

⎛ ⎞σ
σ = σ ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

. (4)

Скорость интенсивности пластических деформаций P
iε�  в (3) может быть задана любой моде-

лью. В настоящей работе она задана, следуя закону Тейлора – Орована и модифицированной дис-
локационной модели [33]. Вариант этой дислокационной модели подробно описан в работе [23]
для деформирования металлов в ударных волнах.

В уравнении Тейлора – Орована для скорости интенсивности пластических сдвигов
P
i gbNfvε =�  (5)

предполагается, что континуум сходных дислокаций эволюционирует в поле действующих на-
пряжений в соответствии со следующими выражениями для плотности дислокаций N (зависит от
интенсивности пластической деформации P

iε ), доли подвижных дислокаций f (также зависит
от P

iε ) и скорости дислокаций v , зависящей от напряжений сдвига τ (τ = 1/2(σ1−σ2) для случая
2D-деформирования):

( )* *
0 exp P

i
AN N N N

g b
⎛ ⎞

= + − − ε⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (6)

( )* *
0 exp P

i
Bf f f f

g b
⎛ ⎞

= + − − ε⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (7)

Практика расчетов показала, что в качестве зависимости для средней скорости дислокаций
целесообразно применять в вычислениях простые эмпирические зависимости, полученные при
изучении подвижности дефектов в полях действующих сил, например

0 exp ,
pD H bv v v

⎛ ⎞+ γ τ
= =⎜ ⎟⎜ ⎟τ β⎝ ⎠

; (8)

( )2
0

0 2
1

,
1

STv v ST
ST

τ − τ
= =

β+
. (9)
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В настоящих расчетах использовалось выражение (9), которое хорошо описывало динамический
отклик металлов на нагружение, в частности ударными волнами [23].

В выражениях (5) – (9) введены следующие обозначения: 0τ  имеет смысл усредненного на-
пряжения Пайерлса – Набарро [34, 35] (до этих величин напряжения релаксируют при квазистати-
ческом деформировании); 0v – скорость звука сдвиговой волны; A и B – параметры, связанные с
величинами пробега дислокаций до актов размножения и закрепления соответственно [23, 33];
N* и f* – предельные значения плотности дислокаций и доли подвижных дислокаций Nm от их об-
щего числа (Nm = Nf) соответственно.

Так, линейное приближение (6) приводит к хорошо известной эмпирической зависимости
*

0
P
i

AN N N
g b

= + ε   или 0
P
iN N= + αε , * AN

g b
α ≈ , где α  имеет смысл эмпирического коэффи-

циента размножения дислокаций, 0.5g ≈  [23, 33]. Реально в ходе деформирования в материале
формируются внутренние ориентированные напряжения, которые можно приближенно оценить
зависимостью [34, 35].

bs b Nτ = αμ . (10)
Они формируют эффективные напряжения

эфф bsτ = τ − τ . (11)

Так как дефекты движутся под действием эффτ , то они определяют и знак приращения P
iε�  в моде-

ли (5). Это важно иметь в виду при смене знака нагружения и при циклическом нагружении. Вы-
ражение (5) запишется как

( ) ( )эфф эффsignP
i g bNfvε = τ τ� . (12)

На участках обратного деформирования при смене знака в выражении (12) для N  величи-
на P

iε  формально начнет уменьшаться в законе деформирования. Это приведет к нефизическим
эффектам – уменьшению плотности деформационных дефектов N  в (6) и изменению доли под-
вижных дефектов f в (7). Более правильное накопление дефектов также приведет и к физически
верному накоплению ориентированных остаточных напряжений bsτ  и действующих эффективных
напряжений эффτ  в выражениях (10) и (11). По этой причине при смене знака деформирования,
а также при циклическом нагружении в (12)  в формулах (6) и (7) необходимо учесть необрати-
мость пластической деформации, которая накапливается независимо от знака нагружения, и заме-
нить P

iε  на кумулятивную неупругую деформацию P
ikε , которая только растет:

0
tP P

ik i dtε = ε∫ � . (13)

При смене знака у эффτ  часть дислокаций может раскрепляться. Этот процесс также необхо-
димо учесть в выражении (7) для доли подвижных дислокаций, например, введением в (7) ревер-
сивной деформации P

irε . В выражении для реверсивной пластической деформации учитывается,
что не все дислокации раскрепляются, а только их часть, определяемая в предлагаемом подходе
выражением

( )*1 /P P
ir ik N Nε = ε − .  (14)

Таким образом, с учетом сделанных замечаний релаксационная модель упругопластического
деформирования запишется

( ) ( )эфф эффsignP
i g bNfvε = τ τ� ,     эфф bsτ = τ − τ ,

bs b Nτ = αμ ,     
( )2

0
0 2

1
,

1
bsSTv v ST

ST
τ − τ − τ

= =
β+

,
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( )* *
0 exp P

ik
AN N N N

g b
⎛ ⎞

= + − − ε⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     0
tP P

ik i dtε = ε∫ � , (15)

( ) ( )* *
0 exp P P

ik ir
Bf f f f

g b
⎛ ⎞

= + − − ε − ε⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

( )*

0,

1 , при смене знака .
P
ir P

ik bs
N
N

⎧
⎪ε = ⎨ ⎛ ⎞ε − τ − τ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

Законы нагружения задавались в виде constT
iε =�  при построении σ–ε-диаграмм и в виде

( )( )0 sign sinT
i i tε = ε ⋅ ω� �    или   ( )0 sini i tσ = σ ⋅ ω� �   (16)

при знакопеременном и циклическом нагружении; здесь ω  – частота нагружения.
Сделанные поправки исходной модели (3), (6), (7) позволили не только описать скоростную

чувствительность нагружаемых материалов, наличие зуба текучести и релаксацию напряжений
(рис. 1), но и описать знакопеременное и циклическое нагружение, а также неидеальный эффект
Баушингера (рис. 1, б, 2 и 3). Модель описывает часто наблюдаемый эффект не вполне упругой
разгрузки на начальном участке BC (рис. 1, б), так как при этом уровне напряжений часть дефор-

мационных дефектов движется, наращивая неупругую деформацию. В приведенном примере ярко
выражен неидеальный эффект Баушингера, участок CD > DE. Особенности механического откли-
ка поликристаллического материала (мягкая малоуглеродистая сталь) на знакопеременное и цик-
лическое нагружение приведены на рис. 2 и 3. Закон нагружения в этих случаях задавался в виде
(16). Корректность учета раскрепления только доли деформационных дефектов, согласно выраже-
нию (14), подтверждают расчеты знакопеременного нагружения, показанные на рис. 4. В случае,
когда реверсивная деформация P

krε  равна накопленной комулятивной P
ikε , что означает закрепле-

ние всех дислокаций при обратном нагружении, на диаграмме наблюдается пластическое течение
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Рис. 1. Расчетные σ−ε-диаграммы мягкой стали: а – в сравнении с экспериментами [36], N0 = 2⋅108 см–1,
α = 1011 см–2, b = 2.5⋅10–8 см, v0 = 3.25⋅105 см/c; б – с ярко выраженным неидеальным эффектом Бау-
шингера, ● – эксперимент [37]; скорость деформирования 1 16ε =�
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со сбросом напряжений, не отвечающее экспериментам (пунктирная линия на рис. 4). Уравнения
модели (15) с учетом (10) – (14) решались методом Рунге – Кутты четвертого порядка точности
при заданной скорости нагружения constP

iε =�  или по законам (16) при знакопеременном и цик-
лическом нагружении.
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Рис. 4. Расчетные σ–ε-диаграммы мягкой стали с
описанием неидеального эффекта Баушингера:

сплошная кривая – *1P P
ir ik

N
N

⎛ ⎞ε = ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, пунктирная

кривая – P P
ir ikε = ε

Рис. 5. Зависимость напряжения от осевой де-
формации для Al 6061-T6: сплошная кривая –
экспериментальные данные [4], пунктирная
кривая – расчет с параметрами: 2 1

1 10 c− −ε =� ,

0.5 0.6α ≈ − , 0.07 0.1 pδ ≈ + γ , 0.2β =  ГПа

Как уже отмечалось, параметры дислокационной модели выбирались в соответствии с экспе-
риментальными данными по эволюции дислокационных структур. На рис. 6 приведена зависи-
мость расчетных внутренних ориентированных напряжений τbs от накопленной пластической де-
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Рис. 3. Циклическое нагружение мягкой
стали: ● – экспериментальные данные [38]
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Рис. 2. Расчетная (пунктирная кривая) и экспе-
риментальная [36] (сплошная кривая) σ−ε-
диаграммы знакопеременного нагружения мяг-
кой стали. Параметры модели: D = 2.02 ГПа в

выражении (8), 0 1f = , * 310f −= , 350B
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8 2
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формации в сравнении с экспериментами работы [39], а на рис. 7 – расчетная плотность дислока-
ций в модели в сравнении с данными наблюдения работы [17].
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Рис. 6. Уровни внутренних ориентированных на-
пряжений, сталь 15ХН5МФ: ● – экспериментальные
данные [39]; ○ – расчет; * 1210N = см–2, 0.2 0.3α ≈ −

Рис. 7. Изменение плотности дефектов при
нагружении стали 34ХН3МФА: ● – экспери-
ментальные данные [17]; ○ – расчет

Заключение

Рассмотрен вариант релаксационной модели, описывающей механический отклик нагружае-
мой упругопластической среды с дислокационной кинетикой пластических сдвигов. Модель
сформулирована в скоростях и реализует следующую фундаментальную идею: как каждая частица
нагружаемого материала, так и образец в целом в каждый момент времени находятся в состоянии
динамического равновесия между приложенными воздействиями и реологическим откликом ма-
териала, его способностью генерировать деформационные дефекты и релаксировать напряжения.
Предполагается, что любая компонента тензора напряжений изменяется в соответствии с задан-
ным законом для интенсивности напряжений. Представленная модель хорошо описывает скорост-
ную чувствительность материала к нагружению как в каждой локальной точке, так и для образца
в целом. На расчетных диаграммах напряжение – деформация в зависимости от скорости нагру-
жения наблюдаются наличие зуба текучести (верхний предел текучести), релаксация напряжений
до нижнего предела текучести, последующее деформационное упрочнение. Ярко выражены также
особенности разгрузки, включая продолжение пластического течения на первоначальных этапах
разгрузки, когда напряжения еще достаточно велики. Модель описывает неидеальный эффект
Баушингера, а также особенности циклического деформирования в малоцикловой области. Мо-
дель протестирована в области сравнительно малых неупругих деформаций, до 10–15 %, до обра-
зования деформационных субструктур (клубковых, ячеистых, полосовых). Все параметры модели
выбраны в соответствии с независимыми экспериментами по наблюдению дислокационных струк-
тур. По этой причине рассмотренная релаксационная модель является по существу микроскопиче-
ской. Ее макроскопический отклик на нагружение полностью определяется особенностями эволю-
ции дислокационной структуры.
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