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В работе рассматриваются вопросы применения непараметрических крите-
риев согласия типа Колмогорова, Крамера – Мизеса – Смирнова и Андерсо-
на – Дарлинга при проверке адекватности моделей пропорциональных ин-
тенсивностей Кокса и ускоренных испытаний на основе анализа выборок ос-
татков. Предложен алгоритм корректного применения рассматриваемых не-
параметрических критериев в случае цензурированных данных, в том числе
случайно цензурированных данных.
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Задачи, связанные с исследованием надежности, анализом выживаемости, в
которых оперируют данными типа времени жизни, рассматриваются во многих
областях науки и техники, в медицине, биологии, в актуарных расчетах и т.п.
В инженерных расчетах это могут быть времена отказов некоторых приборов или
технических систем. В медицине такие данные могут представлять собой время
до изменения некоторых биохимических показателей, время до ремиссии после
определенного вида лечения или время жизни пациентов. Целью подобных ис-
следований является установление взаимосвязи между значениями факторов (ко-
вариат) и вероятностью наступления исследуемого события в течение некоторого
периода времени. Наиболее популярными моделями в теории надежности явля-
ются модель ускоренных испытаний (AFT-модель) [1, 2] и модель пропорцио-
нальных интенсивностей Кокса [3]. Несмотря на рост числа серьезных публика-
ций, имеется множество подводных камней, связанных с построением таких мо-
делей, с вычислением оценок параметров моделей по цензурированным данным в
условиях, как правило, небольших объемов выборок, а главное, существуют про-
блемы с проверкой адекватности построенных моделей.

Основным подходом к проверке согласия с регрессионными моделями надеж-
ности является подход, основанный на анализе распределения так называемых ос-
татков. Гипотезу о согласии остатков с предполагаемым законом распределения
можно проверить с помощью непараметрических критериев согласия, таких как
критерий Колмогорова, критерий Крамера – Мизеса – Смирнова и критерий Ан-
дерсона – Дарлинга. В случае полных данных без объясняющих переменных дан-
ные критерии подробно исследовались в работах Б.Ю. Лемешко [4−12]. В [4−7,
10] построены вероятностные модели, аппроксимирующие распределения стати-
стик непараметрических критериев относительно широкого спектра законов рас-
пределения, с которыми проверяется согласие.

В теории надежности и анализе выживаемости полученные в ходе экспери-
мента данные, как правило, оказываются цензурированными, например, в связи с
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ограниченностью эксперимента по времени. Задачи проверки простых гипотез о
согласии по цензурированным I и II типа данным рассмотрены в работах [13, 14].
Распределения статистик и мощность критериев типа Колмогорова, Крамера –
Мизеса – Смирнова и Андерсона – Дарлинга при проверке сложной гипотезы ис-
следованы в работе [15]. Для случайно цензурированных данных в литературе об-
суждается возможность модификации непараметрических критериев, основанной
на использовании вместо эмпирического распределения непараметрической оцен-
ки Каплана – Мейера [16–20]. Однако определенных результатов относительно
распределений статистик модифицированных критериев не получено. Основной
сложностью является то, что распределение моментов цензурирования на практи-
ке, как правило, неизвестно. Кроме того, в случае регрессионных моделей распре-
деление моментов цензурирования может зависеть от факторов, представленных в
выборке. Единственный выход видится в применении методов компьютерного
моделирования и анализа статистических закономерностей.

Таким образом, целью данной работы является разработка алгоритма коррект-
ного применения критериев типа Колмогорова, Крамера – Мизеса – Смирнова и
Андерсона – Дарлинга по цензурированным данным для проверки адекватности
AFT-модели и модели пропорциональных интенсивностей Кокса.

1. Модель пропорциональных интенсивностей Кокса и AFT-модель

Пусть xT  – неотрицательная случайная величина, определяющая системное
событие (время работы до отказа объекта или время жизни пациента), которое за-
висит от вектора ковариат ( )T

1 2, ,..., mx x x x= .
Функция выживаемости (надежности) определяется соотношением

 ( ) ( ) ( )1x x xS t P T t F t= ≥ = − ,
а кумулятивная функция риска – выражением

( ) ( ) ( )( )
0

ln
t

x x xt u du S tΛ = λ = −∫ .

Главной особенностью данных типа времени жизни является наличие цензу-
рированных справа наблюдений, которые можно представить в виде

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2, , , , , ,..., , ,n

n nt x t x t xδ δ δ ,

где n – объем выборки, xi – вектор ковариат i-го объекта, ti – время жизни до на-
ступления системного события или момента цензурирования, δi – индикатор цен-
зурирования, который принимает значение 1, если наблюдение полное, и 0, если
цензурированное.

Существует три основных типа цензурирования. Цензурирование первого ти-
па возникает в ситуации, когда заранее фиксируется время наблюдения за объек-
тами. При цензурировании второго типа наблюдение за объектами прекращается
по наступлению заранее определенного количества системных событий. При цен-
зурировании третьего типа, или случайном цензурировании, времена жизни T  и
моменты цензурирования C  принадлежат законам распределения вероятностей

( )F t  и ( )CF t  соответственно и являются независимыми. Наблюдение, соответ-
ствующее i-му объекту определяется следующим образом:

( )min ,i i it T C= , { }1 ,  1,...,i i iT C i nδ = ≤ = .
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Модель пропорциональных интенсивностей, предложенная Коксом [3], опре-
деляется следующим соотношением:

( ) ( ) ( )0; ;x t r x tΛ β = β ⋅ Λ , (1)

где β  – вектор параметров регрессии, ( );r x β – неотрицательная функция от кова-
риат, ( )0 tΛ – базовая кумулятивная функция риска. В данной работе будем рас-
сматривать логарифмически линейную форму функции от ковариат вида

( ) ( ); expr x x′β = β ⋅ .
Если в (1) не вводится предположение относительно закона распределения

времен жизни, модель называется полупараметрической. Если же вводится пара-
метризация как для функции воздействий, так и для базовой кумулятивной функ-
ции риска ( )0 ;tΛ θ , модель считается параметрической.

Оценки неизвестных параметров модели пропорциональных интенсивностей
находятся методом максимального правдоподобия. В случае полупараметриче-
ской модели максимизируют логарифм функции частичного правдоподобия [3]:

( )( ) ( )( ) ( )
1 :

ˆln ; ln ; ln ;
j i

n n
i j

i
i j t t

L x r x r x
= ≥

⎡ ⎛ ⎞⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥β = δ β − β
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦

∑ ∑ .

В случае параметрической модели логарифмическая функция правдоподобия
имеет вид

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
1

ln ; , ln ; ln ; ; ;
n

i i
i i i

i
L x r x t r x t

=

⎡ ⎤β θ = δ β + λ θ − β Λ θ⎣ ⎦∑ .

Модель ускоренных испытаний (Accelerated Failure Time model) или AFT-
модель надежности может быть задана следующим образом:

( )
( )( )( ) 0

0

t

x
dsS t S

r x s⋅

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ , (2)

где ( ) ( )0 01S t F t= −  – базовая функция надежности, ( );r x β  – неотрицательная
функция от воздействий. В данной работе будем рассматривать логлинейную мо-
дель вида ( ) ( )0 1; expr x xβ = β + β .

В случае, когда мы обладаем некоторой априорной информацией о законе рас-
пределения отказов, то базовая функция ( )0S t  выбирается из некоторого пара-
метрического семейства распределений, и в данном случае мы получаем пара-
метрическую AFT-модель. Оценки параметров модели находят, максимизируя
логарифм функции правдоподобия:

( ) ( ) ( )( )
1

ln ( ; , ) ln 1
n

i x i i x i
i

L x f t S t
=

β θ = δ + − δ∑ .

Если информация о виде ( )0S t  неизвестна, то мы получаем полупараметриче-
скую модель ускоренных испытаний. Оценки параметров данной модели получа-
ют, минимизируя функцию вклада

( ) ( ) ( )( ){ }
1

; ; ,
n

i
i i i i

i
U x t x f t

=
β = δ − β β∑�
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где ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

; ; ; ;
n n

j
j j j j j

j j
x u x g u Y g u Y g u

= =
β = β β β∑ ∑ ,

( ) ( )( )1

0

; ;
t

j
if t r x u du−β = β∫ , ( ) { }1j iY t t t= ≥ ,

а ( );jg u β  – обратная к ( );jf u β  функция по первому аргументу.

2. Проверка гипотезы о согласии по выборкам остатков

После вычисления оценок неизвестных параметров необходимо проверить
адекватность полученной модели. Универсальным подходом к проверке адекват-
ности регрессионных моделей является анализ распределения остатков.

Для модели пропорциональных интенсивностей Кокса рассчитывают остатки
Кокса – Снелла вида [21]

( ) ( )0 ;i
i iz t r x= Λ ⋅ β .

Если модель верна, остатки распределены по стандартному экспоненциально-
му закону. Таким образом, можно сформулировать сложную гипотезу о согласии

( )0 : Exp 0,1iH z ; .
Для параметрической модели ускоренных испытаний остатки имеют следую-

щий вид:

( )ˆ;i
i iz t r x= β .

Если данные хорошо описываются построенной моделью, остатки должны
принадлежать базовому закону распределения отказов ( )0

ˆ;F t θ , стандартизован-

ному по параметру масштаба (параметр масштаба равен 1), то есть проверяемая
гипотеза имеет вид

( )0 0
ˆ: ;iH z F t θ; .

Для проверки данных гипотез о принадлежности выборки остатков предпола-
гаемому закону распределения при наличии цензурированных наблюдений можно
воспользоваться модифицированными критериями согласия типа Колмогорова,
Крамера – Мизеса – Смирнова и Андерсона – Дарлинга, в которых вместо эмпи-
рической функции распределения используется непараметрическая оценка Ка-
плана – Мейера [22].

Статистика критерия согласия типа Колмогорова с поправкой Большева [23]
имеет вид

( )6 1 6C
K nS nD n= + ,

где ( ) ( )ˆsupn n
t

D F t F t
≤τ

= − ,

статистика критерия типа Крамера – Мизеса – Смирнова имеет вид

( ) ( )( ) ( )
22

0

ˆ
n nn F t F t dF t

τ

ω = ⋅ −∫ ,
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статистика критерия типа Андерсона – Дарлинга определяется выражением

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

2
2

0

ˆ

1
n

n
F t F t

n dF t
F t F t

τ −
Ω = ⋅

⋅ −∫ ,

где ( )F t  – функция распределения, соответствующая гипотезе 0H : функция рас-
пределения стандартного экспоненциального закона для модели пропорциональ-
ных интенсивностей или базовая функция распределения ( )0

ˆ;F t θ  для AFT-

модели, ( )ˆ
nF t  – оценка Каплана – Мейера, вычисленная по выборке остатков, τ  –

время последнего полного наблюдения.
Следует заметить, что проверяемая гипотеза является сложной, так как про-

верка гипотезы осуществляется по той же выборке, по которой были оценены па-
раметры модели. В этом случае непараметрические критерии согласия даже в
случае полных данных теряют свойство свободы от распределения [4], и распре-
деления ( )0G S H  статистик S  непараметрических критериев согласия зависят от
вида предполагаемого базового распределения ( )0 ;F t θ , количества оцениваемых
по выборке параметров, метода оценивания параметров и других факторов. По-
мимо этого, в случае цензурированных данных распределения статистик модифи-
цированных непараметрических критериев зависят от типа, степени цензурирова-
ния [15] и распределения моментов цензурирования для случайно цензурирован-
ных выборок.

При проверке гипотез о согласии с регрессионными моделями надежности не-
параметрические критерии исследовались авторами настоящей работы в [24–26].
Показано, что в случае полных данных распределения статистик критериев согла-
сия с моделями надежности согласуются с аппроксимациями, построенными для
данных без ковариат. Заметим, что в случае цензурированных I и II типа выборок
распределения статистик при проверке согласия с моделями надежности отлича-
ются от распределений статистик при проверке согласия по цензурированным
выборкам без ковариат. Это объясняется тем, что выборка остатков, по которой
проверяется гипотеза о согласии при проверке адекватности регрессионной моде-
ли для цензурированных данных первого или второго типа, оказывается много-
кратно цензурированной. Поэтому единственной возможностью обеспечить про-
верку соответствующей сложной гипотезы является моделирование распределе-
ний статистик критериев в условиях справедливости проверяемой гипотезы и оп-
ределение достигнутого уровня значимости по смоделированному распределению
статистики.

Алгоритм проверки гипотезы
о согласии с регрессионными моделями надежности

1. Задается уровень значимости α .
2. Моделируются значения времен жизни 1,..., nt t  в соответствии с проверяе-

мой моделью ( )ˆ ˆ; ,xF t β θ , где β̂  и θ̂  – оценки максимального правдоподобия
(ОМП) параметров, полученные по исходным данным.

3. Если исходная выборка была цензурированной, полная выборка 1,..., nt t
преобразуется в цензурированную.
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4. По полученной выборке оцениваются параметры модели β  и θ , находится

выборка остатков и вычисляются значения статистик критериев согласия *
nS .

5. Пункты 1–3 повторяются N  раз.
6. По эмпирическому распределению статистики критерия ( )0|N nG S H  оце-

нивается достигнутый уровень значимости критерия ( )*
01 |n N nG S Hα = − .

7. Гипотеза 0H  отвергается, если nα ≤ α .
Описанный алгоритм позволяет проверить адекватность вероятностных моде-

лей надежности на основе моделирования эмпирического распределения стати-
стики, по которому определяется достигнутый уровень значимости. Однако при
моделировании распределений статистик сталкиваемся с необходимостью моде-
лировать цензурированные выборки. В случае первого и второго типов цензури-
рования данная задача не представляет особых трудностей, так как данные схемы
цензурирования являются достаточно простыми и воспроизводимыми, тогда как
моделирование случайно цензурированных выборок может вызвать сложности,
так как на практике закон распределения моментов цензурирования ( )CF t  обыч-
но неизвестен. Кроме того, распределение выбытий (моментов цензурирования)
может зависеть от факторов, при которых проводится испытание, и для достовер-
ного моделирования необходимо учитывать это влияние. Подбирать некоторую
параметрическую модель для моментов цензурирования не представляется разум-
ным, поскольку эта задача вновь сопряжена с проблемой проверки адекватности
по случайно цензурированной выборке. Поэтому в данной работе был разработан
непараметрический способ моделирования случайно цензурированных данных на
основе непараметрической оценки функции риска по цензурированным наблюде-
ниям.

3. Алгоритм моделирования случайно цензурированных выборок

Предположим, что вид зависимости моментов цензурирования от ковариат со-
ответствует регрессионной модели, с которой проверяется согласие. Так, при про-
верке адекватности модели пропорциональных интенсивностей для моделирова-
ния случайно цензурированных данных строим полупараметрическую модель
Кокса по исходным данным, в которых цензурированные наблюдения рассматри-
ваются как полные и наоборот. Таким образом, непараметрическая оценка базо-
вой функции риска для моментов цензурирования имеет вид

( )
( )

( )
:

0

:

1
ˆ

ˆ;

i

j i

n

i
i t tC
n

j C

j t t

t
r x

≤

≥

− δ

Λ =
β

∑

∑
, (3)

где ˆCβ – ОМП параметров, полученные по исходным данным, в которых цензури-
рованные наблюдения рассматриваются как полные и наоборот.

При проверке согласия с AFT-моделью для моделирования цензурированных
наблюдений будем строить полупараметрическую AFT-модель, и непараметриче-
ская оценка функции риска для некоторого значения ковариаты x  запишется как
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∑ ∑ . (4)

Разработанный алгоритм моделирования случайно цензурированной выборки
имеет следующий вид:

1. Моделируются значения ( )ˆ1 ;1
0

ir x
i iT F

β− ⎛ ⎞= ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 для модели Кокса и

( ) ( )1
0

ˆ;i
i iT F r x−= ξ ⋅ β  для AFT-модели, ( )Uniform 0,1iξ ; , 1,...,i n= ;
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для AFT-модели, ( )Uniform 0,1iη ; , 1,...,i n= ;
3. Далее вычисляются значения iC :

3.1. Для модели Кокса: обозначим через 1 2 ... pc c c< < <  значения моментов

цензурирования в исходной выборке. Если ( ) ( )0 0 0 1
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4. ( )min ,i i it T C= , { }1 ,  1,...,i i iT C i nδ = ≤ = .

Использование предложенного алгоритма моделирования случайно цензури-
рованных выборок делает возможным применение вышеописанного алгоритма
проверки адекватности регрессионных моделей по цензурированным данным.
При проверке согласия по случайно цензурированной выборке замена пунктов 2 и
3 алгоритма проверки адекватности на алгоритм моделирования случайно цензу-
рированных выборок приведет к получению корректного результата проверки ги-
потезы.
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Заключение

В работе рассмотрены вопросы проверки адекватности регрессионных моде-
лей ускоренных испытаний и моделей пропорциональных интенсивностей. Реше-
ние об адекватности построенной модели может быть принято по результатам
проверки гипотезы о принадлежности выборки остатков предполагаемому закону
распределения. Такая проверка может осуществляться с использованием непара-
метрических критериев согласия. В случае полных данных (при отсутствии цен-
зурированных наблюдений) в качестве предельных распределений статистик мо-
дифицированных критериев Колмогорова, Крамера – Мизеса – Смирнова и Ан-
дерсона – Дарлинга можно использовать модели, построенные в [4–7, 10] для
классических критериев в условиях проверки сложных гипотез.

Для случая цензурированных данных типа времени жизни в работе сформули-
рован интерактивный алгоритм проверки гипотезы о согласии с использованием
методов статистического моделирования. Данный алгоритм не вызывает сложно-
стей в случае наличия цензурированных наблюдений первого или второго типа в
силу простоты реализации данных схем цензурирования. Для случая третьего ти-
па цензурирования в работе предложен алгоритм непараметрического моделиро-
вания случайно цензурированной выборки, основанный на использовании полу-
параметрических моделей надежности для моментов цензурирования: полупара-
метрическая модель пропорциональных интенсивностей Кокса и полупараметри-
ческая модель ускоренных испытаний.
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The problem of testing goodness-of-fit with the failure time model (AFT-model) model and
the Cox proportional hazards model by censored samples is considered. Testing goodness-of-fit
with considered models is carried out on the basis of the residual samples analysis. The hypothe-
sis of goodness-of-fit with proposed distribution law is tested by using the nonparametric Kol-
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mogorov, Cramer-von Mises-Smirnov and Anderson-Darling tests. It has been shown that in the
case of complete data the test statistics distributions for testing goodness-of-fit with the reliability
models coincide with approximations, obtained for data without covariates. In the case of type I
or type II censored data the statistics distributions for testing goodness-of-fit with the reliability
models differ from the statistics distributions for testing goodness-of-fit by censored data without
covariates. Therefore, the only way to support testing goodness-of-fit of the corresponding com-
posite hypothesis is the application of the developed algorithm of simulation of the test statistics
distributions and then estimation of the significance level by the simulated distribution. The
simulation of the statistics distributions for the type I or type II censoring schemes is not compli-
cated, as these censoring schemes are reproducible. But the simulation of randomly censored
samples may cause difficulties, because in practice the distribution law of the censoring times is
usually unknown. In addition, the censoring time distribution may depend on the covariates and it
is necessary to take into account this dependence. To do this, the nonparametric algorithm of
simulation of the randomly censored samples by using the semiparametric proportional hazards or
accelerated failure time models has been developed.


