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О.В. Задорожная, В.К. Кочетков

РЕАЛИЗАЦИЯ ТЕОРИИ ЛЕВНЕРА – КУФАРЕВА
В ВОПРОСЕ ПОСТРОЕНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО МНОЖЕСТВА

ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ НЕКОТОРОГО ВИДА

Данная работа относится к теории дифференциальных уравнений Левнера –
Куфарева, являющихся частью геометрической теории функций комплекс-
ного переменного. Рассматривается вопрос о реализации известного второго
дифференциального уравнения Левнера – Куфарева в вопросе построения
параметрического семейства однолистных в единичном круге функций g(z,t)
при каждом фиксированном неотрицательном значении параметра t, t ≥ 0,
обобщающих известные параметрические семейства. В статье также исполь-
зуются различные альтернативные подходы, дается их сравнительный ана-
лиз. Результаты исследования считаются как одна из форм достаточных ус-
ловий однолистности регулярных в единичном круге функций.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, уравнение Левнера – Ку-
фарева, однолистные функции, формула Базилевича.

Дифференциальные уравнения Левнера – Куфарева имеют большой класс
применимости [1–9], а именно, с их помощью решены многие проблемные зада-
чи, ранее считавшиеся не поддающимися исследованию. Интегралы дифференци-
альных уравнений Левнера – Куфарева рассматриваются как достаточные условия
однолистности функций. Уравнения Левнера – Куфарева считаются формой ва-
риационных формул как эффективный метод исследований.

Большой вклад в развитие геометрической теории функций комплексного пе-
ременного, создание вариационно-параметрического метода исследования функ-
ционалов, рассмотрение случаев интегрируемости дифференциального уравнения
Левнера – Куфарева внесли ученые ведущих научных центров Томска, Казани,
Краснодара, Санкт-Петербурга, Саратова и др.

Дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева.
Формула Базилеваича

Введем обозначения:
• С – множество регулярных в { :| | 1}E z z= <  функций p(z), удовлетворяющих

условию [ ]Re ( ) 0p z >  в E;
• P – множество функций p(z) класса С, удовлетворяющих условию p(0) = 1;
• C(T) – множество функций p(z,t), принадлежащих классу С при каждом фик-

сированном { : 0}t T t t∈ = ≥  и непрерывных по t T∈ ;
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• S  – класс выпуклых в E функций ( ), (0) 0, (0) 1z ′ϕ ϕ = ϕ = , отображающих E
на выпуклую область Dw;

• S – класс регулярных и однолистных в E функций f(z), удовлетворяющих ус-
ловию (0) 0, (0) 1f f ′= = .

Дифференциальное уравнение вида

( , ), | | 1,f f p f t f t T
t

∂
= − < ∈

∂
называется первым дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева, а диф-
ференциальное уравнение в частных производных

( , ), ( , ) ( )z

t

zg
p z t p z t C T

g
′

= ∈
′

– вторым дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева.
Рассматривая первое дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева

И.Е. Базилевич доказал, что функция

1 1 1
01

1
( ) (0) (0)

(0) 1 21
0 1

0 0

(0)
( ) ( ) ...

(0)

z p z p pz dz
zpp

f z p z z e dz z a z
p

−
−

∫⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ = + +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

принадлежит классу S, где f(z) – однозначная ветвь данного разложения,
0 1( ), ( )p z p z C∈ .
Функции вида

1( )
0 ( )

( ) , ( )
p z dz

zp z
v z dz v z e

z
∫

=∫
назовем составляющими функциями формулы Базилевича, а функцию

( , ) ( )p z t C T∈  – ядром уравнения Левнера – Куфарева.
Построение однопараметрического множества однолистных функций вида

0
( , ) ( ) , 0

n
k

k
k

g z t a z t t
α

=

⎛ ⎞
= >⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (*)

сводится к построению ядра p(z,t) класса C(T) с учетом исходной позиции

0

1

1

( )
( , )

( )

n
k

k
kz

n
kt

k
k

z a z t
zg

p z t
g

ka z t

=

−

=

′
′

= ≡
′

∑

∑
.

Работа состоит из трех параграфов. Первый метод изложен в первом парагра-
фе при рассмотрении g(z,t) в (*) последовательно при m = 1, 2, 3, n. Кроме того,
получено, что

• показатель α зависит от n;
• функции ( ), 0,ka z k n=  выражаются в терминах составляющих функций Ба-

зилевича.
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Во втором параграфе вводится специальное множество функций вида

0

( ) 1

0

( ) ( )

z p zz dz
zg z h z e dz

−
∫

= ∫ ,

где ( ) , ( )h z С p z P∈ ∈ , и исследуются некоторые свойства:
• однолистность;
• линейность.
Третий параграф посвящен изложению в обзорной форме некоторых альтерна-

тивных методов построения ядра в случае функций вида (*) при n = 3.

§ 1. Первый способ построения однопараметрического множества

однолистных функций вида 
n

k
k

k
w g z t a t

0
( , )

α

=

⎧ ⎫
= = ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

1 . 1 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а
( )0 1( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t α= = +

Относительно функции вида

( )0 1( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t α= = + (1.1.1)
составим отношение

0 1

1 1
( , )z

t

zazg za
t p z t

g a a
′′ ′

= + ≡
′

. (1.1.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).
Полагая

1
1

1
( )

za
p z C

a
′

= ∈ , (1.1.3)

0
0

1
( )

za
p z C

a
′

= ∈ , (1.1.4)

выражение в (1.1.2) перепишем в виде

0 1( ) ( ) ( , ) ( )z

t

zg
p z p z t p z t C T

g
′

= + ≡ ∈
′

,

являющемся вторым дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева.
Проинтегрируем (1.1.3):

1( )

1( )
p z dz

za z e
∫

=

или
1 1

01

( ) (0)
(0)

1( )

z p z p dz
zpa z z e
−

∫
= . (1.1.5)

Из (1.1.4), с учетом (1.1.5), имеем

0
0 1

0

( )
( ) ( )

z p z
a z a z dz

z
= ∫
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или
1 1

01

( ) (0)
(0) 1

0 0
0

( ) ( )

z p z pz dz
zpa z p z z e dz
−

−
∫

= ⋅ ⋅∫ . (1.1.6)

Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.
Утверждение 1. Пусть
1) функции 0 1( ), ( )p z p z C∈ ;
2) функции 1 0( ), ( )a z a z  вычисляются по формулам (1.1.5), (1.1.6) соответст-

венно.
Тогда однозначная ветвь функции g(z,t)

( ) 1

1
(0)0 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ...pw g z t a z a z t b t z= = + = + (1.1.7)

с фиксированным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по
степеням z регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

Заметим, что функция
( , )( , ) ,
(0, )z

g z tФ z t S z E
g t

= ∈ ∈
′

,

при каждом фиксированном t T∈ , где Ф(z,0) = f(z), является функцией И.Е. Бази-
левича, которая хорошо изучена в геометрической теории функций комплексного
переменного и для которой указаны функциональные и геометрические свойства.
Поэтому в данной статье ограничимся лишь указанием факта, что И.Е. Базилевич
получил свой результат рассмотрением первого дифференциального уравнения
Левнера – Куфарева. Фундаментальной же основой данной статьи является второе
дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева.

Укажем, с учетом (1.1.5), (1.1.6), развернутую запись выражения в (1.1.7)

1 1 1 1 1
0 01 1

1
( ) (0) ( ) (0) (0)

(0) 1 (0)
0

0

( , ) ( )

z zp z p p z p pz dz dz
z zp pw g z t p z z e dz tz e
− −

−
∫ ∫⎛ ⎞

⎜ ⎟= = ⋅ ⋅ + ⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ .

При t = 0 это выражение перепишется в виде

1 1 1
01

1
( ) (0) (0)

(0) 1
0

0

( ,0) ( )

z p z p pz dz
zpg z p z z e dz
−

−
∫⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⋅ ⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ,

которое при 1(0) 1p =  примет вид

1

0

( ) 1

0
0

( ,0) ( )

z p zz dz
zg z p z e dz

−
∫

= ⋅∫

или 0

( ) 1

0

( ) ( )

z p zz dz
zg z h z e dz

−
∫

= ⋅∫

при 0 1( ) ( ), ( ) ( )p z h z p z p z= = .
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З а м е ч а н и е .  При t = 0 выражение в (1.1.7) совпадает с ненормированной
формулой Базилевича, являющейся функцией в то время, как в (1.1.7) имеем се-
мейство функций, что является некоторым обобщением.

1 . 2 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а

( )2
0 1 2( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t a t

α
= = + +

Относительно функции вида

( )2
0 1 2

2

1( , ) ( ) ( ) ,
2 (0)

w g z t a z a z t a t
p

α
= = + + α = , (1.2.1)

составим отношение
2

0 1 2

1 2
( , )

2
z

t

za za t za tzg
p z t

g a a t
′ ′ ′′ + +

= ≡
′ +

. (1.2.2)

Проблема состоит в построении функции p(z,t) класса C(T).
Полагая

2
2

2
( )

2
za

p z C
a
′

= ∈ (1.2.3)

или 2 2 22 ( )za p z a′ = , (1.2.4)
интегрированием (1.2.3), (1.2.4) получим

2 2

02

( ) (0)2
2 (0)

2 ( )

z p z p dz
zpa z z e
−

∫
= ⋅ . (1.2.5)

Пусть

2
0

( )
( ) ( ) , 0,1, ( )

z
k

k k
p z

a z a z dz k p z C
z

= = ∈∫ , (1.2.6)

откуда имеем

2k kza p a′ = . (1.2.7)
Используя (1.2.4), (1.2.7), преобразуем правую часть (1.2.2) к виду

2
0 2 1 2 2 2

1 2

2
( , )

2
p a p a t p a t

p z t
a a t

⋅ + ⋅ + ⋅
=

+
. (1.2.8)

Разделим на a2 числитель и знаменатель в (1.2.8)
2

0 1 2

1

2

2
( , )

2

p p t p t
p z t

a t
a

+ +
=

+
.

Разделим теперь числитель на знаменатель последнего выражения

1
1 2 0

2
2

1

2

( , )
2

ap p t p
a

p z t p t
at
a

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

. (1.2.9)
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Приравнивая к нулю выражение в скобках в правой части данного выражения

1
1 2

2
0

a
p p

a
− = ,

получим соотношение

1 1

2 2

a p
a p

= ,

подставив которое в (1.2.9), получим

0
2 2

1 1

2 0 0 2

1( , )
2 2

p
p z t p t p t

p ptt
p p p p

= + = +
+ +

.

Это выражение при 0
2

1p
p

=  примет вид

2
2 1

1( , )
2

p z t p t
p t p

= +
+

.

Построенная функция ( , )p z t  принадлежит классу C(T) и, следовательно,
уравнение (1.2.2) является вторым дифференциальным уравнением Левнера – Ку-
фарева.

Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.

Утверждение 2. Пусть

1) функции 1 2 0
2

1( ), ( ) ,p z p z C p
p

∈ = ;

2) функция 2a  определяется по формуле (1.2.5);
3) функции 1 0( ), ( )a z a z  вычисляются по формуле (1.2.6) с учетом того, что

0
2

1p
p

= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.2.1) при 
2

1
2 (0)p

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

З а м е ч а н и е. При 1
0

0 2

p
h C

p p
= ∈  имеем также ( , ) ( )p z t C T∈ .

1 . 3 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а

( )2 3
0 1 2 3( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t a t a t

α
= = + + +

Построим биективные интегралы вида
2

3
3

30

1( , ) ( ) ( ) ,
3 (0)

k
k

k
w g z t a z t a z t

p

α

=

⎛ ⎞
= = + α =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1.3.1)
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дифференциального уравнения
2

3
3

0
2

1 2
3

1

( ) ( )
( , )

( ) 3 ( )

k
k

kz

kt
k

k

z a z t za z t
zg

p z t
g

ka z t a z t

=

−

=

′ ′+
′

= ≡
′

+

∑

∑
. (1.3.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).
При

3
3

3
( )

3
za

p z C
a

′
= ∈ (1.3.3)

или при
3 3 33 ( )za p z a′ = , (1.3.4)

в результате интегрирования (1.3.4), имеем
3 3

3 0

( ) (0)
3

3 (0)
3 ( )

z p z p
dz

zpa z z e
−

∫
= . (1.3.5)

Пусть

3
0

( )
( ) ( ) , , 0, 2

z
k

k k
p z

a z a z dz p C k
z

= ∈ =∫ . (1.3.6)

Откуда имеем

3k kza p a′ = . (1.3.7)
Подставляя (1.3.4) и (1.3.7) в (1.3.2), с последующим делением на а3, выражение

в правой части (1.3.2) приведем к виду
2

3
3

0
2

1 2

31

3
( , )

3

k
k

k

kk

k

p t p t
p z t

a
k t t

a

=

−

=

+
=

+

∑

∑
. (1.3.8)

Разделим числитель на знаменатель в (1.3.8)
2

0 3
31

3 2
2 1

31

( , )
3

kk
k

k

kk

k

a
p p kp t

a
p z t p t

a
t k t

a

=

−

=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

∑

∑
. (1.3.9)

Приравнивая к нулю выражение в скобках, получим соотношения

3 3
, 1, 2k ka p

k k
a p

= = . (1.3.10)

При условии (1.3.10), выражение в (1.3.9) примет вид

0
3

2 2 1

3 3

( , )
3

p
p z t p t

p pt t
p p

= +
+ +
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или вид

0 3
3 2

3 2 1

( , )
3

p p
p z t p t

p t p t p
⋅

= +
+ +

,

а также вид

3 2
3 2 1

1( , )
3

p z t p t
p t p t p

= +
+ +

, (1.3.11)

при 0
3

1p
p

= .

Построенная функция ( , )p z t  в (1.3.11) принадлежит классу C(T).
Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.
Утверждение 3. Пусть

1) функции 1 2 3 0
3

1( ), ( ), ( ) ,p z p z p z C p
p

∈ = ;

2) функция 3a  определяется по формуле (1.3.5);
3) функции 0 1 2, ,a a a  определяются по формулам (1.3.6), с учетом того, что

0
3

1p
p

= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.3.1) при 
3

1
3 (0)p

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z,
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

1 . 4 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а
3

4
4

0
( , ) ( ) ( )k

k
k

w g z t a z t a z t
α

=

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Построим биективные интегралы вида
3

4
4

40

1( , ) ( ) ( ) , ,
4 (0)

k
k

k
w g z t a z t a z t z E

p

α

=

⎛ ⎞
= = + α = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1.4.1)

дифференциального уравнения в частных производных
3

4
4

0
3

1 3
4

1

( ) ( )
( , )

( ) 4 ( )

k
k

kz

kt
k

k

z a z t za z t
zg

p z t
g

ka z t a z t

=

−

=

′ ′+
′

= ≡
′

+

∑

∑
. (1.4.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).

При

4
4

4
( )

4
za

p z C
a
′

= ∈ (1.4.3)
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или при

4 4 44 ( )za p z a′ = (1.4.4)
в результате интегрирования (1.4.4) имеем

4 4

04

( ) (0)
4

4 (0)
4 ( )

z p z p dz
zpa z z e
−

∫
= . (1.4.5)

Пусть

4
0

( )
( ) ( ) , , 0,3

z
k

k k
p z

a z a z dz p C k
z

= ∈ =∫ . (1.4.6)

Откуда

4 , 0,3k kza p a k′ = = . (1.4.7)
Подстановкой (1.4.4), (1.4.7) в (1.4.2), с последующим делением на а4, выраже-

ние в правой части (1.4.2) приведем к виду
3

4
4

0
3

1 3

41

4
( , )

4

k
k

k

kk

k

p t p t
p z t

a
k t t

a

=

−

=

+
=

+

∑

∑
. (1.4.8)

Делением числителя на знаменатель в (1.4.8) получим
3

0 4
41

4 3
3 1

41

( , )
4

kk
k

k

kk

k

a
p p kp t

a
p z t p t

a
t k t

a

=

−

=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

∑

∑
. (1.4.9)

Полагая равными нулю выражения в скобках в числителе (1.4.9), последую-
щими арифметическими операциями находим соотношения

4 4
, 1,3k ka p

k k
a p

= = . (1.4.10)

При условии (1.4.10), выражение в (1.4.9) преобразуем к виду

0
4

3 23 2 1

4 4 4

( , )
4

p
p z t p t

p p pt t t
p p p

= +
+ + +

или к виду

0 4
4 3 2

4 3 2 1

( , )
4

p p
p z t p t

p t p t p t p
⋅

= +
+ + +

, (1.4.11)

при 0
4

1p
p

= .

Функция ( , )p z t  в (1.4.11) принадлежит классу C(T).
Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.
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Утверждение 4. Пусть

1) функции 1 2 3 4 0
4

1( ), ( ), ( ), ( ) ,p z p z p z p z C p
p

∈ = ;

2) функция 4a  определяется по формуле (1.4.5);
3) функции 0 1 2 3, , ,a a a a  определяются по формулам (1.4.6) с учетом того, что

0
4

1p
p

= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.4.1) при 
4

1
4 (0)p

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

1 . 5 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а
1

1 (0)

0
( , ) ( ) ( ) n

n npk n
k n

k
w g z t a z t a z t

−

=

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Построим биективные интегралы вида
1

0
( , ) ( ) ( ) , ,

n
k n

k n
k

w g z t a z t a z t z E t T
−

=
= = + ∈ ∈∑ (1.5.1)

дифференциального уравнения в частных производных
1

0
1

1 1

1

( ) ( )
( , )

( ) ( )

n
k n

k n
kz

n
k nt

k n
k

z a z t za z t
zg

p z t
g

ka z t na z t

−

=
−

− −

=

′ ′+
′

= ≡
′

+

∑

∑
. (1.5.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).
При

( )n
n

n

za
p z C

na
′

= ∈ (1.5.3)

или при
( )n n nza np z a′ = (1.5.4)

в результате интегрирования (1.5.4) получаем

0

( ) (0)
(0)( )

z
n n

n

p z p
n dz

znp
na z z e

−
∫

= ⋅ . (1.5.5)
Пусть

0

( )
( ) ( ) , , 0, 1

z
k

k n k
p z

a z a z dz p C k n
z

= ∈ = −∫ . (1.5.6)

Откуда имеем

4 , 0, 1k kza p a k n′ = = − . (1.5.7)
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Подстановкой (1.5.4), (1.5.7) в (1.5.2) с последующим делением на аn выраже-
ние в правой части (1.5.2) приведем к виду

1

0
0
1

1 1

41

( , )

n
n k

n k
k
n

n kk

k

np t p t p
p z t

a
nt k t

a

−

=
−

− −

=

+ +
=

+

∑

∑
. (1.5.8)

Делением числителя на знаменатель в (1.5.8) получим
1

4 0
1

1
1

1

( , )

n
kk

k
nk

n n
n kk

nk

a
p kp t p

a
p z t p t

a
nt k t

a

−

=
−

−

=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

∑

∑
. (1.5.9)

Приравнивая к нулю выражения в скобках в числителе (1.5.9), с последующи-
ми арифметическими операциями, находим соотношения

, 1, 1k k

n n

a p
k k n

a p
= = − . (1.5.10)

При условии (1.5.10), выражение в (1.5.9) преобразуем к виду

0
1

1 1

1

( , ) n n
n kk

nk

p
p z t p t

p
nt t

p

−
− −

=

= +
+ ∑

.

Откуда умножением на pn числителя и знаменателя последнего выражения,

полагая 0
1

n
p

p
= , будем иметь

1
1 1

1

1( , ) n n
n k

n k
k

p z t p t
np t p t

−
− −

=

= +
+ ∑

. (1.5.11)

Функция ( , )p z t  в (1.5.11) принадлежит классу C(T).
Объединяя вышеизложенное, сформулируем общее утверждение.
Утверждение (общее). Пусть

1) функции 0
1( ) , 1, ,k
n

p z C k n C p
p

∈ = ∈ = ;

2) функция na  определяется по формуле (1.5.5);

3) функции , 0, 1ka k n= −  определяются по формулам (1.5.6) с учетом того,

что 0
1

n
p

p
= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.5.1) при 1
(0)nnp

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z,
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .
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§ 2. Подмножество функций типа Базилевича
с фиксированной выпуклой функцией и некоторые его свойства

Обозначим через:
B – ненормированное в Е множество функций вида

0

( ) 1

0

( ) ( )

z p zz dz
zg z h z e dz

−
∫

= ∫ , (2.2.1)

где ( ) , ( )h z C p z P∈ ∈ ;
Bφ – множество функций ( )g z B∈  с фиксированной производной

0

( ) 1

( )

z p z dz
zz e

−
∫

′ϕ = (2.2.2)
выпуклой функции

0

( ) 1

0

( )

z p zz dz
zz e dz

−
∫

ϕ = ∫ . (2.2.3)

Заметим, что записанная как определенный интеграл функция g(z) в (2.2.1)
может быть представлена как неопределенный интеграл в виде

( )( )( )
p z dz

zh zg z e dz
z

∫
= ∫ . (2.2.4)

Аналогично, в случае (2.2.2) имеем
( )

( )

p z dz
zez
z

∫

′ϕ = . (2.2.5)

Запись в виде (2.2.4), (2.2.5) удобна при выкладках.
Приведем доказательство однолистности функции g(z) в (2.2.1), отличное от

ранее известных вариантов.
Теорема 2.1. Пусть ( ) , ( )h z C p z P∈ ∈ . Тогда функция g(z) вида (2.2.1) регу-

лярна и однолистна в E.
Доказательство. Пусть ( ) : ww z E D= ϕ →  есть выпуклая функция вида

(2.2.3), отображающая единичный круг { :| | 1}E z z= <  на выпуклую область Dw.
Так как функция w = φ(z) однолистна в Е, то существует обратная функция

1( ) : wz w D E−= ϕ → , которая определена и однолистна в выпуклой области Dw.
Пусть точкам 1 2 1 2, ,z z E z z∈ ≠  соответствуют точки 1 1( ) ww z D= ϕ ∈ ,

2 2( ) ww z D= ϕ ∈ , 1 2w w≠ .

Обратно, точкам 1 2 1 2, ,ww w D w w∈ ≠  соответствуют точки 1
1 1( )z w−= ϕ ,

1
2 2( )z w−= ϕ , 1 2z z≠  (в силу однолистности).
С учетом (2.2.1), (2.2.2) рассмотрим разность при 1 2z z≠ , 1 2,z z E∈ ,

2

1

1
2 1( ) ( ) ( ( ))

w

w

g z g z h d−− = ϕ ϕ ϕ∫ . (2.2.6)
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В силу регулярности подынтегральных функций, интеграл в правой части
(2.2.6) не зависит от пути интегрирования в Dw, а зависит только от концевых то-
чек 1 2,w w , соответствующих 1 2,z z . В качестве пути интегрирования в Dw возь-
мем отрезок с концевыми точками 1 2,w w :

1 2( ) (1 ) , 0 1w t t w tw t= − + ≤ ≤ . (2.2.7)

Заметим, что 1 2(0) , (1)w w w w= =  и

2 1( ) ( )d dw t w w dtϕ = = − . (2.2.8)
С учетом (2.2.7), (2.2.8) выражение в (2.2.6) перепишется в виде

1

2 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( )g z g z w w h t dt− = − ∫ � . (2.2.9)

Так как по условию ( )h z C∈ , то Re[ ( )] 0h z >  в Е (по определению). В этом

случае Re[ ( )] 0h z >�  и, следовательно, правая часть в (2.2.9) отлична от нуля.
В силу этого, с учетом (2.2.9), имеем

2 1 2 1( ) ( ) 0, ( ) ( )g z g z g z g z− ≠ ≠ ,

при любых 1 2 1 2, ,z z E z z∈ ≠ , а это означает, что функция g(z) вида (2.2.2) одноли-
стна в Е. Теорема 2.1. доказана.

Л и н е й н о с т ь  к л а с с а  B φ

Известно, что в общем случае класс однолистных функций не является линей-
ным множеством, что является препятствием при решении некоторых экстре-
мальных задач геометрической теории функций комплексного переменного,
теории однолистных функций и конформных отображений. Поэтому указание и
исследование линейных подклассов класса однолистных функций представляет
научный интерес.

Теорема 2.2. Класс Bφ является линейным подмножеством.
Доказательство. Пусть 1 2( ), ( )g z g z Bϕ∈ , с1, с2 – произвольные неотрицатель-

ные числа.
Рассмотрим

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
z z z

c g z c g z c p z d c p z d c p z c p z d+ = ϕ + ϕ = + ϕ∫ ∫ ∫ . (2.2.10)

Полагая
1 1 2 2( ) ( ) ( )c p z c p z p z+ = , (2.2.11)

имеем ( )p z C∈ . В этом случае, с учетом (2.2.11), правая часть в (2.2.10) принад-
лежит классу Bφ. Следовательно, левая часть тоже принадлежит классу Bφ, что оз-
начает линейность множества Bφ. Теорема 2.2 доказана.

Следствие 1. Сумма

0
( ) ( ), 0,

n

k k k
k

g z c g z c z E
=

= ≥ ∈∑ ,

функций ( ) , 0,kg z B k nϕ∈ = , является функцией класса Bφ.
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Следствие 2. Сумма сходящегося в Е ряда

0
( ) ( ), 0, 0,k k k

k
g z c g z c k

∞

=
= ≥ = ∞∑ ,

функций ( ) , 0,kg z B kϕ∈ = ∞ , является функцией класса Bφ.
Следствие 3. Сумма

0
0

( , ) ( ) ,0 , 0
n

k
k k k

k
g z t c g z t t t c

=
= ≤ ≤ < ∞ >∑ ,

функций ( ) , 0,kg z B k nϕ∈ = , является функцией класса Bφ при каждом t,

00 t t≤ ≤ < ∞ .

§ 3. Альтернативные методы построения однопараметрического множества

однолистных функций вида k
k

k
w g z t a t

3

0
( , )

α

=

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Для функции вида
3

0
( , ) k

k
k

w g z t a t
α

=

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ (3.3.1)

составим соотношение
3

0 ( , )

k
k

kz

t

za t
zg

p z t
g s

=

′
′

= =
′

∑
, (3.3.2)

где
3

1

1

k
k

k
s ka t −

=
= ∑ . (3.3.3)

Проблема состоит в построении функции p(z,t) класса C(T).
Полагая

3
3

33
za

p C
a

′
= ∈ , (3.3.4)

2 2 3
2

3

2
3

za a p
p C

a
′ −

= ∈ , (3.3.5)

1 1 3 2 22za a p a p a′ − − = , (3.3.6)

0 1 2za a p b′ − = , (3.3.7)

делением числителя на знаменатель в (3.3.2) получим, с учетом (3.3.3), (3.3.6),
(3.3.7),

3 2( , ) at bp z t p t p
s
+

= + + . (3.3.8)
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Очередная проблема состоит в построении функции

1( , ) at bp z t
s
+

= (3.3.9)

класса C(T) при a≠0, b≠0.
Рассмотрим сначала выражение в (3.3.8) при a = 0, b = 0.
При

1 1 3 2 22 0a za a p a p′= − − = ; (3.3.10)

0 1 2 0b za a p′= − = (3.3.11)

выражение в (3.3.8) перепишется в виде

3 2 ( )z

t

zg
p t p C T

g
′

= + ∈
′

. (3.3.12)

В данном случае уравнение (3.3.2) в виде (3.3.12) является уравнением Левне-
ра – Куфарева. Функции 3 2 1 0( ), ( ), ( ), ( )a z a z a z a z  в (3.3.1) определяются простей-
шим интегрированием выражений в (3.3.4), (3.3.5), (3.3.10), (3.3.11).

Пусть теперь выражения a и b отличны от нуля a ≠ 0, b ≠ 0.

Проблема построения функции класса C(T) в случае функции 1( , ) at bp z t
s
+

=

решаема и имеет несколько вариантов. В обзорной форме укажем один из них.
Преобразуем

1
1( , )p z t
s

at b

=

+

. (3.3.13)

Делением s на at+b и введением новой функции 1h p∈  построим выражение
вида

1
s th t

at b at b
α + β

= +
+ +

. (3.3.14)

Делением tα + β  на at b+ , преобразованием и введением новых функций

2 3 4, ,h h h p∈  строим с учетом (3.3.14) выражение вида

1 2
3 4

1s h t h
at b h t h

= + +
+ +

. (3.3.15)

Подставляя (3.3.15) в (3.3.13), получим

1

1 2
3 4

1( , )
1

p z t
h t h

h t h

=
+ +

+

. (3.3.16)

Таким образом, выражение (3.3.8), с учетом (3.3.16), запишется как

3 2

1 2
3 4

1( , )
1

p z t p t p
h t h

h t h

= + +
+ +

+

.
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З а м е ч а н и е .  В дополнение к сказанному, заметим, что конструирование
1( , )p z t  в (3.3.9) можно рассмотреть в случае, когда a = 0, b ≠ 0, получим

1( , ) bp z t
s

= ,

а также в случае, когда a ≠ 0, b = 0,

и также в виде 1
1 2

( , ) , 0at b kp z t k
s h t h
+

= = >
+

,

где 1 2,h h P∈ , a ≠ 0, b ≠ 0.
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This work relates to the theory of Loewner–Kufarev differential equations, which are a part of
the geometric function theory. We apply the well-known second Loewner–Kufarev differential
equation to construct a parametric family of univalent functions in the unit disk g(z, t) for each
fixed non-negative value of the parameter t generalizing the known parametric families. The
article also uses various alternative approaches and provides their comparative analysis. The
results of the study can be considered as one sufficient condition for the uniqueness of regular
functions in a unit disk. Leading Russian scientists made a great contribution to the development
of the geometric function theory based the variational-parametric method for studying functionals
and found some Loewner–Kufarev differential equations.

There are three sections in the work. The first one applies the Loewner–Kufarev equation to
construct a parametric set of univalent functions of a certain type. In the second section, we
introduce a special class of regular functions in the unit disk with a fixed convex function, and
prove the univalence property for functions of this class. Here we also show one more method for
constructing a parametric family of univalent functions different from the methods described in
the first paragraph. The third section is devoted to alternative methods for constructing one-
parameter sets of univalent functions.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА
И ЕЁ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ В ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

Показаны полезность и особенности экспериментальной математики. Рас-
сматриваются два исследования в теории чисел, проделанные с помощью
Wolfram Mathematica. Первое, уже прежде опубликованное, содержало дока-
зательства сравнений вида F(A(p)) ≡ εF(S) (mod p). Используются обозначе-
ния: F(n) – n-e число Фибоначчи, p – простое число, ε равно ±1, A(p) есть
произвольный многочлен от p с целыми коэффициентами и S – более про-
стое выражение, содержащее только коэффициенты многочлена A(p) и не
содержащее p. Второе исследование заканчивается новым результатом –
теоремой о том, что асимптотическая плотность интервалов, кратных 6,
между соседними простыми числами равна ½. Первое исследование упоми-
нается с целью сравнить роли экспериментов для этих двух задач. В первом
исследовании эксперименты были необходимы – они помогли, начиная с из-
вестных фактов, сформулировать цепочки достоверных догадок, доказать
которые оказалось уже нетрудно. Во втором исследовании первоначально не
было даже уверенности в том, что проделываемые вычисления могут к че-
му-то привести. И для доказательства теоремы о значении ½ для предела
проделанные эксперименты не нужны. Нужна только догадка о формули-
ровке теоремы. Но эксперименты дополнительно привели к гипотезе о том,
каким образом осуществляется предельный переход на протяжении первых
80 миллионов простых чисел.

Ключевые слова: экспериментальная математика, числа Фибоначчи, ин-
тервалы между простыми числами, система Mathematica.

Имеются два взгляда на природу математики. Большинство математиков (и
физиков) являются сторонниками математического платонизма – математика есть
высшее проявление объективной реальности, данностью существующей вне вре-
мени, места и, конечно же, вне нас самих.

Противоположной точкой зрения является конвенционализм: математика –
плод человеческого воображения, исключительно продукт человеческого интел-
лекта, искусственная умственная конструкция, хотя и достаточно прочная, но та-
кая же невечная, как все конструкции, созданные нами, людьми.

Нужна ли математикам философия? Возможно, многие математики никогда и
не думали об этом. Но философии математиков важны для понимания того, как
математики понимают свою деятельность. Они философы по жизни. Философия
каждого математика имеет смысл для индивида, но противоположные философии
могут, однако, приводить к различию в том, как математики учат своему предме-
ту. Платонисты начинают с абстрактных теорий (структуры у Бурбаки), конвен-
ционалисты начинают с частных случаев.

Различие в философских взглядах проявляется и по-другому – в отношениях к
математическим экспериментам, что является предметом настоящей статьи.



24 В.М. Зюзьков

Платонический подход отчасти превращает нас в физиков. Для физика нет
большого смысла в том, чтобы изучать предмет, просто создавая понятия путем
чистого измышления. На самом-то деле предполагается, что физик описывает ок-
ружающий мир. Физики не считают делом чести доказывать то, что утверждают в
своих исследовательских статьях. Они часто прибегают к другим способам рас-
суждения – от описания и аналогии до эксперимента и вычислений.

Если мы, математики, – платоники, описывающие мир, который «уже есть», то
почему нам нельзя пользоваться теми же методами, которые применяют физики?
Почему мы обречены доказывать?

На самом деле экспериментированием математики занимаются. Математиче-
ские идеи хорошо путешествуют и переносят проверку временем потому, что за-
писываются в виде доказательств. Но открытие математических фактов происхо-
дит совсем иначе. Практикующие математики делают открытия методом проб и
ошибок: они работают над примерами, разговаривают с коллегами, выдвигают
гипотезы, читают лекции, пытаются сформулировать результаты, меняют доказа-
тельства, выводят частичные результаты и ошибаются.

Своими достижениями прославились знаменитые математики-эксперимен-
таторы: Пьер Ферма, Леонард Эйлер, Карл Гаусс, Бернхард Риман, Рамануджан
Сриниваса.

Много математических открытий с помощью экспериментов было сделано и в
XX веке. Эдвард Лоренц обнаружил в компьютерном эксперименте явление хаоса
– аттрактор Лоренца (1962 г.). Универсальное поведение при итерации одномер-
ных отображений, наиболее известным из которых является логистическое ото-
бражение f: x → λx(1 – x), было открыто Митчеллом Фейгенбаумом в 1975 г. с
помощью электронного калькулятора. Многие аспекты фракталов были найдены
Бенуа Мандельбротом в 1970-х годах с использованием компьютерной графики.
Понятия «фрактал» и «хаос» возникли на основании визуализации без предшест-
вующего теоретического обоснования. Методы экспериментальной математики
при изучении простых математических систем, таких как клеточные автоматы,
простые программы, бесконечные последовательности и др., показывающие
сложное поведение, описываются в книге Стивена Вольфрама [1].

Экспериментальная математика – это недавно структурированная область ма-
тематики, которая использует компьютер и передовые вычислительные техноло-
гии в качестве инструментов для проведения экспериментов, таких как анализ
примеров, проверка новых идей и поиск закономерностей. Разработка широкого
спектра математических программных продуктов, таких как Mathematica [2] с
языком программирования Wolfram, позволила математикам с разным опытом и
интересами использовать компьютер в качестве важного инструмента в своей по-
вседневной работе. Использование вычислений варьируется от стремления ис-
ключить участие человека в решении проблемы до традиционных математиче-
ских вопросов, для которых вычисление является важным инструментом.

Современной экспериментальной математике свойственно изложение резуль-
татов, следуя Эйлеру. Эйлер в своих работах показывал все подробности, каким
образом он приходил к формулировкам теорем, на каких предположениях он ос-
новывался, примеры смотрите в [3, глава VI]. Как и в экспериментальной науке,
экспериментальная математика может быть использована для составления мате-
матических предсказаний, которые затем могут быть подтверждены или опро-
вергнуты на основе дополнительных вычислительных экспериментов. Эти иссле-
дования должны завершаться доказательством.
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Но математика больше чем доказательство. Много работ этому посвятил
Дьердь Пойа [3, 4], показывая как важны в математике догадки и правдоподобные
рассуждения. Имре Лакатос в своей работе [5] высказывает мнение, что никакой
результат в математике не может быть окончательным и что эвристики не менее
важны, чем само доказательство.

Из интервью, данного Юрием Маниным [6]: «Но теперь то, что умели Эйлер и
Гаусс, может делать любой математик, сидя за своим письменным столом. И если
у него не хватает воображения, чтобы различить какие-то контуры в этой плато-
новской реальности, он может поэкспериментировать. <…> Более того, появились
люди с математическим, но компьютерно-ориентированным умом. Точнее ска-
зать, это люди, которые были и раньше, но без компьютера им чего-то не хвата-
ло».

Современное состояние экспериментальной математике изложено в [7]. При-
меры экспериментов в теории чисел, подтверждений и опровержений, смотрите в
[8]. Остановимся на двух результатах автора.

1. Сравнения с числами Фибоначчи по простому модулю

Обозначим через F(n) число Фибоначчи с номером n, где F(0) = 0, F(1) = 1 и
при n > 1 имеем равенство F(n) = F(n – 1) + F(n – 2). Это равенство остается в си-
ле, если числа Фибоначчи доопределяются для отрицательных номеров с помо-
щью известного правила F(–n) = (–1)n−1F(n).

В работе [9] доказываются сравнения вида F(A(p)) ≡ εF(S) (mod p). Использу-
ются обозначения: F(n) – число Фибоначчи с номером n, p – нечетное простое
число, ε равно ±1, A(p) есть произвольный многочлен от p с целыми коэффициен-
тами и S – более простое выражение, содержащее только коэффициенты много-
члена A(p) и не содержащее p.

Теорема 1. Пусть для простого p выполнено p ≡ ±1 (mod 5), k > 0 – натураль-
ное число и целые числа ak, ak–1, …, a2, a1, a0 – коэффициенты многочлена A(x).
Тогда имеем

F(A(p)) ≡ F(ak + ak–1 + … + a2 + a1 + a0) (mod p).
Теорема 2. Пусть для простого нечетного p выполнено p ≡ ±2 (mod 5), k > 0 –

натуральное число и целые числа ak, ak–1, …, a2, a1, a0 – коэффициенты многочлена
A(x). Тогда имеем

F(A(p)) ≡ (–1)R F(S),

где
1 1

( 1) , .
k k

i
i i

i i
S a R i a

= =
= − =∑ ∑

Эти результаты первоначально были обнаружены при проведении экспери-
ментов с помощью Mathematica. Промежуточные доказательства проводились с
частными случаями многочленов, начиная с простейших многочленов вида p + b,
потом переходя к видам ap + b, apn + b, A(p). Для многочленов видов ap + b и apn

+ b проводилось несколько вычислений c небольшими числами a, b и p, приводя-
щих к догадке, какой вид имеет правая часть искомого сравнения. Предположе-
ния проверялись программным путем для 200 первых простых чисел и для тысячи
случайных значений пар a и b в диапазоне от –50 до 50. При получении сразу для
всех рассмотренных вариантов подтверждения предполагаемого вида сравнения
проводилось строгое доказательство.
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2. Экспериментальное исследование динамики интервалов
между последовательными простыми числами

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Сначала введем обозначения: pn – n-е по порядку
простое число, через dn = pn + 1 – pn обозначим интервал между соседними просты-
ми числами. Имеем d1 = 3 – 2 = 1 и dn – четное число для всех n > 1. Известен лег-
ко доказываемый факт, что интервал между соседними простыми числами может
быть как угодно велик. С другой стороны, неизвестно, бесконечно ли множество
простых чисел pn, для которых dn = 2. Изучению интервалов между соседними
простыми числами посвящено много работ [10]. На рис. 1 показано типичное по-
ведение зависимости dn от n.

20 40 60 80 n
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Рис. 1. Первые 100 интервалов между соседними простыми числами
Fig. 1. First 100 prime gaps

Положим D(m) – список пар чисел {d, r(d)}, где d пробегает все различные
значения dn, а r(d) – соответствующее количество повторений значения d, при
n + 1 ≤ m. Пары в D(m) упорядочены в порядке возрастания d. Например, первые
11 простых чисел – {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31}, соответствующие значе-
ния интервалов – {1, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6, 2} и D(10) = {{1,1}, {2,5}, {4, 3}, {6, 1}}.
На рис. 2 показан график зависимости частоты r(d) появления значения d интер-
вала среди первых 3000 простых чисел. Наибольшее значение d = 52, оно повто-
рилось дважды.

На рис. 3 мы можем наблюдать случай для большего значения m = 30000.
Причем, в этом случае показываем только часть графика для значений d ≤ 52, хотя
наибольшее значение интервала между соседними простыми числами от 2 до
p30000 = 350377 есть 86 и r(86) = 2.

Оба графика на рис. 2 и 3 на одинаковом промежутке до d = 52 выглядят по-
хожими. По-видимому, что-то сохраняется при увеличении m. Приступим к выяс-
нению, что же является в каком-то смысле инвариантом. Графики выглядят изло-
манными, на них присутствуют пики. Вот и изучение распределения этих пиков
привело к неожиданным результатам. Назовем локальным максимумом значение
d ≠ 2, для которого выполнено условие: в списке D(m) имеется три соседних пары
{d1, r(d1)}, {d, r(d)}, {d2, r(d2)}, где r(d1) < r(d) и r(d) > r(d2). Каждому локальному
максимуму d соответствует пик, высота которого равна r(d).
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Рис. 2. Частота значений интервалов между простыми числами до p3000 = 27449
Fig. 2. Prime gaps frequency before p3000 = 27449
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Рис. 3. Частота значений интервалов между простыми числами до p30000 = 350377
Fig. 3. Prime gaps frequency before p30000 = 350377

В списке D(3000) присутствуют 23 различных значений d. Причем локальные
максимумы с соответствующей частотой суть {6, 672}, {12, 303}, {18, 138}, {30,
34}, {36, 10}. Обратите внимание, что все значения локальных максимумов крат-
ны 6. Также заметим, что d = 24 отсутствует в этом перечне.

В списке D(30000) имеется 41 значение {d, r(d)}: {{1,1}, {2,3423}, {4,3397},
{6,5536}, {8,2259}, {10,2810}, {12,3072}, {14,1604}, {16,1093}, {18,1760},
{20,847}, {22,750}, {24,874}, {26,376}, {28,405}, {30,582}, {32,150}, {34,178},
{36,223}, {38,107}, {40,135}, {42,125}, {44,41}, {46,38}, {48,46}, {50,25}, {52,18},
{54,39}, {56,9}, {58,14}, {60,26}, {62,6}, {64,3}, {66,10}, {68,3}, {70,7}, {72,1},
{76,2}, {78,2}, {82,1}, {86,2}}. Локальными максимумы суть {6,5536}, {12,3072},
{18,1760}, {24,874}, {30,582}, {40,135}, {48,46}, {54,39}, {60,26}, {66,10}, {70,7}.
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Из них значения d не кратные 6 – только 40 и 70, и все локальные максимумы
кратные 6 из списка D(3000) остались и добавились еще шесть максимумов, крат-
ных 6.

Для наглядности на рис. 4 приведены сразу два графика с рис. 2 и 3. Посколь-
ку масштабы по оси r на исходных графиках 2 и 3 сильно различаются, то значе-
ния частоты r(d) с рис. 2 увеличено в 6 раз на рис. 4 (это нижняя ломаная).
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Рис. 4. Два графика с рис. 2 и рис. 3 вместе
Fig. 4. Two plots from Figs. 2 and 3 together

Теперь будем рассматривать, что получается с локальными максимумами при
дальнейшем увеличении m. Вычисления осуществлялись в системе Wolfram
Mathematica 12.1. Возьмем m = 100 000. В данном случае список локальных мак-
симумов следующий: {6, 16989}, {12, 10159}, {18,6304}, {24,3538}, {30,2507},
{36,1032}, {42,661}, {48,290}, {54,197}, {60,131}, {66,65}, {70,35}, {78,21},
{84,10}, {90,7}, {96,3}. В этом списке идут все числа кратные 6 из первой сотни,
за исключением d = 72, вместо него присутствует 70. Дальнейшая проверка оче-
видного предположения продолжалась. Для больших значений m использовались
параллельные вычисления. При m = 80 000 000 в качестве локальных максимумов
присутствуют все числа кратные 6 от 6 до 246, включительно, и после этого еще
идут два числа 250 и 260, не делящиеся на 6, а потом 270 и 282, которые делятся
на 6. Получаем следующее предположение.

Гипотеза 1. По мере увеличения m все числа кратные 6, и только они, стано-
вятся локальными максимумами. Это означает следующее.

1) Если при каком-то m1 число d из списка D(m1) является локальным макси-
мумом и d делится на 6, то число d остается локальным максимумом в списке
D(m) и при всех m > m1.

2) Если же d кратно 6 и не является локальным максимумом, то оно станет та-
ковым в списке D(m2) при некотором m2 > m.

3) Если d не кратно 6 и является локальным максимумом в списке D(m) при
некотором m, то, начиная с некоторого m1 > m, d уже не будет локальным макси-
мумом в D(m1).
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Утверждение 1) теоретически можно опровергнуть с помощью вычислений.
Утверждения 2) и 3) нельзя опровергнуть с помощью вычислений даже теорети-
чески. Помогает ли гипотеза 1 высказать какую-нибудь догадку, более простую и
более полезную, о динамике частоты интервалов между простыми числами?

Да, мы приходим к естественному предположению, что по мере роста рас-
сматриваемых простых чисел все более часто между простыми числами встреча-
ются интервалы кратные 6. Всего различных остатков от деления четных чисел на
6 может быть три: 0, 2, 4. Поэтому выскажем новую гипотезу в самой слабой
форме.

Гипотеза 2. Начиная с некоторого n0 и для любого n > n0, доля количества ин-
тервалов, кратных 6, среди первых n простых чисел, составляет более 1/3.

Были проведены вычисления отношения k(n)/n, где k(n) – количество интерва-
лов кратных 6 среди первых n простых чисел и n изменялось от 1 до 3 000 000.
В указанном интервале гипотеза 2 подтвердилась. В качестве n0 можно взять 2000.
Доля интервалов кратных 6 среди первых трех миллионов интервалов составляет
приблизительно 43.6%.

На графике (рис. 5) показаны значения k(n)/n для всех простых чисел с номе-
рами от 2000 до 3 000 000. Используемый алгоритм требовал много оперативной
памяти компьютера, и также невозможно было применить параллельные вычис-
ления. Поэтому дальнейшая проверка поведения k(n)/n стала возможной только
при изменении алгоритма.
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Рис. 5. Изменения отношения k(n)/n при изменении n от 2 000 до 3 000 000
Fig. 5. Variation in the k(n)/n ratio when n varies from 2,000 to 3,000,000

Были проделаны вычисления только для нескольких больших значений n.
Точнее, вычислялись отношения k(n)/n только для простых чисел с номерами
5 000 000, 10 000 000, 15 000 000, 20 000 000, 25 000 000, 30 000 000, 35 000 000,
40 000 000, 45 000 000, 50 000 000, 60 000 000, 70 000 000 и 80 000 000. Соответст-
вующие значения k(n)/n, равные 0.438461, 0.440758, 0.441873, 0.442697, 0.443279,
0.443764, 0.444177, 0.444509, 0.444798, 0.445071, 0.445507, 0.445858 и 0.446166,
представлены на рис. 6.
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Рис. 6. Изменения отношения k(n)/n при изменении n от 3 000 000 до 80 000 000
Fig. 6. Variation in the k(n)/n ratio when n varies from 3,000,000 to 80,000,000

На рис. 5 и 6 видно, что значения k(n)/n растут c замедлением при увеличении
n. Доля интервалов кратных 6 среди первых 80 миллионов интервалов составляет
приблизительно 44.6%. Это значительно больше числа 1/3 – ожидаемого значения
до проделанных экспериментов, если учесть что допускаются только четные ос-
татки при делении на 6. Возможно, для больших значений n наблюдаемая тенден-
ция в изменениях k(n)/n сохраняется.

В действительности, справедливо следующее утверждение, более сильное, чем
гипотеза 2.

Теорема 3. Среди всех интервалов между соседними простыми числами доля
интервалов с длиной кратной 6 составляет половину в асимптотическом смысле.

Доказательство следует из теоремы Дирихле и её уточнения.
Теорема Дирихле [11, p. 16]. Пусть целые числа a и d > 0 взаимно просты. То-

гда арифметическая прогрессия {a, a + d, a + 2d, …} содержит бесконечно много
простых чисел.

Теорема о простых числах в классах вычетов [12, с. 25]. Обозначим через
π(x; d, a) количество простых чисел данной прогрессии, не превосходящих x, то-
гда справедливы следующие соотношения:

1 1 1( ; , ) ( ) li ( )
( ) ( ) ln ( )

xx d a x x
d d x d

π π
ϕ ϕ ϕ

∼ ∼ ∼ ,

где ϕ обозначает функцию Эйлера и li(x) – интегральный логарифм от x. Запись
f(x) ∼ g(x) обозначает «асимптотическую эквивалентность функций f и g при x,
стремящемся к бесконечности», и означает существование определенного предела

lim ( ) / ( ) 1
x

f x g x
→∞

= .

Доказательство асимптотических эквивалентностей см. в [13, с. 88].
Таким образом, предыдущая теорема говорит, что множества простых чисел

{p | p mod 6 = 1} и {p | p mod 6 = 5} имеют одинаковую асимптотическую плот-
ность. Очевидно, что di mod 6 = 0 равносильно тому, что pi+1 ≡ pi (mod 6). Из рав-
новероятности p mod 6 = 1 и p mod 6 = 5 следует, что для (pi mod 6, pi+1 mod 6)
различные пары значений (1, 1), (5, 5), (1, 5) и (5, 1) равновероятны. Поэтому сре-
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ди всех интервалов между соседними простыми числами доля интервалов с дли-
ной кратной 6 составляет половину в асимптотическом смысле.

Сравним теперь роль экспериментов, проводимых при решении двух задач:
первая – сравнения с числами Фибоначчи по простому модулю и вторая – иссле-
дование динамики интервалов между последовательными простыми числами.
В первой задаче эксперименты были необходимы – они помогли, начиная с из-
вестных фактов, сформулировать цепочки достоверных догадок, доказать которые
оказалось уже нетрудно с помощью математической индукциии. Во втором ис-
следовании первоначально не было даже уверенности в том, что проделываемые
вычисления могут к чему-то привести. И для доказательства теоремы о значении
½ для предела проделанные эксперименты не нужны. Нужна только догадка о
формулировке теоремы. Но проделанные эксперименты имеют самостоятельную
ценность. Они дополнительно показали, каким образом осуществляется предель-
ный переход на протяжении первых 80 миллионов простых чисел. Об этом гово-
рит гипотеза 1.
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modulo p are proved, whenever A(p) is a polynomial respect p with integer coefficients. Here,
F(n) is an nth Fibonacci number, ε is 1 or –1, and S is a simple expression which contains only
coefficients of the polynomial A(p). The second problem examines the behavior of prime gaps. It
is proved that if G is the set of all prime gaps whose length is a multiple of 6, the asymptotic
density of G is 1/2. The first study is mentioned to compare the role of experimentation for these
two tasks. In the first study, experiments were necessary – they helped, starting with known facts,
to formulate chains of reliable guesses which turned out to be easy to prove. In the second study,
it was not certain that the calculations being done could lead to anything. It was possible to arrive
at the formulation of a theorem on the value of 1/2 for the limit without experimental calculations.
Only a conjecture about the formulation of the theorem is required. However, the experiments
additionally led to a hypothesis on how the passage to the limit is implemented for the first 80
million primes.
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ВАРИАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка, являю-
щееся нулевым приближением краевой задачи на собственное значение, ре-
шается вариационным методом с целью получения приближенных формул
для собственных значений. Применяется вариационное уравнение Галерки-
на при разных вариантах граничных условий. Получены приближенные
формулы для анализа многопараметрической задачи. Исследованы зависи-
мости меньших собственных значений от других параметров задач.
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тоды, формальное асимптотическое разложение, собственные значения,
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Целью работы является приближенное решение спектральной задачи.
Задачи, описываемые системами дифференциальных уравнений в частных

производных высокого порядка, не имея точного решения, требуют применения
методов приближенного анализа. Значительным упрощением исходного уравне-
ния является близкое к нему уравнение более низкого порядка. Так, для уравне-
ния с малым параметром µ при старшей производной, применяя асимптотический
метод [1, 2], можно иметь решение, близкое к решению исходной задачи уже из
задачи нулевого приближения, которое является частью формального асимптоти-
ческого разложения

0 0 0 1 1 0( ) ...,Hw H w H w H w= + μ + + (1)
в котором

2 4 4 2
0 0 0 0 0 02 ( ) ( )IVH w w q f w q q f w′′ ′′ ′′≡ + + − λ + . (2)

Обыкновенное однородное дифференциальное уравнение четвертого порядка
(2) является нулевым приближением задачи о колебании цилиндрических и близ-
ких к ним оболочек [3].

Исходная система имеет восьмой порядок и является системой дифференци-
альных уравнений в частных производных. Уравнение (2), являясь обыкновенным
дифференциальным уравнением, имеет четвертый порядок и содержит несколько
параметров. В частности, функция f  определяет отклонение от прямолинейной
образующей цилиндра, 0λ  – нулевое приближение параметра частоты, значение
которого и является решением спектральной задачи. Как уравнение четвертого
порядка уравнение (2) можно решать разными способами. При некотором соот-
ношении параметров можно получить даже точные решения, которые, впрочем,
могут иметь громоздкие выражения.

Имея ввиду получение явной формулы для собственных значений 0λ , перей-
дем от задачи дифференциальной (2) к задаче вариационной. Однако соответст-
вующих формул для функционала и его вариации в явном виде выписывать не
будем, предполагая использование вариационного уравнения Галеркина [4–7].
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В соответствии с этим умножим обе части (2) на функцию 0 ( )w x  и проинтегриру-
ем по [0, ]x l∈ .  Получим уравнение, выражающее вариационный принцип воз-
можных перемещений

0 0 0
0

0.
l

w H w dx =∫ (3)

Применяя в (3) к вычислению интеграла способ интегрирования по частям и раз-
решая полученное выражение относительно искомого параметра 0λ , получим

2
0 0 0 0 0 0

4 0
0

4 2
0

0

2 2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

2 2 2
0 0

0 0

( )

( )

l
IV l

l

l l l
l

l l

w w w w w dx
q

q w dx

f w w dx w dx w w f w dx

q w dx w dx

′ ″ ″− +

λ = + +

′ ′′′ ′′ ′′− +

+ +

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
. (4)

Для завершения вывода формул надо подставить в (4) функции 0 ( )w x и ( )f x .
Функция ( )f x задается, а функция 0 ( )w x , являясь нулевым приближением исход-
ной задачи, выбирается в известном смысле произвольно, но в соответствии с ва-
риационным уравнением Галеркина обязательно должна удовлетворять гранич-
ным условиям. Для простоты далее считаем функцию ( )f x квадратичной, тогда
вторая производная ( ) constf x′′ = .

Зададим, например, граничные условия

0 0 0 0(0) (1) 0, (0) (1) 0.w w w w′ ′= = = = (5)

Выберем функцию 2
0 ( ) sin ( / ) ,w x n l x= π  удовлетворяющую граничным условиям.

Подставим 0 ( )w x в выражение (4) и после вычисления входящих в него интегра-
лов получим

4 4 2 2 2
0 [(16 / 3)( / ) (8 / 3)( / ( / ) )].q n ql f q n l f′′ ′′λ = + π − π + (6)

Полученная формула является приближенной, так как выбранная функция 0 ( )w x ,
точно удовлетворяя граничным условиям, дифференциальному уравнению (2)
удовлетворяет приближенно.

Аналогично для граничных условий 0 0 0 0(0) (0) 0, (1) (1) 0w w w w ″= = = =  при
помощи функции получим 0 ( ) sin( / ) sin( / 2 )w x n l x n l x= π + π

4 4 2 2
0 [(41/16)( / ) (5 / 2) ( / ) )].q т ql f т ql f′′ ′′λ = + π − π + (7)

Для граничных условий 0 0 0 0(0) (0) (1) (1) 0w w w w″ ″= = = = , используя функцию

0 ( ) sin( / )w x n l x= π , получим

   4 2 2
0 [( / ) ] .q n ql f ′′λ = + π − (8)
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В отличие от предыдущих граничных условий принятая здесь собственная
функция 0 (0)w  точно удовлетворяет и граничным условиям, и дифференциаль-
ному уравнению (1). Если в полученных формулах положить 0f ′′ = , то будем
иметь частотные параметры чисто цилиндрических оболочек. Формулы (6) – (8)
удобны для анализа зависимости основного параметра 0λ  от параметра кривизны
f ′′  и параметра волнообразования q . Дифференцируя (8) по f ′′ , получаем ра-

венство 2 2
0 / 2[( / ) ]f n ql f′′ ′′∂λ ∂ = π − , из которого определяются значения пара-

метра 2( / )f n ql′′ = π , такие, которые доставляют минимум 0λ , а уравнение (2)
приводится к известному балочному уравнению [3].

На рис. 1 изобразим две зависимости λ0 от ( )f x′′  при фиксированных q = 2,
l = 3 по формуле (8). Штрих-пунктирная кривая соответствует значению 1n = ,
сплошная – значению 2n = . Из рисунка видно, что обе кривые достигают мини-
мум на одном и том же уровне λ0 = q4, обозначенном горизонтальной пунктирной
линией.
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Рис. 1. График зависимостей собственного значения λ0 от f ''(x)
по формуле (8) при фиксированных значениях q = 2, l = 3

Fig. 1. Graph of dependencies of eigenvalues λ0 with f ''(x)
by formula (8) at fixed values q = 2, l = 3

Явные формулы (6) – (8) удобны для исследования зависимости λ0 от парамет-
ров. Так, например, из формулы (6) можно установить значения (здесь постоян-
ной) кривизны ( )f x′′ , такие, при которых λ0 достигает минимума

24
3k

nf
ql
π⎛ ⎞′′ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  и далее 

4
4

0
32
9

nq
ql
π⎛ ⎞λ = + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (9)

Подобные результаты можно получить менее наглядным путем прямо из (2). Дейст-
вительно, продифференцируем (2) по ( )f x′′ , полагая 0 0 ( , )w w x f ′′= , ( ) constf x′′ = .

Так как полученная производная

0 0
0 0 0 0( )

w H
H w H w

f f f
∂ ∂∂

= +
′′ ′′ ′′∂ ∂ ∂

, (10)
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то условие существования минимума функции 0 ( )f ′′λ выражается равенством

0 0
0 0 0 0

0 0

0
l lw H

w H dx w w dx
f f

∂ ∂
+ =

′′ ′′∂ ∂∫ ∫  при  0 0
f

∂λ
=

′′∂
. (11)

В силу самосопряженности оператора Н0 с граничными условиями (5) первый ин-
теграл в (11) равен нулю. Тогда

0
0 0

0

0
l H

w w dx
f

∂
=

′′∂∫  при  0 0
f

∂λ
=

′′∂
, (12)

что равносильно уравнению

2
0 0 0

0

( ) 0
l

w w q f w dx″ ′′+ =∫ . (13)

Подставляя сюда выбранную функцию 2
0 ( ) sin ( / )w x l kx= π , получаем  снова, как

в (9), значения ( )f x′′ и далее из (2) значения 0λ .
На рис. 2 изобразим две зависимости 0λ  от ( )f x′′ по формуле (6) при фикси-

рованных 2, 3q l= = . Штрих-пунктирная кривая соответствует значению 1n = ,
сплошная – значению 2n = . Из рисунка, так же, как и из формул (6), видно, что
значение минимума 0λ зависит от номера n, увеличиваясь с ростом n.
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Рис. 2. График зависимостей собственного значения λ0 от f ''(x)
по формуле (6) при фиксированных значениях q = 2, l = 3

Fig. 2. Graph of dependencies of eigenvalues λ0 with f ''(x)
by formula (6) at fixed values q = 2, l = 3

Таким образом, имеем следующие результаты: из построения вариационной
модели получены приближенные формулы для нулевого приближения собствен-
ных значений и собственных функций спектральной задачи. Явные формулы
являются удобным инструментом анализа многопараметрических зависимостей.
В частности, дифференцируя по параметру, можно производить исследования на
экстремум. При необходимости можно строить области изменения параметров.
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ЛЕВОИНВАРИАНТНАЯ ПАРАСАСАКИЕВА СТРУКТУРА
НА ГРУППЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА

Доказано, что на группе Гейзенберга существует левоинвариантная пара-
контактная метрическая структура, которая является нормальной и, следова-
тельно, парасасакиевой. На этой группе имеется единственная контактная
метрическая связность с кососимметрическим кручением, инвариантная от-
носительно группы автоморфизмов парасасакиевой структуры. Установле-
но, что обнаруженная связность является контактной метрической связно-
стью для любого парасасакиева многообразия. Введено понятие линейной
связности, согласованной с распределением. Доказано, что связность Леви-
Чивиты и контактная метрическая связность группы Гейзенберга согласова-
ны с контактным распределением и их контактные геодезические совпадают
с геодезическими усечённой связности.

Ключевые слова: параконтактная структура, контактная метрическая
связность, связность, согласованная с распределением, усеченная связ-
ность.

1. Введение

Среди трёхмерных групп Ли группа Гейзенберга является одним из наиболее
известных и простых примеров в исследовании теории динамических систем, тео-
рии управления, субримановой геометрии, а также других нильпотентных групп
[1–5]. В работах [6–8] на группе Гейзенберга и её многомерном аналоге исследу-
ется левоинвариантная каноническая сасакиева структура. Кроме левоинвариант-
ных контактных метрических структур на группах Ли изучаются и левоинвари-
антные параконтактные метрические структуры. В частности, в работах [9, 10]
дана классификация левоинвариантных парасасакиевых структур на пятимерных
группах Ли.

В данной работе среди всех левоинвариантных параконтактных структур на
группе Гейзенберга выделяется структура, аналогичная канонической сасакиевой
структуре, фиксируя псевдориманову метрику, которая получается с помощью
левых сдвигов из псевдоевклидовой, заданной в касательном пространстве еди-
ницы группы. Требуя инвариантность контактной формы относительно группы
движений псевдоримановой метрики, однозначно определяются контактная
структура и структурный эндоморфизм. Полученная таким образом левоинвари-
антная параконтактная метрическая структура является парасасакиевой. На груп-
пе Гейзенберга имеется единственная контактная метрическая связность с косо-
симметрическим кручением, инвариантная относительно группы автоморфизмов
парасасакиевой структуры. Доказано, что обнаруженная связность является кон-
тактной метрической связностью для любого парасасакиева многообразия. Введе-
но понятие связности, согласованной с распределением. Установлено, что на
группе Гейзенберга, наделённой парасасакиевой структурой, связность Леви-
Чивиты и контактная метрическая связность согласованы с контактным распреде-
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лением, а их контактные геодезические совпадают с геодезическими усечённой
связности. Исследовано строение контактных геодезических. Полученные в рабо-
те результаты справедливы и для многомерной группы Гейзенберга.

2. Параконтактная метрическая структура

Пусть M – гладкое многообразие нечетной размерности 2 1m n= + . Контакт-
ной формой на M называется дифференциальная 1-форма η, удовлетворяющая ус-
ловию

( ) 0ndη ∧ η ≠ .
Контактная форма η определяет вполне неголономное 2n-мерное распределение

kerH = η , которое называется контактной структурой на M. Гладкое многообра-
зие, наделенное контактной структурой, называется контактным многообразием.
Контактное распределение kerH = η  называется первым фундаментальным рас-
пределением, или горизонтальным, а 1-мерное распределение kerV d= η  – вто-
рым фундаментальным распределением, или вертикальным. Существует единст-
венное векторное поле Vξ ∈ , такое, что ( ) 1η ξ = . Поле ξ называется характери-
стическим, или вектором Риба [11–12].

Параконтактной метрической структурой на контактном многообразии M на-
зывается четвертка тензорных полей ( ), , , gη ξ ϕ , где η – контактная форма, ξ –
вектор Риба, g – псевдориманова метрика, φ – структурный эндоморфизм модуля
векторных полей на M. При этом требуется выполнение следующих условий [9]:

2 idϕ = − η⊗ ξ ; (1)

( ) ( ), ,d X Y g X Yη = ϕ ; (2)

( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y g X Y X Yϕ ϕ = − + η η . (3)
Кроме того, предполагается, что ограничение J структурного эндоморфизма φ на
контактное распределение H определяет на H паракомплексную структуру:

2J id= , собственные распределения которой H+ и H–, отвечающие собственным
значениям ±1, имеют одинаковую размерность: dim dimH H n+ −= = , а

( ) ( ), ,g JX JY g X Y= −  для векторных полей ,X Y H∈ . Ограничение псевдорима-
новой метрики g на распределение H имеет сигнатуру (n, n). Нетрудно убедиться,
что выполняются ещё и следующие равенства:

( ) 1η ξ = ,  ( ), 0d Xη ξ = ,  ( ) 0ϕ ξ = ,  0η ϕ =D ,  ( ) ( ),g X Xξ = η . (4)
Параконтактная метрическая структура называется k-контактной, если вектор Ри-
ба ξ является киллинговым. Нормальная параконтактная метрическая структура
называется парасасакиевой. В работе [9] доказано, что параконтактная метриче-
ская структура ( ), , , gη ξ ϕ  является парасасакиевой тогда и только тогда, когда
обращается в нуль следующий тензор:

[ ]( ) ( ), , , 0X Y d X Yϕ ϕ − η ξ = , (5)

где [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2, ( , ) , , , ,X Y X Y X Y X Y X Yϕ ϕ = ϕ + ϕ ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕ

– кручение Нейенхейса.
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Если M – группа Ли, то естественно рассматривать левоинвариантные пара-
контактные метрические структуры. Параконтактная метрическая структура на-
зывается левоинвариантной, если левоинвариантны определяющие её тензорные
поля , , , gη ξ ϕ .

3. Парасасакиева структура на группе Гейзенберга

Среди групповых трехмерных многообразий Тёрстона имеется нильпотентная
группа Ли вещественных матриц вида

Nil
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 y z
0 1 x
0 0 1

, ( ) 3∈x,y, z R .

Данную группу называют также группой Гейзенберга. Левые сдвиги на группе Nil
определяются следующими формулами:

1,x x c= +   2 ,y y c= +   2 3.z z c x c= + + (6)

Дифференцируя (6) по параметрам 1 2 3, ,c c c , находим левоинвариантные вектор-
ные поля на Nil – базис её алгебры Ли

1 1X = ∂ ,  2 2 3X x= ∂ + ∂ ,  3 3X = ∂ , (7)

где 1 x
∂

∂ =
∂

, 2 y
∂

∂ =
∂

, 3 z
∂

∂ =
∂

 – естественный базис векторных полей на группе

Nil.
В касательном пространстве единицы группы рассмотрим псевдоевклидову

метрику
2 2 2 2ds dx dy dz= − +

и сдвинем её в произвольную точку ( ), ,x y z . Так как dx dx= , dy dy= ,

2dz dz с dx= − , то

( )22 2 2
2ds dx dy dz с dx= − + − .

Поскольку единица группы e (0, 0, 0) сдвигается в точку ( ), ,x y z , то 2с y= .
Опуская черту над произвольной точкой, получаем следующую инвариантную
псевдориманову метрику:

( )22 2 2ds dx dy dz ydx= − + − . (8)
Теорема 1. На группе Гейзенберга существует единственная левоинвариант-

ная параконтактная метрическая структура с псевдоримановой метрикой (8), ин-
вариантная относительно группы движений, причем эта структура является пара-
сасакиевой.

Доказательство. Хорошо известно, что размерность группы движений трех-
мерного риманова или псевдориманова пространства с непостоянной кривизной
не превосходит четырех. Чтобы выяснить, допускает ли метрика (8) кроме опера-
торов сдвигов (7) и оператор вращения, необходимо проинтегрировать уравнения
инвариантности (уравнения Киллинга)

0.p p p
p ij i pj j ipX g X g X g∂ + ∂ + ∂ =
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Для метрики (8) общее решение этих уравнений имеет следующий вид:

1
4 1,X c y c= +   2

4 2 ,X c x c= +   ( )3 2 2
2 4 3

1 ,
2

X c x c x y c= + + +

где 1,c 2 ,c 3,c 4c  – произвольные постоянные. Это означает, что размерность
группы движений равна четырем, причем постоянным 1,c 2 ,c 3c  соответствуют
левоинвариантные векторные поля (7), а постоянной 4c  – оператор вращения

( )2 2
4 1 2 3

1 .
2

X y x x y= ∂ + ∂ + + ∂ (9)

Интегрируя уравнения левоинвариантности дифференциальной 1-формы
0p p

p i i pX Xα α∂ η + ∂ η =   1, 4α =

относительно векторных полей (7) и (9), находим, что ( )с ydx dzη = − + , где

0c const= ≠ . Так как d сdx dyη = ∧  и 2 0d с dx dy dzη ∧ η = ∧ ∧ ≠ , то форма η яв-
ляется контактной, а поскольку η и cη определяют одну и ту же контактную
структуру, то полагая 1c = , имеем искомую контактную форму

ydx dzη = − + . (10)

Из условий ( ), 0d Xη ξ =  и ( ) 1η ξ =  следует, что векторное поле Риба имеет вид

3ξ = ∂ . (11)
Структурный эндоморфизм φ теперь однозначно определяется условием (2). Дей-
ствительно, в координатах имеем

,p
ij ip jd gη = ϕ

откуда .k ks
j sjg dϕ = η

Так как

,ijg
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 + y 0 -y
0 -1 0
-y 0 1

  ,ksg
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠2

1 0 y
0 -1 0
y 0 1 + y

  ,ijd
⎛ ⎞
⎜ ⎟η =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 0
-1 0 0
0 0 0

то .k
j

⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 0
1 0 0
0 y 0

(12)

Условия (1) и (3) в координатах имеют вид
,k p k k

p i i iϕ ϕ = δ − η ξ

p s
ps i j ij i jg gϕ ϕ = − + η η

и легко проверяются. Так как, очевидно, 0L gξ = , то параконтактная структура
является k-контактной. Более того, данная структура является парасасакиевой.
Действительно, условие (5) в координатах имеет вид

( ) 0,p k p k k p k p k
i p j j p i p j i p i j ijdϕ ∂ ϕ − ϕ ∂ ϕ + ϕ ∂ ϕ − ϕ ∂ ϕ − η ξ =
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и для параконтактной метрической структуры ( ), , , gη ξ ϕ  (10) – (12) и (8) выпол-
няется тождественно. ■

Так как группа движений псевдоримановой метрики (8) сохраняет контактную
форму η, а следовательно, и ξ, то она сохраняет и эндоморфизм φ, т.е. группа
движений является группой автоморфизмов парасасакиевой структуры.

4. Контактная метрическая связность

Линейная связность i∇  называется контактной метрической связностью [13],
если в этой связности контактная форма η и метрический тензор g ковариантно
постоянны: i 0∇η = , i 0g∇ = . Из i 0∇η =  следует, что связность i∇  необходимо

имеет кручение, а из i 0g∇ =  следует, что ковариантный тензор деформации T
связности Леви-Чивиты ∇  кососимметричен по последним двум аргументам. Ес-
ли тензор T кососимметричен по всем своим аргументам, то имеем связность с

кососимметрическим кручением. В этом случае 1
2

T S=  и

i 1 ,
2

k k k
ij ij ijГ Г S= +

где i
k
ijГ  – коэффициенты контактной метрической связности i∇ , k

ijГ  – коэффици-

енты связности Леви-Чивиты, k
ijS  – компоненты тензора кручения, а p

ijk ij kpS S g=

– кососимметричны по всем индексам и, следовательно, определяют дифференци-
альную 3-форму – форму кручения.

Теорема 2. На группе Гейзенберга с левоинвариантной парасасакиевой струк-
турой существует единственная контактная метрическая связность i∇  с кососим-
метрическим кручением. Эта связность инвариантна относительно группы авто-
морфизмов парасасакиевой структуры и определяется следующей формулой:

i( ) ( ) ( ) ( )1, , ,
2

X Xg Y Z g Y Z d X Y Z∇ = ∇ + η ∧ η . (13)

Доказательство. Так как kp k
pg η = ξ  и k kp

ij ijpS S g= , то условие ковариантно-

го постоянства контактной формы в связности i∇  примет вид

i i 1 0
2

k k k
iji j i j k i j ij k ijkГ Г S∇ η = ∂ η − η = ∂ η − η − ξ = , (14)

где

1 ,ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

10 y 0
2

1 1y 0 -
2 2

10 - 0
2

  2 ,ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1y 0 -
2

0 0 0
1- 0 0
2

  3
ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2

10 (y -1) 0
2

1 1(y -1) 0 - y
2 2

10 - y 0
2
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– коэффициенты связности Леви-Чивиты псевдоримановой метрики (8). Если ин-
дексы i, j принимают значения (1, 1), (2, 2), (3, 3), а также (1, 3) и (2, 3), то левая
часть в (14) тождественно равна нулю. Если 1i = , 2j =  или 2i = , 1j = , то

123
1 1 0
2 2

S− =  или 213
1 0
2

S+ = ,

откуда следует, что

123 231 312 213 321 132 1S S S S S S= = = − = − = − = .

Таким образом,
( ) ,S dx dy dz d= ∧ ∧ = η ∧ η

откуда следует, что связность i∇  определяется формулой (13). Так как в силу пе-
рестановочности внешнего дифференцирования и дифференцирования Ли, 2-
форма dη инвариантна относительно группы автоморфизмов, то инвариантен и
тензор кручения и, следовательно, инвариантна и связность i∇ . ■

Вычислительная формула для коэффициентов i
k
ijГ  контактной метрической

связности i∇  имеет вид

i ( )( )1
2

k kp
ij i pj j ip p ij ijpГ g g g g d= ∂ + ∂ − ∂ + η ∧ η .

Компоненты тензора кручения и связности i∇  определяются следующими матри-
цами:

1 ,ijS
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 y 0
-y 0 1
0 -1 0

  2 ,ijS
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 1
0 0 0
-1 0 0

  3 ,ijS
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
0 1 + y 0

-(1 + y ) 0 y
0 -y 0

i1
,ijГ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 y 0
0 0 0
0 -1 0

  i
2

,ijГ
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y 0 0
0 0 0
-1 0 0

  i
3

.ijГ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

20 y 0
-1 0 0
0 -y 0

Заметим, что в связности i∇  все структурные тензоры парасасакиевой структуры
ковариантно постоянны.

Теорема 3. Линейная связность i∇ , определённая формулой (13), является
контактной метрической связностью для любого парасасакиева многообразия.

Доказательство. Так как связность i∇  имеет кососимметрическое кручение,
то она является метрической. Известно (см., например, [11, 12]), что на контакт-
ном многообразии существует атлас Дарбу, в каждой карте которого контактная
форма η имеет вид

1 1 2...n n n mx dx x dx dx+η = − − − + .

В координатах Дарбу
1 1 2...n n nd dx dx dx dx+η = ∧ + + ∧ ,  .mξ = ∂
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Найдем ковариантную производную от контактной формы

i i ( )

( )

1 1
2 2

1 1 .
2 2

k kp pk
iji j i j k i j i pj j ip p ij k ijp k

i j i mj j im m ij ijm

Г g g g g S g

g g g S

∇ η = ∂ η − η = ∂ η − ∂ + ∂ − ∂ η − η =

= ∂ η − ∂ + ∂ − ∂ −

Так как ( ) 0ijmdη ∧ η = , а 1mη = , то ( )ijm ijS d= η . Поскольку парасасакиева

структура является k-контактной, то вектор ξ является киллинговым и, следова-
тельно, уравнения Киллинга

0k k k
k ij i kj j ikg g gξ ∂ + ∂ ξ + ∂ ξ =

обращаются в тождество, откуда следует, что 0m ijg∂ = . Теперь ковариантная
производная от формы η примет вид

i ( ) ( )1 1
2 2

i j i j i mj j im ijg g d∇ η = ∂ η − ∂ + ∂ − η .

Из условия (3) следует, что
( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y h X Y X Y= − + η η ,

где ( ) ( ), ,h X Y g X Y= ϕ ϕ . Структурный эндоморфизм определяется условием (2),
поэтому

( ) ( )s p sl pk
ij sp i j sp li kih g g g d g d= ϕ ϕ = η η .

Но ( ) 0imdη = , тогда и 0imh = , следовательно,

,mj m j jg = η η = η   ,im i m ig = η η = η

и

i ( ) ( )1 1
2 2

1 1 1 1 0.
2 2 2 2

i j i j i j j i i j j i

i j j i i j j i

∇ η = ∂ η − ∂ η + ∂ η − ∂ η − ∂ η =

= ∂ η − ∂ η − ∂ η + ∂ η =  ■

Замечание 1. Из доказательства данной теоремы следует, что связность i∇  яв-
ляется контактной метрической для любой k-контактной параконтактной метри-
ческой структуры.

5. Связность, согласованная с распределением. Геодезические

Пусть M – гладкое n-мерное многообразие и H – распределение на M, т.е. со-
вокупность { }pH  r-мерных подпространств касательных пространств pT M ,
гладко зависящих от p M∈ . Линейную связность ∇  назовём согласованной с
распределением H, если через каждую точку p в каждом касательном направле-
нии p pv H∈  проходит единственная геодезическая, касающаяся распределения
H. Такие геодезические назовём контактными геодезическими связности ∇ .

Пусть g – (псевдо) риманова метрика на M, ∇  – связность Леви-Чивиты. Ор-
тогональная проекция ∇  связности ∇  на распределение H называется усеченной
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связностью [1, 2]. В неголономной механике считается, что механическая система
с лагранжианом L и неголономным распределением H на конфигурационном про-
странстве движется по траектории, которая, вообще говоря, не является решением
вариационной задачи на минимум. В [1] доказано, что траектории движения такой
системы с квадратичным лагранжианом являются геодезическими усеченной
связности.

Теорема 4. На группе Гейзенберга, наделенной парасасакиевой структурой
( ), , , gη ξ ϕ , связность Леви-Чивиты ∇  является связностью, согласованной с кон-
тактным распределением kerH = η , а её контактные геодезические совпадают с

геодезическими усечённой связности ∇ .
Доказательство. Рассмотрим неголономное поле реперов { }, ip e , адаптиро-

ванных к структуре почти произведения H V⊕ :

1 1 3e y= ∂ + ∂ ,  2 2e = ∂ ,  3 3e = ∂ ,

где первые два векторных поля 1,e  2e  принадлежат контактному распределению
H, а 3e = ξ  принадлежит распределению V. Разложения коммутаторов координат-
ных векторных полей

, k
i j ij ke e e⎡ ⎤ = Ω⎣ ⎦

являются структурными уравнениями поля реперов { }, ip e , а коэффициенты раз-

ложения k
ijΩ  определяют объект неголономности. Для рассматриваемого поля ре-

перов имеем
[ ]1 2 3, ,e e e= −   [ ]1 3, 0,e e =   [ ]2 3, 0.e e =

Таким образом, 3 3
12 21 1,Ω = −Ω = −  остальные компоненты равны нулю. Дуальный

реперу { }, ip e  корепер { }, jp θ  определяется условием ( )j j
i ieθ = δ , откуда следу-

ет, что
1 dxθ = ,  2 dyθ = ,  3 ydx dzθ = − + .

Репер { }, ip e  является ортонормированным относительно псевдоримановой мет-

рики (8): 0,i je e⋅ =  2
1 1,e =  2

2 1,e = −  2
3 1,e = поэтому в этом репере метрика (8)

имеет стандартный вид

( )
2 2 21 2 3, ,g X X X X X= − +

где iX  – неголономные координаты вектора i
iX X e= .

Вычислим неголономные коэффициенты k
ijγ  связности Леви-Чивиты ∇ :

i

k
e j ij ke e∇ = γ . Применяя известную вычислительную формулу (см., например,

[14]), находим, что

( )1
2

k ks l l l
ij ij sl si jl sj ilγ = δ Ω δ + Ω δ + Ω δ ,

где 0ij
ijδ = δ = , если ,i j≠  11 33

11 33 1δ = δ = δ = δ = , а 22
22 1δ = δ = − . Имеем сле-

дующие ненулевые коэффициенты связности ∇ :
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1 1
23 32

1 ,
2

γ = γ = −   2 2
13 31

1 ,
2

γ = γ = −   3 3
12 21

1 .
2

γ = −γ = −

Ортогональная проекция связности ∇  на контактное распределение, т.е. усе-
чённая связность ∇  определяется коэффициентами k

ijγ : i
k

e j ij ke e∇ = γ , где k k
ij ijγ = γ

( , , 1, 2i j k = ), поэтому 0e ji e∇ = . Горизонтальная кривая γ: ( )i ix x s=  ( 1 ,x x=
2 ,x y=  3 ,x z=  s – естественный параметр) называется горизонтальной геодези-

ческой, если она является геодезической относительно усечённой связности ∇ :
0γ∇ γ =� � , где γ�  – поле касательных векторов кривой γ. Пусть ( )1,3ix i =�  – естест-

венные координаты поля γ� : i
ixγ = ∂� � , а ( )1, 2iv i =  – неголономные координаты

поля γ�  в базисе { }1 2,e e : i
iv eγ =� . Так как

( ) ( ) ( ) ,i i k i k i kk
k i k k i kv ee ei iv v e v e v v e v e v e=γ∇ γ = ∇ + ∇ =� �

то уравнения геодезических примут вид

( ) 0i k
iv e v = . (15)

Переписав уравнения (15) в естественных координатах, получим дифференциаль-
ные уравнения геодезических усечённой связности ∇ :

2

2 0,d x
ds

=   
2

2 0,d y
ds

=   .dz dxy
ds ds

= (16)

Интегрируя уравнения (16), находим параметрические уравнения геодезических

1 1,x a s b= +   2 2 ,y a s b= +   2
1 2 1 2 3

1
2

z a a s a b s b= + + . (17)

Дифференциальные уравнения геодезических связности Леви-Чивиты имеют вид
2

2 0,d x dx dy dy dzy
ds ds ds dsds

+ − =

22

2 0,d y dx dx dzy
ds ds dsds

⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
2

2
2 1 0.d z dx dy dy dzy y

ds ds ds dsds
+ − − =

Для контактных геодезических dz dxy
ds ds

= , поэтому они определяются следующей

системой:
2

2 0,d x
ds

=   
2

2 0,d y
ds

=   
2

2 0,d z dx dy
ds dsds

− =

откуда 1 1,x a s b= +   2 2 ,y a s b= +   1 2 3 3
1 .
2

z a a s a s b= + +
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Но ( )1 2 3 2 2 1
dz a a s a a s b a
ds

= + = + , поэтому 3 1 2a a b= , и, следовательно, контактные

геодезические связности ∇  совпадают с геодезическими усеченной связности ∇ . ■
Замечание 2. Контактная метрическая связность i∇  с кососимметрическим

кручением имеет такие геодезические, что и связность Леви-Чивиты ∇ . Оказыва-
ется, что и проекции связностей ∇  и i∇  совпадают. Действительно, так как

1 2 3,dη ∧ η = θ ∧ θ ∧ θ

то имеем следующие ненулевые компоненты i ik ks
ij ijsS S= δ  ( )22 1δ = −  тензора кру-

чения iS :

i i i3 1 2
12 23 31 1,S S S= = − =  i i i3 1 2

21 32 13 1.S S S= = − = −

Так как i1 ,
2

kk k
ijij ij Sγ = γ +�  то 2 1

31 32 1γ = γ = −� � , остальные нули, то i 0e ji e∇ =  ( ), 1, 2i j = ,

т.е. i∇ = ∇ . Таким образом, контактная метрическая связность i∇  также согласо-
вана с контактным распределением, и её контактные геодезические совпадают с
геодезическими усеченной связности i∇ = ∇ . Заметим, что i 0∇η = , а 0∇η ≠ .

Примером связности, несогласованной с контактным распределением, может
служить полусимметрическая связность, определенная контактной формой (10) и
метрическим тензором (8).

При исследовании строения контактных геодезических, в силу левоинвари-
антности парасасакиевой структуры и связности ∇ , можно ограничиться геоде-
зическими, выходящими из единицы группы

1 ,x a s=   2 ,y a s=   1 2
1 .
2

z a a s= (18)

Кроме того, мы отождествим группу Гейзенберга Nil с 3R , поставив в соответст-
вие каждой матрице из Nil с определяющими элементами x, y, z точку
( ) 3, ,x y z ∈ R , при этом ортонормированному реперу { }1 2 3, , ,p e e e  в единице груп-

пы будет соответствовать репер { }, , ,O i j k  в 3R , где ( )0,0,0O = , ( )1,0,0=i ,
( )0,1,0=j , ( )0,0,1=k . Этот репер является ортонормированным относительно

стандартной евклидовой метрики Eρ  в 3R . Контактной плоскости в единице
группы соответствует координатная плоскость Oxy . Единичный вектор ( )1 2,a aa
этой плоскости определяет направление геодезической. Обозначим направленный
угол между i  и a  через θ . Тогда уравнения геодезических (18) примут вид

cos ,x s= θ   sin ,y s= θ   21 cos sin .
2

z s= θ θ (19)

Если cos sin 0θ θ ≠ , первые два уравнения (19) в плоскости Oxy определяют
прямую l с направляющим вектором a , а третье уравнение – параболу в плоско-
сти Olz. Если cos sin 0θ θ = , то при sin 0θ =  геодезической является ось Ox, если
cos 0θ = , то ось Oy. При малых θ sin 0θ → , коэффициент cos sin 0θ θ >  мал и
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ветви параболы расположены в подпространстве 0z ≥  и парабола мало отличает-

ся от прямой Ox. С возрастанием θ это различие растёт и при 
4
π

θ =  достигает

своего максимума. При 
4
π

θ >  происходит «распрямление» параболы и при 
2
π

θ =

cos 0θ =  парабола «превращается» в прямую Oy. При 
2
π

θ >  ветви параболы

«опускаются вниз» ( )0z ≤ . С увеличением θ парабола становится «круче», дости-

гает своего максимума при 3
4
π

θ = , затем опять распрямляется и становится пря-

мой Ox при θ = π . Далее ветви параболы опять поднимаются вверх. В третьем ко-

ординатном угле 3
2
π⎛ ⎞π < θ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 имеем те же параболы, что и в первом 0

2
π⎛ ⎞< θ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

а в четвертом 3 2
2
π⎛ ⎞< θ < π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 те же самые что и во втором 

2
π⎛ ⎞< θ < π⎜ ⎟

⎝ ⎠
, т.е. на-

правления a  и -a  определяют одну и ту же геодезическую. Заметим, что ортого-
нальные проекции парабол на соответствующие контактные плоскости являются
прямыми линиями.

Ограничение псевдоримановой метрики (8) на контактное распределение яв-
ляется псевдоевклидовой метрикой

2 2 2
H

ds dx dy= − . (20)

В контактной плоскости Oxy направления y x= ±  являются изотропными относи-
тельно метрики (20). Именно геодезическая в изотропном направлении имеет
максимальное отклонение от прямой линии.

Замечание 3. Результаты данной работы справедливы и для многомерной
группы Гейзенберга [6–8]

,Nil
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

t t
n

1 y z
θ E x
0 θ 1

где ( )tt 1 nx = x ... x , ( )n+1 2ny = x ... x , ( ) n∈θ = 0 ... 0 R , ∈z R , nE  –

единичная матрица размера n n× . Структурные тензоры ( ), , , gη ξ ϕ  парасасакие-
вой метрической структуры на Nil имеют следующий вид

1 1 2... ,n n n mx dx x dx dx+η = − − − +   ,mξ = ∂

( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 22 1 1 1 2... ... ... ,n nn n n n mds dx dx dx dx x dx x dx dx+ += + + − − − + − − − +

,k
j

⎛ ⎞
⎜ ⎟

ϕ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

* t
n

* t
n

*

Ο E θ
E Ο θ
θ y 0
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где ( )* 2n n+1y = x ... x , Ο  – нулевая n n× -матрица, *
nE  – n n× -матрица, нену-

левыми элементами которой являются единицы по побочной диагонали. Анало-
гичное поведение геодезических мы наблюдем и в многомерном случае. Если до-
пустимые направления лежат в координатных плоскостях ( ), ne eα +α , 1, nα ∈ , то
геодезические ведут себя так же, как и в трехмерном случае. Все координатные
прямые репера { }, iO e , 1, 2i n∈  являются геодезическими. Кроме того, все пря-
мые, лежащие в координатных плоскостях, отличных от ( ), ne eα +α , также являют-
ся геодезическими.
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ТУНГУССКОЙ СИНЕКЛИЗЫ

И ЯКУТСКО-ВИЛЮЙСКОЙ КРУПНОЙ ИЗВЕРЖЕННОЙ ПРОВИНЦИИ1

Рассматривается численное моделирование напряженно-деформированного
состояния участков литосферы в некоторых областях месторождений полез-
ных ископаемых. В качестве объектов исследования выбраны двумерные
структурные модели Вилюйской и Тунгусской синеклиз на основе профиля
«Кимберлит-1981». Для описания процессов деформирования применена
модель упругопластической среды с неассоциированным законом течения в
форме Друкера – Прагера – Николаевского, которая была адаптирована с
использованием модели «jelly sandwich». Локализация пластической дефор-
мации, области положительных горизонтальных напряжений соответствуют
местонахождениям полезных ископаемых.

Ключевые слова: распределения напряжений и деформаций, численное мо-
делирование, метод конечных разностей, континентальная литосфера, уп-
ругопластическая среда, Вилюйская синеклиза, Тунгусская синеклиза, модель
«jelly sandwich», геологический профиль «Кимберлит-1981».

Природа формирования литосферы является одной из основных научных про-
блем современной геодинамики [1]. В настоящее время решение многих фунда-
ментальных проблем осуществляется на основе междисциплинарного подхода,
который требует привлечения сведений и методов из разных областей наук. При
таком подходе к указанной проблеме одной из задач ее комплексного анализа яв-
ляется изучение напряженно-деформированного состояния (НДС) литосферы. Эта
задача геомеханики сводится к решению задачи механики деформируемого твер-
дого тела с учетом геолого-геофизических особенностей регионов и механизмов
неупругого деформирования геологических сред [2]. При этом структурная мо-
дель геосреды определяется геологическим строением исследуемого объекта.
Важнейшее значение для получения достоверных результатов имеет также выбор
адекватной модели геосреды. Развитие численных методов и вычислительной
техники позволяет решать данный класс задач с достаточно детальным рассмот-
рением неоднородности структуры земной коры и с учетом сложной реологии
геологических сред.

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-31-

90034. Компьютерная программа для выполнения исследований была модифицирована в рамках го-
сударственного задания ИФПМ СО РАН, тема номер FWRW-2022-0003.



Компьютерное моделирование напряженно-деформированного состояния 53

Одним из крупных и важных геологических объектов на территории Россий-
ской Федерации является Сибирский кратон, который представляет собой древ-
нюю стабильную платформу, сложенную из разных геологических структур. На
его территории отмечается большое количество месторождений разнообразных
полезных ископаемых [3]. Геологическая структура данного региона была хорошо
изучена с помощью экспериментальных методов, начиная от полевых экспедиций
и заканчивая анализом и обработкой космических съёмок [4]. Из-за большой про-
тяженности Сибирского кратона на его границах происходят разные геомеханиче-
ские процессы, такие, как сжатия, сдвиги, растяжения, которые сильно влияют на
внутренние процессы преобразования горных пород. Анализ влияния геотектони-
ческих процессов сжатия и растяжения на формирование НДС срединной части
Енисейского кряжа и северной части Вилюйской синеклизы был проведен нами
в предыдущих работах [5, 6]. Данная статья является дальнейшим этапом этих
исследований. В этой работе в качестве объектов исследования были выбраны
южная часть Вилюйской синеклизы и срединная часть Тунгусской синеклизы,
где проходит геологический профиль «Кимберлит-1981» [7, 8]. Геологическая
структура Тунгусской синеклизы представляет собой впадину округлой формы,
вызванную опусканием кристаллического фундамента на глубину порядка 3–5 км.
При этом стоит заметить, что по данным геофизиков на территории Тунгусской
синеклизы происходит возникновение мантийного плюма на ранней стадии, кото-
рая в дальнейшем приведёт к высокой деформации земной коры. Вилюйская си-
неклиза которую в ряде источников называют Якутско-Вилюйской крупной из-
верженной провинцией, является областью массового проявления внутриплитно-
го магматизма, которая сформировалась в результате внедрения огромных объе-
мов мантийных магм за относительное короткое время [9, 10].

Цель данной статьи – анализ НДС Вилюйской и Тунгусской синеклиз на осно-
ве разработанных структурных моделей изучаемых объектов и физико-математи-
ческой модели деформирования литосферы. В рамках данного анализа предпола-
галось выявить связь между особенностями НДС участков литосферы и местопо-
ложениями полезных ископаемых в них.

Структурные модели Вилюйской и Тунгусской синеклиз

В 80-е и 90-е годы XX века на территории бывшего СССР и современной Рос-
сии была проведена глобальная работа по исследованию литосферы на предмет
поиска полезных ископаемых и анализа фундаментальных геологических особен-
ностей структуры горных массивов в рамках проекта «Комплексного освоения
земных недр СССР». Итогом данной работы было получение данных для геофи-
зических профилей, которые проходили по многим ключевым геологическим об-
ластям бывшего СССР [7]. По интересующим нас областям проходит геологиче-
ский профиль «Кимберлит-1981», ориентация которого представлена на рис. 1.

Геологический профиль «Кимберлит-1981» проходит по территориям Тунгус-
ской синеклизы и южной части Вилюйской синеклизы, которые являются частями
Лено-Вилюйской и Лено-Тунгусской нефтегазоносных провинций – крупнейших
месторождений нефти и газа в Сибири [11, 12]. Часть геологического профиля
«Кимберлит-1981», представлена на рис. 2 вместе с геофизическими данными, ко-
торые получены на основе метода глубинного сейсмического зондирования.
Представленные на рис. 2 данные по Вилюйской и Тунгусской синеклизам со-
держат значения скоростей продольных и поперечных волн, выделенные границы
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осадочного чехла и границы Мохо, а также зоны разломов. Протяженность вы-
бранного участка Вилюйской синеклизы составляет 360 км, а Тунгусской синек-
лизы – 879 км, глубина обоих объектов равна 60 км.

Рис. 1. Ориентация профиля «Кимберлит-1981» на геолого-структурной карте России [7]
Fig. 1. Orientation of the Kimberlit-1981 profile on the geological and structural map of Russia [7]

b

a

К

М

К

М

Рис. 2. Части геологического профиля «Кимберлит-1981»,
охватывающие территории Вилюйской (а) и Тунгусской (b) синеклиз

Fig. 2. Parts of the Kimberlit-1981 geological profile
comprising the areas of (a) Vilyui and (b) Tunguska syneclises

Вилюйская синеклиза разделяется на серию геологических объектов, таких как
Ыгыаттинская впадина, Сунтарское поднятие, Кемпендяйская впадина и Южно-
Вилюйская ступень (рис. 2, а). Здесь наблюдается сильная деформация кристал-
лического фундамента, нижняя граница которого обозначена на рис. 2, а буквой К
справа у вертикальной оси координат, в виде прогиба, который уходит на глубину
порядка 10 км в районе Кемпендяйской впадины. Далее в западном направлении
фундамент поднимается в районе Сунтарского поднятия и снова опускается до
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глубины 5 км в Ыгыаттинской впадине. Верхний слой литосферы, который гра-
ничит с кристаллическим фундаментом, является южной оконечностью Вилюй-
ского осадочного бассейна, осадочные породы которого накапливались в течение
многих миллионов лет. На основе геофизических данных профиля, литосфера со-
ставлена из серии блоков, разделенных субвертикальными фронтальными разло-
мами, которые доходят до границы Мохо, обозначенной буквой М справа у вер-
тикальной оси координат, – линии раздела земной коры и мантии.

Схожую геологическую картину имеет Тунгусская синеклиза, в составе кото-
рой выделяют следующие геологические объекты: Бахтинско-Курейское подня-
тие, Западно-Тунгусская ступень, Кочечумо-Туринская впадина и Восточно-
Тунгусская ступень. На рис. 2, b можно увидеть небольшую деформацию кри-
сталлического фундамента, нижняя граница которого также обозначена буквой К.
Глубина верхней границы фундамента колеблется в диапазоне 3–8 км, макси-
мальное осаждение фундамента наблюдается в районе Кочечумо-Туринской впа-
дины, а наименьшее осаждение – в районах Восточно-Тунгусской ступени и Бах-
тинско-Курейского поднятия. Здесь, также как и на рис. 2, а, наблюдаются суб-
вертикальные разломы, которые проявляются между границами геологических
областей. Кроме указанных геологических областей и разломов, на геологических
профилях приведены границы, разделяющие слои земной коры, в которых отме-
чаются различные скорости продольных и поперечных волн. Это свидетельствует
о том, что плотностные и упругие свойства в них также отличаются. На основе
вышеуказанных геолого-геофизических данных были созданы двумерные струк-
турные модели исследуемых регионов, которые представлены на рис. 3.

b

a

Рис. 3. Компьютерные структурные модели Вилюйской (а) и Тунгусской (b) синеклиз
вдоль геологического профиля «Кимберлит-1981»

Fig. 3. Computer structural models of the (a) Vilyui and (b) Tunguska syneclises
along the Kimberlit-1981 geological profile

Представленные модели отражают слоистую неоднородность литосферы. Ка-
ждый из слоёв отличается индивидуальными физико-механическими свойствами,
что оказывает влияние на распределения напряжений и деформаций в литосфере
под воздействием гравитации, а также тектонических напряжений. Упругие свой-
ства были определены на основе данных о плотности геосреды и скоростях про-
дольных и поперечных упругих волн, полученных на основе геофизических дан-
ных профиля «Кимберлит-1981». Об определении прочностных свойств в рамках
модели упругопластической среды речь пойдет в следующем разделе статьи.
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Т а б л и ц а  1

Упругие и прочностные свойства слоёв земной коры и верхней мантии
Вилюйской синеклизы вдоль геологического профиля «Кимберлит-1981»

Свойства осадоч-
ный
слой

слой 2 слой 3 слой 4 слой 5 верхняя
мантия
(слой 1)

верхняя
мантия
(слой 2)

Плотность, г/см3 2.785 2.880 2.965 3.05 3.136 3.26 3.26

Модуль сдвига, ГПа 33.62 39.855 39.776 44.748 54.07 47.16 47.16

Модуль всесторон-
него сжатия, ГПа 51.455 60.987 71.221 75.64 80.681 77.13 77.13

Когезия, МПа 5 5×Y(H) 10 10 10×Y(H) 3 3×Y(H)

Коэффициент внут-
реннего трения 0.2 0.005 0.2 0.2 0.005 0.2 0.001

Коэффициент дила-
тансии 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.001

Т а б л и ц а  2

Упругие и прочностные свойства слоёв земной коры и верхней мантии
Тунгусской синеклизы вдоль геологического профиля «Кимберлит-1981»

Свойства осадоч-
ный
слой

слой 2 слой 3 слой 4 слой 5 верхняя
мантия
(слой 1)

верхняя
мантия
(слой 2)

Плотность, г/см3 2.821 2.91 2.99 3.077 3.163 3.25 3.25

Модуль сдвига, ГПа 32.19 39.54 41.07 48.10 46.47 45.92 45.92

Модуль всесторон-
него сжатия, ГПа 52.51 64.5 67.22 88.93 78.59 76.42 76.42

Когезия, МПа 5 5×Y(H) 10 10 10×Y(H) 3 3×Y(H)

Коэффициент внут-
реннего трения 0.2 0.005 0.2 0.2 0.005 0.2 0.001

Коэффициент дила-
тансии 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.001

Математическая постановка задачи

В основу математической постановки, позволяющей описать НДС участков
литосферы в условиях геодинамического влияния, лежат фундаментальные урав-
нения механики деформируемого твердого тела и определяющие соотношения [6,
13]. К фундаментальным уравнениям относятся законы сохранения массы, им-
пульса и энергии. К определяющим соотношениям относятся уравнения, позво-
ляющие описать особенности механического поведения геосреды, в данном слу-
чае – упругопластического. Поскольку применяется модель баротропной среды,
закон сохранения энергии не является необходимым для замыкания системы
уравнений и может быть рассмотрен отдельно. Для описания упругопластическо-
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го деформирования применена гипотеза аддитивного разложения полного тензора
деформаций и тензора скоростей деформации на упругую и пластическую состав-
ляющие. Таким образом, два класса представленных уравнений позволяют полу-
чить замкнутую систему уравнений. Описание нелинейного упругого отклика
среды производится с помощью модели гипоупругости (связь между скоростями
напряжений и скоростями деформаций) [13].

Для описания пластических течений в геосреде, была использована модель
Друкера – Прагера – Николаевского с неассоциированным законом течения, кото-
рая позволяет независимо описать процессы дилатансии и внутреннего трения.
Предельная поверхность напряжений записана в виде условия Друкера – Прагера:

1 2
1 2

α= + = 0
3

f J J Y− , (1)

где f(σij) – поверхность текучести; J1 – первый инвариант тензора напряжений;
J2 – второй инвариант девиатора тензора напряжений; Y – когезия; α – коэффици-
ент внутреннего трения. В случае неассоциированного закона течения пластиче-
ский потенциал не совпадает с функцией пластичности и в соответствии с теорией
Николаевского принимается в виде

2 1 1
Λ α(σ ) = + 2 +
3 3ijg J J Y J const⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (2)

где Λ  – коэффициент дилатансии.
Для описания процессов пластического деформирования в геосредах на рас-

сматриваемых глубинах необходимо задать параметры рассмотренной модели
с учетом влияния геодинамических факторов на реологические свойства среды.
В настоящее время для оценки напряженного состояния литосферы применяются
теоретические модели, которые учитывают геофизические особенности геосреды
в разных регионах [14]. В качестве характеристики предельного напряженного со-
стояния в моделях подобного типа используются так называемые «дифференци-
альные напряжения» (differential stress) ∆σ = σ1 – σ3, т.е. разность максимального и
минимального главных нормальных напряжений. Также данная разность равна
удвоенным максимальным главным касательным напряжениям 2τ. Зависимость
«дифференциальных напряжений» от глубины имеет ряд особенностей, обуслов-
ленных неявным учетом таких параметров, как температура, флюиды и метамор-
физм горных пород. В нашем случае была выбрана модель «jelly sandwich», отве-
чающая требованиям геодинамической обстановки и геофизического состояния,
характерным для Сибирского кратона [15–17]. Чтобы соблюсти условие равно-
весного напряженного состояния геосреды, в рамках модели «jelly sandwich» при-
нимается, что прочные слои земной коры уравновешиваются упрочнённым слоем
верхней мантии. Она предполагает также наличие ослабленного слоя внизу зем-
ной коры, что и обусловило ее название. Для использования модели «jelly
sandwich» нам необходимо найти связь параметров модели Друкера – Прагера с
«дифференциальными напряжениями». Для этого перепишем условие текучести
Друкера – Прагера в виде

1 2
2J Y P= + α . (3)

Здесь вместо первого инварианта тензора напряжений используется гидродина-
мическое давление P = −J1/3. Воспользуемся выражением, связывающим второй
инвариант девиатора тензора напряжений с максимальными главными касатель-
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ными напряжениями и связью максимальных главных касательных напряжений с
«дифференциальными напряжениями»

2 2
2 (1 3)J σ= − μ τ ; (4)

1 3( ) 2 2τ = σ − σ = ∆σ . (5)
Здесь μσ = 2(σ2 – σ3)/(σ1 – σ3) – 1 – параметр Лоде – Надаи. Подставляя в выраже-
ние (4) выражения (3) и (5), получим искомую зависимость дифференциальных
напряжений от параметров модели Друкера – Прагера (когезии и коэффициента
внутреннего трения)

2 1 22( )(1 3)Y P −
σ∆σ = + α − μ . (6)

В это выражение также входят давления и параметр Лоде – Надаи. Формула (6)
позволяет путём варьирования когезии и коэффициента внутреннего трения полу-
чать напряженное состояние, соответствующее изменению «дифференциальных
напряжений» с глубиной, которое соответствует модели «jelly sandwich».

На рис. 4 представлены распределения «дифференциальных напряжений» с
изменением глубины геосреды по теоретической модели «jelly sandwich», а также
соответствующие этой модели изменения коэффициента внутреннего трения и
когезии в зависимости от глубины слоёв земной коры и верхней мантии. Как вид-
но из рис. 4, а, зависимость «дифференциальных напряжений» характеризуется
чередованием зон упрочнения и разупрочнения слоёв земной коры и верхней ман-
тии. Как можно заметить, зоны упрочнения и разупрочнения имеют разную про-
тяженность. Размеры этих зон определяются толщинами слоёв земной коры и
верхней мантии, которые мы получаем на основе геофизических данных геологи-
ческих профилей. Важным параметром, определяющим линейное упрочнение в
определенных слоях литосферы, является общее давление, которое также линейно
растет с увеличением глубины. Поэтому величины когезии и коэффициента внут-
реннего трения, представленные на рис. 4, b и 4, c соответственно, в зонах упроч-
нения имеют постоянное значение. Разупрочнение в двух слоях земной коры на
глубинах около 10 и 40 км обусловлено наличием флюидов и фазовыми перехо-
дами в горных породах под действием общего давления и температуры [16, 17].
В этих зонах разупрочнения когезия падает с ростом глубины по квадратичному
закону, а коэффициенты трения имеют минимальное значение.

Выбор граничных условий для расчетов обусловлен геодинамической ситуа-
цией на территориях Вилюйской и Тунгусской синеклиз, где происходит процесс
растяжения, возникающий в результате возникновения суперплюма в мантийном
слое [9, 10]. Построенные структурные модели находятся под действием гравита-
ционных сил, и так как математическая постановка задачи осуществляется в ско-
ростной форме, то на левой и правой границах моделей заданы горизонтальные
скорости, моделирующие процесс геодинамического растяжения. На нижней го-
ризонтальной границе заданы нулевые значения вертикальной скорости, а в рай-
оне земной поверхности (верхняя граница расчетной области) заданы условия
свободной поверхности. Сначала решалась задача установления НДС под дейст-
вием силы тяжести, а затем проводилось моделирование геодинамического про-
цесса растяжения. Для снижения влияния динамических эффектов применяемого
конечно-разностного метода Уилкинса при расчете равновесного НДС исследуе-
мой области при задании силы тяжести и горизонтальных скоростей на боковых
границах были использованы плавные функции их роста во времени [18].
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Рис. 4. Распределение прочности литосферы (а), когезии (b) и ко-
эффициента внутреннего трения (c) в зависимости от глубины
слоёв земной коры и верхней мантии
Fig. 4. Distribution of the (a) strength of the lithosphere, (b) cohesion,
and (c) internal friction coefficient depending on the depth of layers of
the earth’s crust and upper mantle

Результаты моделирования и их обсуждение

На основе проведенных ранее исследований на сеточную сходимость [6] была
взята расчётная сетка с размером ячейки 500×500 м. С использованием выбранной
расчётной сетки было выполнено численное моделирование процесса растяжения
выбранных участков литосферы Вилюйской и Тунгусской синеклиз. Для оценки
влияния блочной структуры земной коры на деформирование верхнего слоя
земной коры было проведено сравнение рельефа, полученного в ходе численного
моделирования, с реальным рельефом, полученным с помощью программы
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Google Earth [19]. На рис. 5 представлены результаты сравнения для Вилюйской
сиинеклизы.
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Рис. 5. Реальный рельеф (а) и рельеф, полученный в ходе компьютерного
моделирования (b) на территории Вилюйской синеклизы

Fig. 5. (a) Real relief and (b) relief obtained during computer modelling
for the region of the Vilyui syneclise

Оценивая рис. 5, можно наблюдать, что рельеф, полученный в ходе численно-
го моделирования, в подробностях не совпадает с реальным рельефом, но грубые
его изменения соответствуют геологическим обозначениям областей, а именно
поднятиям и впадинам, зонам разломов и местонахождению русла реки Лена. Это
означает, что кроме геодинамических воздействий блочной структуры литосферы
на формирование реального рельефа оказали влияние и другие процессы, напри-
мер эрозия горных пород.

Представленные на рис. 6 распределения интенсивности пластических дефор-
маций свидетельствуют о том, что локализация пластической деформации возни-
кает вдоль границы Мохо, а также в виде наклонных полос в некоторых регионах,
определяемых кривизной слоёв земной коры и верхней мантии. Некоторые поло-
сы локализованной пластической деформации располагаются в местах субверти-
кальных разломов, что свидетельствует о возможном влиянии кривизны кристал-
лического фундамента на их появление. Следует отметить, что часть полос лока-
лизованной пластической деформации формируются только в одном слое земной
коры (например, в Кемпендяйской впадине), а часть – пересекают всю литосферу.
Среди приповерхностных слоев земной коры более подвержена пластическому
деформированию область Сунтарского поднятия, на территории которой распо-
ложена Лено-Вилюйская нефтегазоносная провинция. В районах Кочечумо-
Туринской впадины и Западно-Тунгусской ступени, на территориях которых рас-
положена Лено-Тунгусская нефтегазоносная провинция, также отмечается высо-
кая концентрация полос локализованной пластической деформации.
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Рис. 6. Распределение пластической деформации в слоях литосферы на территориях
Вилюйской (а) и Тунгусской (b) синеклиз вдоль геологического профиля «Кимберлит-1981»

Fig. 6. Distribution of plastic strain in lithosphere layers in the areas of the (a) Vilyui
and (b) Tunguska syneclises along the Kimberlit-1981 geological profile

Распределения горизонтальных напряжений, представленные на рис. 7, опре-
деляются слоистой неоднородностью литосферы, а также сложением гравитаци-
онного вертикального сжатия с геодинамическим процессом горизонтального
растяжения. Положительные значения горизонтальных напряжений сосредоточе-
ны вблизи земной поверхности в тех местах, где проявляются зоны разломов – на
территориях Сунтарского поднятия, Ыгыаттинской впадины и на границе Кейпе-
дянской впадины и Южно-Вилюйской ступени, а также Кочечумо-Туринской
впадины и Западно-Тунгусской ступени. Эти районы выделены прямоугольника-
ми на рис. 7. На протяжении всей глубинной структуры геологического объекта
наблюдается неоднородность распределения горизонтальных напряжений, кото-
рая определяется изменением прочностных свойств литосферы с глубиной.

b

a

Рис. 7. Распределение горизонтальных напряжений в слоях земной коры и верхней мантии
на территориях Вилюйской (а) и Тунгусской (b) синеклиз вдоль геологического профиля
«Кимберлит-1981»
Fig. 7. Distribution of horizontal stresses in layers of the Earth’s crust and upper mantle in the ar-
eas of the (a) Vilyui and (b) Tunguska syneclises along the Kimberlit-1981 geological profile
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На рис. 8 представлено распределение отклонения рассчитанных значений
давления от литостатического давления. Неравномерность распределения давле-
ния обусловлена не только слоистой неоднородностью земной коры и верхней
мантии, но и зонами локализации неупругой деформации, что обусловлено след-
ствием дилатансионных процессов при пластическом деформировании горных
пород. На рис. 8, а наблюдаются отрицательные значения отклонений давления в
районе границы Мохо, где она имеет максимальную кривизну, которая соответст-
вует группе крупных разломов на границе Кемпендяйской впадины и Сунтарско-
го поднятия. На территории Тунгусской синеклизы отрицательные значения от-
клонений давления наблюдаются в районах земной поверхности, соответствую-
щих зонам положительных горизонтальных напряжений на рис. 7, b. Зоны пони-
женных давлений могут вызывать концентрацию флюидов и соответствующих
природных ископаемых.

b

a

Рис. 8. Отклонение давления от литостатического давления в слоях литосферы на террито-
риях Вилюйской (а) и Тунгусской (b) синеклиз вдоль геологического профиля «Кимбер-
лит-1981»
Fig. 8. Deviation of pressure from lithostatic pressure in the lithosphere layers in the areas of the
(a) Vilyui and (b) Tungus syneclises along the Kimberlit-1981 geological profile

Заключение

Представлена математическая модель, позволяющая исследовать НДС и гео-
тектонические процессы в литосфере. Для задания изменения параметров модели
пластичности Друкера – Прагера – Николаевского с глубиной была использована
прочностная модель «jelly sandwich», которая описывает сдвиговую прочность
литосферы в условии равновесного состояния в соответствии с современными
геофизическими данными. В результате компьютерного моделирования был вы-
явлен ряд особенностей НДС, которые подтверждаются геофизическими данными
в исследованных регионах. В ходе процесса растяжения на территории Вилюй-
ской синеклизы в районах Сунтарского поднятия и на границе между Кейпендян-
ской впадиной и Южно-Вилюйской ступенью наблюдается локализация пласти-
ческих деформаций, соответствующих местонахождению Лено-Вилюйской неф-
тегазовой провинции. На территории Тунгусской синеклизы в областях Западно-
Тунгусской ступени, Кочечумо-Туринской впадины и Восточно-Тунгусской сту-
пени локализация пластических деформаций соответствуют местонахождению
Лено-Тунгусской нефтегазовой провинции. Положительные значения горизон-



Компьютерное моделирование напряженно-деформированного состояния 63

тальных напряжений отмечены в верхних слоях земной коры также в районах за-
легания нефти и газа, которые относятся к Лено-Вилюйской и Лено-Тунгусской
нефтегазовым провинциям. Стоит отметить, что наибольшие отрицательные от-
клонения вычисленного давления от литостатического давления в случае Вилюй-
ской синеклизы наблюдаются в районе границы Мохо около системы крупных
разломов на границе между Сунтарским поднятием и Кемпендяйской впадиной. В
случае Тунгусской синеклизы отрицательные отклонения давления соответствуют
зонам концентрации положительных горизонтальных напряжений, которые в
свою очередь соответствуют местоположениям полезных ископаемых. Получен-
ный в результате моделирования рельеф земной поверхности соответствует по
основным географическим особенностям (поднятия и впадины) реальному релье-
фу исследованных регионов, но отличается в деталях. Это свидетельствует о свя-
зи структурной неоднородности литосферы с формированием рельефа и сущест-
венном влиянии на него других факторов в ходе эволюции литосферы. Получен-
ные в результате моделирования распределения давления могут частично допол-
нить геологическую информацию для анализа возможности фазовых превраще-
ний в горных породах в различных участках исследуемых регионов.
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МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ
КОЭФФИЦИЕНТА СИЛЫ ЛОБОВОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

НЕУСТОЙЧИВЫХ В ПОЛЕТЕ ТЕЛ

Решается задача расчета коэффициента лобового сопротивления тел с ис-
пользованием траекторных данных об их соосном движении. Во время бал-
листического испытания последовательно фотографируется тело относи-
тельно неподвижной системы координат, регистрируются координаты его
характерных точек, время между моментами фотографирования и одновре-
менно измеряются перемещения характерных точек тела относительно под-
вижной системы координат, связанной с базовым телом, совершающим
прямолинейное движение с нулевым углом атаки. При этом базовое тело
связано с исследуемым телом аксиально и подвижно. Показано, что приме-
няемый эффект группового движения позволяет в рамках принятых допу-
щений повысить точность и упростить определение коэффициента силы ло-
бового сопротивления тел сложной геометрической формы.

Ключевые слова: аэродинамические характеристики, соосное движение,
математическая модель, экспериментальные данные, исследуемое тело,
базовое тело.

Одной из наиболее важных проблем при проектировании современных лета-
тельных аппаратов является изучение силовых воздействий высокоэнергетиче-
ских потоков на элементы их конструкций и на летательный аппарат в целом.
В качестве инструмента исследования широко используются аэробаллистические
установки [1, 2]. Определение коэффициента силы лобового сопротивления пред-
ставляет основную задачу экспериментальной баллистики, с которой начинаются
аэродинамические исследования. Они предназначены для определения коэффици-
ента лобового сопротивления метаемых тел, имеющих различную аэродинамиче-
скую форму и могут быть использованы в ракетостроении, артиллерии и других
областях техники, занимающихся изучением движения тел в газообразных и жид-
ких средах. Недостатком аэробаллистического способа определения коэффициен-
та силы лобового сопротивления является то, что для получения значений СХ0 за-
данной точности эксперименты можно проводить только с телами, являющимися
устойчивыми во все время движения на исследуемом участке траектории.
При проведении экспериментов с неустойчивыми в полете телами сложной гео-
метрической формы требуется разработка специальных приемов их ведения по
каналу ствола и сообщение им устойчивого движения на исследуемом участке
траектории [2].
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Постановка задачи

Целью разработанной методики является повышение точности и упрощение
алгоритма определения коэффициента силы лобового сопротивления неустойчи-
вых в полете тел сложной геометрической формы. Поставленная цель достигается
тем, что во время баллистического испытания последовательно фотографируется
тело относительно неподвижной системы координат, регистрируются координаты
его характерных точек, время между моментами фотографирования и одновре-
менно измеряются перемещения характерных точек тела относительно подвиж-
ной системы координат, связанной с базовым телом, совершающим прямолиней-
ное движение с нулевым углом атаки. При этом базовое тело связанно с иссле-
дуемым телом аксиально и подвижно.

На рис. 1 дана схема реализации данной методики. Здесь OXY – неподвижная
система координат, О1ξη – подвижная, 1 – исследуемое тело, 2 – базовое тело, с
которым связана подвижная система координат О1ξη. Исследуемое тело 1 вместе
с базовым телом 2 как единое целое выстреливаются с помощью метательной ус-
тановки. На измерительном участке траектории производится их фотографирова-
ние в двух точках А и В относительно неподвижной системы координат ОХY,
производится регистрация координат характерных точек тела 1 и базового тела 2
в системе координат ОХY и времени между моментами фотографирования
∆t = t2 – t1, где t1 – время фотографирования в точке А траектории, t2 – время фото-
графирования в точке В траектории. Затем определяется величина перемещения
∆l = l1 – l2 тела 1 относительно подвижной системы координат О1ξη, связанной
с базовым телом 2, за время ∆t, где l1 – расстояние между характерными точками
тела 1 и подвижной системой координат О1ξη в точке А траектории, l2 – расстоя-
ние между характерными точками тела 1 и подвижной системой координат О1ξη
в точке В траектории. Определяется расстояние L, пройденное подвижной систе-
мой координат О1ξη, связанной с базовым телом, относительно неподвижной

O

Y

X

A Bt1 t2

L1 L2

2 1 2 1
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η η
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Рис. 1. Схема реализации методики определения
силы лобового сопротивления

Fig. 1. Diagram of the implementation of the method
for determining the force of the frontal resistance
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системы координат ОХY за время ∆t. Базовое тело 2 на измерительном участке
траектории будет двигаться прямолинейно с нулевым углом атаки при соответст-
вующем подборе его массово-геометрических характеристик. Поэтому тело 1, ко-
торое с базовым телом 2 связано аксиально и подвижно, будет на измерительном
участке траектории совершать движение прямолинейно и без угла атаки. Под-
вижная система координат О1ξη, связанная с базовым телом, также будет совер-
шать прямолинейное движение, а ее оси будут взаимно параллельны на измери-
тельном участке траектории осям системы ОХY. При выборе соответствующих
расстояний между телом 1 и базовым телом 2, массово-геометрических и аэроди-
намических характеристик базового тела 2 и условий движения тела 1 и базового
тела 2 коэффициент силы лобового сопротивления тела 1 остается постоянным в
присутствии тела 2 [3]. То есть выбором указанных условий можно добиться того,
что присутствие базового тела 2 не окажет влияния (в пределах заданной ошибки)
на коэффициент силы лобового сопротивления тела 1 на измерительном участке
траектории. Кроме того, массово-геометрические и аэродинамические характери-
стики базового тела 2 можно выбрать таким образом, чтобы ускорение базового
тела 2 на измерительном участке траектории было пренебрежимо мало по сравне-
нию с ускорением исследуемого тела 1. Поэтому можно считать, что система ко-
ординат О1ξη двигается равномерно. С учетом этого, а также того, что на измери-
тельном участке траектории можно предположить, что скорость тела 1 изменяется
по линейному закону, можно считать, что на тело 1 действует постоянная сила,
под действием которой тело 1 движется равноускоренно как относительно непод-
вижной системы координат ОХY, так и относительно подвижной О1ξη. Это пред-
положение выполняется при условии: a2/a1 ≤ δ где a2 – ускорение базового тела 2,
a1 – ускорение тела 1, δ – заданная относительная ошибка определения коэффици-
ента силы лобового сопротивления тела 1. Это условие можно записать в другом
виде: (nx)2/(nx)1 ≤ δ, где (nx)2 – тангенциальная перегрузка базового тела 2, (nx)1 –
тангенциальная перегрузка тела 1. Тогда значение коэффициента силы лобового
сопротивления СХ можно получить, используя уравнение движения тела 1, ука-
занные выше условия и результаты эксперимента:

2 2
4

X
m lC
S V t

∆
=

ρ ∆
. (1)

Здесь ∆l = l1 – l2; ∆t = t2 – t1; m – масса тела 1; S – площадь миделя тела 1 на изме-
рительном участке траектории; t1, t2 – моменты времени фотографирования в точ-
ках А и В траектории соответственно.

Так как исследования проводятся на небольшом участке траектории, то можно
предположить, что тело 1 будет двигаться с постоянным ускорением. Тогда ско-
рость тела 1 на измерительном участке траектории будет изменяться по линейно-
му закону и ее можно заменить средней скоростью Vср, которая вычисляется
по формуле Vср = (L – ∆l)/∆t и относится к середине участка траектории (L – ∆l),
где L – расстояние, пройденное подвижной системой координат О1ξη, связанной с
базовым телом 2, относительно неподвижной системы координат ОХY за время ∆t.
Учитывая это, коэффициент силы лобового сопротивления СХ определим по
формуле

( )2
4

X
m lC
S L l

∆
=

ρ − ∆
. (2)
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Полученное значение коэффициента лобового сопротивления во время балли-
стического испытания соответствует числу M = Vср /C, С – скорость звука в усло-
виях эксперимента. Таким образом, для определения коэффициента СХ необходи-
мо провести прямые измерения величин L и ∆l = l1 – l2 с точностью, определяемой
разрешающей способностью фотоматериалов, юстировки баллистической трассы
[4−6], а также методической ошибкой, обусловленной предположением о малости
ускорения базового тела 2 по сравнению с ускорением тела 1 и отсутствием влия-
ния базового тела 2 на коэффициент силы лобового сопротивления СХ тела 1.

Более точное решение поставленной задачи получим следующим образом. На-
ходим решение уравнения движения тела

2 2

2 2X
d x Vm C S
dt

ρ
= − (3)

в виде 0
2 1

2
X

X

SCmx ln V t
SC m

ρ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠
        (4)

или ( )0ln 1X XxbC bC V t= + ,          (5)

где 
2

Sb
m

ρ
= .

Запишем решение (5) для положений тела 1x  и базового тела б1x  в момент
времени 1t , соответствующий точке А на рис. 1:

( )1 0 1ln 1X Xx bC bC V t= + ,

( )б1 б б б б 0 1 1X Xx b C ln b C V t= + . (6)

где б
б

б2
S

b
m

ρ
= .

Потенцируя систему (6), получим следующее уравнение:
б1 б б1

б б

1 1XX x b Cx bC

X X

e e
bC b C

− −
= . (7)

Аналогично (6) составляем систему уравнений для положений тела 2x  и базо-
вого тела б2x  в момент времени 2t , соответствующий точке В на рис. 1, которая
после преобразований имеет вид

б2 б б2

б б

1 1XX x b Cx bC

X X

e e
bC b C

− −
= . (8)

Уравнения (7) и (8) образуют систему двух уравнений с двумя неизвестными
коэффициентами лобового сопротивления тела CX и базового тела CXб.

Полученное значение коэффициента лобового сопротивления тела относят к
скорости 0  V :

( )
б1 б б1

0
1 б б

XX x b Cx bC

X X

e eV
t bC b C

−
=

−
. (9)

Величины, входящие в систему уравнений (7), (8), б б, , , ,m m S Sρ  определяются
до опыта.
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Заключение

Сравнение предложенного способа с традиционным подходом дало следую-
щие результаты. В качестве исследуемого тела было выбрано тело, которое имело
большое положительное значение момента тангажа. Это приводило к нелинейно-
му изменению скорости на измерительном участке траектории и зависимости ус-
корения тела 1 от угла атаки. Угол атаки в некоторых опытах достигал величин
более 200, что затрудняло применение линейной теории при обработке результа-
тов эксперимента. Точность определения скорости в опытах была на уровне
1−1.5%, что приводило к ошибке в определении коэффициента силы лобового со-
противления в 10–12%. Предлагаемая методика определения коэффициента силы
лобового сопротивления СХ0 позволила при проведении экспериментов с длинны-
ми телами отказаться от поддонов и обеспечила движение исследуемого тела с
углами атаки α ≈ 0°. Ошибка в определении скорости исследуемого тела оказалась
на уровне 0.2–0.4%, что приводило к ошибке в определении СХ в 1.5–2.0%.
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One of the most important problems in the design of modern aircrafts is the study of the force
effects of high-energy flows on the elements of their structures and on the aircraft as a whole.
Aeroballistic installations are widely used as a research tool. Determination of the drag force
coefficient is the main task of experimental ballistics from which aerodynamic studies begin. The
studies are designed to determine the drag coefficient of missiles having different aerodynamic
shapes, which can be used in rocket science, artillery, and other areas of technology involved in
the study of the movement of bodies in gaseous and liquid media. A feature of the aeroballistic
method for determining the coefficient of drag force is that, in order to obtain values of СХ0 of a
given accuracy, experiments can be carried out only with bodies that are stable during the whole
time of movement in the studied section of the trajectory. The research is aimed at solving the
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problem of calculating the drag coefficient of bodies using trajectory data on their coaxial
movement. During the ballistic test, the body is sequentially photographed relative to a fixed
coordinate system, coordinates of its characteristic points and the time between the moments of
photographing are recorded, and the displacements of the characteristic points of the body relative
to the moving coordinate system associated with the base body performing a rectilinear motion
with a zero angle of attack, are simultaneously measured. In this case, the base body is axially and
movably connected to the body under study. It is shown that the applied group motion effect
allows, within the framework of the accepted assumptions, to increase the accuracy and simplify
the determination of the drag force coefficient of bodies of a complex geometric shape.
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МЕТОД ГРАНИЧНЫХ СОСТОЯНИЙ В РЕШЕНИИ ЗАДАЧ КРУЧЕНИЯ
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ1

Представлена методика определения напряженно-деформированного со-
стояния анизотропных тел вращения, возникающего от действия скручи-
вающих поверхностных сил. Теория представляет собой развитие метода
граничных состояний. Решены задачи кручения для тел вращения разнооб-
разной формы, когда на поверхности заданы усилия, перемещения или сово-
купность того и другого. Полученные характеристики упругого поля зависят
от двух координат и имеют аналитический вид.

Ключевые слова: метод граничных состояний, трансверсально-изотропные
материалы, задача кручения, пространство состояний, краевые задачи.

Большинство задач кручения для анизотропных тел решаются с использовани-
ем принципа Сен-Венана, т.е. характеристики напряженно-деформированного со-
стояния вблизи мест приложения нагрузок в рассмотрение не берутся. Однако для
расчета напряжений для проверки прочности материала на различные виды по-
верхностного разрушения необходимо иметь точную картину распределения на-
пряжений вблизи поверхности тела.

Задачи кручения в механике твердого тела изучены в полной мере. В области
решения задач для усложненных сред, можно выделить следующие работы. Так,
авторами [1] исследовалась задача кручения радиально-неоднородной транстроп-
ной оболочки. Асимптотические решения получены с помощью метода  однород-
ных решений. В работе [2] представлены соотношения теории трансляционной
анизотропии при кручении. Исследовались деформации тела.

Задачам кручения для неоднородных, нелинейных и слоистых тел посвящен
ряд работ. Так, в [3] получено аналитическое решение задачи о действии крутя-
щего момента и осевой силы на цилиндрически ортотропный цилиндр. Авторами
[4] проведено исследование распределения напряжений в задаче кручения для
сплошного нелинейного цилиндрически ортотропного цилиндра с зажатыми тор-
цами. В работе [5] рассмотрена осесимметричная контактная задача о кручении
штампа о транстропное полупространство с неоднородным покрытием. С помо-
щью интегральных преобразований задача сводится к решению интегрального
уравнения. В [6] приведены основные соотношения теории идеальной пластично-
сти при кручении анизотропных призматических и цилиндрических стержней.

Конечно-элементное представление решения просматривалось в следующих
работах. Авторы [7] численно исследовали кручение сплошных круговых анизо-
тропных цилиндров, вырезанных из сплавов с пониженной сопротивляемостью
деформациям ползучести. Моделирование показало, что возникает депланация

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Липецкой области в рамках научного
проекта № 19-41-480003 "р_а".
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поперечных сечений. Также рассмотрено кручение пластин. В работе [8] с помо-
щью МКЭ разработан алгоритм, позволяющий определять НДС многослойных
стержней произвольного сечения при кручении. Рассмотрены задачи деформиро-
вания стержней ромбовидной формы и формы компрессорной лопатки.

Для трансверсально-изотропных тел вращения методом граничных состояний
решены осесимметричные краевые задачи с участием массовых сил [9–11]. Реше-
ние строится на основе вариационного принципа Лагранжа. Полученные упругие
поля одновременно удовлетворяют условиям на поверхности тела и массовым
силам.

Целью данной работы является развитие метода граничных состояний на класс
задач кручения ограниченных трансверсально-изотропных тел вращения. В каче-
стве скручивающих условий на границе тела задаются усилия (первая основная
задача), перемещения (вторая основная задача) и усилия или перемещения на раз-
ных частях границы (основная смешанная задача).

1. Постановка задачи

Рассматривается упругое равновесие трансверсально-изотропного тела, огра-
ниченного одной или несколькими коаксиальными поверхностями вращения под
действием скручивающих условий: поверхностных усилий {0, ,0}vip pθ=  (рис. 1),

перемещений точек границы {0, ,0}viv v=  или когда
на одной части поверхности pS  заданы усилия, а на

части поверхности uS  – перемещения. Заданные ус-
ловия не зависят от угла θ  в цилиндрической систе-
ме координат r , θ , z . Ось анизотропии совпадает с
геометрической осью вращения z.

В первой основной задаче усилия на поверхности
тела могут быть распределены по различным зако-
нам, но должны быть уравновешены в интегральном
смысле.

Необходимо восстановить напряженно-деформи-
рованное состояние, возникающее в теле под дейст-
вием внешних факторов.

2. Определяющие соотношения

В случае кручения трансверсально-изотропного тела вращения происходит
только депланация меридиональных сечений, перемещения точек тела вдоль осей
r и z не происходит: {0, ,0}v=u , поэтому компоненты тензора напряжения rσ ,

θσ , zσ , zrτ  и компоненты тензора деформации rε , θε , zε , zrγ  равны нулю.
В связи с этим определяющие соотношения [12] для транстропной среды упро-
щаются. Компоненты упругого поля (не зависят от угла θ ) при отсутствии объ-
емных сил должны удовлетворять следующим соотношениям.

Уравнение равновесия:

2 0z r r

z r r
θ θ θ∂τ ∂τ ∂τ

+ + =
∂ ∂

. (1)

О  
P  

P

r

z 

θ

θ

Рис. 1. Трансверсально-
изотропное тело вращения
Fig. 1. Transversely isotropic

body of revolution
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Соотношения Коши:

r
v v
r rθ

∂
γ = −

∂
; z

v
zθ

∂
γ =

∂
. (2)

Уравнения совместности деформаций:

2
2

2

2

( )1 1 0;

1 0.

z r

z r

r
r

r r r r zr

r
r r z z

θ θ

θ θ

∂ ε ∂ε∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ε ∂ ε∂ ⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∂

 (3)

Обобщенный закон Гука:

1
r r

rGθ θγ = τ ; 1
z z

zGθ θγ = τ . (4)

Здесь v – компонента вектора перемещения u вдоль оси θ ; rθγ , zθγ  – компонен-
ты тензора деформаций; rθτ , zθτ  – компоненты тензора напряжений; rG  и zG  –
модули сдвига в плоскости изотропии и перпендикулярной к ней.

3. Метод решения

Для решения задачи кручения используется метод граничных состояний
(МГС) [13]. Основу метода составляют пространства внутренних Ξ  и граничных
Г  состояний

{ }1 2 3, , ,..., ,...kΞ = ξ ξ ξ ξ ; { }1 2 3, , ,..., ,...kГ = γ γ γ γ .

Внутреннее состояние определяется наборами компонент вектора перемеще-
ний, тензоров деформаций и напряжений (индекс k в правой части перенесен
наверх)

{ , , }k k k
k i ij ijuξ = ε σ . (5)

Скалярное произведение в пространстве Ξ  внутренних состояний выражается
через внутреннюю энергию упругого деформирования. Например, для 1-го и 2-го
внутреннего состояния тела, занимающего область V

1 2
1 2( , ) ij ij

V

dVξ ξ = ε σ∫ ; 1 2 2 1
1 2 2 1( , ) ( , ) ij ij ij ij

V V

dV dVξ ξ = ξ ξ = ε σ = ε σ∫ ∫ . (6)

Граничное состояние kγ  определяется наборами компонент вектора переме-
щения точек границы ui и поверхностными усилиями pi:

{ , }k k
k i iu pγ = ; k k

i ij jp n= σ , (7)

где jn  – компонента нормали к границе.
В пространстве граничных состояний Г  скалярное произведение выражает

работу внешних сил по поверхности тела S, например для 1-го и 2-го состояний:

1 2
1 2( , ) i i

S

p u dSγ γ = ∫ ; 1 2 2 1
1 2 2 1( , ) ( , ) i i i i

S S

p u dS p u dSγ γ = γ γ = =∫ ∫ .
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Пространства внутренних и граничных состояний являются гильбертовыми и
сопряжены изоморфизмом. Каждому элементу kξ ∈ Ξ  взаимно однозначно соот-
ветствует единственный элемент k Гγ ∈ . Это позволяет поиск внутреннего со-
стояния свести к построению изоморфного ему граничного состояния.

Основную сложность формирования решения в МГС составляет конструиро-
вание базиса внутренних состояний, который опирается на общее или фундамен-
тальное решение для среды, также возможно использование каких-либо частных
или специальных решений.

После построения базиса внутренних состояний, методика которого описана
ниже, проводится его ортонормирование, используя рекурсивно-матричный алго-
ритм ортогонализации [14]. Алгоритм реализует процесс ортогонализации Грама
– Шмидта, в котором перекрестные скалярные произведения вычисляются по
формуле (6). Алгоритм автоматически удаляет нулевые и линейно-зависимые
элементы исходного базиса и формирует ортонормированный базис внутренних
состояний, для которого

 
( , )i j ijξ ξ =δ  ( ijδ  – дельта Кронекера).

Ортонормированный базис Г  редуцируется из ортонормированного базиса
внутренних состояний, используя предельный переход к границе тела для пере-
мещений и выражения (7) для усилий на границе.

Окончательно, проблема сводится к разрешающей системе уравнений относи-
тельно коэффициентов Фурье, разложения искомых внутреннего ξ  и граничного
γ  состояний в ряд по элементам ортонормированного базиса:

1

k
i k i

k
p c p

∞

=
= ∑ ; 

1

k
i k i

k
u c u

∞

=
= ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
σ = σ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
ε = ε∑ . (8)

Если на поверхности тела заданы скручивающие усилия (первая основная за-
дача), то коэффициенты Фурье kc  определяются из выражения

k
k vi i

S

c p u dS= ∫ ; 1, 2,3...k N= , (9)

где vip  – компоненты заданного вектора усилия на границе и k
iu  – вектор пере-

мещения в k-м базисном элементе пространства граничных (7) состояний.
Кручение тела вращения можно обеспечить и заданием перемещения точек

границы тела (вторая основная задача). В этом случае коэффициенты Фурье рас-
считываются так:

k
k vi i

S

c u p dS= ∫ , (10)

где viu  – компоненты заданного вектора перемещения на границе тела; k
ip  – ком-

поненты вектора усилия в k-м базисном элементе пространства граничных (7) со-
стояний.

Если на части поверхности pS  тела заданы усилия vip , а на другой части uS

перемещения viu  (основная смешанная задача), то возникает необходимость в
решении системы алгебраических уравнений [15]:

l m m l
lm i i p i i u

Sp Su

p u dS p u dSβ = +∫ ∫ ; [ ]lm N N×Β = β ; (11)
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2 2m m
m vi i p i vi u

Sp Su

p u dS p u dSα = +∫ ∫ ; [ ]m NΑ = α ,

где B – матрица коэффициентов lmβ ; А – матрица-столбец коэффициентов mα .
Матрица-столбец коэффициентов Фурье { }C k Nc=  рассчитывается так:

1C −= Β Α .
Во всех задачах тестирование коэффициентов Фурье осуществляется подста-

новкой одного из базисных элементов с соответствующими ГУ в качестве задан-
ного, при этом должны выполняться условия 1nc = , n – номер тестируемого эле-
мента, остальные коэффициенты Фурье должны равняться нулю.

4. Формирование базиса внутренних состояний

В работе [12] методом интегральных наложений установлена зависимость ме-
жду пространственным напряженно-деформированным состоянием упругого
трансверсально-изотропного тела вращения и некоторыми вспомогательными
двумерными состояниями, компоненты которого зависят от двух координат z и y
(переменных). Ось η  перпендикулярна плоскости zy.

В задаче кручения, где происходит только депланация меридиональных сече-
ний тела вращения, в качестве вспомогательных двумерных состояний использу-
ется депланация плоских сечений трансверсально-изотропного тела [12]:

( )3 3 3Re[ ]plu i qη = − ϕ ς ; ( ),
3 3 3Re[ ]pl

z iητ = γ ϕ ς ; ( ),
3 3Re[ ]pl

yητ = − ϕ ς , (12)

где pluη  – компонента вектора перемещения плоского вспомогательного состоя-

ния вдоль оси η ; 3q , 3γ  – комплексные константы: 3 /z rG Gγ = , 3 1/ rq G= − ;

3 3/z iyς = γ + ; функции ( )j jϕ ς  – аналитические по своим переменным.
Базисный набор плоских вспомогательных состояний (12) можно сконструи-

ровать, последовательно придавая аналитической функции ( )3 3ϕ ς  следующие
значения:

( ) { }3 3 3 3, ,...n niϕ ς ∈ ς ς , 1, 2,3,...n N= .

Переход к трехмерному состоянию осуществляется по формулам

0

1 cos  plv u d
π

η= β β
π ∫ ; 

0

1 cos 2  pl
r y d

π

θ ητ = τ β β
π ∫ ; 

0

1 cos  pl
z z d

π

θ ητ = τ β β
π ∫ ; cosy r= β .

Совокупность всех пространственных состояний образует конечномерный ба-
зис внутренних состояний (5).

5. Решение задач

П е р в а я  о с н о в н а я  з а д а ч а

Исследуем упругое равновесие трансверсально-изотропного тела в форме усе-
ченного конуса (рис. 2) из горной породы алевролита крупного темно-серого [16].
После процедуры обезразмеривания параметров задачи (с масштабным коэффи-
циентом * 5 210 кгс/смη = ), аналогия которой представлена в работе [17], упругие
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характеристики материала составили: 6.21zE = ; 5.68rE = ; 2.29rG = 2.55zG = ;
0.22zν = ; 0.24rν = .

На поверхностях 3S  и 4S  зададим распределенные усилия, различающиеся по
форме (рис. 2).
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Рис. 2. Меридиональное сечение тела
в форме усеченного конуса и граничные условия

Fig. 2. Meridional cross section of a truncated
cone-shaped body and boundary conditions

После построения базиса внутренних состояний (5), процедуры его ортонор-
мирования и исключения линейно зависимых элементов базисный набор для ком-
поненты v вектора перемещения представлен в табл. 1 (показано 3 элемента).

Т а б л и ц а  1

Ортонормированный базисный набор для перемещения v

v

1ξ 0.42418rz−

2ξ 3 20.11804 0.23305 0.42408r rz rz+ −

3ξ 3 3 2 30.0706 0.0095 0.37338 0.2537 0.4471r rz r z rz rz− + + + −

При решении задачи использовался базис из 58 элементов с соответствующи-
ми коэффициентами Фурье (9). Приведем значения первых трех: 1 0.26097с = − ,

2 0.08046с = , 3 0.10764с = − .
Искомые характеристики НДС рассчитываются по зависимостям (8). Оценка

точности решения осуществляется сопоставлением заданных граничных условий
(ГУ) с восстановленными граничными условиями в результате решения (рис. 4).
Здесь и далее, заданные ( ) и восстановленные ( ) ГУ изображены
на графиках в масштабе; истинное значение на графиках рисунка 4 равно значе-
нию на графике, умноженному на коэффициент κ. Восстановленные компоненты
поверхностных сил 0r zp p= = , так как 0r zθσ = σ = σ = .

Как видно из первого графика для участка границы 1S , восстановленная ком-
понента pθ  имеет максимальное отклонение от заданной 0.042, т.е. максимальная
погрешность составила 4.2%.
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Рис. 4. Верификация усилия pθ на участках границы в задаче для тела вращения
Fig. 4. Verification of force pθ on boundary sections in the problem for a body of revolution

Компоненты напряженно-деформированного состояния, имеющие полиноми-
альный вид, представлены в виде изолиний (в явном виде необозримы) (рис. 5).
В силу осевой симметрии показана область 0 1, 1 1r z≤ ≤ − ≤ ≤ .

        
a b c

Рис. 5. Изолинии: а – перемещение v, κ = 10−3,
b – напряжение τrθ, κ = 1, c – напряжение τzθ, κ = 1

Fig. 5. Isolines: (a) displacement v, κ = 10−3,
(b) stresses τrθ, κ = 1, and (c) stresses τzθ, κ = 1
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Следует отметить, что сходимость решения сильно зависит от геометрии тела,
поэтому для решения данной задачи требуется довольно большой базис.

В т о р а я  о с н о в н а я  з а д а ч а

Рассмотрим теперь краевую задачу для кругового цилиндра из того же мате-
риала, что и предыдущей задаче. В качестве ГУ зададим следующие перемещения
точек границы:

3
1, 1, 1 1v z S r z= = − ≤ ≤ ;

2
2, 1, 0 1v r S z r= − = − ≤ ≤ ;

3 2
3, 1, 0 1v r r r S z r= + − = ≤ ≤ .

Цилиндр занимает область
{( , ) 0 1, 1 1}V z r r z= ≤ ≤ − ≤ ≤ .

Изменение геометрии тела вынуждает проводить ортогонализацию заново, од-
нако исходный базис внутренних состояний зависит только от физических
свойств материала и остается тем же, что и в задаче для тела в форме усеченного
конуса.

Для решения данной задачи потребовалось 30 элементов ряда Фурье с соот-
ветствующими коэффициентами (10). Сопоставление заданных ГУ на участках
поверхности тела с полученными ГУ в результате решения приведено на рис. 6.
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Рис. 6. Верификация перемещения v на участках границы в задаче для цилиндра
Fig. 6. Verification of displacement v on sections of the boundary in the problem for a cylinder

Максимальная погрешность вычислений составила 3.6% и определяется на
ребре цилиндра 1r = , 1z = − .

Полученные компоненты упругого поля представлены в виде изолиний
на рис. 7 (показана область 0 1, 1 1r z≤ ≤ − ≤ ≤ ; для всех изолиний 1κ = ).
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a b c

Рис. 7. Изолинии: а – перемещение v, b – напряжение τrθ, c – напряжение τzθ
Fig. 7. Isolines, (a) displacement v, (b) stresses τrθ, and (c) stresses τzθ

Упругое поле во второй основной задаче восстанавливается гораздо быстрее,
чем в первой основной задаче, здесь требуется удерживать более короткий орто-
нормированный базис.

О с н о в н а я  с м е ш а н н а я  з а д а ч а

При постановке ГУ в смешанной задаче кручения на одной части границы за-
даются перемещения, а на другой усилия. Рассмотрим тело вращения неканони-
ческой формы (рис. 8). Материал тот же.
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Рис. 8. Меридиональное сечение тела неканонической формы и граничные условия
Fig. 8. Meridional cross section of a non-canonical body and boundary conditions

Если в первой и второй основных задачах наиболее трудоемким является
только процесс ортогонализации, то в смешанной задаче возникает необходи-
мость еще и в вычислении матрицы коэффициентов B (11). Данный процесс наи-
более энергозатратен в силу того, что вычисляются квадратуры от скалярного
произведения довольно громоздких элементов ортогонализированного базиса
пространства граничных состояний.
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Для решения данной задачи использовался базис из 16 элементов. Верифика-
ция граничных условий представлена на рис. 9.
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Рис. 9. Верификация граничных условий в смешанной задаче
Fig. 9. Verification of boundary conditions in the mixed problem

        
a b c

Рис. 10. Изолинии: а – перемещение v, κ = 10−2,
b – напряжение τrθ, κ = 1, c – напряжение τzθ, κ = 1

Fig. 10. Isolines: (a) displacement v, κ = 10−2,
(b) stresses τrθ, κ = 1, and (c) stresses τzθ, κ = 1
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В смешанной задаче погрешность составила 6.5%. в точках, близких к месту
смены типа граничных условий (рис. 6). Для снижения погрешности следует уве-
личить число используемых элементов базиса.

На рисунке 10 показаны изолинии компонент упругого поля для области
0 1, 2 1r z≤ ≤ − ≤ ≤ .

Как видно из графиков, восстановленные усилия на границе совпадают с за-
данными в диапазоне определенной точности (±5% от значения заданной величи-
ны в любой точке на границе тела).

Полученные упругие поля во всех задачах строго удовлетворяют уравнениям
(1) – (4).

Заключение

Методом граничных состояний решены задачи кручения и для анизотропных
цилиндрических тел произвольного поперечного сечения [18]. Причем материал
обладал полной анизотропией упругих свойств (21 независимая константа). Одна-
ко использовалось общее решение задачи Сен-Венана, полученное С.Г. Лехниц-
ким. В связи с этим восстановленные усилия удовлетворяли заданным лишь в ин-
тегральном смысле. В качестве достоверных, можно было принять напряжения на
участках, достаточно удаленных от мест приложения нагрузки.

В данной работе полученные напряжения достоверны во всей области тела, ес-
тественно, с определенной точностью. Количество базисных элементов, которое
необходимо использовать при решении задач сильно зависит от геометрии тела,
например от расстояния между торцами на которых заданы усилия и, естественно,
от сложности ГУ.

Таким образом, метод граничных состояний показал свою эффективность в
решении задач кручения трансверсально-изотропного тела вращения, в котором
след полученного упругого поля на границе полностью удовлетворяет заданным
ГУ, а не удовлетворяет только в интегральном смысле. Это позволяет получить
более точное НДС, возникающее в теле.
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The aim of this work is to develop the method of boundary states for the class of torsion
problems as applied to transversely isotropic elastic bodies of revolution. Efforts, displacements,
or a combination of both are used as twisting conditions at the border. Proceeding from the
general solution to the problem of cross section warping, the basis of the space of internal states is
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formed. The search for an internal state is reduced to the study of the boundary state isomorphic
to it. The solution is a Fourier series.

The proposed technique is implemented in solving the first main problem for a body in the
form of a truncated cone; the second main problem for a circular cylinder; and the main mixed
problem for a non-canonical body of revolution. The solution was verified and the calculation
accuracy was assessed. The obtained characteristics of the elastic field have a polynomial form.
The elastic field in each problem satisfies the specified boundary conditions in the form of their
distribution over the surface and does not satisfy them only in the integral sense.
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Получено фундаментальное решение системы уравнений теории пороупру-
гости для бездиссипативного случая. Показано, что при исчезновении по-
ристости полученное фундаментальное решение переходит к фундаменталь-
ному решению системы уравнений теории упругости. Также рассмотрена
обратная задача об определении распределенного источника из системы
уравнений теории пороупругости по режиму колебаний свободной поверх-
ности. Используя метод сферических средних, получена формула решений
рассматриваемой обратной динамической задачи теории пороупругости.

Ключевые слова: нелинейная математическая модель, прямая задача,
пороупругость, линеаризованная модель, обратная задача, распределенный
источник, динамическая задача, фундаментальное решение.

В прикладных задачах распространения упругих волн часто возникает потреб-
ность учесть пористость, флюидонасыщенность среды и гидродинамический фон.
В частности, эти вопросы возникают в разведочной геофизике при поиске нефтя-
ных слоев и при выборе параметров волнового воздействия на месторождения
нефти и газа с целью интенсификации добычи. Аналогичные вопросы имеются и
в сейсмологии при геофизическом мониторинге свойств очаговой зоны с целью
прогноза землетрясений.

В геофизике динамические и кинематические характеристики упругих волн,
распространяющихся в фрагментированных флюидонасыщенных горных поро-
дах, несут в себе информацию о строении, составе и условиях залегания пород,
они также содержат сведения о литологии пород и характере их границ, трещино-
ватости, пористости, наличии различного рода нарушений и локальных включе-
ний, а также о составе и фазовом состоянии флюидов-заполнителей порового
пространства коллекторов. Математические модели в теории волн дают инстру-
мент для определения численных значений скоростей распространения и коэффи-
циентов поглощения упругих сейсмических волн в зависимости от вещественного
состава флюидозаполненного коллектора, его строения и влияния окружающей
среды. Определяемые значения скорости распространения и коэффициента по-
глощения упругих сейсмических волн тем точнее, чем реалистичнее и адекватнее
математическая модель.

Выявленные в настоящее время особенности поглощения сейсмических волн в
трещиновато-пористых средах с одновременным проявлением множественных
электросейсмических эффектов не удается согласовать с простейшими моделями
идеально упругой гуковской среды и среды Био. Реальные геологические среды

                                                          
1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (18-51-41002). Работа выполнена
при частичной финансовой поддержке Министерства инновационного развития Республики Узбеки-
стан (ОТ-Аtex-2018-340).
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являются многофазными, электропроводящими, трещиноватыми, пористыми и
т.д. При распространении сейсмических волн происходит их диссипация, связан-
ная с поглощением энергии.

Квазилинейная система уравнений теории пороупругости

В работe [1] построена нелинейная математическая модель насыщенной жид-
костью пористой упругодеформируемой среды. Модель основана на трех основ-
ных принципах: выполнение законов сохранения, принцип относительности Га-
лилея, согласованность уравнений движения насыщающей жидкости с условиями
термодинамического равновесия.

Обозначим через u – скорость движения упругой пористой среды; gik – метри-
ческий тензор упругой деформации; v – скорость движения жидкости, заполняю-
щей пористую среду; , ,s lρ ρ ρ  – плотность континуума, парциальная плотность
пористого тела, парциальная плотность жидкости соответственно; ,e S – энергия и
энтрoпия единицы объeма; μ – химический потенциал; T – температура; p – дав-
ление.

Пусть плотность равна сумме парциальных плотностей

s lρ = ρ + ρ ,

для которой выполняется закон сохранения

div 0,j
t

∂ρ
+ =

∂
 s lj u v= ρ + ρ . (1)

Должна сохранятся энтропия всей системы. Имея в виду, что поток энтропии ра-

вен  ,S j
ρ

 запишем уравнение сохранения энтропии в виде

d  0S Siv j
t

∂ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠
. (2)

Деформацию пористого пространства опишем уравнением для метрического
тензора деформации ikg

( )

0,       

const det .         

ik
kj i j ij k j j j ik

s ik

g g u g u u g
t

g

∂
+ ∂ + ∂ + ∂ =

∂
ρ =

(3)

В (3) второе соотношение означает, что парциальную плотность sρ  упругоде-
формируемого континуума следует связать с определителем метрического тензо-
ра деформации ikg .

Закон сохранения импульса имеет вид

Π 0i
k ik

j
t

∂
+ ∂ =

∂
; (4)

поток импульса Πik определяется по формуле

Π ,ik s i k l i k ik ij jku u v v p h g= ρ + ρ + δ +

где ikh − тензор напряжений.
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Одновременно в уравнение движения насыщающей жидкости следует вклю-
чить силу, обусловленную термодинамическими условиями равновесия,

( ),v Sv v T
t

∂
+ ∇ = −∇μ − ∇

∂ ρ
. (5)

Законы сохранения (1), (2) и уравнения (3) – (5) в качестве следствия допуска-
ют тождественное выполнение закона сохранения энергии, выраженного уравне-
нием вида

div 0,e Q
t

∂
+ =

∂
(6)

где поток энергииQ определяется формулой

( )
2

, .
2k k s k i km mi
v TSQ j u u v u u h g

⎛ ⎞
= μ + + + ρ − +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

При этом выполняется первое начало термодинамики для рассматриваемой
системы

( )0 0
1,    .
2 ik ikde TdS d u v dj h dg= + μ ρ + − + (7)

Здесь «0» помечены величины, относящиеся к системе отсчета, в которой насы-
щающая жидкость покоится.

Давление для системы определяется стандартным способом
( )0 0,  .p e TS u v j= − + + μρ + −

Уравнение движения жидкости принимает вид

( ) 2, ( ) .
2 2

s ik
ik

hv pv v u v g
t

ρ∂ ∇
+ ∇ = − + ∇ − − ∇

∂ ρ ρ ρ

Распространение нелинейных акустических волн в насыщенной жидкостью по-
ристых средах можно записать как

( )

( ) 2

div 0, ,

div 0,

0,  

const det ,      ,

div 0,

, ( ) .
2 2

s l

ik
kj i j ij k j j j ik

s ik l s

s ik
ik

j j u v
t
S S j
t
g

g u g u u g
t

g
e Q
t

hv pv v u v g
t

∂ρ
+ = = ρ + ρ

∂
∂ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠
∂

+ ∂ + ∂ + ∂ =
∂

ρ = ρ = ρ − ρ

∂
+ =

∂
ρ∂ ∇

+ ∇ = − + ∇ − − ∇
∂ ρ ρ ρ

(8)

Система уравнений (8) замыкается уравнением состояния
( )0 0 0, , , .ike e S j g= ρ
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Линейная система уравнений теории пороупругости

Показана гиперболичность линеаризованной относительно произвольного
гидродинамического фона системы уравнений в обратимом гидродинамическом
приближении (в отсутствие диссипации энергии). Эта линеаризованная система
уравнений для произвольного гидродинамического фона в случае однородной
среды имеет вид [3–5]

( )
2

2 2
1 22 ∆ div div ,s t

u c u a c u a v f
t

∂
− − − ∇ + ∇ =

∂
(9)

2

4 32 div div ,v a v a u f
t

∂
− ∇ + ∇ =

∂
(10)

где f − массовая сила.
Основным отличием линеаризованной модели Доровского от хорошо извест-

ных моделей Френкеля – Био [6–9] является то, что модель Доровского описыва-
ется тремя упругими постоянными [1–3]. Как показано в [10, 11], коэффициенты

, 1,4ka k = , выражаются через скорости поперечной sc , продольных 
mpc  (m = 1,2)

волн, а также отношения парциальной плотности жидкости lρ  к парциальной
плотности упругого пористого тела sρ  с помощью формул

( )1 2

2
2 2 2

1 2
4 ,  
3

l s s l
p p sa c c c zρ ρ ρ − ρ

= + + +
ρ ρρ
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1 2

2 2 2
2

42 ,
3

l
p p sa c c z cρ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

�

1 2

2 2 2
3

42 ,    
3

s
p p sa c c z cρ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

�

1 2

2 2 2
4

4 ,
3

s s l
p p sa c c c zρ ρ − ρ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

�

( )1 2 1 2

22 2 2 2 2 4
2

1 8 1 16 ,     .
2 3 4 9

s l s
p p s p p s s lz c c c c c cρ ρ ρ⎛ ⎞= + − + − − ρ = ρ + ρ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

�

Следует отметить, что, в принципе, нельзя использовать теорию Френкеля –
Био для постановки обратных задач и замкнутого численного моделирования раз-
личных процессов в пористой среде, зная распределения скоростей распростране-
ния сейсмических волн

1 2
, ,s p pc c c и плотностей ,l sρ ρ [12].

Фундаментальное решение системы уравнений пороупругости

При изучении свойств решений уравнений в частных производных большое
значение имеет фундаментальное решение. Анализ свойств этих волн представля-
ет интерес для изучения сложных геофизических процессов, протекающих в гео-
логических средах с присутствием пористости и флюидонасыщенности. Для про-
ведения таких исследований может оказаться полезным использование явных
формул для изучаемых волновых полей. Эти формулы могут быть получены из
фундаментального решения системы уравнений теории пороупругости.
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В данном разделе построено фундаментальное решение системы уравнений
теории пороупругости для однородной среды с использованием подхода, предло-
женного в работе В.Г. Романова [13].

Для удобства напишем систему уравнений теории пороупругости (9), (10) в
матричном виде

( ), 0,L w t x =

где ( )
2 2

1 2
2

3 4

 ∆   div   div  ,
  div   div 

t t

t

u c u a u a vL w t x
v a u a v

⎧∂ − + ∇ + ∇
= ⎨

∂ + ∇ − ∇⎩

Здесь ( , ) ( ( , ), ( , )) ,Tw t x u t x v t x=  а знак T означает транспонирование.

Пусть 1,t R∈  3;x R∈  матрица ( ) ( )( )6x3
, ,ijG t x G t x= −  фундаментальное ре-

шение задачи Коши для системы уравнений теории пороупругости, т.е. вектор
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 6 , , ,  , , ,  ,j j j jG t x G t x G t x G t x= …  есть решение системы уравнений тео-

рии пороупругости

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x u t x=

( ) ( ) ( )( ) ( )4 5 6, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x v t x= (11)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3,     ,j jL G t x e t x x x= δ δ δ δ

удовлетворяющее условию
( ) 0, | 0.j tG t x < = (12)

В системе (11) je − базисный вектор в 3R ; ( )δ ⋅  – функция Дирака. Далее через

( )θ ⋅  обозначим функцию Хевисайда.
Теорема. Фундаментальное решение системы уравнений теории пороупруго-

сти имеет вид

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x u t x=

( ) ( ) ( )( ) ( )4 5 6, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x v t x=

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 2
1

1 2

1
2 2 1

1 2

2 2 2
4 2

4 322 2
3

2
4 2

4 3
3

2 2

 1,   /  
 4  

div  /   div  /

 div  ;

l l l
t l

tl l

l
l l l

l l
t

c c e a c
u t x t x c c a a

ac xc c

a ce et x c c a a t x c
x a x

xec c t
x c

⎡ − −
⎢= δ − + − +
⎢π − ⎣

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ θ − − − + ∇ θ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎛ ⎞⎞⎤

− − ∇ θ −⎜ ⎜ ⎟⎟⎥
⎝ ⎝ ⎠⎠⎦

(13)

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2 1

2
4 32 2

2
4 3 1 2 3

1,   div  /
4  

div  /  ,     ,  ,   .  

l l
l l

l l

ev t x c a a t x c
xc c

ec a a t x c e e e e
x

⎡ ⎛ ⎞
= − + ∇ θ − −⎜ ⎟⎢π − ⎣ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎤
− − + ∇ θ − =⎜ ⎟⎥

⎝ ⎠⎦
(14)
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Доказательство. Следуя [13], введем скалярные ,l lu v  и векторные ,t tu v  по-
тенциалы

div  lu u= ; (15)

rot  tu u= ; (16)

div  lv v= ; (17)

rot  tv v= . (18)

Функции ,u v связаны с ,l lu v , ,t tu v  равенствами
rot rotl tu u u∆ = ∇ − ; (19)

rot rotl tv v v∆ = ∇ − . (20)
Используя перестановочность волновых операторов с операторами rot,  ,∇  полу-
чим относительно ,t tu v , ,l lu v  задачу Коши с нулевыми данными. Решая получен-
ную задачу Коши, находим

( )2
10 ,    rot  /

4  t t t
t

ev u t x c
xc

⎛ ⎞
= = δ −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

; (21)

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 2 2

2
1

1 2 1

2
4 3

2 2 2

2
4 3

2 2 2

 div  /
4   

div  /  ;
4   

l
l l

l l l

l
l

l l l

c a a ev t x c
xc c c

c a a e t x c
xc c c

− + ⎛ ⎞
= δ − −⎜ ⎟

π − ⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞
− δ −⎜ ⎟

π − ⎝ ⎠
(22)

( )

( )

2 1
2

2 1 2

1 2
1

1 1 2

2 2
4 4 3

2 2 2
3

2 2
4 4 3

2 2 2
3

  div  /
4   

 div  / . 
4   

l l
l l

l l l

l l
l

l l l

a c c a a eu t x c
xa c c c

a c c a a e t x c
xa c c c

− − + ⎛ ⎞
= δ − −⎜ ⎟π − ⎝ ⎠

− − + ⎛ ⎞
− δ −⎜ ⎟π − ⎝ ⎠

(23)

Используя формулы (15) – (18), запишем системы (19), (20) для ,  u v  в виде

( )
( ) ( )2

1
21 2

2
4 2

4 32 22 2
3

1 /   
4    4  

l
t l

t ll l

a ceu t x c c a a
c x a cc c

⎡ −⎛ ⎞
∆ − δ − = − +⎢⎜ ⎟⎜ ⎟π π − ⎢⎝ ⎠ ⎣

( ) ( ) ( )

( )

1
2 2 1

1

1 2

2
4 2

4 32
3

2 2

2

div  /   div  /
 

 div  / ;

l
l l l

l

l l
t

t

a ce et x c c a a t x c
x xa c

c c e t x c
xc

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ δ − − − + ∇ δ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎤− ⎛ ⎞
− ∇ δ − ⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠⎦
(24)

( ) ( )

( )

1
2

21 2

2
1

1

2
4 3
22 2

2
4 3
2

1  div  /
4  

  div  /  .  

l
l

ll l

l
l

l

c a a ev t x c
xcc c

c a a e t x c
xc

⎡ ⎞− + ⎛ ⎞
⎟∆ = ∇ δ − −⎢ ⎜ ⎟⎟π − ⎝ ⎠⎢⎣ ⎠

⎤− + ⎛ ⎞
− ∇ δ − ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎥⎦
(25)
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Решением уравнений (24), (25) являются функции [13]

( )
( )

( ) ( )1 2 2
1

1 2

2 2 2
4 2

4 322 2
3

 1   /  
 4  

l l l
t l

tl l

c c e a c
u t x c c a a

ac xc c

⎡ − −
⎢= δ − + − +
⎢π − ⎣

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 1

1 2

2
4 2

4 3
3

2 2

div  /   div  /

 div  / ; 

l
l l l

l l t

a ce et x c c a a t x c
x a x

ec c t x c
x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ θ − − − + ∇ θ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎤

− − ∇ θ −⎜ ⎟⎥
⎝ ⎠⎦

(26)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 2

2 1

2
4 32 2

2
4 3

1  div  /
4  

 div  /  .

l l
l l

l l

ev c a a t x c
xc c

ec a a t x c
x

⎡ ⎛ ⎞
= − + ∇ θ − −⎜ ⎟⎢π − ⎣ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎤
− − + ∇ θ −⎜ ⎟⎥

⎝ ⎠⎦
Теорема доказана.

Отметим, что при исчезновении пористости формула (26) переходит к фунда-
ментальному решению системы уравнений теории упругости [13, 14].

Обратная динамическая задача для системы уравнений пороупругости

Пусть полупространство ( )3 2
1 2 3{ :  ,  ,    0}R x x x R x+ = ∈ > заполнено изотропной

пористой средой.
Задача А. Требуется по режиму колебаний свободной поверхности

( ) ( )
3

0 2
0 1 2| , ,       0,     ,  xu u t x t x x x R= = > = ∈′ ′ (27)

определить вектор-функцию ( )f x  в системе уравнений теории пороупругости

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
1 1 2

2
2 3 4

,  ∆     ,  

,     
t t t

t

L u v u c u c a u a v g t f x

L u v v a u a v g t f x

≡ ∂ − + − ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ = ⋅

≡ ∂ + ∇ ∇ ⋅ − ∇ ∇ ⋅ = ⋅
(28)

с начальными и граничными условиями

  0   0| | 0 t tu v< <= ≡ ; (29)

0,
13 23 33 3

0
0,     0,      0,     0lh h h P P x

ρ
= = + = = =

ρ
; (30)

( ) 3
3

3
   ,     ,  1,2;k

s l k
k

u uP K u v h k
x x

∂ ∂⎛ ⎞
= − ρρ α ∇ ⋅ − ρρ α ∇ ⋅ = −μ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

3
33

3

22     ,      .
3

s luh K u K v K
x

∂ ρ ρ⎛ ⎞= − μ − λ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = λ + μ⎜ ⎟∂ ρ ρ⎝ ⎠

Здесь функция ( )g t  известна; ( )g t  – параметры Ламе; 3
3ρ ⋅α  – второй модуль

всестороннего сжатия; , ,∆ ∇ ∇ ⋅ и x∇  – операторы Лапласа, градиента, диверген-

ции и ротора по ( )1 2 3, ,x x x x=  соответственно; 2
3 / .Kα = ρα + ρ



94 Х.Х. Имомназаров, А.Э. Холмуродов, А.Т. Омонов

Удобно представить систему дифференциальных уравнений (28) в виде

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2

2
2 3 4

,      ,
,     .
t t x x

t

L u v u c u a u a v g t f x
L u v v a u a v g t f x

≡ ∂ + ∇ ∇ − ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ = ⋅

≡ ∂ + ∇ ∇ ⋅ − ∇ ∇ ⋅ = ⋅
(28`)

Здесь мы воспользовались хорошо известной формулой векторного анализа
∆  .x xu u u= ∇ ∇ ⋅ − ∇ ∇

Пусть ( , ) ,Tw u v=  ( )3
3,  0, 0u v C t x∈ ≥ ≥  есть решение задачи А. Из условий

(27), (30) находятся функции

3 3

1
( ) ( 0)| ( , ),x xu u t x= ′= ( )

3 3

1
3 0 3| , .x xv v t x= = ′

Положим 1
3 ,u u x u= −  1

3 ,v v x v= −  где 
3 3

1
( ) ( 0)( ) | ,k k x xv v ==  1,2.k =  Тогда

( )2
30, 0w C t x∈ ≥ ≥  и ,L w g f G= ⋅ −  где ( , ,)Tf f f=  1

3 G L x w⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦ =

( ) ( )1 1 1 1
1 3 3 1 3 3(  ,  ,  ,  )TL x u x v L x u x v= , причем 

3 3 0| 0.x xw = ≡  Обозначим через w

четное продолжение w  в полупространстве 3  0x < . Положим w qω = + , где
 ,L q G= 0| 0.tq < ≡   Тогда приходим к следующей задаче (задача В):

[ ] ( ) ( ) 3 ,     L g t f x x Rω = ⋅ ∈

0| 0.t<ω ≡

Требуется по известной функции ( )
3

0
0| ,xu u t x= = ′  восстановить ( )f x  (g(t) – за-

данная функция).
Прежде чем сформулировать результаты, введем ряд понятий и обозначений:

uP −  ортогональный проектор ( ) ( )1 1, , , 1,, , 2u v u ij ijP w u P I P T t T t i j− −= = − = = =� �� �  та-

кие, что

( )1 2

1 2 21 2

3 4
 diag , .l l

a aT T c ca a
−−⎡ ⎤ =⎢ ⎥−⎣ ⎦

� �

Далее, следуя [15], определим ,0C∞  – класс вектор-функций со следующими
условиями:

( ) ( ) ( )3 ,     lim   
x

f x C R x f x∞

→∞
∈ ⋅ < ∞ ; (31)

( )3
0,     xf f C R∞∇ ⋅ ∇ ∈ ; (32)

( ) 3supp  supp  {  |  0}  .xf f x x∇ ⋅ ∪ ∇ ∩ = = ∅ (33)

Класс функций, удовлетворяющих первым двум условиям, обозначим через ,0
1 .C∞

Пусть 0F − множество матриц ( ) ( )( ),ijF x F x= ( 1, 1,2, ji j F= − вещественные

функции, ( )1 2 3
2 2 2 2, ,j j j jF F F F= −  вектор-функции, такие, что

( ) ( ) ( )3 3 0 1 2, , ,     ,     ,ij ij ijF x x F x x F C x x x∞= − ∈ =′ ′ ′ , (34)

0J F = , (35)
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12 3 22 3 2
0 0

,  ,  ,J F F dx F dx F
∞ ∞⎛ ⎞

= ∇ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫

( ) ( )1 2 3
0

,  1,2k k kF x F x F dx k
∞

= + =∫ ,

3supp  {  |  0} .F x x∩ = = ∅

Класс матриц, удовлетворяющих условиям (34), (35), обозначим 0,1.F

Для произвольной вектор-функции 1 3( )f C R∈  положим

( ) ( ) ( )( )3 3, , / 2.f x f x x f x x+ = + −′ ′ (36)

Тогда функция f  восстанавливается по функциям 
3
), ( xf f+ +  по формуле

( ) ( )
3

3 3
0

( ) .
x

xf x f x f dx+ += + ∫ (37)

( )( )3
2, ,  L R xρ + ρ −  пространство функций, суммируемых с квадратом на 3R+  с весом

( ) 1
3 .x x−ρ =

Обозначим через F замыкание 0 2, F L ρ⊆  по норме ( )0F F∈

2,

2 2

, 1
ij L

i j
F F

ρ=

= ∑ .

Введем также операторы ˆˆ, , , , :c c H SH AS

( )( ) ( )2 2 2 2
3 3  2   (| |  ) ,cH u x i c x x y c t x u t y dy dt= π ′ ′ ′ ′ ′δ − − −∫ ; (38)

( )( ) ( )2 2 2 2
3 , 2   (| |  ) cS f t x c t x y c t y f y dy′ ′ ′= −′− π δ − +∫ ; (39)

1 2 1 211 12 11 12  ,      ˆˆ  
l l t l l tc c c c c cH t H t H H S t S t S S= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ;

( ) 3

3

( ) ( )
 ,     ,     

( x ) ( x )
x

x

f f
A f F F x f C

f f
+ + ∞

+ +

∇ ⋅ ∇ ⋅⎡ ⎤
= = ∈⎢ ⎥∇ ∇⎣ ⎦

. (40)

Лемма 1. Имеет место тождество  , 1 2ˆ ,j jA L L A j= = , где

1 2 1 2

2
1 11 12 2 21 22  ,    ˆ ˆ .   

l l t l lc c c c c tL t H t H H L t H t H= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ∂

Доказательство леммы следует, из коммутируемости операторов 2, , ,x c tH∇⋅ ∇ ∂
и " ".+

Рассмотрим задачу Коши:

[ ] 30,     ,       0L w x R t= ∈ > ; (41)

( )0 0| ,     | 0 t t tw f x w= == ∂ = . (42)
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Лемма 2. Для любой ,0f C∞∈  существует единственное решение задачи Коши

(41), (42) ( ),w t x  из класса ,0
1C∞  для любого  0.t >

Доказательство леммы 2 следует из леммы 1 [15], следствий 3 [15] и решения
волнового уравнения при фиксированном t  с начальными данными из 0 .C∞

Введем оператор S с областью определения 0F  переводящий матрицу 0F F∈
в матрицу

( ) 3
3

3
0,   0

( ) ( )
, |

( x ) ( x )
x

x t
x

u u
U t x

u u
+ +

= >
+ +

∇ ⋅ ∇ ⋅⎡ ⎤
= ⎢ ⎥∇ ∇⎣

′
⎦

(43)

где ( ) ,  ,uu P w w t x= − решение задачи Коши (41), (42) и 1 .f A F−=
Таким образом задача В свелась к следующей задачи :C  по заданной матрице

( ),U t x′  найти F  из уравнения .A F U=  Для этой задачи справедлива.
Теорема [15]. Имеют место утверждения:
1. Оператор S  продолжается по непрерывности до изометрического оператора

2, :  ,S F L ρ→ т.е.

   .SF F F F= ∀ ∈

2. Матрица ( ),U t x′  из 2,L ρ принадлежит области значения оператора
ˆ 0S HU⇔ =  и * 0ˆ .JS U =

3. Если ,SF U=  то *ˆF S U=  (формула обращения).
Пусть

( ) ( ),g
tWu u t x= ∂ ,

где ( ),  ,g
g g g

u
u P w w t x=  – решение задачи 0 , | 0.g g

tL w g f w <= ⋅ ≡

По вектору ( ) 33 0,  |g g
t t xxu u =∂ ∂  можно найти

( ) ( )3 3 33

1
0 0 .,  |  ,  |g g

x x t t xxu u W u u−
= == ∂ ∂ (44)

Следовательно из 0L w =  , с учетом (44), найдем 
3 3 3 0| .x x xu =  Для этого доста-

точно вектор w представить в виде суммы потенциальной и соленоидальной час-
ти. Тем самым 

3 0 .|xAu =  Из теоремы вытекает

Следствие [16]. Если ,0(0, ), 0,g C g f C∞∈ ∞ ≠ ∈ , то решение задачи В един-
ственно, причем вектор-функция f определяется следующей цепочкой отображе-
ний:

( ) ( ) ( )

( )

1

3 3 3 33 3
1 1

3

0 0 0

0 0

,  | ,  | ,  |

 |  | .

t W
g g g g

x t t x x xx x

S A

x t

u u u u u u

A u A u f x

−

− −

∂

= = =

= =

→ ∂ ∂ → →

→ → →

Замечание. Задача А возникает при рассмотрении коэффициентных обратных
задач для системы уравнений теории пороупругости с помощью метода линеари-
зации.
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Заключение

В данной работе моделирование ведется в терминах
1 2

, ,s p pc c c  и парциальных
плотностях ρl, ρs с использованием факта установленного существования
взаимно-однозначного соответствия между упругими параметрами , ,λ μ α  теории
В.Н. Доровского [1–3] и скоростями распространения сейсмических волн

1 2
, ,s p pc c c  в упруго-пористых средах. В первом разделе для полноты изложения

приведена полученная в [1–3] квазилинейная система уравнений теории пороуп-
ругости.

Во втором – получена линейная система уравнений теории пороупругости для
однородной среды.

В третьем разделе построено фундаментальное решение для системы уравне-
ний теории пороупругости в случае однородной среды.

В четвертом – рассмотрена обратная задача об определении источника в полу-
пространстве из системы уравнений теории пороупругости по дополнительной
информации о режиме свободной поверхности.
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In applied problems related to propagation of elastic waves, it is often necessary to take into
account porosity, fluid saturation of the media, and the hydrodynamic background. Real
geological media are multiphase, electrically conductive, fractured, porous, etc. When
propagating, seismic waves dissipate due to the absorption of energy. In this paper, the wave
propagation process occurs in terms of partial densities of phases, stress tensor, pore pressure, and
velocities of the corresponding phases. In the first section, for completeness, the presentation
presents a quasilinear system of equations of the poroelasticity theory [1–3]. In the second
section, the corresponding linear system of equations of the poroelasticity theory for a
homogeneous medium is obtained. In the third section, we construct a fundamental solution for
the system of equations of the poroelasticity theory obtained in the second section. In the final
section, the inverse poroelasticity problem of determining the distributed source in a half-space
using additional information about the free surface mode is considered.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ ДВУМЕРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ
В СЛОИСТОМ ПЛАСТЕ1

Исследована задача о нестационарном температурном поле при двумерной
фильтрации жидкости в слоистом пласте с учетом баротермического эффек-
та, радиальной и вертикальной неоднородности по проницаемости. Приво-
дятся результаты сравнения аналитического и численного решения для тем-
пературы притекающей из пласта жидкости для двух различных моделей
неоднородности  пласта. Из полученных результатов следует, что для расче-
та нестационарной температуры в слоистом пласте с радиальной неодно-
родностью в прискважинной зоне необходимо использовать двумерную мо-
дель фильтрации для корректного учета перетоков флюида между слоями.

Ключевые слова: термометрия, двумерная фильтрация, скважина,
слоистый пласт, радиальная неоднородность, внутрипластовый переток.

Методика интерпретации данных термогидродинамических исследований
(ТГДИ) основывается на моделях одномерной фильтрации жидкости в однород-
ном по вертикали пласте [1−4]. На самом деле пласт может быть существенно
слоистым и каждый слой может иметь свои индивидуальные параметры радиаль-
ной неоднородности. Характер течения жидкости к эксплуатационной скважине в
слоистом пласте зависит от параметров слоев. В связи с этим есть необходимость
исследования влияния перетока жидкости между пропластками на нестационар-
ную температуру притекающей в скважину жидкости. Совершенствование моде-
лей термогидродинамических процессов и методов определения фильтрационных
параметров пластовых систем является актуальным и имеет важное значение для
практики скважинной термометрии.

Изучению термогидродинамических процессов с учетом баротермического
эффекта в пластах посвящены многочисленные публикации отечественных и за-
рубежных исследователей [5−10]. В работе [5] представлена численная модель
для оценки проницаемости и скин-фактора пласта по температурным замерам в
скважине. Установлено, что температурный отклик чувствителен к радиусу и
проницаемости зоны загрязнения пласта. Аналогичная модель рассматривается в
работе [6], где показано использование численной модели для интерпретации по-
левых данных. Сделан вывод, что для корректной интерпретации термогидроди-
намических исследований пласта требуется привлекать дополнительную инфор-
мацию о предыстории работы скважины. В работе [7] рассматривается модель
термогидродинамического процесса при фильтрации жидкости в квазистационар-
ном поле давления. Пропластки слоистого пласта при этом считаются гидродина-
мически изолированными, фильтрация жидкости в них одномерная. Температур-

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (со-
глашение № 075-11-2021-061).
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ное поле двумерное, на модельных примерах демонстрируется важность учета
вертикальной теплопроводности.

В работе [8] представлена термогидродинамическая модель, которая позволяет
учесть нестационарность поля давления при исследовании баротермического эф-
фекта, слоистую неоднородность залежи, вклад теплообмена пласта с окружаю-
щими породами, вклад анизотропии пласта и окружающих пород в температурное
поле, а также вертикальные распределения температуры в пласте и окружающих
породах.

Авторами [9] методом регуляризации решается обратная задача об определе-
нии фильтрационных параметров слоистого пласта по измеренным давлению и
температуре в скважине после пуска ее в работу. Используются одномерные мо-
дели тепломассопереноса в пласте и скважине, перетоки между отдельными
слоями не рассматриваются.

В работе [10] представлена аналитическая модель для расчета температурного
поля в слоистом пласте с учетом перетоков между слоями. Для расчета нестацио-
нарной температуры притекающей жидкости из отдельного пропластка предлага-
ется использовать одномерную модель фильтрации, а для учета перетоков ис-
пользовать поправку к дебиту из этого пропластка, учитывающую вертикальную
и радиальную неоднородности пласта, на основе алгоритма, описанного в [11].
В работе [11] отмечается, что поправки к дебиту справедливы для достаточно
больших времен эксплуатации скважины.

Как показывает обзор опубликованных работ, несмотря на то, что нестацио-
нарные температурные поля при фильтрации в насыщенной пористой среде с уче-
том термодинамических эффектов достаточно хорошо исследованы как в России,
так и за рубежом, остается слабо изученным вопрос, связанный с влиянием пере-
токов между отдельными пропластками в слоистом пласте на измеряемую в сква-
жине нестационарную температуру. Этот вопрос особенно важен при зондирова-
нии прискважинной зоны пласта, при определении границ изменения проницае-
мости в пласте по нестационарной температуре в скважине.

В данной работе исследуется численная модель нестационарной неизотерми-
ческой двумерной фильтрации жидкости в слоистом пласте с учетом радиальной
и вертикальной неоднородности по проницаемости.

Постановка задачи

Приняты следующие допущения:
• пласт горизонтальный, пористый, насыщен однофазной слабосжимаемой

жидкостью;
• массо- и теплоперенос (конвективный и кондуктивный) в радиальном и вер-

тикальном направлениях;
• учитывается зависимость проницаемости от координат r и z.
Давление в пласте рассчитывается из уравнения пьезопроводности [12]:

* 1= , , 0r z
w

k kp p pr r r R z h
t r r r z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞β + ≤ ≤ ≤ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ μ ∂ ∂ μ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (1)

где β* – упругоемкость насыщенного жидкостью пласта (β* = φβf + βs); p – давле-
ние; t – время; r – радиальная координата, расстояние в пласте от оси скважины;
z – вертикальная координата; kr, kz – проницаемость пласта по r и по z; μ – вяз-
кость флюида; rw – радиус скважины; R – радиус контура питания пласта.
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Здесь проницаемость k(r,z) является функцией координаты [12]

( ) 0 , , ,
,

, , ,
i di ti bi

d i di ti bi

k r r z z z
k r z

k r r z z z

⎧ ≥ ≤ ≤⎪= ⎨
< ≤ ≤⎪⎩

(2)

где k0i – проницаемость дальней, ненарушенной зоны i-го пропластка; kdi – прони-
цаемость нарушенной зоны i-го пропластка; rd – радиус границы зоны нарушения
i-го пропластка; zti, zbi – кровля и подошва i-го пропластка.

Давление в начальный момент времени

00tp P= = . (3)

Давление на внешней границе пласта

0r Rp P= = . (4)

Граничные условия на стенке скважины в интервале перфорации
( )

ww r rp t p == ; (5)

( )
0

2
w

h
r

r r

k pQ t r dz
r =

∂⎛ ⎞= π ⎜ ⎟μ ∂⎝ ⎠∫ . (6)

Здесь pw – давление в скважине; Q – суммарный дебит жидкости из пласта.
Внутренняя граница rw (вне интервала перфорации), а также верхняя и нижняя

границы пласта непроницаемые;
0

wr r r=υ = ,  0
tz z z=υ = ,  0

bz z z=υ = , (7)

где υr, υz – радиальная и вертикальная составляющие скорости фильтрации.
Изменение температуры в пласте за счет конвекции, теплопроводности и баро-

термического эффекта описывается уравнением [1]

1res r z
r z r z

f f f

C T T T T T p p pr
C t r z r r C r z C z t r z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ υ + υ = + +ϕη −ευ −ευ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (8)

где Cres – объемная теплоемкость насыщенной жидкостью пористой среды
(Cres = φcfρf + (1−φ)csρs); Cf – объемная теплоемкость флюида (Cf = cf ρf ); λr, λz – те-
плопроводность насыщенного жидкостью пласта по r и по z; ε, η – коэффициент
Джоуля – Томсона и адиабатический коэффициент для флюида.

В качестве начального условия и условия на внешней границе пласта задается
геотермическое распределение температуры:

00tT T= = ; (9)

0r RT T= = . (10)

Граничное условие на стенке скважины (r = rw):

( )( ),
w

w

r w r r
r r

T T z t T
r =

=

∂
−λ = Ω −

∂
. (11)

Здесь Tw – средняя по сечению температура в стволе скважины; Ω – коэффициент
теплообмена между жидкостью в стволе скважины и стенкой скважины.

Скорость фильтрации определяется из закона Дарси:
r

r
k p

r
∂

υ = −
μ ∂

,   z
z

k p
z

∂
υ = −

μ ∂
. (12)



Исследование неизотермической двумерной фильтрации в слоистом пласте 103

Методика решения

Задача (1) – (13) решена численно. Дискретизация уравнений осуществлена
методом контрольного объема. Сетка в радиальном направлении неравномерная,
сгущающаяся к скважине, а в направлении вертикальной координаты z равномер-
ная. Полученные системы линейных алгебраических уравнений для давления и
температуры решаются итерационным методом Гаусса – Зейделя [13].

Корректность численного решения проверена путем сравнения с известными
аналитическими решениями [1, 15] и с результатами моделирования в программ-
ном пакете Ansys.

Для проверки, разработанной модели была создана идентичная модель в про-
граммном пакете Ansys. Моделируется случай отбора жидкости из неоднородного
по проницаемости пласта при постоянном дебите.

Расчетная область состоит из пяти чередующихся горизонтальных пропласт-
ков (рис. 1). Толщина каждого пропластка 2 м. В центральной части, в интервале
4 ≤ z ≤ 6 м, находится пропласток с нарушенной прискважинной зоной. Радиус
нарушения rd = 0.5 м.

R
rrdrwzt

zb

z

kd

k0

k0

k0

Непроницаемые горные породы

Непроницаемые горные породы

Рис. 1. Модель слоистого пласта (k0 = 100·10−15 м2, kd = 10·10−15 м2)
Fig. 1. Layered reservoir model (k0 = 100·10−15 m2, kd = 10·10−15 m2)

Так как модель двумерная, сравнению подверглись профили температур:
1 – через 1 ч, 2 – через 10 ч после начала отбора (Непрерывные серые линии на
рис. 2 соответствуют результатам численного решения, а черные точки соответст-
вуют Ansys).

Из графиков на рис. 2 видно:
• Профили температур, рассчитанные численно и в Ansys полностью повторя-

ют друг друга. Максимальное отклонение между кривыми не превышает 0.01 °С,
что приемлемо для моделирования температурных полей в пласте. Совпадение
было достигнуто при количестве разбиений по радиальной координате Nr = 1000,
при количестве разбиений по вертикальной координате Nz = 100 и при постоян-
ном шаге по времени ∆t = 1 с.

• В распределении температуры по толщине пласта видны характерные при-
знаки перетока из среднего пропластка в соседние пропластки. Переток приводит
к немонотонному распределению температуры в пределах среднего пропластка с
загрязненной прискважинной зоной.
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Рис. 2. Профили температуры на стенке скважины (r = rw)
Fig. 2. Temperature profiles on the borehole wall  (r = rw)

• С увеличением времени притока различие в изменении температуры по тол-
щине пласта уменьшается. Для уверенного выделения радиальной неоднородно-
сти, которая приводит к перетоку в соседние пропластки, необходимо регистри-
ровать нестационарные температурные профили температуры в начальный пери-
од притока.

Результаты сравнения с аналитической моделью

Результаты расчетов на численной двумерной модели сравниваются  с расче-
тами по аналитической модели, описанной в [10]. Была проведена серия расчетов
для двух моделей пласта: 1 – модель радиально неоднородного, но однородного
по z пласта (рис. 3); 2 – модель слоистого пласта с радиально неоднородными
пропластками (рис. 4).

R
rrwzt

zb

z

k rd d, k0

Непроницаемые горные породы

Непроницаемые горные породы

Рис. 3. Модель однородного по вертикали пласта
Fig. 3. Vertical homogeneous reservoir model
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R
rrwzt

zb

z

k sd , 3 3 3, rd k0

Непроницаемые горные породы

Непроницаемые горные породы

Слой 2

k sd1 1 1, , rd k0 Слой 1

k sd2, 2 2, rd k0 Слой 3

Рис. 4. Модель слоистого пласта
Fig. 4. Layered reservoir model

Для первой модели вертикальная фильтрация в пласте, перетоки исключаются,
а для 2-й модели пласта перетоки возможны.

Расчеты для первой модели приведены на рис. 5 (1 – аналитическое решение
[10], 2 – численное решение) для параметров модели, приведенных в табл. 1.
Сравниваются графики изменения температуры притекающей жидкости.

Т а б л и ц а  1
Параметры, используемые в расчетах

Параметр Значение
Дебит – Q, м3/сут 100
Начальное давление – P0, МПа 20.265
Начальная температура – T0, °C 10
Проницаемость дальней зоны – k0, м2 100·10−15

Проницаемость прискважинной зоны – kd, м2 10·10−15

Радиус нарушенной зоны – rd, м 0.5
Скин-фактор – s 0
Толщина – h, м 5
Пористость – ϕ 0.2
Общая сжимаемость – β*, 1/Па 3·10−10

Плотность скелета пласта – ρs, кг/м3 2200
Плотность жидкости – ρf, кг/м3 900
Теплоемкость скелета пласта – сs, Дж/кг·К 800
Теплоемкость жидкости – cf , Дж/ кг·К 2000
Коэффициент Джоуля-Томсона – ε, К/МПа 0.4
Коэффициент адиабатического расширения – η, К/МПа 0.16
Вязкость – μ, Па·с 0.001
Радиус скважины – rw, м 0.1
Радиус контура питания – R, м 100

Как и ожидалось, аналитическая модель в случае одномерной фильтрации в
однородном по вертикали пласте (при отсутствии перетоков по вертикали) верно
описывает поведение нестационарной температуры. Результаты расчетов по чис-
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ленному и аналитическому решениям близки, для малых времен отличаются не
более чем на 0.2 градуса и практически совпадают на поздних временах. Излом на
кривых объясняется радиальной неоднородностью проницаемости [1].
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0.4

1

1.6
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1 2
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Рис. 5. Сопоставление численного решения с аналитическим:
1 – аналитическое решение; 2 – численное решение

Fig. 5. Comparison of the (1) analytical and (2) numerical solutions

Сравнительные расчеты для модели слоистого пласта приведены на рис. 6 – 8
для параметров модели из табл. 1. Пласт по вертикали разбит на три равных слоя
толщиной 2 м. Радиусы rd, проницаемости нарушенной зоны и дальней зоны
слоев (kd, k0) задавались как в табл. 2. Скин-факторы для отдельных слоев, необ-
ходимые для расчетов по аналитическому решению,  рассчитывались по формуле
Хоукинса [14]

0 1 ln d

d w

k rs
k r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (13)

Т а б л и ц а  2
Параметры, используемые в расчетах

Параметр Значение
Проницаемость дальней зоны – k0, м2 100·10−15

Проницаемость прискважинной зоны – kd1, м2 50·10−15

Проницаемость прискважинной зоны – kd2, м2 55·10−15

Проницаемость прискважинной зоны – kd3, м2 45·10−15

Скин-фактор – s1 1.61
Скин-фактор – s2 0.9
Скин-фактор – s3 2.19
Радиус прискважинной зоны – rd1, м 0.5
Радиус прискважинной зоны – rd2, м 0.3
Радиус прискважинной зоны – rd3, м 0.6
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Рис. 6. Сопоставление численного решения с аналитическим для слоя 1:
1 – аналитическое решение; 2 – численное решение

Fig. 6. Comparison of the (1) analytical and (2) numerical solutions for layer 1
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Рис. 7. Сопоставление численного решения с аналитическим для слоя 2:
1 – аналитическое решение; 2 – численное решение

Fig. 7. Comparison of the (1) analytical and (2) numerical solutions for layer 2

Алгоритм следующий:
1) Рассчитываются поля давления и температуры по численной модели с за-

данными параметрами k0, kd, rd.
2) Затем по формуле Хоукинса (13) рассчитываем скин-факторы отдельных слоев.
3) Полученные скин-факторы используются для расчета полей давления и

температуры по аналитическому решению [10].
Сравниваются графики изменения во времени температуры притекающей из

слоя жидкости. В численном решении рассчитывается среднемассовая по толщи-
не соответствующего слоя температура для того, чтобы учесть неоднородность
дебита по толщине слоя из-за внутрипластовых перетоков.
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Рис. 8. Сопоставление численного решения с аналитическим для слоя 3:
1 – аналитическое решение; 2 – численное решение

Fig. 8. Comparison of the (1) analytical and (2) numerical solutions for layer 3

Рассчитанные численно и по аналитическому решению дебиты слоев пред-
ставлено в табл. 3, отличие между ними менее 10%, что вполне приемлемо для
практики.

Т а б л и ц а  3
Сравнение дебитов

Значение
Параметр Численный расчет Аналитическое

решение [10] Разница, %

Дебит слоя 1, м3/сут 30.57 32.63 6.74
Дебит слоя 2, м3/сут 38.76 39.26 1.29
Дебит слоя 3, м3/сут 30.67 28.12 8.31

Как видно из рисунков, результаты расчетов температуры по аналитическому
[10] и по численному решениям значительно отличаются. До и после излома гра-
фики температуры имеют разные наклоны к оси времени. Зная угловой коэффи-
циент a линейных участков изменения температуры до и после излома, рассчита-
ны проницаемости ближней и  дальней зоны [1]

4
l

l

Q
k

h a
ε μ

=
π

 . (14)

Здесь Ql – дебит слоя, hl – толщина слоя, a – угловой коэффициент линейного уча-
стка изменения температуры.

Радиус прискважинной зоны рассчитан по следующей формуле [1]

f l d
d w

res l

C Q t
r r

C h
= +

π
(15)

Здесь td – время, соответствующее точке пересечения аппроксимирующих прямо-
линейные участки изменения температуры прямых.
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Проницаемости ближней и дальней зон (kd и k0) и радиус прискважинной зоны
(rd), найденные по этому алгоритму по среднемассовым температурам для от-
дельных слоев из численного решения, представлены в табл. 4.

Т а б л и ц а  4
Сравнение проницаемостей

Слой kd,
м2·10−15

Разница
с заданным kd,

%
k0, м2·10−15

Разница
с заданным k0,

%
rd, м

Разница
с заданным rd,

%
слой 1 51.24 2.49 85.8 14.2 0.48 4.66
слой 2 65.28 18.69 108.8 8.8 0.32 7.42
слой 3 51.04 13.43 86.1 13.9 0.62 3.72

Значение проницаемости дальней зоны для слоев 1 и 3 занижено на 14%, а для
слоя 2 завышено на 9% по сравнению с заданными величинами k0. Наилучший ре-
зультат показал расчет радиуса зоны загрязнения. Рассчитанные значения отлича-
ется от заданных всего лишь на 2 см, что соответствует погрешности от 4 до 7%.

Расхождение в скорости изменения температуры в моделях объясняется преж-
де всего тем, что в аналитической модели поток жидкости считается одномерным
вдоль всего слоя, дебит слоя и скорость фильтрации для учета перетока увеличи-
ваются или уменьшаются на всем протяжении по r. А как показали расчеты на
численной модели, перетоки между слоями наблюдаются только в прискважин-
ной зоне пласта, а на удалении от нарушенной зоны  в однородной по толщине
зоне пласта наблюдается одномерный поток с постоянной для всех слоев скоро-
стью фильтрации и, следовательно, с одинаковым темпом изменения температуры
во времени.

Заключение

Из анализа полученных результатов следует, что:
1. Наличие радиальной неоднородности проницаемости в прискважинной зоне

слоистого пласта приводит к перетокам жидкости между слоями, что отражается
на скорости изменения температуры притекающей из отдельных слоев жидкости.

2. Нестационарные профили температуры по толщине слоистого пласта при
малых временах притока содержат информацию о перетоках между слоями, обу-
словленными радиальной неоднородностью в прискважинной зоне пласта.

3. Перетоки между слоями приводят к большим погрешностям при решении
обратной задачи по оценке распределения проницаемости в пласте по данным не-
стационарной температуры.

4. Наличие перетоков между слоями не исключает возможность оценки радиу-
са зоны загрязнения.

5. При расчете нестационарной температуры в слоистом пласте с нарушенной
прискважинной зоной для корректного учета влияния перетоков между слоями
необходимо использовать либо двумерную численную модель неизотермической
фильтрации, либо в одномерной аналитической модели изменить алгоритм внесе-
ния поправки к дебиту слоя для малых и больших времен притока.
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The problem of an unsteady temperature field during two-dimensional fluid filtration in a
multilayer reservoir is investigated taking into account the barothermal effect, radial and vertical
permeability inhomogeneities. The results of comparing the analytical and numerical calculations
of the temperature changes of the fluid flowing from the reservoir for two various models of
reservoir heterogeneity are presented.
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From the obtained results it follows that
1. The presence of radial inhomogeneity of permeability in the near-well zone of the layered

formation leads to fluid flows between the layers, which affects the temperature change rate of the
liquid flowing from individual layers.

2. Non-stationary temperature profiles over the thickness of the layered formation at low
inflow times contain information about the flows between the layers due to radial inhomogeneity
in the near-well zone of the formation.

3. Flows between layers lead to large errors in solving the inverse problem of estimating the
distribution of permeability in the reservoir based on non-stationary temperature data.

4. The presence of flows between the layers does not exclude the possibility of estimating the
radius of the contamination zone.

5. To correctly account for the influence of flows between layers when calculating the non-
stationary temperature in a layered formation with a disturbed near-well zone, it is necessary
either to use a two-dimensional numerical model of non-isothermal filtration or to change the
algorithm for correcting the layer’s flow rate for short and long inflow times in the one-
dimensional analytical model.
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ГОРЕНИЕ ЗАРЯДА МЕТАЛЛИЗИРОВАННОГО СМЕСЕВОГО ТВЕРДОГО
ТОПЛИВА С ПЛОСКИМ КАНАЛОМ В ПОЛЕ МАССОВЫХ СИЛ1

Представлены результаты математического моделирования горения каналь-
ного заряда смесевого металлизированного твердого топлива в поле массо-
вых сил. Рассматривается горение двух параллельных пластин металлизиро-
ванного твердого топлива. Проведен расчетно-теоретический анализ влия-
ния величины поля массовых сил и состава топлива на суммарный приход
массы с поверхности горения.

Ключевые слова: моделирование, горение, металлизированное смесевое
твердое топливо, канальный заряд, скорость горения, перегрузка, поле мас-
совых сил.

Перегрузка (массовые силы), направленная по нормали к поверхности, влияет
на скорость горения смесевых металлизированных топлив. Для исследования го-
рения конденсированных систем в поле тяжести было проведено множество экс-
периментов по изучению топлив в центрифугах, которые показали заметное влия-
ние центробежных массовых сил на процесс горения [1−5]. При горении в усло-
виях больших перегрузок вещества с различным механизмом горения ведут себя
различным образом [6, 7]. В основе влияния массовых сил на горение конденси-
рованных систем лежит действие перегрузок на конденсированные частицы в зо-
не химической реакции [1]. В ряде случаев, благодаря приложению инерционных
сил к горящему веществу, происходит увеличение скорости горения. В работе [3]
это объясняется это тем, что инерционные силы прижимают частицы, образую-
щиеся в процессе горения, к горящей поверхности. Характер и степень влияния
перегрузок зависят как от их величины и направления, так и от типа самой систе-
мы [4, 5]. Большинство работ направлены на изучение горения смесевых твердых
топлив с добавлением порошка алюминия [8−15]. Перегрузки являются одним из
важных факторов, влияющих на агломерацию частиц алюминия [12, 13]. В основ-
ном, под действием перегрузок, направленных по нормали к поверхности топли-
ва, происходит увеличение скорости горения. Это явление вызывается удержани-
ем вблизи поверхности горения частиц, образующихся в процессе горения [7].
Под действием перегрузок, направленных по нормали от поверхности топлива,
происходит уменьшение скорости горения. Механизм влияния перегрузки на ско-
рость горения металлизированного твердого топлива исследован в работе [10].

В реальных двигательных установках на твердом топливе практически не
встречаются заряды торцевого горения [17−19]. Часто встречающиеся формы за-
рядов не предполагают воздействие перегрузок, ориентированных по нормали к
поверхности горения при их поступательном движении. При этом распространен-
ным элементом конструкции заряда твердого топлива является «зонтик», кото-
                                                          
1 Исследование выполнено при поддержке Гранта Президента РФ (МК-96.2020.8).
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рый, с поправкой на угол раствора, испытывает перегрузки, ориентированные по
нормали к поверхности горения. Представляет интерес исследовать влияние пере-
грузки на суммарный массоприход с поверхности горения элемента типа «зон-
тик», который может влиять на основные тяговые характеристики РДТТ на этапах
разгона и торможения [20].

В работе исследовано горение смесевого металлизированного твердого топли-
ва (МСТТ) с плоским каналом в поле массовых сил. Проведен расчетно-
теоретический анализ влияния величины поля массовых сил и состава топлива на
суммарный приход массы с единичной поверхности горения канального заряда
смесевого металлизированного твердого топлива.

Постановка задачи

Для построения физико-математической модели рассматривается горение двух
параллельных плоских поверхностей металлизированного смесевого твердого то-

плива единичной площади в поле массовых
сил. Схема процесса представлена на рис. 1.

Модель горения заряда металлизированного
смесевого твердого топлива с плоским каналом
в поле массовых сил строилась на основе не-
стационарной модели горения металлизиро-
ванного твердого топлива [16]. Учет влияния
массовых сил основан на постановке, пред-
ставленной в работе [10], в которой влияние
массовых сил учитывается через слагаемое в
правой части уравнения движения частиц алю-
миния. Использованная сопряженная модель
горения [16] учитывает процессы в конденси-
рованной и газовой фазе. Для описания про-
цессов в металлизированном твердом топливе
под поверхностью горения записываются
уравнения переноса тепла и разложения топли-
ва. Для описания процессов в газовой фазе над
поверхностью горения записываются уравне-
ния течения двухфазной реагирующей среды,

учитывающие межфазный обмен массой и энергией, конвективный и кондуктив-
ный теплоперенос. В расчетах использовались теплофизические и формально-
кинетические параметры из [16].

Как показано в [10], влияние перегрузок не симметрично – одинаковые по мо-
дулю, но разные по знаку перегрузки приводят к разному отклику скорости горе-
ния. Однако эти результаты получены на упрощенной модели, не учитывающей
процессы в конденсированной фазе. Представляет интерес исследовать процесс
горения двух параллельных плоских поверхностей металлизированного смесевого
твердого топлива единичной площади в поле массовых сил для определения сум-
марного массового потока с поверхностей горения на основе сопряженной модели
горения. Предполагается, что поверхности горения находятся на достаточном
удалении друг от друга и не оказывают взаимного влияния.

g

Ub+ Ub–

L

Рис. 1. Схема расположения двух
поверхностей металлизированного
смесевого твердого топлива в поле
массовых сил
Fig. 1. Scheme of the chunk fuel with
a flat channel under the mass forces
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Результаты расчетов

Значения перегрузки менялись в диапазоне от –650 м/с2 до 650 м/с2. Предпола-
галось, что перегрузка направлена по нормали к поверхности горения или рас-
сматривается проекция перегрузки на нормаль к поверхности горения. Принима-
лось, что при значении перегрузки больше 0 она направлена от поверхности горе-
ния (уносящие перегрузки), если меньше 0 – к поверхности (прижимающие пере-
грузки).

На рис. 2 представлена зависимость скорости горения МСТТ от размера час-
тиц алюминия, вылетающих с поверхности при 4.5P =  МПа.

0 10 20 30
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16
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20

22

u,
 м
м/
с

P = 4.5 МПа

Рис. 2. Зависимость скорости горения МСТТ
от rAl,0, P = 4.5 МПа

Fig. 2. Fuel combustion rate as a function
of the particle radius rAl,0, P = 45 atm

На рис. 3 − 5 скорость горения приводится в виде безразмерной переменной Ub
от величины перегрузки g, где 0bU u u= , u  – скорость горения при заданной ве-
личине перегрузки, а u0 – скорость горения без перегрузки, рассчитанные для ка-
ждого значения дисперсности частиц алюминия, аналогично [10]. Под безразмер-
ной величиной массоприхода подразумевается величина b p p b p pU S U S− +ρ + ρ , что,
в силу одинаковых плотностей и площадей поверхности горения параллельных
поверхностей МСТТ, зависит только от скорости горения. На рис. 3 представлена
зависимость безразмерной скорости горения от времени при разных перегрузках.

Влияние перегрузок не симметрично и для задачи в сопряженной постановке –
одинаковые по модулю, но разные по знаку перегрузки приводят к разному от-
клику скорости горения, рис. 3, что качественно соответствует зависимостям, по-
лученным в [10].

На рис. 4 представлена скорость горения МСТТ в поле массовых сил в зависи-
мости от дисперсности порошка алюминия, вылетающего с поверхности.
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Рис. 3. Зависимость безразмерной скорости горения от времени
при мгновенном изменении величины перегрузки в момент вре-
мени t = 0.07 c; rAl,0 = 10 мкм; P = 4.5 МПа: 1 – a = −600 м/с2, 2 –
a = −500 м/с2, 3 – a = −250 м/с2, 4 – a = 400 м/с2, 5 – a = 500 м/с2

Fig. 3. Dimensionless combustion rate as a function of time under in-
stantaneous change in the overcharge at the instant t = 0.07 s;
rAl,0 = 10 μm, P = 4.5 MPa: a = (1) –600, (2) –500, (3) –250, (4) 400,
and (5) 500 m/s2
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Рис. 4. Зависимость скорости горения МСТТ от перегрузки
при различных значениях размера частиц алюминия rAl,0, P = 4.5 МПа

Fig. 4. Dimensionless combustion rate as a function of the g-force value
for different particle radii rAl,0, P = 4.5 MPa
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Видно, что влияние перегрузок не симметрично – одинаковые по модулю, но
разные по знаку перегрузки приводят к разному отклику скорости горения, что
аналогично результатам, полученным в [10]. При больших перегрузках, направ-
ленных от поверхности горения, относительная скорость стремится к некоторому
постоянному значению, по всей видимости, к скорости горения безметалльного
топлива соответствующего состава. Это хорошо видно для частиц радиусом 10 и
15 мкм. Очевидно, для более мелких частиц выполняется эта же закономерность,
но при больших значениях перегрузки.

На рис. 5 представлен суммарный массовый поток двух параллельных поверх-
ностей МСТТ единичной площади в поле массовых сил. Видно, что чем больше
размер частиц алюминия, вылетающих с поверхности горения, тем выше суммар-
ный массовый поток с поверхности горения канального заряда МСТТ.
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Рис. 5. Cуммарный массоприход с поверхности горе-
ния канального заряда МСТТ единичной площади при
различных значениях размера частиц алюминия rAl,0,
P = 4.5 МПа
Fig. 5. Total mass influx per unit area from the combus-
tion surface of the chunk fuel for different aluminum par-
ticle radii rAl,0, P = 4.5 MPa

На рис. 5 видно, что кривые зависимости массоприхода от перегрузки преры-
ваются до достижения заданного диапазона. Это вызвано тем, что с определенно-
го значения перегрузки сила трения между газом и частицей, уносящая частицы
от поверхности  горения, становится меньше либо равна массовым силам, на по-
верхности возрастает концентрация частиц, которые горят на поверхности топли-
ва, температура поверхности горения начинает неконтролируемо возрастать и по-
лучается нерасчетный, в рамках данной физико-математической постановки,
режим, который требует отдельного изучения. Так, при давлении 4.5 МПа, для
частиц радиусом 3, 7 и 10 мкм критическое значение перегрузки находится за
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пределами рассмотренных значений. Для частиц размером 12, 15 и 20 мкм режим
«налипания» на поверхность реализуется при значениях перегрузок, равных 600,
500 и 260 м/с2 соответственно. Для частиц радиусом 50 мкм налипание на поверх-
ность происходит при 50 м/с2.

Для значений перегрузки меньше 200 м/с2 отклик скорости горения пренебре-
жимо мал и не превышает 4%. Сам характер зависимости скорости горения от пе-
регрузки для крупных частиц (радиусом более 7.5 мкм) носит немонотонный ха-
рактер. Для перегрузки меньше 250 м/с2 скорость горения практически не отлича-
ется от горения МСТТ при нулевой перегрузке, при превышении этого значения
начинается быстрый рост суммарного массоприхода. Это объясняется влиянием
перегрузки на расстояние от поверхности топлива, на котором происходит вос-
пламенение частиц за счет изменения скорости их движения. Реакция горения
частицы алюминия в газовой фазе начинается на удалении от поверхности. Сразу
после входа в газовую фазу частицы алюминия имеют температуру поверхности
топлива и не горят, выступая в роли стока тепла от экзотермической реакции про-
дуктов газификации топлива. Затем, прогреваясь в реагирующем потоке газа до
температуры начала горения, воспламеняются и выступают в роли источника теп-
ла. Крупные частицы, радиус которых больше 7.5 мкм, воспламеняются на значи-
тельном удалении от поверхности горения и не увеличивают тепловой поток к
поверхности горения. Более подробно этот механизм рассмотрен в работе [21].
Соответственно, для перегрузки, направленной от поверхности горения, ее рост
никак не влияет на скорость горения. А перегрузки, направленные к поверхности
горения, при небольших значениях понижают скорость горения. Эффект сниже-
ния скорости горения при небольших значениях прижимающей перегрузки объ-
ясняется увеличением времени пребывания частиц в качестве стока тепла вблизи
поверхности горения. При дальнейшем увеличении перегрузки точка воспламене-
ния смещается достаточно близко к поверхности горения, чтобы увеличить теп-
ловой поток к поверхности горения, тем самым приводя к увеличению скорости
горения.

При этом, для МСТТ с радиусом вылетающих частиц алюминия больше
12 мкм при перегрузках больше 450 м/с2 массоприход увеличивается более чем
на 10%, что показывает важность учета эффекта изменения скорости горения под
действием перегрузки при моделировании нестационарных процессов в РДТТ на
этапах старта, маневрирования и торможения.

Заключение

Проведен расчетно-теоретический анализ влияния перегрузки на величину
прихода массы с горящей поверхности заряда смесевого металлизированного
твердого топлива с плоским каналом. Величина скорости горения рассчитывалась
на основе нестационарной модели горения металлизированного твердого топлива,
которая позволяет вычислять не только стационарные зависимости скорости го-
рения от перегрузки, но и мгновенный отклик скорости горения на перегрузки с
учетом инерционности конденсированной фазы. Полученные результаты нагляд-
но демонстрируют важность учета влияния перегрузки на скорость горения при
моделировании нестационарных процессов в РДТТ на этапах старта, маневриро-
вания и торможения.
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In this paper, combustion of a channel charge of a metallized composite solid chunk fuel in
the field of mass forces is modeled. We have investigated the influence of the g-force on the total
mass influx from the combustion surface of two parallel plates of the metallized solid fuel. The
combustion rate of the fuel is calculated based on the nonstationary model of the metallized solid
fuel combustion. The conducted computational and theoretical analysis has provided the data on
the influence of the mass forces and the composition of the fuel on the total mass influx from the
combustion surface. The g-force values are ranged from –650 to 650 m/s2. It is assumed that the
g-force is directed along the normal to the combustion surface; otherwise, the projection of the g-
force onto the normal to the combustion surface is considered. The obtained results have shown
that the effect of the g-force is not symmetric – the g-forces, which are identical in magnitude but
different in sign, lead to a different response of the combustion rate. The character of the
dependence between the combustion rate and g-force for the particles with the radius greater than
7.5 μm is nonmonotonic. The obtained results demonstrate the importance of taking into account
the effect of the g-force on the combustion rate when simulating nonstationary processes in solid
propellant engines at the stages of start, maneuvering, and deceleration.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ГОРЕНИЯ ЧАСТИЦ БОРА,
КАРБИДА БОРА, НИТРИДА БОРА И УГЛЕРОДА В ВОЗДУХЕ1

Проведен анализ моделей горения основных компонентов конденсирован-
ных продуктов сгорания (КПС) борсодержащих твердых ракетных топлив:
бора, карбида бора, нитрида бора и углерода. Используя известные экспери-
ментальные данные, определены параметры модели горения частиц карбида
бора и нитрида бора. Используя модели горения частиц бора, B4C, BN и уг-
лерода, проведены параметрические расчеты горения, как отдельных ука-
занных частиц, так и их смесей, моделирующих состав КПС борсодержащих
топлив.

Ключевые слова: бор, карбид бора, нитрид бора, углерод, горение частиц,
полнота сгорания, ракетно-прямоточный двигатель, конденсированные
продукты сгорания, математическое моделирование.

Ракетно-прямоточные двигатели (РПД) на твердом топливе являются перспек-
тивными двигательными установками высокоскоростных беспилотных летатель-
ных аппаратов.

Сжигание твердого топлива в РПД происходит в специальном автономном га-
зогенераторе (ГГ). Образующиеся продукты сгорания поступают в камеру дожи-
гания РПД, где они сгорают в смеси с воздухом, поступающим из внешней среды
через воздухозаборники.

В качестве перспективного горючего компонента твердых топлив РПД рас-
сматриваются порошкообразный бор и его соединения с алюминием и магнием
(полибориды).

До недавнего времени общепринятым было мнение, что борсодержащее твер-
дое топливо является своеобразным источником порошкообразного бора: при
сгорании такого твердого топлива из него «вылетают» частицы бора в практиче-
ски неизменном виде, и в таком виде они попадают в камеру дожигания РПД. Эта
идея стимулировала большое число исследований, посвященных горению частиц
бора [1−6], что позволило разработать современную модель этого процесса [1, 2].

Вместе с тем экспериментальные работы последних лет [7−9], посвященные
горению борсодержащих топлив и определению состава и свойств конденсиро-
ванных продуктов сгорания (КПС) борсодержащих твердых топлив, показывают,
что эти представления не соответствуют действительности.

Так, для исследованных топлив [7−9] в диапазоне давлений 0.25−8 МПа количе-
ство непрореагировавшего бора в КПС изменялось в пределах от 1 до 25%, количе-
ство карбида бора в КПС изменялось в пределах от 1 до 40%, количество оксида
бора – в пределах 12−25%, количество нитрида бора изменялось в пределах от 2 до
6%, количество углерода – от 10 до 16%. Содержание указанных веществ в КПС за-
висит от давления в камере сгорания ГГ.

                                                          
1 Работа финансировалось за счет гранта Российского научного фонда № 21-19-00541.
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Таким образом, математические модели процессов в камере дожигания РПД
должны учитывать, наряду с горением элементного бора, горение таких конден-
сированных веществ, как B4C, BN и углерод.

Если изучению горения частиц бора и частиц углерода уделялось много вни-
мания в течение последних 50 лет, то горение частиц B4C и BN исследовано зна-
чительно меньше.

Целью данной работы является анализ имеющихся экспериментальных дан-
ных по высокотемпературному окислению частиц карбида бора и нитрида бора,
выяснение механизма этих процессов и выбор математической модели, способной
описать горение частиц B4C и BN в условиях камеры дожигания РПД.

В настоящей работе считается, что B, B4C, BN и C попадают в камеру дожига-
ния РПД в виде отдельных независимых частиц разного размера. Чтобы получить
представление о том, как разные вещества участвуют в процессе горения, мы
сравниваем горение отдельных частиц B, B4C, BN и C в одинаковых условиях.

Модель горения частиц бора в воздухе

Окисление бора затруднено наличием на поверхности частицы жидкого слоя
оксида бора, который существенно замедляет молекулярную диффузию, а вместе
с ней и горение частицы бора.

Обычно выделяют две основные стадии горения частицы бора в кислородсо-
держащей атмосфере [1, 2]: первая стадия включает нагрев частицы и удаление
оксидного слоя. Эту стадию обычно ассоциируют с задержкой воспламенения.
Как только с поверхности частицы исчезает оксидный слой, начинается вторая
стадия горения, на которой «голая» частица бора активно реагирует с кислородом,
беспрепятственно поступающим к поверхности частицы из окружающей среды.

Вследствие высокой температуры кипения бора (3900−4140 К при 1 атм) гете-
рогенные реакции являются преобладающими в процессе химических превраще-
ний, в то время как газофазные реакции играют незначительную роль, что прин-
ципиально отличает горение частиц бора от горения капель углеводородов.

Основываясь на экспериментальных данных [1], была разработана модель го-
рения одиночной частицы бора [1, 2], получившая в литературе условное назва-
ние PSU-модель. PSU-модель стала основой для целого класса новых моделей, с
разных точек зрения описывающих горение одиночных частиц бора. Сравнение
PSU-модели с экспериментальными данными показало, что она с разумной точно-
стью описывает горение крупных и мелких одиночных частиц бора в разных ус-
ловиях. В полной PSU-модели учитываются реакции бора с молекулярным кисло-
родом, водяным паром, фтористым водородом и атомарным фтором [1, 2]. В на-
стоящей работе используется «укороченный» вариант PSU-модели [2], в котором
рассматриваются только реакции с молекулярным кислородом.

Модель [2] позволяет рассчитать изменение диаметра частицы бора от време-
ни в разных условиях.

Определим полноту сгорания частиц бора как отношение сгоревшей массы
частицы к ее начальной массе. Выражая массу через диаметр, для полноты сгора-
ния частицы бора получим соотношение

3
01 ( / )d dα = − , (1)

где d и d0 – текущий и начальный диаметры частицы бора соответственно.
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Окисление частиц карбида бора в воздухе

В отличие от частиц бора горение частиц B4C исследовано значительно менее
подробно. Именно этим объясняется отсутствие детальной информации по горе-
нию частиц карбида бора и, как следствие, отсутствие детальной модели горения
частиц карбида бора.

В основном эксперименты по окислению карбида бора проводились либо на
прессованных, либо на спеченных образцах с низкой пористостью. Перенести ре-
зультаты этих экспериментов на отдельные частицы карбида бора не представля-
ется возможным. Из всего многообразия имеющихся экспериментальных данных
по окислению карбида бора можно выделить только две работы [10, 11], в кото-
рых исследовалось окисление частиц карбида бора в воздухе.

Авторы [10] исследовали изотермическое окисление порошкового карбида бо-
ра с мелкими (1.52 мкм), средними (22.5 мкм) и крупными (59.6 мкм) частицами
на воздухе в диапазоне температур от 500 до 800 °C. Эксперименты продолжались
от 15 до 210 мин, с непрерывным взвешиванием образца.

В работе [11] исследовано изотермическое окисление частиц карбида бора со
средним размером 10, 32 и 93 мкм и удельной поверхностью 0.705, 0.253 и
0.176 м2/г соответственно. Окисление проводилось на воздухе при температурах
600, 650 и 700 °C в течение 10–120 мин.

Образцы порошка B4C массой 500±1 мг представляли собой насыпной слой
толщиной около 2 мм.

В результате экспериментов [10, 11] определялась степень (полнота) окисле-
ния порошка

0

max 0

/
( ) /

m m
m m
∆

α =
∆

, (2)

где m∆  – изменение массы образца в ходе реакции; max( )m∆  – максимально воз-
можное изменение массы образца в ходе реакции. Для карбида бора

2 3 4

4

B O B Cmax

0 B C

2( )
1.52

m
m

μ − μ∆
= =

μ
, (3)

что соответствует полному превращению карбида бора в оксид бора в предполо-
жении, что оксид бора не улетучивается.

Результаты экспериментов [10, 11] обрабатывались с использованием уравне-
ния Джандера [12]

21/31 (1 ) kt⎡ ⎤− − α =⎣ ⎦ , (4)

описывающего окисление сферических частиц, контролируемое диффузией, где
k – константа скорости окисления, контролируемого диффузией; t – длительность
процесса окисления.

В основе модели (4) лежат следующие представления об окислении карбида
бора в кислороде [12, 13].

(1) Частица B4C считается сферической и покрыта пленкой оксида бора, кото-
рый при рассматриваемых температурах находится в жидком состоянии.

(2) Через пленку расплава B2O3 к поверхности частицы происходит диффузия
кислорода из окружающей среды за счет растворения кислорода в расплаве.
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(3) Кислород растворяется в расплаве оксида бора в атомарном виде; атомар-
ный кислород образуется у свободной поверхности частицы за счет диссоциации
молекулярного кислорода, содержащегося в окружающей среде. Концентрация

(0)
OC   атомарного кислорода в расплаве B2O3 у границы раздела расплава с газо-

вой фазой связана с концентрацией кислорода в газовой фазе и с растворимостью
кислорода в расплаве B2O3 и определяется законом Сивертса

( )
2

(0)
OO exp /sC B p E RT= , (5)

где 
2Op – парциальное давление кислорода в окружающем газе; B и ES > 0 – по-

стоянные.
(4) На границе раздела B4C/B2O3 поступающий атомарный кислород взаимо-

действует с B4C, образуя жидкий B2O3 и газообразный CO2 согласно реакции
B4C + 8O → 2B2O3+ CO2 .

(5) Газообразный CO2 диффундирует через слой B2O3 в окружающую среду.
(6) Испарением расплава B2O3 со свободной поверхности частицы пренебрега-

ется.
(7) Наиболее медленной стадией процесса считается диффузия кислорода че-

рез расплав B2O3 [12, 13], поэтому химическая реакция между B4C и кислородом
на границе раздела B4C/B2O3 лимитируется скоростью диффузии кислорода через
слой оксида бора.

В результате обработки экспериментальных данных [10, 11], используя фор-
мулу (4), получены зависимости константы скорости окисления k от температуры
для частиц B4C разного диаметра (рис. 1).
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Рис. 1. Зависимости константы скорости окисления k от
температуры для частиц B4C разного диаметра по данным
работ [10, 11]
Fig. 1. Dependences of the oxidation rate constant k on
temperature for B4C particles with different diameters according
to the data of [10, 11]
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Полученные данные (рис. 1) аппроксимировались зависимостью

( )9 1.5
03.56 10 exp 25860 /k d T−= ⋅ − , (7)

где k измеряется в мин−1; d0 – начальный диаметр частиц B4C в мкм.
На рис. 2 приведено сравнение значений константы скорости окисления k для

B4C, полученной расчетом по формуле (7), с экспериментальными данными [10,
11], приведенными на рис. 1.
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Рис. 2. Сравнение значений константы скорости окисления k
для B4C, полученной расчетом по формуле (7), с эксперимен-
тальными данными [10, 11], приведенными на рис. 1
Fig. 2. Comparison of values of the oxidation rate constant k for
B4C obtained by calculation using formula (7) with the
experimental data [10, 11] shown in Fig. 1

Видно, что формула (7) удовлетворительно описывает зависимость константы
скорости окисления k для B4C от температуры и размера частиц во всем исследо-
ванном диапазоне. Отклонения расчетных значений k от экспериментальных свя-
заны с тем, что понятие «размер частицы», применительно к исследованным по-
рошкам, в достаточной степени условно, так как в экспериментах [10, 11] исполь-
зовались порошки с широким распределением по размерам. Поэтому корреляция
(7) устанавливает связь константы скорости окисления k от некоторого среднего
размера частиц, указанного в статьях [10, 11].

Несмотря на это, формула (7) достаточно хорошо (коэффициент корреляции
0.91) отражает связь константы скорости окисления k с характерными размерами
частиц и температурой.

Отметим, что формула (4) аппроксимирует только начальный участок экспе-
риментальных зависимостей α(t) [10, 11]. В дальнейшем экспериментальная кри-
вая обычно выходит на постоянный уровень или максимум, не достигая значения
40%. Такое поведение экспериментальной кривой связано с особенностью прове-
дения экспериментов [10, 11], в которых использовался тонкий слой порошка
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B4C. На начальном этапе экспериментов [10, 11] по изотермическому окислению
порошков B4C содержание оксида бора в порошке было малым и частицы в про-
цессе окисления вели себя, как отдельные, однако, по мере увеличения степени
(полноты) окисления, содержание оксида в порошке увеличивалось настолько,
что происходило слипание частиц. В результате образец превращался в монолит-
ную массу расплава B2O3, внутри которой были капсулированы частицы B4C. Это
затрудняло диффузию кислорода к поверхности частиц B4C и, как следствие, су-
щественно снижало скорость окисления. В результате процесс окисления замед-
лялся и кривая α(t) выходила на плато. Если при этом происходило интенсивное
испарение оксида бора, то в дальнейшем масса образца (а значит, и рассчитанное
по ней значение α) даже уменьшалась. Процесс испарения (уноса) B2O3 в рас-
сматриваемых условиях является медленным и далее не учитывается.

Введем время полного окисления частицы oxt , которое соответствует α = 1.
Как следует из (7),

1
oxt k −= . (8)

Тогда формулу (7) можно переписать в виде
21/31 (1 ) / oxt t⎡ ⎤− − α =⎣ ⎦ . (9)

Учитывая (7) и (8), получим

( )8 1.5
01.69 10 exp 25860 /oxt d T−= ⋅ , (10)

где время измеряется в секундах, d0 – начальный диаметр частиц B4C в мкм.
Эксперименты [10, 11] проводились в воздухе при давлении 1 атм, что соот-

ветствует парциальному давлению кислорода 
2Op  = 0.21 атм.

При других давлениях воздуха константа скорости окисления k и время полно-
го окисления частицы oxt  изменятся.

Как показано в [13], константа скорости окисления, контролируемого диффу-
зией кислорода в расплаве, (0)

O~k C , где (0)
OC  – концентрация атомарного кисло-

рода в расплаве B2O3 у границы раздела расплава с газовой фазой. Концентрация
(0)
OC  связана с концентрацией кислорода в газовой фазе и с растворимостью ки-

слорода в расплаве B2O3 и определяется законом Сивертса (5).
Тогда, учитывая (5) и (10), при произвольном парциальном давлении кислоро-

да получим [13]

( )
2

1.5
8 0

O

0.77 10 exp 25860 /ox
d

t T
p

−= ⋅ . (11)

Отметим, что зависимости (7) и (11) получены при относительно низких тем-
пературах (≤800 °C).

Предполагая, что при высоких температурах механизм окисления карбида бо-
ра не изменится, экстраполируем зависимости (9), (11) на температуры, характер-
ные для камеры дожигания РПД.

Дифференцируя (9) по времени, получим
2/3

1/3
3(1 )

2 [1 (1 ) ]ox

d
dt t
α − α

=
− − α

. (12)
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Окисления частиц нитрида бора в воздухе

Экспериментальных данных по окислению частиц нитрида бора BN еще
меньше, чем для карбида бора. Нам известна только одна работа [16], в которой
исследуется окисление порошка нитрида бора с частицами диаметром 1.2 мкм во
влажном воздухе. В работе [16] основное внимание уделяется взаимодействию
оксида бора с водяным паром и уносу оксида бора с поверхности частицы, что со-
ответствует очень большим длительностям процесса. В то же время, данные, от-
носящиеся к начальному периоду окисления BN, который и представляет наи-
больший интерес с точки зрения практического приложения к РПД, приведены в
масштабе, не позволяющем их проанализировать с достаточной точностью. Вме-
сте с тем, экспериментальные данные [16] показывают, что процесс на начальной
стадии окисления BN также хорошо описывается формулой Джандера (9). Это
указывает на то, что процесс окисления нитрида бора также контролируется диф-
фузией  атомарного кислорода в слое оксида бора, покрывающем частицу. На
границе BN/B2O3 происходит окисление нитрида бора согласно реакции

2BN + 3O → B2O3 + N2 . (13)
Как показано в работах [12−16], лимитирующим фактором в процессе окисле-

ния нитрида бора также является диффузия кислорода через слой расплавленного
оксида бора. Это указывает на то, что конкретный исходный материал частицы (в
данном случае B4C или BN) играет второстепенную роль и скорость окисления
нитрида бора и карбида бора будет одинаковой при одинаковом размере частиц,
одинаковом слое оксида бора на их поверхности и одинаковых условиях, в кото-
рых происходит окисление.

По этой причине, за неимением других данных, будем считать, что скорость
окисления карбида бора и нитрида бора описывается одной и той же моделью (9),
(11) и, более того, имеет одинаковое значение в одинаковых условиях.

Следует иметь в виду, что для нитрида бора

2 3B O BNmax

0 BN

0.5( )
0.4026

m
m

μ − μ∆
= =

μ
, (14)

что соответствует полному превращению нитрида бора в оксид бора без уноса ок-
сида бора с поверхности частицы.

Окисление частиц углерода в воздухе

Для расчета процесса горения частиц углерода в воздухе в настоящей работе
будем использовать упрощенную методику, предложенную в статье [17], осно-
ванную на экспериментальных данных [18].

Твердые частицы углерода считаются сферическими с одинаковым диаметром dp.
Горение частиц углерода происходит в результате поверхностной реакции

С + O2 → CO2 . (15)
Для описания поверхностной реакции углеродной частицы использована диф-

фузионно-кинетическая модель [17]. Скорость диффузии Rd определяется выра-
жением

0.75( ) / 2p
d d

p

T T
R C

d
∞⎡ ⎤+⎣ ⎦= , (16)
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где Tp и T∞ – температура частицы и окружающей среды соответственно;
125.0 10dC −= ×  кг/(м·с·Па·К0.75) – коэффициент скорости диффузии, полученный

при сжигании угля между 1200 и 2000 К [18].
Скорость реакции kR  определяется соотношением

expk k
ER C

RT
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (17)

где коэффициент Ck и энергия активации E скорости реакции могут быть получе-
ны из эмпирической формулы для поверхностной реакции полидисперсных час-
тиц угля при различных значениях концентрации кислорода. Экспериментальные
данные [18] показывают, что скорость поверхностной реакции не зависит от кон-
центрации кислорода (в диапазоне 5–10%) и размера частиц (в диапазоне от 28 до
105 мкм). В этом случае упрощенное выражение типа Аррениуса, основанное на
представленных данных, может быть записано в виде [17]

659000.0016expkR
RT

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (кг/(м2·с·Па)),  R2 = 0.94. (18)

Общая масса углеродных частиц, прореагировавших согласно диффузионно-
кинетической модели, описывается уравнением

2O
p d k

p
d k

dm R R
S p

dt R R
= −

+
, (19)

где 
2Op  – парциальное давление кислорода в окружающем газе; Sp  – площадь

поверхности частицы.
Считая частицу углерода сферической и учитывая (19), для изменения диамет-

ра частицы получим уравнение

2C O
( )

2p d k

d k

d d R Rp
dt R R

ρ = −
+

, (20)

где Cρ  – плотность частиц углерода, которая считается постоянной, равной плот-
ности графита: Cρ  = 2200 кг/м3.

Тогда полнота сгорания частицы углерода определяется соотношением
3

01 ( / )pd dα = − . (21)

Модель горения КПС борсодержащих твердых топлив

До этого мы рассматривали горение отдельных компонентов КПС.
В действительности, в камере дожигания происходит горение КПС, содержа-

щих одновременно несколько компонентов. Рассмотрим горение КПС, содержа-
щих бор, карбид бора, нитрид бора и углерод.

Пусть массовые доли этих компонентов в КПС равны 
4B B C BN, ,z z z  и Cz  соот-

ветственно. При этом считается, что

4B B C BN C 1z z z z+ + + ≤ , (22)

так как в состав КПС кроме указанных веществ могут входить B2O3, Al2O3 и др.,
которые считаются инертными.
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Тогда полнота сгорания КПС будет определяться соотношением

4 4 4

4 4

B B B B C B C B C BN BN BN C C C

B B B C B C BN BN C C

Q z Q z Q z Q z
Q z Q z Q z Q z

α + α + α + α
α =

+ + +
, (23)

где 
4B B C BN, ,α α α  и Cα  – полнота сгорания бора, карбида бора, нитрида бора и

углерода соответственно; 
4B B C BN, ,Q Q Q  и CQ  – теплотворные способности бора,

карбида бора, нитрида бора и углерода соответственно, которые приведены в
табл. 1.

Т а б л и ц а  1

Теплотворная способность основных компонентов КПС
борсодержащих твердых топлив

Вещество B B4C BN C
Теплотворная способность, МДж/кг 58.74 51.4 15.17 32.8

Отметим, что формула (23) определяет полноту сгорания КПС, а не полноту
сгорания всего топлива. Полнота сгорания всего топлива определяется как

4 4 4

4 4

КПС B B B B C B C B C BN BN BN C C C КПС

КПС B B B C B C BN BN C C КПС

(1 ) ( )

(1 ) ( )
g

g

z Q Q z Q z Q z Q z z

z Q Q z Q z Q z Q z z

− + α + α + α + α
η =

− + + + +
, (24)

где gQ  – тепловой эффект газофазных реакций; КПСz  – массовая доля КПС в
продуктах сгорания борсодержащего топлива.

Здесь предполагается, что газофазные реакции являются очень быстрыми по
сравнению с горением КПС и завершаются мгновенно.

Результаты моделирования

Рассмотрим результаты моделирования горения КПС в воздухе в изотермиче-
ских условиях.

При моделировании считается, что давление p и температура T воздуха оста-
ются постоянными в течение всего процесса горения, а парциальное давление O2
в воздухе постоянно и равно 0.21p.

КПС борсодержащих топлив представляют собой смесь различных веществ,
основными из которых являются [7−9] бор, карбид бора, нитрид бора, углерод и
оксид бора, при этом последний при высоких температурах может испаряться и
взаимодействовать с водяным паром с образованием летучих борных кислот.
Процессы высокотемпературного взаимодействия оксида бора с водяным паром и
испарение оксида бора в настоящей работе не рассматриваются, поэтому оксид
бора в данной работе считается инертным веществом в составе КПС.

Очевидно, процесс горения КПС в воздухе при прочих равных условиях будет
зависеть не только от их химического состава, но и от их структуры и дисперсно-
сти.

В настоящее время отсутствует детальная информация о структуре КПС, в ча-
стности, отсутствуют данные о том, как указанные вещества распределены внутри
частиц КПС. По этой причине в данной работе считается, что каждое вещество
представляет собой отдельную частицу, имеющую те же размеры, что и наблю-
даемые в экспериментах частицы КПС [7−9].
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Как следует из экспериментальных данных [7−9], размеры частиц КПС борсо-
держащих топлив существенно зависят от состава топлива и условий в камере
сгорания газогенератора. Так при фиксированном размере 3 мкм частиц порошко-
образного бора или полиборидов алюминия в топливе, размеры частиц КПС, по-
падающих в камеру дожигания РПД, могут составлять от 5 до 20 мкм, при этом
отдельные частицы КПС могут иметь размеры до 50 мкм.

Процентное содержание различных компонентов в КПС также существенно
изменяется в зависимости от состава топлива и условий в камере сгорания газоге-
нератора.

В связи с этим были проведены расчеты полноты сгорания отдельных частиц
КПС в одинаковых условиях и КПС, состоящих из этих веществ в разной пропор-
ции.

Исходя из анализа экспериментальных данных [7−9], рассмотрим два наиболее
характерных состава КПС, приведенных в табл. 2. Состав, соответствующий ва-
рианту 1, характеризуется малым содержанием в КПС элементного бора и боль-
шим содержанием карбида бора, а состав, соответствующий варианту 2, – боль-
шим содержанием в КПС элементного бора и малым содержанием B4C.

Т а б л и ц а  2
Варианты расчетов

Вариант B, % B4C, % BN, % C, %
1 10 25 4 15
2 30 10 5 15

Отметим, что в данной работе рассматривалось горение КПС в изотермиче-
ских условиях и не учитывалось изменение температуры смеси при горении КПС.
Поэтому горение отдельных частиц разных компонентов КПС не зависело от со-
става КПС, но зависело от давления и температуры окружающей среды, а также
от размеров частиц.

В каждом варианте расчета считается, что частицы всех компонентов КПС
имеют одинаковые размеры. Учитывая, что окисление частиц B4C и BN согласно
описанной выше модели происходит с одинаковой скоростью, чтобы различать их
на графике, начальный размер частиц BN искусственно принимался на 5−10%
больше размера остальных частиц.

Результаты расчетов полноты сгорания отдельных компонентов КПС и КПС в
целом показаны на рис. 3 – 6.

Видно, что определяющим фактором для полноты сгорания отдельных частиц
КПС  является температура окружающей среды, а роль давления является второ-
степенной.

Как следует из результатов моделирования, при низких температурах
(T = 2000 К, рис. 3) в камере дожигания быстрее всего сгорают частицы углерода
и бора, в то время, как частицы карбида бора и нитрида бора горят медленнее и
требуется гораздо больше времени (а значит, и большей длины камеры дожига-
ния) для полного их сгорания. Как следует из рис. 3, при низких температурах в
камере дожигания можно выделить две стадии горения КПС состава Вар. 1 (см.
табл. 2), с малым содержанием элементного бора в КПС: на первой стадии сгора-
ют частицы углерода и бора, а на второй – догорают частицы карбида бора и нит-
рида бора. Для этого варианта расчетов полнота сгорания КПС быстро достигает
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уровня 65−75% (что соответствует полному выгоранию углерода и бора в КПС) и
после этого медленно увеличивается, главным образом, за счет сгорания карбида
бора. Эти результаты коррелирует с экспериментальными данными для модель-
ных РПД, согласно которым уровень полноты сгорания в 70−75% достигается
легко, однако дальнейшее повышение полноты сгорания возможно только за счет
специальных конструктивных и технологических мероприятий.
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Рис. 3. Полнота сгорания отдельных компонентов КПС и КПС в целом для Вар. 1 (см. табл. 2);
p = 10 атм.; T = 2000 К; a – d0 = 3 мкм; b – d0 = 10 мкм; c – d0 = 20 мкм; d – d0 = 50 мкм
Fig. 3. Completeness of combustion of individual components of the CCP and CCP as a whole
for Var. 1 (see Table 2); p = 10 atm; T = 2000 K; d0 = (a) 3, (b) 10, (c) 20, and (d) 50 µm

При высоких температурах в камере дожигания (T = 2500 К), напротив, части-
цы бора сгорают медленнее (главным образом, за счет большой длительности
первой стадии процесса горения), чем частицы карбида и нитрида бора, при этом,
быстрее всего сгорают частицы углерода. В этом случае для состава Вар. 1 полно-
та сгорания КПС определяется полнотой сгорания частиц карбида бора.
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Влияние температуры и давления в камере дожигания на полноту сгорания
КПС разного состава показано на рис. 4−6.
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Рис. 4. Полнота сгорания КПС Вар. 1 (см. табл. 2); a – T = 2000 К; b – T = 2500 К
Fig. 4. Completeness of combustion of CCP Var. 1 (see Table 2); T = (a) 2000 and (b) 2500 K
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Рис. 5. Полнота сгорания КПС Вар. 2 (см. табл. 2); a – T = 2000 К; b – T = 2500 К
Fig. 5. Completeness of combustion of CCP Var. 2 (see Table 2); T = (a) 2000 and (b) 2500 K

Если температуру в камере дожигания можно регулировать, например за счет
ступенчатой подачи воздуха [19−20] и повышения теплотворной способности то-
плива, то влияние на размеры частиц КПС ограничено. Как следует из экспери-
ментальных данных [7−9], размеры частиц КПС, попадающих в камеру дожига-
ния из газогенератора, слабо коррелируют с размерами исходных частиц бора или
полиборидов, входящих в состав топлива. Это связано с интенсивными процесса-
ми агломерации и химических превращений частиц бора и полиборидов, проис-
ходящих на поверхности горения топлива и приводящих к многократному укруп-
нению частиц, покидающих поверхность горения. В результате этих процессов с
поверхности горения вылетают конгломераты, состоящие из слипшихся и/или
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Рис. 6. Полнота сгорания КПС разного состава при p = 10 атм;
a – T = 2000 К; b – T = 2500 К

Fig. 6. Completeness of combustion of CCP of different composition at p = 10 atm;
T = (a) 2000 and (b) 2500 K

спекшихся частиц, которые имеют размеры десятки и сотни микрометров. Разме-
ры отдельных конгломератов, покидающих поверхность горения, могут достигать
нескольких миллиметров. Вместе с тем отбор КПС за соплом газогенератора пока-
зал [7−9], что в камеру дожигания попадают частицы КПС с размерами 5−30 мкм,
что существенно меньше размеров частиц КПС, покидающих поверхность горе-
ния. Это указывает на интенсивное дробление частиц КПС в сопле газогенератора
и на слабую связь частиц, входящих в состав конгломератов. Таким образом, ор-
ганизация потока продуктов сгорания в сопле газогенератора и на входе в камеру
дожигания РПД позволяет существенно снизить размеры частиц КПС, попадаю-
щих в камеру дожигания РПД, и, тем самым, повысить полноту сгорания твердого
топлива в РПД. Экспериментальные данные [7−9] косвенно указывают на роль
оксида бора в формировании конгломератов и их прочности: чем больше оксида
бора образовалось в камере сгорания газогенератора, тем крупнее и прочнее конг-
ломераты, тем больше размеры частиц на выходе из газогенератора.

Заключение

Проведен анализ моделей горения основных компонентов КПС борсодержа-
щих твердых ракетных топлив: бора, карбида бора, нитрида бора и углерода с ис-
пользованием известных экспериментальных данных, определены параметры мо-
дели горения частиц карбида бора и нитрида бора, а для моделей горения частиц
бора, B4C, BN и углерода проведены параметрические расчеты горения как от-
дельных указанных частиц, так и их смесей, моделирующих характерный состав
КПС борсодержащих топлив.

Проведенный сравнительный анализ горения частиц бора, B4C, BN и углерода
в пропорциях, характерных для КПС борсодержащих топлив, показал, что наи-
меньшее влияние на полноту сгорания КПС оказывает горение BN. Это связано с
его низкой теплотворной способностью и малым содержанием в КПС. При про-
чих равных условиях быстрее всего сгорают частицы углерода, однако их вклад в
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полноту сгорания КПС меньше, чем у бора и карбида бора, вследствие более низ-
кой теплотворной способности.

Приведенные данные демонстрируют положительное влияние высокой темпе-
ратуры и малых размеров частиц на полноту сгорания КПС борсодержащих топ-
лив в условиях камеры дожигания РПД. При низких температурах в камере дожи-
гания РПД (менее 2000 К) бор и углерод, содержащиеся в КПС, сгорают быстрее
B4C, что для типичного состава КПС обеспечивает полноту сгорания на уровне
65−75%. Дальнейшее повышение полноты сгорания происходит медленно за счет
догорания частиц B4C. При высоких температурах в камере дожигания РПД (бо-
лее 2500 К) процесс горения КПС интенсифицируется. Это приводит к тому, что
бор и карбид бора вносят примерно одинаковый вклад в полноту сгорания КПС,
при этом на начальном этапе горения КПС B4C может вносить даже больший
вклад в полноту сгорания КПС, чем бор.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ АЭРОДИНАМИКИ ГАЗА
И ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ

ДВУХ ВСТРЕЧНЫХ ЗАКРУЧЕННЫХ ПОТОКОВ1

Представлена оригинальная вихревая камера, в которой моделируется аэро-
динамика газового потока при взаимодействии двух встречных закрученных
течений с целью выравнивания центробежных сил в центральной области
аппарата применительно к задачам сепарации порошков по фракционному
составу или интенсификации тепломассопереноса в химических реакторах.
На основе дискретно-траекторного подхода выявлены особенности в траек-
ториях движения классифицируемых частиц, а также показана достовер-
ность полученных результатов для аэродинамики закрученного течения в
предлагаемой геометрии вихревой камеры.

Ключевые слова: аэродинамика, численное моделирование, закрученное
течение, скорость, давление, частицы, вихревая камера.

На сегодняшний день, потребности в получении тонкодисперсных порошков
при заданном гранулометрическом составе существенно возросли, поэтому в на-
учной литературе увеличился интерес к совершенствованию сухих методов фрак-
ционного разделения частиц по размерам в газовой или воздушной среде. Тонко-
дисперсные порошки востребованы в технологических процессах таких разделов
промышленности, как энергетика, энергомашиностроение, порошковая и химиче-
ская отрасли [1, 2]. Одной из основных проблем газовой классификации порош-
ков является создание однородного поля вектора скорости в центробежном аппа-
рате [3]. Имеют место различные способы для получения тонкодисперсных по-
рошков. Одним из самых безопасных, с точки зрения экологии, и в то же время
эффективных способов получения мелкодисперсных порошков являются газовые
или воздушно-центробежные методы переработки сыпучей среды [4]. Практиче-
ские исследования показывают, что для процесса фракционного разделения по-
рошков на группы по фиксированному и заданному размеру частиц наиболее вы-
годным и перспективным является применение газовых центробежных классифи-
каторов. Наибольшее распространение в промышленной области получили кас-
кадно-гравитационные и центробежные классификаторы. Гравитационные клас-
сификаторы преимущественно используются для разделения порошков в диапа-
зоне граничных крупностей частиц от сотен микрон до нескольких миллиметров,
в то время как центробежные классификаторы – от нескольких до нескольких
сотен микрон [5]. Это можно объяснить тем, что сила тяжести, действующая на
разделяемые частицы в гравитационном классификаторе, может быть в тысячи
раз меньше, чем центробежная сила, действующая на такие же самые частицы в
центробежном классификаторе [6]. Экспериментальные исследования показыва-

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-38-

90135.
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ют, что удачный выбор геометрии сепарационной зоны классификатора позволяет
получить однородное поле закрученного течения, что является определяющим
фактором, влияющим на остроту сепарации твердых тяжелых частиц. Поэтому
представленная работа посвящена моделированию аэродинамики закрученного
газа в предложенной оригинальной геометрии вихревой камеры и расчету траек-
торий частиц в поле скоростей двух встречных закрученных течений.

Физико-математическая постановка задачи

В настоящей работе представлена оригинальная геометрия закрученного тече-
ния в вихревой камере, показанная на рис. 1. Несущие газовые потоки из сечений
B-B и H-H направляются к центру вихревой камеры с противоположных сторон,
где образуют однородную область центробежных и аэродинамических сил, и за-
тем газовые потоки покидают аппарат через сечения А-А и С-С. Предложенная
геометрия позволяет в области Е-Е и F-F создать равномерное поле закрученного
течения, которое может повысить остроту классификации мелкодисперсных
частиц.

z
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Рис. 1. Схема расчетной области
Fig.1. Computational domain

Основой для численного расчета динамики закрученного течения несущей
среды в новой геометрии служили уравнения Навье – Стокса, которые для удоб-
ства записывались в цилиндрической системе координат. В силу небольших ско-
ростей газового потока будем считать движущую среды несжимаемой и при от-
сутствии изменений импульса в окружном направлении получим осесимметрич-
ную систему  дифференциальных уравнений для переноса количества движения.
В результате перечисленных выше условий получим безразмерную форму урав-
нений Навье – Стокса [7]:
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Для получения безразмерной формы уравнений (1) – (4) были использованы
следующие масштабы: радиус вихревой камеры R0 был взят в качестве масштаба
длины, а в качестве масштаба скорости – принята средняя  аксиальная скорость
газа U0 через сечение B-B. Полученная безразмерная форма уравнений (1) – (4)
содержит  критерий Рейнольдса (Re) и давление в виде p = P/(ρU0

2).
В предложенной геометрии сепарационной зоны были приняты граничные ус-

ловия для скоростей:  на входе в сечении B-B значение осевой скорости принима-
лось постоянным отрицательным uz = −1, а на противоположной стороне камеры в
сечении H-H значение принималось положительным и постоянным числом
γ = Uz/U0. Для радиальной составляющей скорости в этих сечениях использова-
лось условия Неймана ∂ur/∂z = 0. Для окружной безразмерной скорости во вход-
ных сечениях B-B и H-H принималось условие вращения газа как твердого тела
uφ = rRω0 и uφ = rRω1 соответственно, причем значения критериев имеют вид
Rω0 = ω0 R0/U0 и Rω1 = ω1 R0/U0. Здесь значения угловых скоростей ω0 и ω1 есть
средние значения угловых скоростей газа на входе в вихревую камеру. Для оси
симметрии принимались условия ur = 0; ∂uz/∂r = ∂uφ/∂r = 0. На выходе из вихревой
камеры в сечениях A-A и C-C использовалось условия установления ∂/∂z = 0 для
всех искомых переменных. На стенках для скоростей несущей среды использова-
лось условие равенства нулю. Для окружной компоненты скорости на стенках
предложенной геометрии устанавливалось условие равенства нулю, за исключе-
нием внутренних перегородок, которые также могли вращаться с угловой скоро-
стью ωd и для них применялось традиционное условие: uφ = rRωd . Здесь  критерий
вращения имеет вид Rωd = ωd R0/U0.

Таким образом, полученная система (1) – (4) замкнута и описывает аэродина-
мику двух встречных закрученных течений в вихревой камере. В силу особенно-
стей закрученного течения двухфазной среды континуальный подход в данной
постановке не совсем подходит, так как известно, что траектории движения час-
тиц при наличии аэродинамических и центробежных сил могут пересекаться ме-
жду собой [8]. Поэтому численные расчеты проводились на основе дискретно-
траекторного подхода.

В работе предполагается, что на сферическую твердую частицу действуют
только гравитационная, центробежная, аэродинамическая и инерционная силы.
Для того чтобы достичь высокой эффективности процесса сепарации частиц по
фиксированному и заданному размеру необходима небольшая концентрация час-
тиц, следовательно, можно пренебречь обратным воздействием частиц на поток.



Моделирование аэродинамики газа и траектории движения частиц 141

В таком случае, в рамках предложенного дискретно-траекторного подхода, урав-
нения траекторий движения частиц будут выглядеть следующим образом:

d
dt

=
r W ; (5)

.dm
dt

=
W F (6)

В результате вышеуказанных допущений, уравнение (6) с учетом указанных сил,
в цилиндрической системе координат будет представлено в виде [9]

( )2
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−
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−
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Здесь ξ – это отношение истинного коэффициента аэродинамического сопротив-
ления частицы к коэффициенту сопротивления по закону Стокса.
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где δ – диаметр частицы, g – ускорение свободного падения, ρp – плотность час-
тицы, ρ – плотность несущего потока.

Метод численного решения

Решение полученной системы уравнений (1) – (4) проводилось на основе из-
вестного метода [10], который достаточно детально описан в работе [5]. После его
применения, на выходе получаем систему скалярных уравнений, причем для ре-
шения каждого уравнения используется метод [11].

θ Λ θ Λ θ
τ x y F∂

= + +
∂

;

*
*1

2
n n

x x y Fθ
− Λ θ = Λ θ + Λ θ +

τ
+ +
+

;

** *
**θ 1 θΛ θ

τ 2 τy− =
+ ++
+ +

;

1 **θ θ θn n+ = ++ .
Здесь операторы Λ представляют собой слагаемые, отвечающие за диффузию и
конвекцию.

Для устойчивости численной схемы решения задачи использовалась экспо-
ненциальной схема [12]. Численное решение полученных уравнений движения
частиц проводилось на основе неявного метода Эйлера.
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Анализ численных результатов

Результаты поля скоростей для представленной оригинальной геометрии пока-
заны на рис. 2 – 6. На рис. 2 изображено распределение линий тока и изолинии
окружной компоненты скорости для случая [13]. Из анализа этих графиков можно
отметить, что  наличие модернизированной геометрии зоны сепарации позволило
получить достаточно однородные поля вектора скорости в центральной области
рассматриваемого центробежного классификатора. Существенное увеличение ок-
ружной скорости в непосредственной близости от левой перегородки объясняется
сохранением импульса в окружном направлении и обеспечивает невозможность
проникновения крупных частиц в область выхода мелкого продукта.
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Рис. 2. Картина изменений линий тока (слева) и изолиний
окружной скорости (справа) в оригинальной геометрии сепа-
рационной зоны при параметрах течения Re = 20; Rω0 = 4;
Rω1 = 4; Rωd = 4, γ = 1
Fig. 2. Distribution of isolines of stream functions (left) and
isolines of the circumferential component of the velocity vector
(right) in the vortex chamber at flow parameters Re = 20; Rω0 = 4;
Rω1 = 4; Rωd = 4; and γ = 1

На рис. 3 представлены кривые движения одиночных, сферических частиц, с
различным диаметром, запущенных с точек с координатой r = 0.55 при встречных
потоках со слабой закруткой (слева) и для случая, когда оба потока подаются на
вход с большей закруткой. Как видно из графиков, при увеличении величины за-
крутки во входных сечениях аппарата за счет увеличенной центробежной силы
удается добиться более качественного процесса классификации частиц и умень-
шить граничный размер частиц, попадающих в мелкую фракцию.
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Рис. 3. Распределение траекторий частиц при движении
в предложенной геометрии при параметрах течения
Re = 100, Rω0 = Rω1 = 0.5, Rωd = 0, γ = 1 (вверху)
и при параметрах течения Re = 100, Rω0 = Rω1 = 2,
Rωd = 4, γ = 1 (внизу)
Fig.3. Distribution of particle trajectories in the proposed
geometry with flow parameters Re = 100, Rω0 = Rω1 = 0.5,
Rωd = 0, γ = 1 (upper) and for flow parameters Re = 100,
Rω0 = Rω1 = 2, Rωd = 4, γ = 1 (lower)
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На рис. 4 представлены распределения линий тока несущей среды для двух
различных вариантов аэродинамики, на основе которых были получены распре-
деления траекторий движения частиц, представленных на рис. 3. Можно заметить,
что при увеличении закрутки и числа Рейнольдса поток, поступающий снизу, в
основном направляется на периферию, тем самым подхватывая тяжелые частицы
и устремляя их в периферийный отсек центробежного классификатора.

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

R

Z

  

0.2 0.4 0.6 0.8 R

Рис. 4. Распределение линий тока несущей среды при параметрах
течения Rω0 = Rω1 = 0.5, Rωd = 0, Re = 100, γ = 1 (слева) и при
параметрах течения Rω0 = Rω1 = 2, Rωd = 4, Re = 100, γ = 1
(справа)
Fig. 4. Distribution of isolines of the stream function in a vortex
chamber at flow parameters Rω0 = Rω1 = 0.5, Rωd = 0, Re = 100,
γ = 1 (left) and at flow parameters Rω0 = Rω1 = 2, Rωd = 4, Re = 100,
γ = 1 (right)

На рис. 5 представлено изменение окружной скорости в зависимости от радиу-
са в сечениях G-G (точки), Е-Е (сплошная кривая), F-F (пунктирная кривая). Этот
график также иллюстрирует увеличение окружной скорости вблизи левой перего-
родки предложенной геометрии, что объясняется сохранением импульса в окруж-
ном направлении и предотвращением попадания крупных частиц в мелкий про-
дукт процесса классификации частиц. Изменение поля осевой скорости показано
на рис. 6 при аналогичных параметрах, что и на рис. 4.
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Рис. 5. Изменение окружной скорости в зависимости от радиуса в
сечениях E-E (сплошная кривая), F-F (пунктирная кривая), G-G
(точки) для случая Rω0 = 4; Rω1 = 4; Rωd = 4; Re = 20
Fig. 5. Distribution of the circumferential velocity component de-
pending on the radius in the sections E–E (solid curve), F–F (dashed
curve), and G-G (points) at flow parameters Rω0 = 4; Rω1 = 4;
Rωd = 4; and Re = 20
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Рис. 6. Распределение аксиальной скорости в зависимости от ра-
диуса в сечениях E-E (сплошная кривая) , F-F (пунктирная кри-
вая), G-G (точки) при параметрах течения Re = 20; Rω0 = 4;
Rω1 = 4; Rωd = 4; Re = 20
Fig.6. Axial velocity distributions depending on the radius in sections
E–E (solid curve), F–F (dashed curve), G-G (points) at flow parame-
ters Rω0 = 4; Rω1 = 4; Rωd = 4; and Re = 20

Подтверждением достоверности полученного численного решения системы (1)
– (4) может служить сравнение численного решения с данными аналитической
формулы (9), а также тестовые расчеты [13]. На рис. 7 и 8 показано изменение
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осевой скорости в сечении D-D и С-С  соответственно в предложенной геометрии
зоны сепарации в сравнении с известной аналитической формулы для кольцевого
канала (9)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 0 1 1 0 1

2 2 2 2
ср 1 0 1 0 0 1

log log
2

log
z

r r r r r r r rU
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Рис. 7. Сопоставление численного и аналитического решения.
Сплошная кривая – численное решение, точки – формула (9)

Fig.7. Comparison of the numerical and analytical solutions
The solid curve is the numerical solution; the points are formula (9)

На рис. 8 представлено аналогичное сравнение по формуле (9) для сечения
C-C, которое также представляет кольцевой канал.
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Рис. 8. Сопоставление численного и аналитического решения для сечения C-C.
Сплошная кривая – численное решение, точки – формула (9)

Fig. 8. Comparison of the numerical and analytical solutions for the C-C section.
The solid curve is the numerical solution; the points are formula (9)
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На рис. 9 показано сравнение формулы Пуазейля с полученным численным
решением в сечении А-А при числе Re = 4.
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Рис. 9. Сопоставление численного решения с известной форму-
лой Пуазейля при числе Re = 4. Сплошная кривая – численное
решение, точки – формула Пуазейля
Fig.9. Comparison of the numerical solution with the well-known Poi-
seuille formula for section A-A at the number Re = 4. The solid curve
is the numerical solution; the points are the Poiseuille formula

Заключение

В результате проведенного исследования аэродинамики закрученного течения
несущей среды и динамики движения одиночной тяжелой частицы показано, с
одной стороны, однородность поля скоростей несущей среды и, с другой, влияние
новой геометрии зоны сепарации на качество процесса фракционного разделения
частиц, причем полученное поле центробежных и аэродинамических сил позволя-
ет увеличить остроту процесса разделения частиц по размерам и, в частности,
увеличить центробежные силы в выходном сечении аппарата, не позволяя круп-
ным частицам попадать в мелкий продукт процесса классификации.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Гупта А., Лилли Д., Сайред Н. Закрученные потоки. М.: Мир, 1987. 588 с.
 2. Волков К.Н., Емельянов В.Н. Течения и теплообмен в каналах и вращающихся полос-
тях. М.: Физмалит, 2010.

 3. Гропянов А.В., Ситов Н.Н., Жукова М.Н. Порошковые материалы: учебное пособие.
СПб.: ВШТЭ СПбГУПТД, 2017. 74 с.

 4. Пономарев В.Б. Расчет и проектирование оборудования для воздушной сепарации сы-
пучих материалов. Екатеринбург: Изд-во Урал. ун-та, 2017. 96 с.

 5. Турубаев Р.Р., Шваб А.В. Численное исследование аэродинамики закрученного потока
в вихревой камере комбинированного пневматического аппарата // Вестник Томского
государственного университета. Математика и механика. 2017. № 47. С. 87−98. DOI:
10.17223/19988621/47/9.

 6. Алексеенко С.В., Окулов В.Л. Закрученные потоки в технических приложениях (обзор)
// Теплофизика и аэромеханика. 1996. Т. 3. № 2. С. 101−138.

 7. Лойцянский Л.Г. Механика жидкости и газа. М.: Наука, 1987. 840 с.



148 Р.Р. Турубаев, А.В. Шваб

 8. Волков К.Н., Емельянов В.Н. Течение газа с частицами. М.: Физматлит, 2008. 600 с.
 9. Андерсон Д., Таннехилл Дж., Плетчер Р. Вычислительная гидромеханика и теплооб-
мен. М.: Мир, 1990. Т. 1. 384 с.

 10. Chorin A.J. Numerical solution of Navier–Stokes equation // Math. Comput. 1968. V. 22.
P. 745.

 11. Пейре Р., Тейлор Т.Д. Вычислительные методы решения задач теплообмена и динамики
жидкости / пер. с. англ. под ред. В.Д. Виленского. М.: Энергоатомиздат, 1984. 351 с.

 12. Патанкар С.В. Численные методы решения задач теплообмена и динамики жидкости.
М.: Энергоатомиздат, 1984. 149 с.

 13. Шваб А.В., Левченко Д.А., Турубаев Р.Р. Моделирование аэродинамики газа при взаи-
модействии двух встречных закрученных течений // Изв. вузов. Физика. 2018. Т. 61.
№ 12-2. С. 134−139.

Статья поступила 25.03.2021

Turubaev R.R., Shvab A.V. (2022) SIMULATION OF GAS AERODYNAMICS AND
PARTICLE TRAJECTORIES IN THE INTERACTION OF TWO OPPOSING SWIRLING
FLOWS. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk
State University Journal of Mathematics and Mechanics]. 75. pp. 138–149

DOI 10.17223/19988621/75/12

Keywords: aerodynamics, numerical simulation, swirling flow, velocity, pressure, particles,
vortex chamber.

The paper presents an original geometry of a vortex chamber in which aerodynamics of a gas
flow is simulated during the interaction of two opposing swirling flows in order to equalize the
centrifugal forces in the central region of the apparatus as applied to the tasks of separating
powders by fractional composition or intensifying heat and mass transfer in chemical reactors.
Based on the results obtained, the distributions of the trajectories of motion of single particles are
determined, based on the discrete-trajectory approach, and the reliability of the results obtained
for the aerodynamics of swirling flow in the proposed geometry of the vortex chamber was
shown. As a result of mathematical modeling of the dynamics of motion of a single heavy particle
in a swirling flow, the influence of swirl on the quality of the particle classification process is
shown; for example, an increase in swirl leads to a greater influence of the centrifugal force which
picks up heavy particles and throws them to the peripheral sector. In addition, an increase in the
centrifugal force leads to a displacement of the boundary particle size. However, since this work
presents a laminar formulation of the problem, the difference will amount to tens of microns;
when updating to the turbulent problem, the difference will already be calculated in units of
microns.
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АЛГОРИТМИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ
ДИНАМИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ ГИБКИХ ПЛАСТИН

С УЧЕТОМ СДВИГА И ИНЕРЦИИ ВРАЩЕНИЯ

Рассматривается построение единой вычислительной схемы решения крае-
вых задач динамического расчета гибких прямоугольных пластин с учетом
сдвига и инерции вращения с использованием нелинейной теории Лява, раз-
работка автоматизированной системы динамического расчета гибких пла-
стин, апробация построенной автоматизированной системы и исследование
напряженно-деформированного состояния гибких пластин.

Ключевые слова: алгоритм, пластина, сдвиг, инерция вращения, теория
упругости, разностные схемы.

Известно, что большинство задач о гибких пластинах решены в постановке
Феипля – Кармана являются частным случаем задач теории Лява. Поэтому по-
строение автоматизированной системы полного расчета гибких пластин с задан-
ной степенью точности является актуальной задачей.

Разрабатываемые алгоритмы должны удовлетворять ряду требований, ориен-
тированных на расчет достаточно широкого класса конструкций в различных ус-
ловиях. Это возможно лишь в том случае, если в основу алгоритмов закладыва-
ются достаточно общие механические модели и достаточно разносторонние
математические методы, такие, как, например, метод конечных разностей, метод
конечных элементов и т.д.

Среди многочисленных теорий оболочек, отличающихся по сложности, обла-
дающих различными границами применимости, выделяется нелинейная динами-
ческая теория типа Тимощенко, учитывающая эффекты деформации поперечного
сдвига и инерции вращения. В связи с этим, методы динамического расчета пла-
стин как в классической линейной, так и в геометрической нелинейной постанов-
ке задачи постоянно усовершенствуются.

Проблемы создания автоматизированной системы вывода и решения уравне-
ний теории упругости и пластичности впервые сформулированы в монографии
В.К. Кабулова [2]. В этой работе рассмотрены основные задачи алгоритмизации и
указаны пути их смешанного решения. Задачи алгоритмизации решаются в четы-
ре этапа. На первом этапе, в зависимости от геометрических характеристик объ-
екта и физических свойств материала, выбирается расчетная схема данной моде-
ли. Второй этап связан с выводом исходных дифференциальных уравнений и со-
ответствующих им граничных и начальных условий. Выбор вычислительного ал-
горитма и численное решение полученных уравнений составляют третий этап ис-
следований. Четвертый этап завершается анализом полученных численных ре-
зультатов, описывающих напряженно-деформированное состояние рассматривае-
мой конструкции [11].
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Выбор вычислительного алгоритма и численное  решение сформулированных
краевых задач составляют основной этап алгоритмизации.

Таким образом в настоящей работе рассматриваются следующие вопросы:
1. Построение единой вычислительной схемы решения краевых задач динами-

ческого расчета гибких прямоугольных пластин с учетом сдвига и инерции вра-
щения с использованием нелинейной теории Лява.

2. Разработка автоматизированной системы динамического расчета гибких
пластин.

3. Апробация построенной автоматизированной системы.
4. Использование напряженно-деформированного состояния гибких пластин.

1. Уравнения движения прямоугольных пластин
с учетом сдвига и инерции вращения

Для вывода уравнений движения пластинки с учетом сдвига и инерции враще-
ния при наличии соответствующих граничных условий используем наиболее
удобный вариационный подход [1].

Рассмотрим движение материальной системы на произвольном отрезке от 0t
до 1t . Известно, что для различных траекторий движения точек системы между
начальными и конечными положениями истинные траектории отличаются от дру-
гих возможных траектории тем, что для истинных должно выполняться условие

1

0

( ) 0,
t

t

k w dtδ − δπ + δ =∫ (1)

где k – кинетическая энергия системы; π – потенциальная энергия и wδ  – сумма
элементарных работ внешних сил.

Подставим выражения , ,k wδ δπ δ  из [1] в уравнение (1) (соответствующее
принципу Гамильтона – Остроградского). Так как вариации ,u vδ δ  и т.д., рассмат-
риваемые на функции z , произвольны, то мы придем к следующему уравнению.

Уравнения движения с учетом сдвига и инерции вращения [1]:
2

2 0,x
x

N T uP h
x y t

∂ ∂ ∂
+ + − ρ =

∂ ∂ ∂

2

2 0,y
y

NT vP h
x y t

∂∂ ∂
+ + − ρ =

∂ ∂ ∂

2

2 0,yx
x y y

QQ w w w w wN N T N q h
x y x x y y x y t

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + − ρ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2)

22

2 0,
12

x x
x

M H hQ
x y t

∂ ∂ ψ∂
+ − − ρ =

∂ ∂ ∂

22

2 0,
12

y y
y

MH hQ
x y t

∂ ∂ ψ∂
+ − − ρ =

∂ ∂ ∂
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где
22

2

2 2

2

1 1 ,
2 21

1 1 ,
2 21

x

y

Eh u w v wN
x x y y

Eh v w u wN
y y x y

⎧ ⎡ ⎤⎫ ⎫∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞= + + μ +⎢ ⎥ ⎪⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠− μ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎣ ⎦⎭
⎬

⎧ ⎡ ⎤⎫∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪= + + μ +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪∂ ∂ ∂ ∂− μ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎣ ⎦⎭ ⎭

(3)

,
2(1 )

Eh u v w wT
y x x y

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟+ μ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,

,

1 .
2

yx
x

y x
y

yx

M D
x y

M D
y x

H D
y x

∂ψ⎛ ⎞ ⎫∂ψ
= + μ⎜ ⎟ ⎪∂ ∂⎝ ⎠ ⎪

⎪∂ψ⎛ ⎞∂ψ ⎪= + μ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎪
⎪∂ψ⎛ ⎞∂ψ− μ

= + ⎪⎜ ⎟∂ ∂ ⎪⎝ ⎠ ⎭

(4)

2

2

,
2(1 )

.
2(1 )

x x

y y

Eh wQ k
x

Eh wQ k
y

∂⎛ ⎞ ⎫= + ψ⎜ ⎟ ⎪+ μ ∂⎝ ⎠ ⎪
⎬∂⎛ ⎞ ⎪= + ψ⎜ ⎟ ⎪+ μ ∂⎝ ⎠ ⎭

(5)

Подставляя (2), (3), (4) и (5) в (1) и вводя безразмерную величину [2], получим
систему квазилинейных дифференциальных уравнений движения в перемещениях

2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 12 2 2 2 ,u v u w w wa a a a a a P u
x y x yx y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
��

2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 22 2 2 2 ,v u v w w wb b b b b b P v
x y x yx y y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
��

2 2 2

1 2 3 4 5 6 72 2 ,yxw w w w wc c c c c c c q w
x y x y x yx y

∂ψ∂ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
�� (6)

2 2 2

1 2 3 4 52 2

2 2 2

1 2 3 4 52 2

,

.

x x x
x x

y y y
y y

wd d d d d
x y xx y

we e e e e
x y yx y

∂ ψ ∂ ψ ∂ ψ ∂
+ + + + ψ = ψ

∂ ∂ ∂∂ ∂
∂ ψ ∂ ψ ∂ ψ ∂

+ + + + ψ = ψ
∂ ∂ ∂∂ ∂

��

��

Здесь

2 2
1 2 3 4

1 1, , , ,
2 2

wa a a a
x

+ μ − μ ∂
= η = η = = η γ

∂
2

5 6 1 2
1 1 1, , ,

2 2 x
wa a P P
x E

+ μ − μ ∂ − μ
= γη = γη =

∂ γ
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2
1 2 3 4

1 1, , 1, ,
2 2

wb b b b
y

− μ + μ ∂
= η = η = = μ

∂
2

2 2
5 6 2 2

1 1 1, , ,
2 2 y

w wb b P P
x y E

+ μ ∂ − μ ∂ − μ
= γη = γη =

∂ ∂ γ

2 2
1 2

1 , (1 ) ,
2

u v u vc k c
x y y x

− μ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= η + ηγ + μγ = − μ η γ + γη⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
3

1 ,
2

u vc k
x y

− μ ∂ ∂
= + μηγ + γ

∂ ∂

2 2 2 2
2

4 2 2
1 ,

2
u v u vc

x y x yx y
⎡ ⎛ ⎞⎤∂ ∂ − μ γ ∂ ∂

= η γη + μγ + + γ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ η ∂ ∂∂ ∂⎣ ⎝ ⎠⎦
2 2 2 2

5 2 2
1 ,

2
u v u vc

x y x yy x
⎡ ⎛ ⎞⎤∂ γ ∂ − μ ∂ ∂

= η μγ + − γ + γη⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ η ∂ ∂∂ ∂⎣ ⎝ ⎠⎦

2 2 2
2

6 7 1 22
(1 ) 1 1(1 ), , ' , , ,

2 2 2
k kc c q q d d

E
η − μ − μ + μ

= − μ = = = η =
γ γ γ

2 2 2
3 4 5 12

1 1 1 1, 6 , 6 , ,
2 2

d d k d k e− μ − μ − μ − μ
= = − η = − = η

γ γ

2 2
2 3 4 5 2

1 1 1, 1, 6 , 6
2

e e e k e k+ μ − μ − μ
= η = = − = −

γ γ

Система уравнений (6) решается в области
( )

1

0 1; 0 1
(0 )

x y
G T

T t t
Ω = ≤ ≤ ≤ ≤⎧ ⎫= Ω× = ⎨ ⎬= ≤ ≤⎩ ⎭

(7’)

со следующими начальными и граничными условиями:

{ }0 0
0 0| , | , , , , , .t t x yZ Z Z Z Z u v w= == = = ψ ψ� � (7)

| 0, | 0, 0,

| 0, | 0, | 0.x y

wN u T u M

R w M H

ν ν Γ ν ν Γ ν
Γ

ν Γ ν Γ ν Γ

∂ ⎫δ = δ = δ = ⎪∂ν ⎬
⎪δ = δψ = δψ = ⎭

(8)

Условия (8) для случая произвольной вариации uνδ , wδ  на той части NΓ  кон-
тура Γ , где заданы внешние нагрузки, приводят к равенствам

0,N T M Rν ν ν ν= = = =

что соответствует свободному от внешних нагрузок краю. В общем же случае, ко-
гда на части  NΓ  контура заданы внешние условия 0 0 0, ,N T Rν ν ν и моменты 0Mν ,  то
могут быть получены условия, аналогичные (8), которые приводят к равенствам

0 0 0 0| , | , | , | .H N T T R R M Mν Γ ν ν Γ ν ν Γ ν ν Γ ν= = = =
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2. Интегрирования уравнений движения гибких прямоугольных пластин
с учетом сдвига и инерций вращения

Система уравнений (6) с начальными и граничными условиями (7) и (8) реша-
ется методом сеток в области (7’).

{ }
{ }

1 2,

0

1 2 1 2 1 2
1 2

0 1, 0 1 ,
0 .

1 1, , , , 0, , 0, .

h h i i

i i

x y
G T

T t t

x ih y jh h h i N j N
N N

Ω = ≤ ≤ ≤ ≤⎛ ⎞
= Ω× = ⎜ ⎟= ≤ ≤⎝ ⎠

= = = = = =

Пользуясь центральными разностными формулами, аппроксимирующими  ча-
стные производные по x  и y  с точностью до второго порядка [3, 5], вместо урав-
нений (6) получим следующую систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений [4]:

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
1, 1 1, 1 1, 1, 1, 1 1, 1 , 1ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i ja v a w a u a w a v a w a u− − − − − − − + − + −+ + + + + + +

(8) (9) (10) (11) (12) (13) (14)
, 1 , , , 1 , 1 1, 1 1, 1ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i ja w a u a w a u a w a v a w− + − + − + −+ + + + + + + +

(15) (16) (17) (18)
1, 1, 1, 1 1, 1 1 , ;ij i j ij i j ij i j ij i j i ja u a w a v a w p u+ + + + + ++ + + + + = �� (9)

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
1, 1 1, 1 1, 1, 1, 1 1, 1 , 1ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i jb u b w b v b w b u b w b v− − − − − − − + − + −+ + + + + + +

(8) (9) (10) (11) (12) (13) (14)
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(15) (16) (17) (18)
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
1, 1 1, 1, 1, 1, 1 , 1 , 1ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i jc w c u c w c x c w c v c w− − − − − − + + −+ + + + + + +

(8) (9) (10) (11) (12) (13) (14)
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(15) (16) (17)
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(8) (9) (10) (11)
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1, 1 1, 1, 1 , 1 , 1 , , 1ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i j ij i je x e y e x e w e y e y e w− − − − + − − ++ + + + + + +

(8) (9) (10) (11)
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N N
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(1) (17) (5) (13) 1 2
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2
1 2 2

5 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 , 1 , , 1( ( ) ( 2 )
4 i j i j i j i j i j i j i j

N N N
c u u u u v v v+ + + − − + − − + −

⎡= η γ μ − + + + − + −⎢ η⎣

21 2
1, 1 1, 1 1, 1 1 1, , 1,

1 ( ) ( 2 ) .
2 4 i j i j i j i j i j i j

N N
u u u N v v v+ + + − − + + −

− μ ⎛ ⎞⎤− γ − − + η − +⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
Начальные условия в этом случае приобретают вид

{ }0 0
, 0 , , , , , , , ( , ) , ( , )| ; ( , , , , .)i j t i j i j i j i j i j i j i j x i j i j y i jz z z z z u v w x y= = = = = ψ = ψ� � (10)

В случае защемления контура должны выполняться условия

1 20, , ,0 ,0, 0, 0, 0.j N j i i Nz z z z= = = = (11)

В случае шарнирного опирания необходимо выполнение условий (11)  и, кро-
ме того,

0 1

2

, ,

,0 ,

0, 0, 0 1,
0, 0, 0 1.

N

i i

x j x j

y y N

M при x M при x
M при y M при y

= = = = ⎫
⎬= = = = ⎭

(11’)

Применяя центральные разностные формулы со вторым порядком аппрокси-
мации [3, 6] к условиям (11’), получаем

( )2
0, 1, 2, 0, 1 0, 1

1

4 1 ,
3 3j j j j j

N
x x x y y

N + −
μ

= − + −
η

( )1 1 1 1 1
2

, 1, 2, , 1 , 1
1

4 1 ,
3 3N j N j N j N j N j

N
x x x y y

N− − + −
μ

= − + −
η

( )2
,0 ,1 ,2 1,0 1,0

1

4 1 ,
3 3i i i i i

N
y y y x y

N + −
μ

= − + −
η

( )2 2 2 2 2
2

, , 1 , 2 1, 1,
1

4 1 .
3 3i N i N i N i N i N

N
y y y x y

N− − + −
μ

= − + −
η

(12)

Таким же образом можно рассмотреть и другие граничные условия, которые
получаются из (8).

Учитывая соответствующие краевые условия (8), систему (9) представим в
следующей матричной форме:

1 1 .Z MZ g= +�� (13)
Здесь

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1
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0
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...........................................................................
0 0 0 0 0
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N N N
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N N N

N N
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A B C

A B C
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A B C
A B

− − −
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− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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Для решения системы (13) с начальными условиями (7) можно применить
симметричную формулу Рунге – Кутты четвертого порядка точности как в (13):
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С учетом (15) уравнение (14) решается по известной схеме:
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Здесь 0 0, , ,I II I IIZ Z Z Z  – соответственно текущие и начальные значения, ' ',I IIZ Z  –
искомые функции, τ – шаг по времени, а ,α β  – векторы константы, фигурирую-
щие в схеме Рунге – Кутты [4−6].

После определения искомых функции методом Рунге – Кутты по формуле (16)
вычисляются расчетные величины по следующим формулам:
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= − γ + μγ = − γ + μγ = −γ

3. Динамический расчет гибких прямоугольных пластин,
защемленных по контуру

Займемся исследованием динамического напряженно-деформированного со-
стояния защемленных по контуру гибких прямоугольных пластин с учетом сдвига
и инерции вращения, подвергающихся действию мгновенно приложенной равно-
мерно распределенной нагрузки постоянной интенсивности. Поставленные задачи
решаются при нулевых начальных условиях и следующих значениях параметров
счёта: шаг сетки по пространственным координатам 1 2 10N N= = ; отношение
ширины пластин к длине / 1a b = ; отношение ширины пластин к толщине

/ 50b h = ; шаг по времени 0.00125λτ =  при решение задачи в линейной, а

нл 0.00025τ =  при нелинейной постановке, интенсивность нагрузки 400β = .
Результаты расчета представлены в виде графиков (рис. 1 и 2).
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Рис. 1. Прогиб (a), моменты (b, c)
Fig. 1. (a) Deflection; (b, c) moments

Из рис. 1, а видно, что безразмерный прогиб в центре пластины по линейной
теории (кривая 1) достигает первого максимума 1.12wλ =  при 0.10t =  и второго

л 1.15w =  при 0.27t = , а по нелинейной теории (кривая 2) первый минимум

нл 0.87w =  наблюдается при 0.07t = ; а второй нл 0.88w =  при 2.2t = .
Пренебрежение нелинейными эффектами приводит к завышению оценок мак-

симальных прогибов приблизительно  на 30%  (29% для первого максимума и
31% для второго).
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Картина изменения во времени изгибающих моментов по нелинейной теории
показана на рис. 1, b и c. На рис. 1, b представлена кривая изменения 22M  в сере-
дине боковой стороны пластины ( 1/ 2, 0)x y= = , а на рис. 1, c кривая изменения

11M  в центре пластины ( 1/ 2, 1/ 2)x y= = . Отметим, что максимальные значения
изгибающего момента на контуре защемленной пластины приблизительно в
2.2 раза  превосходят значения изгибающего момента в её центре.
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Рис. 2. Прогиб (a, b), перемещение по оси Ox (c, f),
перемещение по оси (d, e)

Fig. 2. (a, b) Deflection, (c, f) movement along the Ox axis,
and (d, e) movement along the Oy axis
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Серии графиков, приведенных на рис. 2, a–d, изображают распределения про-
гиба w (рис. 2, a и b) а также смещений u (рис. 2, c) и v (рис. 2, d) вдоль средней
линий пластины 1/ 2x =  в разные моменты времени непосредственно вслед за
мгновенным приложением к пластине равномерного нормального давления. На-
блюдаемая картина соответствует распространению волн от защемленного края к
центру. Следует отметить, что графики прогибов w, построенные на рис. 2, a для
безразмерных времени 0,015t ≤  носят, по-видимому, довольно условный харак-
тер, поскольку сопоставление решений, полученных по теориям и по трехмерной
теории упругости, показывает, что теории оболочек не дают достаточно правиль-
ной  картины до того момента, когда возбуждение еще не распространилось по
толщине пластины (в нашем примере этот период времени приблизительно

0,02t < ). Графики на рис. 2, e и f отражают изменение во времени смещений
в плоскости пластины, в точке 1/ 2, 7 /10x y= =  несколько смещенной от центра
к боковой стороне пластины. Отметим, что эти смещения имеют почти такой же
период колебаний, что и прогиб w середины пластин (рис. 2, a).

Данная задача решена и для 1 2 20N N= =  при одинаковых параметрах

1 2 10N N= = . Полученный результат показывает, что при одинаковых амплиту-
дах колебаний совпадают два десятичных знака, т.е. метод конечных разностей
при вычислении почти сходится.

Заключение

Таким образом, основные результаты работы следующие:
1. Создание пакетов прикладных программ нормативных расчетов является

временным компромиссным решением проблемы автоматизированного расчета и
проектирования конструкции. Основой систем автоматизированного расчета и
проектирования должны стать высокоэффективные специализированные машин-
ные программы, построенные с использованием современных достижений меха-
ники и вычислительной математики, утвержденных в качестве нормативов.

2. Построена единая вычислительная схема решения краевых задач динамиче-
ского расчета гибких прямоугольных пластин с учетом сдвига и инерции враще-
ния методом конечных разностей. При постановке краевых задач в перемещениях
использована нелинейная теория Вольмира, причем в динамических задачах уч-
тены как нормальное, так и тангенциальные инерционные слагаемые уравнения
движения.

3. Построена единая автоматизированная система полного динамического рас-
чета гибких прямоугольных пластин с учетом сдвига и инерции вращения с про-
извольными начальными и граничными условиями. В основу системы положены
стандартные программы образования и решения больших систем нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений.

4. Разработанная программа апробирована в ходе решения ряда динамических
задач о внезапном нагружении нормальным давлением плоских прямоугольных
пластин, различным образом закрепленных по внешнему контуру.

5. Учет сил инерции вращения и сдвига, введенных Вольмиром, что приводит
к уменьшению  изгибных и к увеличению мембранных расчетных величин.

6. Установлено, что с увеличением степени нелинейности задачи уменьшается
амплитуда изгибных расчетных величин и период колебаний пластин.
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Most of the problems on flexible plates are solved in the Föppl–von Karman formulation,
which is Love's special case. The constructed algorithms are not economical in terms of
implementation on a computer. Therefore, construction of algorithms for the complete calculation
of flexible plates with a given degree of accuracy with allowance for the shear and inertia of
rotation is becoming a topical issue.

The problem of creating an automated inference system and solving the equations of the
theory of elasticity and plasticity were first posed in the monograph by V.K. Kabulov. In this
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work, for the first time, the main problems of algorithmization are formulated and ways of their
machine solution are outlined. The problem of algorithmization is solved as follows: depending
on geometric characteristics of the object and physical properties of the material, a design scheme
of this model is selected; derivation of the initial differential equations and the corresponding
boundary and initial conditions; selection of a computational algorithm and numerical solution of
the obtained equations; analysis of the obtained numerical results describing the stress-strain state
of the structure under consideration.

This work consists of an introduction, three sections and a conclusion. In the first paragraph,
the equations of motion of rectangular plates are given. Substituting the expression for the force
of moments and shearing forces and introducing a dimensionless value, a system of equations in
displacements is obtained. In the second section, using the central difference formulas, a system
of quasilinear ordinary differential equations is obtained. Taking into account the boundary and
initial conditions, the system of equations is reduced to matrix form, which can be solved by the
Runge–Kutta method. In the third paragraph, an analysis of the results obtained is presented.
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