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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ ЗНАЧЕНИЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ 

ИНТЕРВАЛА МЕЖДУ СОСЕДНИМИ СОБЫТИЯМИ В ОБОБЩЕННОМ МАР-ПОТОКЕ  

СОБЫТИЙ С ДВУМЯ СОСТОЯНИЯМИ 

 

Рассматривается задача оценки параметров плотности вероятности значений длительности интервала между 

моментами наступления событий обобщенного MAP-потока событий (Markovian Arrival Process) с произ-

вольным числом состояний методом моментов в условиях его полной наблюдаемости. Находится явный вид 

плотности вероятности значений длительности интервала между моментами наступления соседних событий 

потока. Формулируется алгоритм вычисления оценок параметров 1̂z , 2ẑ , ̂  плотности p(τ). Приводятся чис-

ленные результаты расчетов оценок параметров плотности и их анализ. 

Ключевые слова: обобщенный МАР-поток событий с произвольным числом состояний; плотность вероят-

ности значений длительности интервала между моментами наступления соседних событий; метод моментов; 

оценка параметров. 

 

Рассматривается обобщенный МАР-поток событий с n состояниями, относящийся к классу 

дважды стохастических потоков событий [1–3]. Изучаемый поток представляет собой адекватную 

математическую модель реальных потоков случайных событий в телекоммуникационных системах, 

спутниковых сетях связи и глобальных компьютерных сетях; сопровождающий процесс исследуемо-

го потока есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний [4–7]. 

При анализе дважды стохастических потоков событий выделяют два основных раздела задач, 

базой для которых служат моменты времени наступления событий в потоке: 1) оценивание состояний 

потока событий [8–11]; 2) оценивание параметров потока [12–15]. Задача, решаемая в настоящей ста-

тье, относится ко второму классу задач. 

В данной работе исследуется обобщенный МАР-поток событий с произвольным числом состо-

яний. Находится явный вид плотности вероятности значений длительности интервала между момен-

тами наступления событий потока [16]. Приводятся численные результаты оценивания параметров 

плотности вероятности значений длительности интервала между моментами наступления соседних 

событий исследуемого потока. Статья является непосредственным развитием работ [17, 18]. 
 

1. Постановка задачи 

 

Исследуется обобщенный MAP-поток событий с произвольным числом состояний (далее – 

поток), функционирующий в установившемся стационарном режиме. Сопровождающий случайный 

процесс λ(t) изучаемого потока представляет собой кусочно-постоянный принципиально 

ненаблюдаемый процесс с n состояниями: S1, ..., Sn. Полагается, что при λ(t) = λi имеет место  

i-е состояние (Si), ni ,1 , процесса λ(t). При этом λ1 > λ2 > ... > λn > 0. 

Функция распределения случайной величины – длительности пребывания процесса λ(t)  

в состоянии Si – является экспоненциальной: 
t

i
ietF


1)( , t ≥ 0, ni ,1 . В момент окончания 
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состояния Si процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj с вероятностью P1(λj|λi)  

с наступлением события потока или с вероятностью P0(λj|λi) без наступления события потока, nji ,1,  . 

Отметим, что для введенных вероятностей справедливо 1)()(
1

1
1

0
  



n

j
ij

n

j
ij

PP , ni ,1 . 

Замечание 1. Введение вероятности P0(λi|λi) ≠ 0, ni ,1 , перехода процесса λ(t) из состояния Si 

в состояние Si без наступления события приводит к обобщению классического МАР-потока  

с произвольным числом состояний. 

Утверждение. Для обобщенного МАР-потока событий с n состояниями процесс λ(t) является 

скрытым марковским процессом. 

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик [19] процесса λ(t) имеет вид D = ||D0|D1||, где 
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В качестве иллюстрации на рис. 1 приведена одна из реализаций процесса λ(t) и наблюдаемого 

потока, где λi – значение процесса λ(t) в состоянии Si , ni ,1 ; t1, t2, ... – моменты времени наступле-

ния событий в наблюдаемом потоке. 
 

 
 

Рис. 1. Реализация обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний 

Fig. 1. Implementation of Generalized MAP with an arbitrary number of states 

 

Обозначим τk = tk+1 – tk , τk ≥ 0, – значение длительности k-го интервала между соседними собы-

тиями наблюдаемого потока tk и tk+1, k = 1, 2, … Для плотности вероятности значений τk вследствие 

функционирования потока в стационарном режиме справедливо p(τk) = p(τ), τk ≥ 0, при любом k ≥ 1, 

что позволяет без ограничения общности положить момент наступления события tk равным нулю 

или, что то же самое, момент наступления события есть τ = 0. 
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Задача заключается в нахождении явного вида плотности распределения вероятностей дли-

тельности интервала между моментами наступления соседних событий в обобщенном MAP-потоке 

событий с двумя состояниями (n = 2). 

 

2. Вид плотности вероятности длительности интервала между соседними событиями  

в обобщенном MAP-потоке событий 

 

Последовательность t1, t2, ... образует вложенную по моментам времени наступления событий 

цепь Маркова {λ(tk 
)}, поэтому плотность p(τ) имеет вид: 

  
 


2

1

2

1

)(~)0()(
i j

iji
pp , τ ≥ 0, (1) 

где πi(0) – условная стационарная вероятность того, что процесс λ(t) в момент времени τ = 0 находит-

ся в состоянии Si при условии, что в момент времени τ = 0 событие потока наступило, i = 1, 2; 

π1(0) + π2(0) = 1; пусть pij(τ) – условная вероятность того, что на интервале (0, τ) нет событий потока и 

в момент времени τ значение процесса λ(τ) = λj при условии, что в момент времени τ = 0 значение 

процесса λ(0) = λi, и событие потока в момент времени τ = 0 наступило, i, j = 1, 2; p͂ij(τ) – соответству-

ющая вероятности pij(τ) плотность вероятности, i, j = 1, 2.  

Для введенных величин справедливы следующие леммы. 

Лемма 1. Условные вероятности pij(τ), i, j = 1, 2, в обобщенном MAP-потоке событий имеют вид: 

      



 21

2220212202

12

11
)(1)(1

1
)(

zz
ezPezP

zz
p , 

 





 21

12

1201

12

)(
)(

zz
ee

zz

P
p , 

       



 21

2110111101

12

22
)(1)(1

1
)(

zz
ezPezP

zz
p , (2) 

 





 21

12

2102

21

)(
)(

zz
ee

zz

P
p , 

где 
   

2
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
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21
0 zz  . 

Доказательство. Пусть процесс λ(τ) в момент времени τ + Δτ принимает значение 

λ(τ + Δτ) = λj, j = 1, 2. Опишем возможные ситуации на интервале (0, τ + Δτ). 

1. Процесс λ(τ) в момент времени τ = 0 принимает значение λ(0) = λi, i = 1, 2, и на интервале (0, τ) 

осуществляется переход из состояния Si в состояние Sj, i ≠ j, не сопровождающийся наступлением 

события, вероятность этого есть pij(τ), i, j = 1, 2, i ≠ j, и на полуинтервале [τ, τ + Δτ) состояние Sj про-

цесса λ(τ) не заканчивается с вероятностью 


j
e ; вероятность этой ситуации равна )(



ij
pe

j
, 

i, j = 1, 2, i ≠ j; 

2. Процесс λ(τ) в момент времени τ = 0 принимает значение λ(0) = λi, i = 1, 2, и на интервале (0, τ) 

осуществляется переход из состояния Si в состояние Sj, i ≠ j, не сопровождающийся наступлением 

события, вероятность этого есть pij(τ), i, j = 1, 2, i ≠ j, и на полуинтервале [τ, τ + Δτ) состояние Sj про-

цесса λ(τ) заканчивается с вероятностью 



j

e1 , и процесс λ(τ) переходит из состояния Sj в состоя-

ние Sj без наступления события, вероятность этого есть P0(λj|λj); вероятность этой ситуации выпишет-

ся в виде   )(1)(
0




ijjj
peP

j
, i, j = 1, 2, i ≠ j; 
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3. Аналогично рассматриваются другие ситуации перехода процесса λ(τ) на интервале 

(0, τ + Δτ). 

Учитывая всевозможные переходы процесса λ(τ) на интервале (0, τ + Δτ) и проделывая необхо-

димые преобразования, получим следующую систему дифференциальных уравнений 

  )()()()(1)(
12210211110111
 pPpPp , 

  )()(1)()()(
12220211120112
 pPpPp , 

   )()()()(1)(
22210221110121
 pPpPp , (3) 

  )()(1)()()(
22220221120122
 pPpPp  

с начальными условиями p11(0) = p22(0) = 1, p12(0) = p21(0) = 0. 

Решая систему уравнений (3) методом исключения или методом Эйлера, определяя при этом 

неизвестные постоянные из начальных условий, получим (2). Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Плотности вероятностей p͂ij(τ), i, j = 1, 2, в обобщенном MAP-потоке событий опреде-

ляются формулами 
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где pij(τ), i, j = 1, 2, определены в (2). 

Доказательство. Определим совместные вероятности pij(τ)λjP1(λd|λj)Δτ + o(Δτ) того, что без 

наступления события на интервале (0, τ) процесс λ(τ) на этом интервале переходит из состояния Si в 

состояние Sj, i, j = 1, 2, на полуинтервале [τ, τ + Δτ) происходит окончание состояния Sj процесса λ(τ), 

и в момент наступления события потока процесс λ(τ) переходит из состояния Sj в состояние Sd, 

d, j = 1, 2: 

p11(τ)λ1P1(λ1|λ1)Δτ + o(Δτ), p11(τ)λ1P1(λ2|λ1)Δτ + o(Δτ), 

p12(τ)λ2P1(λ1|λ2)Δτ + o(Δτ), p12(τ)λ2P1(λ2|λ2)Δτ + o(Δτ), 

 p21(τ)λ1P1(λ1|λ1)Δτ + o(Δτ), p21(τ)λ1P1(λ2|λ1)Δτ + o(Δτ), (5) 

p22(τ)λ2P1(λ1|λ2)Δτ + o(Δτ), p22(τ)λ2P1(λ2|λ2)Δτ + o(Δτ). 

Отметим, что каждая из совместных вероятностей (5) представима в виде: 
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p  – соответствующая вероятности pij(τ)λjP1(λd|λj) плотность вероятности, i, j = 1, 2, d = 1, 2. 

Запишем последнее равенство в виде: 
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Устремляя здесь Δτ → 0, находим 

)()()(~
1

)(
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d
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Ppp  , i, j = 1, 2, d = 1, 2. 

Тогда плотность вероятности p͂ij(τ) того, что без наступления события потока на интервале (0, τ) 

и наступления события в момент τ процесс λ(τ) переходит из состояния Si в состояние Sj, i, j = 1, 2, 

согласно вышеприведенному равенству запишется в виде (4). Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Условные финальные вероятности πi(0), i = 1, 2, в обобщенном MAP-потоке событий 

задаются выражениями 
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Доказательство. Последовательность t1, t2, ... образует вложенную по моментам времени 

наступления событий цепь Маркова {λ(tk 
)}, поэтому для вероятностей πi(0), i = 1, 2, справедливы сле-

дующие уравнения: 

 π1(0) = p11π1(0) + p21π2(0), (7) 

π2(0) = p12π1(0) + p22π2(0), 

где вероятности pij – вероятности перехода процесса λ(τ) из состояния Si в состояние Sj, i, j = 1, 2, за 

время, которое пройдет от момента τ = 0 до момента наступления очередного события потока.  

Поскольку τ есть произвольный момент времени, τ ≥ 0, то pij определяются в виде: 

 



0

)(~ dpp
ijij

, i, j = 1, 2. (8) 

Подставляя (4) в (8), находим 

 
   )()()(1)(1

)()()(1)(

120210220110

211120220111
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
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

PPPP

PPPP
p , 

 
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120210220110

221120220121

12





PPPP

PPPP
p , 

 
 

   )()()(1)(1

)()()(1)(

120210220110

111210110211

21





PPPP

PPPP
p , (9) 

 
   )()()(1)(1

)()()(1)(

120210220110

121210110221

22





PPPP

PPPP
p . 

В результате подстановки (9) в (7) и с учетом условия нормировки π1(0) + π2(0) = 1, приходим  

к (6). Лемма 3 доказана. 

Леммы 2 и 3 позволяют сформулировать следующую теорему. 

Теорема. В обобщенном MAP-потоке плотность вероятности длительности интервала между 

соседними событиями имеет вид: 


 21

21
)1()(

zz
ezezp , τ ≥ 0, 

 
   

12

22121122121111112
)()()0()()()0(

zz

PPPPz




 , (10) 

где zi определены в (2), πi(0) – в (6), i = 1, 2. 

Доказательство. Подставляя в (1) сначала (4), а затем явные выражения (6) для πi(0), i = 1, 2, 

осуществляя необходимые преобразования, приходим к (10). Теорема доказана. 

Замечание 2. Полагая в (10) вероятности P0(λj|λi) = 0, nji ,1,  , P1(λ2|λ1) = p, P1(λ1|λ2) = q, прихо-

дим к виду плотности распределения для синхронного потока [18], являющегося частным случаем 

рассматриваемого обобщенного MAP-потока событий: 


 21

21
)1()( eep , 0 , 

qp

q


 , 

21
 , 10  p , 10  q . 
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3. Оценка параметров методом моментов 

 

Оценить методом моментов десять параметров обобщенного MAP-потока событий λi, P0(λj|λi), 

P1(λj|λi), i, j = 1, 2, или с учетом нормировки – восемь, располагая лишь информацией о виде плотно-

сти p(τ), не представляется возможным [20]. Потому будем оценивать неизвестные параметры z1, z2, γ 

плотности p(τ). 

Замечание 3. Обобщенный MAP-поток событий является коррелированным потоком, поэтому 

говорить о состоятельности получаемых методом моментов оценок не представляется возможным 

[21, 22]. 

Введем в рассмотрение выборку τ1, ..., τm–1 из распределения 


 21

2121
)1(),,(

zz
ezezzzp , 

τ ≥ 0, зависящего от трех неизвестных параметров z1, z2, γ. В силу близости теоретической и эмпири-

ческой функций распределения, т.е. неограниченного сближения их значений при n → ∞, следует 

ожидать близости их числовых характеристик – моментов одного и того же порядка. Теоретический 

начальный момент l-го порядка 



0

21
),,( dzzpM

ll
τ  близок к соответствующему выборочному 

моменту – статистике 





1

1

1 m

k

l

kl m
C , где τk = tk+1 – tk  – значение длительности между моментами tk и 

tk+1 наступления событий в обобщенном MAP-потоке событий. Таким образом, для оценки парамет-

ров z1, z2, γ необходимо иметь три уравнения моментов вида: 

 Mτ
l
 = Cl, 3,1l . (11) 

Выполняя интегрирование левой части (11), находим 

   
ll

zzll

z

l
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l
dezezM

210

21
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)1( 21
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
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


τ , 3,1l . 

На основании вышеприведенного вида начального момента l-го порядка запишем систему трех 

уравнений моментов относительно оценок 
1

ẑ , 
2

ẑ , ̂  с учетом преобразований в виде: 

 γz2 + (1 – γ)z1 – С1z1z2 = 0,   1
2

1
212211
 zzCzzC ,  

1213212
2

3

1
СzzCzzC  . (12) 

Замены x1 = z1 + z2, x2 = z1z2 позволяют свести систему (12) к неоднородной системе двух линей-

ных уравнений относительно неизвестных x1, x2: 

1
2

1
2211
 xCxC , 

12312
2

3

1
СxCxC  , 

решение которой запишется в виде: 
 

31
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2

321

1
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x




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 
31
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2
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x




 . 

Оценки 
1

ẑ , 
2

ẑ  согласно обратной теореме Виета есть корни уравнения 

 z
2
 – x1z + x2 = 0 (13) 

при известных значениях коэффициентов x1 и x2. 

Из (2) следует, что z1 < z2, тогда 
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CCC
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z  . (14) 

Замечание 4. Оценки 
1

ẑ , 
2

ẑ  как действительные положительные корни (13) существуют тогда 

и только тогда, когда выполняются следующие условия: 
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1. 
   
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; отметим, что 

21
ˆˆ zz  , и действительные положитель-

ные корни, получаемые при равном нулю дискриминанте, исключаются из рассмотрения; 

2. 
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2

321 
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CCC
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 как необходимое и достаточное условие положительности 

1
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z ; 

3. 
 

0
23

26

31

2

2

2

2

1 
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 как достаточное условие для 0ˆ

2
z . 

Оценка ̂  определяется однозначно из первого уравнения системы (12): 

 
 

21

211

ˆˆ

ˆ1ˆ
ˆ

zz

zCz




 . (15) 

Итак, система (12) имеет единственное решение 
1

ẑ , 
2

ẑ , ̂ . 

 

5. Результаты численных расчетов 

 

С целью получения численных результатов разработан алгоритм вычисления оценок 
1̂

z , 
2

ẑ , ̂  

и построена имитационная модель обобщенного МАР-потока событий с произвольным числом состоя-

ний. Основой имитационной модели являются датчики псевдослучайных чисел и метод обратных 

функций [23]. На первом этапе расчета осуществляется имитационное моделирование обобщенного 

MAP-потока события с двумя состояниями с тем, чтобы получить статистики Cl, 3,1l , на основе 

выборки моментов времени наступления событий t1, ..., tm. На втором этапе расчета вычисляются 

оценки 
1̂

z , 
2

ẑ , ̂  по формулам (14), (15). 

Для каждой реализации определены оценки 
)(ˆ 

 , N,1 , соответствующих параметров θ, на 

основании которых вычислены выборочное среднее значение 





N

N
M

1

)(ˆ1
)ˆ(ˆ θ , оценка смещения 

)ˆ(ˆ θM , где θ = {z1, z2, γ};  γzzθ ˆ,ˆ,ˆˆ
21

 . 

Эксперимент 1. Фиксируются число состояний n = 2, количество опытов N = 100, значения 

λ1 = 2, λ2 = 1 процесса (t) и переходные вероятности, представленные в табл. 1. 

Целью данного эксперимента является нахождение временного интервала установления 

стационарного режима функционирования обобщенного MAP-потока события с двумя состояниями, 

или, иными словами, установление зависимости )ˆ(ˆ θM , )ˆ(ˆ θM  от длительности времени 

моделирования Tmod, где Tmod ∈ {100, 200, ..., 1 000}. Результаты 1-го статистического эксперимента 

представлены в табл. 2. 
Т а б л и ц а  1  

Значения переходных вероятностей обобщенного MAP-потока событий  

с двумя состояниями в рамках 1-го статистического эксперимента 

P0(λ1|λ1) = 0,10 P0(λ1|λ2) = 0,05 

P0(λ2|λ1) = 0,05 P0(λ2|λ2) = 0,10 

P1(λ1|λ1) = 0,80 P1(λ1|λ2) = 0,05 

P1(λ2|λ1) = 0,05 P1(λ2|λ2) = 0,80 
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Т а б л и ц а  2  

Результаты 1-го статистического эксперимента 

Tmod 

θ 

z1 = 0,8944 z2 = 1,8055 γ = 0,5823 

1
ˆ ˆ( )M z  1 1

ˆ ˆ( )M zz  
2

ˆ ˆ( )M z  2 2
ˆ ˆ( )M zz  ˆ ˆ( )M   ˆ ˆ( )M    

100 1,5079 0,6134 4,2102 2,4047 0,3737 0,2085 

200 1,4024 0,5080 5,8124 4,0069 0,2741 0,3081 

300 1,3175 0,4231 2,9713 1,1658 0,1935 0,3887 

400 1,2660 0,3715 2,8707 1,0652 0,1521 0,4301 

500 1,3086 0,4142 2,7482 0,9427 0,1414 0,4408 

600 1,2721 0,3776 2,7447 0,9391 0,1406 0,4416 

700 1,3001 0,4056 2,7207 0,9152 0,1301 0,4522 

800 1,3325 0,4380 2,7008 0,8953 0,1267 0,4555 

900 1,3076 0,4131 2,6872 0,8817 0,1116 0,4707 

1000 1,3355 0,4411 2,6806 0,8751 0,1117 0,4706 

 

Из анализа численных результатов, приведенных в табл. 2, следует, что имеет место смещение 

оценок относительно исходных значений оцениваемых параметров. Анализ представленных в табл. 2 

результатов эксперимента приводит к утверждению о зависимости получаемых оценок от времени 

моделирования, а именно: с увеличением значения Tmod выборочные средние и оценки смещения ста-

билизируются при Tmod ≥ 500, что объясняется концепцией метода моментов. 

Эксперимент 2. Фиксируются число состояний n = 2, количество опытов N = 100, значение 

времени моделирования Tmod = 1 000, значение λ2 = 1 процесса (t) и переходные вероятности 

P0(λj|λi) = P1(λj|λi) = 0,25, i, j = 1, 2.  

В рамках эксперимента исследуются зависимости )ˆ(ˆ θM , )ˆ(ˆ θM  от изменения параметра λ1 

процесса (t), где λ1 ∈ {2, 3, …, 10}. Результаты 2-го статистического эксперимента представлены  

в табл. 3 и на рис. 2–4. 
Т а б л и ц а  3  

Результаты 2-го статистического эксперимента 

λ1 2 3 4 5 … 9 10 

z1 0,6096 0,6339 0,6438 0,6492 … 0,6576 0,6586 

1
ˆ ˆ( )M z  2,1788 1,8743 1,8143 1,3173 … 0,6718 0,5882 

1 1
ˆ ˆ( )M zz  1,5692 1,2403 1,1704 0,668 … 0,0142 0,0703 

z2 1,6503 2,366 3,1061 3,8507 … 6,8423 7,5913 

2
ˆ ˆ( )M z  3,6762 4,5476 5,6904 2,5113 … 1,4661 1,4914 

2 2
ˆ ˆ( )M zz  2,0358 2,1816 2,5843 1,3394 … 5,3762 6,0999 

γ 0,8638 0,7886 0,7538 0,7342 … 0,7021 0,6983 

ˆ ˆ( )M   3,7406 2,1419 1,9095 0,6146 … –0,0821 –0,0434 

ˆ ˆ( )M    2,8768 1,3533 1,1557 1,3489 … 0,7842 0,7418 

 

Результаты табл. 3 указывают на то, что увеличение значений параметра λ1 при выбранном 

наборе параметров влечет за собой улучшение качества оценок 
1

ẑ , γ̂  в смысле уменьшения значений 

оценок смещения. Последнее объясняется тем, что при увеличении разности 21   состояния про-

цесса (t) более различимы, что влечет за собой улучшение качества оценивания параметров z1, γ; 

соответственно, при сближении λ1 и λ2 состояния процесса (t) менее различимы, поэтому оценива-

ние параметров z1, γ в этом случае хуже. 
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Рис. 2. График зависимости 1
ˆ ˆ( )M z , 1 1

ˆ ˆ( )M zz  от значения λ1 

Fig. 2. 1
ˆ ˆ( )M z , 1 1

ˆ ˆ( )M zz  as functions of λ1 

 

 
 

Рис. 3. График зависимости 2
ˆ ˆ( )M z , 2 2

ˆ ˆ( )M zz  от значения λ1 

Fig. 3. 2
ˆ ˆ( )M z , 2 2

ˆ ˆ( )M zz  as functions of λ1 

 

 
 

Рис. 4. График зависимости ˆ ˆ( )M  , ˆ ˆ( )M    от значения λ1 

Fig. 4. ˆ ˆ( )M  , ˆ ˆ( )M   as functions of λ1 

 

Как следует из табл. 3, параметр z2 оценивается хуже, чем параметры z1 и γ в смысле значений 

оценок смещения. Увеличение параметра λ1 влечет за собой частую смену состояния S1 процесса (t) 

с наступлением события либо без наступления события. В свою очередь, частая смена состояния S1 

ведет к тому, что состояния S1 и S2 становятся менее различимыми и оценивание параметра z2 ухуд-

шается.  
 

Заключение 
 

В данной статье приведен явный вид плотности вероятности значений длительности интервала 

между соседними событиями обобщенного МАР-потока событий с n состояниями (10). Методом мо-

ментов найдены оценки параметров плотности p(τ): 
1̂

z , 
2

ẑ  вида (14), ̂  вида (15). Алгоритм вычисле-

ния оценок реализован на языке программирования С# в среде Visual Studio 2015. Проведены стати-

стические эксперименты, указывающие на работоспособность алгоритма оценки параметров z1, z2, γ. 
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The paper deals with a generalized MAP with an arbitrary number of states under conditions of full observability. The accompa-

nying random process λ(t) of the flow is an unobservable piecewise constant process with n states: S1, ..., Sn. The process λ(t) is un-

observable in principle, the moments of occurrence of events t1, t2,... are observable. 

We denote by τk = tk+1 – tk , τk ≥ 0, the value of the k-th interval duration between events of the observed flow tk and tk+1, k = 1,2, ... 

Due to the fact that the flow operates in a stationary mode, then for the probability density of values τk it is true p(τk) = p(τ), τk ≥ 0, 
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for any k ≥ 1. This allows, without loss of generality, to set the moment of occurrence of the event tk equal to zero or, which is the 

same, the moment the event occurs is τ = 0. 

It is necessary to use the method of moments to estimate the parameters z1, z2, and γ of the probability density distribution of the 

interval duration between events in generalized MAP with two states (we assume n = 2) at an arbitrary time instant τ, provided that 

the realization of the time intervals between events τ1, ..., τm–1 is known of the observed flow on the interval (0,τ), where τ = 0 is the 

moment of occurrence of the event, τ is the end of observation, m is the number of observed events over the time interval (0,τ). It is 

assumed that λ(t) is stationary. 

In the paper we present an explicit form of the probability density parameters of the interval duration between events in generalized 

MAP with n states. The method of moments is used to find estimates of the density parameters p(τ): z1, z2, and γ at an arbitrary time 

moment τ. The algorithm was implemented by C # programming language in the Visual Studio 2015. Statistical experiments were 

conducted on the simulation model of the flow in order to establish the quality of the results obtained by evaluating the parameters of 

the probability distribution. The numerical results of these experiments are given in the paper and illustrate an acceptable estimate 

that does not contradict the physical interpretation. 

 
Keywords: generalized MAP with an arbitrary number of states; probability density of the values of the interval duration between the 

moments of the events occurrence; method of moments; estimation of the parameters. 
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