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ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ U-СТАТИСТИК
ОТ ЦЕПОЧЕК МЕТОК ВЕРШИН НА ПОЛНОМ ГРАФЕ

Н.М. Меженная, В. Г. Михайлов

В полном графе с вершинами 1, 2, . . . , n вершины 2, 3, . . . , n снабжены независимы-
ми случайными метками, принимающими значения из конечного множества AN .
Рассматривается совокупность всех цепей по s смежных рёбер, каждая из кото-
рых выходит из вершины 1 и не проходит через одну и ту же вершину дважды.
Каждой цепи соответствует s-цепочка из случайных меток пройденных вершин.
Рассматривается U -статистика Uk(s) с ядром, зависящим от k таких s-цепочек.
Число k > 2 считается фиксированным, а s > 1 может меняться. Установлено,
что достаточным условием асимптотической нормальности Uk(s) (при обычной
стандартизации) является условие вида DUk(s) > Cn2(ks−1)+κ, где C,κ > 0.

Ключевые слова: U -статистика, центральная предельная теорема, полный
граф, цепочка, случайные метки.

Исследование свойств выборочных характеристик и статистических критериев при-
вело к необходимости изучения распределений функционалов от последовательностей
случайных величин X1, . . . , Xn вида

Un = Un(X1, . . . , Xn) =
∑

16j1<...<jr6n
f(Xj1 , . . . , Xjr), (1)

называемых U-статистиками [1]. Число r называется порядком U -статистики. Функ-
ционалы вида (1) широко используются для проверки свойств случайных последова-
тельностей, качества датчиков псевдослучайных чисел, наличия или отсутствия зави-
симости между членами последовательности, наличия образцов или повторений спе-
циального вида и в задачах, связанных с защитой информации.

Основные результаты об асимптотическом поведении распределений U -статистик
с непрерывными ядрами можно найти в [2]. Результаты для U -статистик от дискрет-
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ных последовательностей, например для числа пар одинаковых знаков, пар одинако-
вых цепочек и пар эквивалентных цепочек, получены в [3] и [4] соответственно.

В работе [5] установлено, что для последовательности случайных величин, удовле-
творяющей условию абсолютной регулярности [6] с коэффициентом β(t) 6 t−h(t), где
h(t) > 0 и h(t) → ∞ (t → ∞) (например, для цепи Маркова), достаточным услови-
ем асимптотической нормальности является условие на дисперсию DUn > Cn2(r−1)+κ,
где κ > 0. Разумеется, это относится и к последовательности независимых случайных
величин. Как известно [3], в последовательности независимых одинаково распределён-
ных случайных величин на конечном алфавите при их неравновероятном распределе-
нии число k-кратных повторений s-цепочек имеет дисперсию порядка n2k−1 и сходится
(при подходящей стандартизации) по распределению к нормальному распределению
при n→∞.

В настоящей работе приведён аналогичный результат для U -статистики от цепочек
меток вершин на полном графе.

Введём несколько определений. Пусть Kn —полный граф c n вершинами из множе-
ства V = {1, . . . , n} и C2

n рёбрами; α2, . . . , αn —независимые в совокупности случайные
величины, принимающие значения из множества AN = {0, 1, . . . , N − 1}, причём

P[αj = k] = pk ∈ (0; 1), k ∈ AN ,
N−1∑
k=0

pk = 1.

Далее будем считать, что αj —метка вершины с номером j, j ∈ V \ {1}.
Обозначим через {w(s)} цепь (связный путь без повторения рёбер) из s > 1 рёбер

в графе Kn, начинающийся из вершины с номером 1, не имеющей метки, и не проходя-
щий через одну и ту же вершину дважды. Обозначим через α({w(s)}) соответствую-
щую цепи {w(s)} последовательность из s меток вершин, через которые проходит цепь
(с учётом их порядка). Число таких путей равно числу способов выбрать оставшиеся
s вершин из n − 1 вершин графа (кроме вершины с номером 1) с учётом порядка,

поэтому в Kn всего T = Asn−1 =
(n− 1)!

(n− s− 1)!
цепей длины s с требуемыми свойствами.

Занумеруем их и будем писать {wu(s)}, u = 1, . . . , T .
Пусть f — ограниченная по абсолютной величине константой F функция от k > 2

s-мерных векторных аргументов, симметричная относительно их перестановки. Рас-
смотрим U -статистику вида

Uk(s) =
∑

16u1<...<uk6T
f (α({wu1(s)}), . . . , α({wuk(s)})) . (2)

Здесь аргументами функции f выступают последовательности из s меток вершин,
образованных цепями рассматриваемого вида в Kn.

Обозначим N (0; 1) стандартный нормальный закон распределения; →d — сходи-
мость по распределению.

Теорема 1. Пусть число k > 2 фиксировано, s > 1. Если DUk(s) > Cn2(ks−1)+κ,
где C,κ > 0, то

Uk(s)− EUk(s)√
DUk(s)

→d N (0; 1), n→∞.

Теорема 1 сводит доказательство асимптотической нормальности для таких U -ста-
тистик, как число повторений цепочек в последовательности дискретных случайных
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величин, к проверке скорости роста их дисперсий. В ряде случаев это упрощает обос-
нование их использования в практических задачах (примеры см. в [7]).

Для доказательства теоремы 1 использовался топологический вариант метода мо-
ментов, предложенный в [8].
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О НАИБОЛЬШЕМ ПОРЯДКЕ ПОДСТАНОВОК
ЗАДАННОЙ СТЕПЕНИ

В.М. Фомичёв

Необходимым требованием к системе шифрования является достаточно большой
порядок группы, которая ассоциируется с шифром (то есть порождается подста-
новками шифра). В связи с этим представляет интерес величина µ(n), оценива-
ющая порядки циклических групп подстановок степени n, в том числе цикличе-
ских групп, порождённых шифрующими подстановками. Известно, что порядок
подстановки равен наименьшему общему кратному длин её циклов. Однако ма-
ло изучена функция µ(n), принимающая значения, равные наибольшему порядку
подстановки степени n. Показана монотонность функции µ(n), получена двух-
сторонняя оценка её значений:

∏
ω(n) 6 µ(n) 6

⌈√
2(n− 1)

⌉
!, где Πω(n) —произ-

ведение всех первых (в порядке возрастания) простых чисел, сумма которых не
больше n. Получена асимптотическая оценка нижней границы при больших n:

µ(n) > 224k!(1,665)k(ln k)(k−15)/2

при любом n > 1000 и k =
⌊√

2n/lnn
⌋
.

Ключевые слова: порядок подстановки, цикловая структура подстановки,
простое число.

Каждая подстановка есть произведение независимых циклов. Если длины циклов
подстановки g равны l1, . . . , lm, то её порядок равен

ord g = НОК(l1, . . . , lm).


