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Метод формирования семейства модальных регуляторов полного порядка  
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Аннотация. Разработан метод формирования семейства модальных регуляторов с эллиптической областью 

принадлежности коэффициентов, гарантирующих заданное качество управления. Данный метод оформлен  

в виде алгоритма вычисления оценки сверху радиуса эллиптической области коэффициентов. Эффективность 

метода проиллюстрирована примером. 

Ключевые слова: модальное управление; регулятор полного порядка; семейство регуляторов с эллипти-

ческой областью принадлежности коэффициентов 
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A method for forming a family of full-order modal regulators  

with an elliptic domain of coefficients belonging 
 

Andrej N. Parshukov  
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Abstract. The problem of synthesis of regulators consists of two sequentially solved problems: 

1) find the regulator (if it exists) such that it provides stability and a given quality of control to  

a closed system; 

2) if possible, find not one regulator, but some set: a set of controller settings on the one hand guaran-

tees that some inaccuracies in the controller settings will not lead to a violation of the specified control 

quality, and on the other hand, it will allow you to set the task of finding the optimal controller settings 

from an acceptable set. 

Currently, a large number of methods for the synthesis of regulators have been developed, taking into 

account both the features of the task of the mathematical model of the control object and the features of 

the task of the control objectives: as examples, we can cite works on the synthesis of PI and PID regulators, 

on modal control, on the synthesis of stabilizing feedbacks in the presence of structural and parametric 
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uncertainty in the model of the control object, etc. Thus, the first of these tasks can be attributed to  

the solved ones. 

Two approaches can be attributed to the solution of the second problem: the D-partitioning method 

and the Yula-Kucher parametrization. The D-partitioning method allows you to build stability regions of 

a closed control system in the space of one or two parameters (most often, the parameters of the controller). 

It is known that the D-partitioning method can also be used if it is required to provide the specified root 

quality indicators: root stability margin and oscillation. A significant disadvantage of the D-partitioning 

method is that in the case of several variables, only two independent variables should be left as variable, 

and the rest should be artificially fixed. The parametrization of Yula-Kucera reduces the problem of forming 

stabilizing regulators to solving the polynomial Bezu equation. However, these methods do not solve the 

problem of forming a family of regulators that provide a given quality of control. 

The modal control method allows synthesizing a controller for control objects of arbitrary order; this 

method assumes that the control object is described by a linear differential equation of the n-th order 

(where n is any non-negative integer) without delay. The modal regulator is also sought in the form of  

a linear differential equation. The quality of control is given in the form of a region S on a complex plane 

that determines the desired location of the poles of the transfer function of a closed system. It has been 

repeatedly proved in the literature that a modal regulator of the order n-1 and higher provides any given 

location of the poles of the transfer function of a closed system, and thereby guarantees stability and  

specified root quality indicators for a closed system. The (n-1)-th order regulator is called a full-order 

modal regulator. 

In this article, a method for forming a family of full-order modal regulators with an elliptic domain  

of coefficients that guarantee a given control quality is developed. This method is a generalization of  

D-partitioning. It should be noted that there are no analytical methods for solving this problem, in this  

regard, it is of interest to obtain estimates (from above and from below) of the ellipsoid radius in the 

space of the regulator coefficients. The paper proposes an algorithm for calculating an estimate from 

above of the radius of the elliptical region of setting the coefficients of the regulator. The effectiveness of 

the method is illustrated by an example. 

The expansion of the range of permissible values of the regulator coefficients can be obtained by 

combining two (or more) ellipsoids with different orientation of the semi-axes. Therefore, the proposed 

method can be used to form in the space of the coefficients of the regulator of the boundary of the stability 

region and a given control quality. 

Keywords: modal control; a full-order regulator; a family of regulators with an elliptic domain of  

coefficients belonging 
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Проблема синтеза регуляторов состоит из двух последовательно решаемых задач: 

1) найти регулятор (если он существует), обеспечивающий устойчивость и заданное качество 

управления замкнутой системе; 

2) по возможности найти не один регулятор, а некоторое множество: множество настроек регу-

лятора, с одной стороны, гарантирует, что некоторые неточности в настройках регулятора еще не 

приведут к нарушению заданного качества управления, а с другой – позволит поставить задачу поис-

ка оптимальных настроек регулятора из допустимого множества. 

В настоящее время разработано большое количество методов синтеза регуляторов, учитываю-

щих как особенности задания математической модели объекта управления, так и особенности зада-

ния целей управления; в качестве примеров можно привести работы по синтезу ПИ- и ПИД-

регуляторов [1], по модальному управлению [2–3], по синтезу стабилизирующих обратных связей 

при наличии структурно-параметрической неопределенности в модели объекта управления [4–6] и т.д. 

Таким образом, первую из указанных задач можно отнести к решенным. 

К реализации второй задачи можно отнести два подхода: метод D-разбиения и параметризацию 

Юлы–Кучеры. Метод D-разбиения предложен в работе Ю.И. Неймарка [7], он позволяет строить об-
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ласти устойчивости замкнутой системы управления в пространстве одного или двух параметров (ча-

ще всего – параметров регулятора). Известно (см.: [8]), что метод D-разбиения также может быть ис-

пользован тогда, когда требуется обеспечить заданные корневые показатели качества: корневой запас 

устойчивости и колебательность. Существенным недостатком метода D-разбиения является то, что  

в случае нескольких переменных в качестве варьируемых следует оставить только две независимые 

переменные, а остальные искусственно зафиксировать. Параметризация Юлы–Кучеры [9–11] сводит 

задачу формирования стабилизирующих регуляторов к решению полиномиального уравнения Безу. 

Однако указанные методы не решают задачу формирования семейства регуляторов, обеспечивающих 

заданное качество управления. 

В настоящей статье разработан метод формирования семейства модальных регуляторов полно-

го порядка с эллиптической областью принадлежности коэффициентов, гарантирующих заданное 

качество управления. Следует отметить, что аналитических методов решения поставленной задачи  

не существует, в этой связи представляет интерес получение оценок (сверху и снизу) радиуса эллип-

соида в пространстве коэффициентов регулятора. В работе предложен алгоритм вычисления оценки 

сверху радиуса эллиптической области задания коэффициентов регулятора. 

В статье приняты следующие обозначения:   – равно по определению; Rn, Cn – пространства  

n-мерных векторов  1; ; nx xx , коэффициенты которых соответственно вещественные или мнимые 

числа; AT – матрица, транспонированная по отношению к исходной матрице A; 0 – матрица (или век-

тор) необходимой размерности, состоящая из нулей; s – комплексная переменная; s  – число, ком-

плексно сопряженное числу s; S – область на C1; ∂S – граница области S; int S – внутренняя часть об-

ласти S; t – непрерывное время; pi – оператор i-й степени дифференцирования по времени: 

d d ;i i ip t     ,,0 ni     .10 p  

Полиномиальным оператором степени n будем называть дифференциальный оператор вида 

0

( , ) ,
n

i
i

i

a n p a p


   

где ai – постоянные коэффициенты. В изображениях по Лапласу оператору a(n, p) соответствует  

алгебраический полином 

0

( , ) ,
n

i
i

i

a n s a s


   

определенный на C1; здесь за 1Cs  обозначена переменная преобразования Лапласа. 

Множество корней (нулей) полинома a(n, s) будем обозначать Λ(a): 

  ( ) : , 0, 1, .i ia a n i n       

 

1. Метод формирования семейства модальных регуляторов полного порядка 

с эллиптической областью принадлежности коэффициентов 

 

1.1. Классическая постановка задачи синтеза модального регулятора 

 

Изложим классическую постановку задачи синтеза модального регулятора следуя [2. С. 5–20]. 

Пусть одномерный линейный стационарный динамический объект управления задан диффе-

ренциальным уравнением n-го порядка 

        tupmbtypna ,,  ,    n > m,    1na , (1) 

где y(t) – управляемая переменная (выходной сигнал), u(t) – управляющая переменная (входной сиг-

нал). Модальный регулятор ищется в виде дифференциального уравнения l-го порядка 

            , , , ,l p u t l p y t l p g t         1l  , (2) 

где g(t) – входной сигнал для замкнутой системы. Уравнение замкнутой системы имеет вид: 
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        tgplmbtyplna c.l.c.l. ,,  , (3) 

где 

         , , , , ,c.l.a n l p a n p l p b m p l p     , 

     , , ,c.l.b m l p b m p l p   . 

Качество управления назначается в виде области S, определяющей допустимое расположение 

корней полинома ac.l.(n + l, s) на C1, что может быть записано в виде целевого условия 

   Sa c.l.  . (4) 

Предполагается, что S удовлетворяет следующим требованиям: расположена в ограниченной 

части C1 слева от мнимой оси; односвязна; для любой точки Ss  также выполняется s S . 

В классической постановке задачи модального управления цель управления назначается эта-

лонной системой (эталоном) 

        tgplmbtyplna et.et. ,,  ,  1. 
et

lna , (5) 

при этом характеристический полином эталона aet.(n + l, s) выбирается из условия 

   Sa et. int . (6) 

Коэффициенты операторов β(l, p) и α(l, p) регулятора (2) находятся из условия 

          , , , , ,et.a n s l s b m s l s a n l s     . (7) 

Тождеству (7) соответствует система из n+l линейных алгебраических уравнений относительно 2l+1 

неизвестных. В [3, с. 9–12] доказано, что данная система всегда имеет решение, если l = n–1. 

Модальные регуляторы порядка n – 1 в монографии [3. С. 11] предложено называть регулято-

рами полного порядка. Составление системы линейных алгебраических уравнений для расчета мо-

дального регулятора полного порядка описано в книге [12. С. 10–14] и в данной работе не приводится. 

Следует отметить, что выбор полинома χ(n – 1, s) в (2) не влияет на выполнение целевого условия (4) 

и в классической задаче модального управления не рассматривается. 

 

1.2. Постановка задачи формирования семейства модальных регуляторов полного порядка  

с эллиптической областью принадлежности коэффициентов 

 

Далее под модальным регулятором понимается модальный регулятор полного порядка, под 

эталоном – характеристический полином aet.(2n – 1, s) системы (5). 

Свобода в выборе эталона aet.(2n – 1, s) (см. условие (6)) означает, что существуют такие вариа-

ции коэффициентов регулятора, которые еще не выведут корни характеристического полинома  

замкнутой системы за границу области S. В этой связи естественно поставить вопрос о формировании 

семейства регуляторов, для которых еще выполняется целевое условие (4). 

Итак, пусть заданы объект управления (1), область S, и выбран эталон aet.0(2n – 1, s) такой, что 

   Sa et int0.  . (8) 

Для определенности выбранный эталон будем называть номинальным. Пусть 

2
0 1 0

0

( 1, ) ,
n

n i
i

i

n s s s






         
1

0 0

0

( 1, ) ,
n

i
i

i

n s s




     

полиномы модального регулятора, полученные в результате синтеза модального регулятора с номи-

нальным эталоном. Непосредственно из описанной технологии синтеза модального регулятора сле-

дует, что полиномы β0(n – 1, s), α0(n – 1, s) и aet.0(2n – 1, s) связаны тождеством 

         0 0 .0, 1, , 1, 2 1,eta n s n s b m s n s a n s       . 

Любой другой эталон aet.(2n – 1, s) может быть рассмотрен как вариация от номинального, т.е. 

            .02 1, 2 1, , 2, , 1,et. eta n s a n s a n s n s b m s n s         , (9) 

где δβ(n – 1, s) и δα(n – 1, s) – вариации полиномов регулятора 
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2

0

( 1, ) ,
n

i
i

i

n s s




        
1

0

( 1, ) .
n

i
i

i

n s s




     

Обозначим за x0 вектор коэффициентов номинального регулятора 

0 0 0 0 0
0 2 0 1; ; ; ; ;n ncol  

     
 

x , 

а за x – вектор вариации коэффициентов регулятора 

 0 2 0 1; ; ; ; ;n ncol      x . 

Условие выхода корней эталона aet.(2n – 1, s) в точке s границы области S: 

 
  
  








.0,12Im

,0,12Re

sna

sna
et.

et.

 (10) 

Подставляя в систему (10) выражение для полинома aet.(2n – 1, s) согласно (9) получаем 

 Cx = d, (11) 

здесь 

        
        














;,Im;;,Im;,Im

;,Re;;,Re;,Re
2

2

n

n

ssnassnasna

ssnassnasna




C  

        
        










1

1

,Im;;,Im;,Im

,Re;;,Re;,Re
n

n

ssmbssmbsmb

ssmbssmbsmb




, 

  
  












sna

sna
et

et

,12Im

,12Re
0.

0.

d , 

а x – вектор вариации коэффициентов регулятора (определен выше). 

В системе уравнений (11) коэффициенты матрицы C и вектора d зависят от точки Ss  . Обо-

значим за Ω множество решений системы (11) в точке s: 

 dCxx  12nR . 

Если в какой-то точке Ss   множество Ω пусто, следовательно, нет таких векторов x, которые бы 

выводили корни эталона на границу области S в этой точке. 

Рассмотрим в пространстве векторов 120  nRxx  область X вида 

   0 T 2 .X f    x x x x Qx  (12) 

Матрицу  ijqQ , 12,1,  nji  в (12) будем считать заданной и удовлетворяющей следующим усло-

виям: а) положительно определена; б) матрица Гесса H функции f(x) 

 ijhH ,     
 















,,

,,22

ijq

ijq

xx

f
h

ij

ii

ji

ij

x
      12,1,  nji , 

положительно определена; в) 1H . 

Поставим следующую задачу: найти максимальное значение параметра ρ в (12) при условии 

  Sa et.  . 

Очевидно, что решение данной задачи существует, обозначим его ρ*. 

Значение ρ* определяет в пространстве коэффициентов регулятора эллипсоид X с центром  

в точке x0, такой что для любого x, удовлетворяющего условию 

X xx
0 , 

корни характеристического полинома замкнутой системы (или корни эталона) еще не выходят из об-

ласти S. Поставленную задачу поиска ρ* назовем задачей формирования семейства модальных 

регуляторов полного порядка с эллиптической областью принадлежности коэффициентов. 
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1.3. Алгоритм формирования семейства модальных регуляторов  

с эллиптической областью принадлежности коэффициентов 

 

Задачу поиска ρ* можно представить в виде: 

  * min
s S

s


   , (13) 

где ρ(s) = ∞, в тех точках Ss  , где множество Ω пусто, и 

    
1/2

Tmins


 
x

x Qx , (14) 

в остальных точках Ss  . Далее для удобства рассуждений положим, что выбрана точка Ss  . 

Определить, совместна ли в точке s система уравнений (11) можно по теореме Кронекера–Капелли: 

 rank С = rank Ĉ, (15) 

где С – матрица системы (11), а Ĉ = [С|d] – присоединенная матрица. 

Задача (14) представляет собой задачу поиска условного экстремума квадратичной функции 

f(x) с ограничениями типа линейных уравнений (11). Данная задача может быть решена аналитически 

методом множителей Лагранжа. Представим задачу (14) в следующей форме: 

   minT  Qxxx f ,  (16) 

при условиях 

 








,0

,0

22

11

d

d

xc

xc
 (17) 

где c1 и c2 соответственно 1-я и 2-я строки матрицы С: 

         ;,Re;;,Re;,Re 2
1

 nssnassnasna c  

        1,Re;;,Re;,Re  nssmbssmbsmb  , 

         ;,Im;;,Im;,Im 2
2

 nssnassnasna c  

        1,Im;;,Im;,Im  nssmbssmbsmb  , 

а d1 и d2 – элементы вектора d: 

  snad et ,12Re 0.
1  ,   snad et ,12Im 0.

2  . 

По условиям задачи система уравнений (17) совместна. 

Для решения задачи (16)–(17) составляем функцию Лагранжа: 

       1 2 1 1 1 2 2 2, , ,L f d d        x x c x c x  

здесь λ1 и λ2 – множители Лагранжа. Необходимое условие экстремума функции L(x, λ1, λ2) 

 

 

 

1 2

1 2 1

1 2 2

, , 0, 1,2 1,

, , 0,

, , 0

iL x i n

L

L

      


    
     


x

x

x

 

после подстановки производных функции Лагранжа принимает следующий вид: 

 

1 1 2 2

1 1

2 2

2 0, 1,2 1,

0,

0.

ii i ij j i i
j i

q x q x c c i n

d

d



          



 
  



c x

c x

 (18) 

Пусть (x*, λ1*, λ2*) – решение системы (18), тогда точка x* является критической (подозритель-

на на экстремум). Достаточным условием минимума функции f(x) в точке x* является положительная 

определенность гессиана H, что обеспечено условиями задачи. Найдем критические точки (x*, λ1*, λ2*), 

для этого систему уравнений (18) запишем с помощью матрицы H: 
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T T
1 1 2 2

1 1

2 2

,

0,

0.

d

d

       


 
  


Hx c c 0

c x

c x

 (19) 

Система уравнений (17) входит в систему (19). 

При решении системы (19) возможны следующие ситуации: а) одно из уравнений системы (17) 

обращается в тождество; б) ни одно из уравнений системы (17) не обращается в тождество. Одновре-

менное обращение в тождество всех уравнений системы (17) исключено условием (8). 

Утверждение. Решение системы уравнений (19): 

 
 

 

1
1 T 1 T

1 1 1 1

1
1 T

1 1 1 1

* ,

* ,

d

d


 









   


x H c c H c

c H c

 (20) 

в точках Ss  , где обращается в тождество 2-е уравнение системы (17), или 

 
 

 

1
1 T 1 T

2 2 2 2

1
1 T

2 2 2 2

* ,

* ,

d

d


 









   


x H c c H c

c H c

 (21) 

в точках Ss  , где обращается в тождество 1-е уравнение системы (17), или 

 

 

     

     

1 T T
1 1 2 2

1 T 1 T
2 2 1 1 2 2

1 1 T 1 T 1 T 1 T
1 1 2 2 1 2 2 1

1 T 1 T
2 1 1 1 1 2

2 1 T 1 T 1 T 1 T
1 1 2 2 1 2 2 1

* * * ,

* ,

* .

d d

d d



 

   

 

   



       

 
  





 



x H c c

c H c c H c

c H c c H c c H c c H c

c H c c H c

c H c c H c c H c c H c

 (22) 

в остальных точках Ss  . 

Доказательство. Докажем формулу (20). В этом случае система (19) принимает вид: 

 
T

1 1

1 1

,

0.d

   


 

Hx c 0

c x
 (23) 

Решение первого уравнения системы (23) с учетом того, что 1H , может быть записано в виде: 
1 T

1 1* ,  x H c  

подставляя его во второе уравнение системы (23) получаем 

  1 T
1 1 1 1 0.d   c H c  (24) 

Число  T
1

1
1 cHc

  не может быть равно нулю, так как в противном случае из уравнения (24) следовало 

бы, что d1 = 0, что исключено условием (8). Разделив обе части уравнения (24) на  T
1

1
1 cHc

 , получаем 

 
1

1 T
1 1 1 1* .d


   c H c  

В результате получили формулу (20). Что и требовалось доказать. 

Формулы (21) и (22) доказываются аналогично. 

Вычислив вектор x* по формулам (20)–(22) находим решение задачи (14): 

     
1/2

T
* *s  x Qx . (25) 
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Приведенные рассуждения можно рассматривать как доказательство следующего алгоритма 

формирования семейства модальных регуляторов с эллиптической областью принадлежности коэф-

фициентов. Очевидно, что получить аналитическое выражение для ρ* возможно только в исключи-

тельных случаях, поэтому видится только численная реализация данного алгоритма, что требует ко-

нечного числа точек s границы области S, т.е. 

  NNksS k ,,1, . 

 

2. Алгоритм формирования семейства модальных регуляторов 

 

Шаг 1. Принять k = 1. 

Шаг 2. Для точки Ssk   составить систему уравнений (11). 

Шаг 3. Проверить полученную систему уравнений на совместность по условию (15). Если си-

стема несовместна – перейти на следующий шаг, если совместна – перейти на шаг 5. 

Шаг 4. Принять ρ(sk) = ∞. Перейти на шаг 9. 

Шаг 5. Проверить, обращается ли в тождество 2-е уравнение системы, если да, то x* вычислить 

по формуле (20) и перейти на шаг 8. В противном случае перейти на следующий шаг. 

Шаг 6. Проверить, обращается ли в тождество 1-е уравнение системы, если да, то x* вычислить 

по формуле (21) и перейти на шаг 8. В противном случае перейти на следующий шаг. 

Шаг 7. Вычислить x* по формуле (22) и перейти на следующий шаг. 

Шаг 8. Вычислить ρ(sk) по формуле (25). 

Шаг 9. Принять k = k + 1. 

Шаг 10. Проверить, выполняется ли условие k = N. Если да, то перейти на следующий шаг,  

в противном случае – перейти на шаг 2. 

Шаг 11. Вычислить ρ* по формуле (13). Останов. 

 

3. Пример формирования семейства регуляторов 

 

Объект управления задан дифференциальным уравнением 

       tupbtypa ,2,3  , 

где 

      12615222321,3 23  pppssspa , 

     12002601062010,2 2  ppsspb . 

Требования к качеству управления замкнутой системой заданы в виде области 

       1
2 1 1Re , Im Rei iS s s s s C         , 

где η1 = 25, η2 = 2, ζ1 = 1. Область S на C1 расположена в левой полуплоскости, имеет трапециевидную 

форму и удовлетворяет всем вышеперечисленным требованиям. Параметр η2 определяет допустимый 

корневой запас устойчивости, а ζ1 – допустимую колебательность. 

Регулятор полного порядка ищется на классе дифференциальных уравнений 2-го порядка 

              0 0 0 0 0
1 0 2 1 0 0u t u t u t y t y t y t g t      . (26) 

Номинальный эталон aet.0(5, s) будем назначать по биномиальной схеме [2. С. 6] с параметром ω0 = 5: 

   
50 5 4 3 2

05, 25 250 1250 3125 3125et.a s s s s s s s        . 

В соответствии со схемой синтеза модального регулятора [12. С. 10–14] нахождение коэффици-

ентов регулятора (26) сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений 

 bAx 0 , (27) 

где A и b – соответственно матрица и вектор, составленные из коэффициентов операторов a(3, p) и 

b(2, p) объекта управления и характеристического полинома эталона aet.0(5, s): 
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
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
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
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


















100010

260100221

1200260101522

0120026012615

0012000126

A ,     

























3

235

1376

3125

3125

b , 

а 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 2; ; ; ;col       

 
x  – вектор коэффициентов регулятора. Решая (27) получаем 

 ,8,16;9,14;6,106;0,171;2,9900  colx  

таким образом, регулятор полного порядка (номинальный регулятор) 

             0171,0 990,2 16,8 14,9 106,6u t u t u t y t y t y t g t       . 

Задача формирования семейства модальных регуляторов. Выберем Q = diag(1; 1; 1; 1; 1), мат-

рица Q положительно определена. Матрица Гесса H = diag(2; 2; 2; 2; 2) также положительно опреде-

лена, обратная к ней матрица существует: H–1 = diag(0,5; 0,5; 0,5; 0,5; 0,5). Требуется найти ρ*. 

Решение. В таблице приведены выбранные точки sk на границе области S и соответствующие  

им значения ρ(sk). Следует отметить, что в точках sk и ks  значения функции ρ(sk) будут одинаковыми. 

Результаты расчётов функции ρ(sk) 

sk –2,0 + 0,0j –2,0 + 0,2j –2,0 + 0,4j –2,0 + 0,6j –2,0 + 0,8j –2,0 + 1,0j –2,0 + 1,2j 

ρ(sk) 0,07 0,54 0,53 0,51 0,48 0,45 0,41 
 

sk –2,0 + 1,4j –2,0 + 1,6j –2,0 + 1,8j –2,0 + 2,0j –4,3 + 4,3j –6,6 + 6,6j 

ρ(sk) 0,38 0,34 0,30 0,26 0,25 0,73 
 

sk –8,9 + 8,9j –11,2 + 11,2j –13,5 + 13,5j –15,8 + 15,8j –18,1 + 18,1j –20,4 + 20,4j 

ρ(sk) 2,62 5,46 8,96 12,61 16,07 19,23 
 

sk –22,7 + 22,7j –25,0 + 25,0j –25,0 + 22,5j –25,0 + 20,0j –25,0 + 17,5j –25,0 + 15,0j 

ρ(sk) 22,11 24,79 26,49 27,81 28,65 28,89 
 

sk –25,0 + 12,5j –25,0 + 10,0j –25,0 + 7,5j –25,0 + 5,0j –25,0 + 2,5j –25,0 + 0,0j 

ρ(sk) 28,26 26,31 25,26 15,13 6,48 5,36 

 

Из таблицы получаем, что минимальное значение функции ρ(sk) достигается в точке (–2,0 + 0,0j) 

и равно 0,07. Задача решена: ρ* = 0,07. 

 

Заключение 

 

В статье разработан метод формирования семейства модальных регуляторов с эллиптической 

областью принадлежности коэффициентов, гарантирующих заданное качество управления. Данный 

метод оформлен в виде алгоритма вычисления оценки сверху радиуса эллиптической области коэф-

фициентов. Расширение области допустимых значений коэффициентов регулятора можно получить 

путем объединения двух (и более) эллипсоидов с различной ориентацией полуосей. Следовательно, 

предложенный метод может использоваться для формирования (в пространстве коэффициентов регу-

лятора) границы области устойчивости и заданного качества управления. 
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Аннотация. Рассматривается решение задачи синтеза одного класса двоичных 3D-многомерных нели-

нейных модулярных динамических систем с фиксированной памятью, ограниченной связью, с известным 

числом входов и выходов, заданных в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры. В случае с ортого-

нальными многомерными входными последовательностями системы для решения задачи используется метод, 

основанный на округлении решения соответствующей континуальной задачи квадратичной оптимизации. 

В случае с неортогональными входными последовательностями системы входные последовательности орто-

гонализируются, и решение задачи продолжается, как в случае с ортогональными входными последователь-

ностями. 

Ключевые слова: 3D-многомерные нелинейные модулярные динамические системы; полином Вольтерры; 

задача синтеза; континуальная задача квадратичной оптимизации; ортогональные входные последовательности 
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nonlinear modular dynamic systems 
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Abstract. In this paper, binary 3D-multidimensional nonlinear modular dynamic systems (3D-MNMDS) are 

considered: 

1 2 1 2

1 2 , , ,
1 ( ) ( ) ( , ) ( , , )[ ]

[ , , ]       [ , , ]
S

i w
i i w j L L m w

y n c c h j  
         

         
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1 1 2 2
( ) ( , , ) ( , ( ), ( ), )

   [ ( , , ), ( ( )), ( ( ))], (2),     1, .
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u n c p j c p GF k 
        

             (1) 

Here 0n Z ,  ,c Z  { (1),..., ( )},P p p r     (1) ... ( ) ,p p r       ( )p Z   , 1, ,r   1,2  ; 

[ , ] (2)ru n c GF  and [ , ] (2)ky n c GF  are input and output sequences, where (2)GF  is a finite field, (2)kGF  and 

(2)rGF  are k  and r-dimensional linear spaces respectively over the finite field (2)GF . 
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Let arbitrary unknown binary sequences enter to the input 3D-MNMDS (1):  

 1 2 1 1 2 2 0{ [ , , ]: [0, ], [0, ], [0, ]}, ( )u n c c n N c C c C Q     . (2)  

The problem of the synthesis of binary 3D-MNMDS (1) consists in finding for all 1 2( , , )[ ],m w    

1 2( , ) ,j L L    ( ),w   ( ),i  {1,..., }i S  such , , , [ , , ] {0,1}i wh j     , for which the following functional  

is minimized: 

 
1 2

1 2

0 2
1 2 1 2

0 0 0 1

( [ , , ] [ , , ])
C CN k

n c c

J y n c c y n c c 
   

     , (3) 

where 0
1 2{ [ , , ] : [0, ]},y n c c n N   1, ,k   ],,0[ 11 Cc   2 2[0, ]c C , are desired output sequences. Based on the se-

quence (2) and on the elements of the impulse characteristics of the system, matrix U and vectors H are constructed 

respectively, with the help of which problem (1), (3) has the matrix form: , (2)Y UH GF , 

0 0( ) ( ) minJ Y Y Y Y    . 

If the orthogonal sequences , , , 1 2[ , , ]i w n c c , 0( )Q  , ( ),  w   ( ),i  {1,..., }i S , enter to input of 

3D-MNMDS (1) and the matrix V is formed from them, then the solution of the problem , (2)Y VH GF , 

0 0( ) ( ) minJ Y Y Y Y    can be found by solving the continual problem of the quadratic optimization Y VK , 

0 0( ) ( ) minJ Y Y Y Y    . Let k  and h  be the α-th components of the vectors K and H respectively. From 

here, if 0.5k  , then 1,h   else 0.h   The vector K is determined by the formula 1
0( )K V V V Y   .  

If the input sequence (2) is not orthogonal, then it is ortogonalized and the solution of the problem continues as in 

the case of orthogonal input sequences. 

Keywords: 3D-multidimensional nonlinear modular dynamic system; Volterra’s polynomial; problem of synthesis; 

continual quadratic optimization problem; orthogonal input sequences 
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Конечные последовательностные машины, или модулярные динамические системы (МДС) [1–5], 

являются одним из важных классов дискретных управляющих систем. Они находят широкое приме-

нение в различных областях науки и техники [2, 3, 5–7]. Исследован ряд задач теории и приложений 

МДС [1–5, 6, 8–17]. К таким задачам относится задача синтеза МДС [18]. К настоящему времени раз-

работаны методы и алгоритмы решения задачи синтеза для некоторых классов двоичных МДС [5, 18–24]. 

Один из этих классов есть класс четырех параметрических (три пространственных и один временной 

параметр) нелинейных МДС (4D-НМДС) [23]. В этом классе входно-выходные последовательности 

системы скалярные (одномерные). МДС с векторными входными и выходными последовательностя-

ми (т.е. многомерными), для которых решена задача синтеза, есть класс двух параметрических (один 

пространственный и один временной параметр) нелинейных МДС. 

Во многих отраслях (нефтегазовая, нефтехимическая, энергетическая и т.д.) объекты управле-

ния имеют более двух параметров, и входно-выходные функции являются векторными функциями.  

В работе [25] для двоичных трехпараметрических (два пространственных и один временной пара-

метр) многомерных нелинейных МДС (3D-МНМДС) получено представление в виде двухзначного 

аналога полинома Вольтерры. Отметим, что 4D-НМДС и 3D-МНMДC – близкие системы. В работе [7] 

МДС применена как управляющее устройство в системе управления работой скважины в газлифтной 

нефтедобыче, при этом оптимальный режим работы системы управления представляется как задача 

синтеза МДС по квадратичному критерию. Двоичные 3D-МНМДС тоже могут быть использованы  

в моделировании и управлении непрерывными и дискретными объектами. Поэтому несомненный 

интерес представляет решение задачи синтеза двоичных 3D-МНMДC. В данной работе рассматрива-

ется решение задачи синтеза двоичных 3D-МНMДC, при этом некоторые вычисления проводятся по 

аналогии с работой [23]. 
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1. Постановка задачи   

  

Рассмотрим двоичную 3D-МНMДC с фиксированный памятью 0n , ограниченной связью 

1 2P P P  , со степенью S, с r входами и k выходами, описываемую в виде двухзначного аналога по-

линома Вольтерры [25]: 

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 , , ,( , , )
1 ( ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , )

[ , , ]      [ , , ]
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           

         
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          

 

 (1) 

Здесь 0n Z ,  ,c Z   где Z и Z0 есть множество целых и неотрицательных целых чисел соответ-

ственно, { (1),..., ( )},P p p r     (1) ... ( ) ,p p r        ( )p Z   , 1, ,r   1,2  ; 

1 2 1 1 2 1 2[ , , ] ( [ , , ],..., [ , , ]) (2)k
ky n c c y n c c y n c c GF   и 1 2 1 1 2 1 2[ , , ] ( [ , , ],..., [ , , ] (2)r

ru n c c u n c c u n c c GF   – вы-

ходная и входная последовательности, где (2)kGF  и (2)rGF  есть k и r-мерные линейные простран-

ства над конечным полем (2)GF  [6]; присутствие записи (2)GF  в формулe (1) означает, что эти 

формулы выполняются над полем (2)GF , т.е. операции сложения и умножения есть сложение и 

умножение по mod 2 (но в выражениях ( , , )n      , 1 1( ( ))c p j  и 2 2 ( ( ))c p    операции вы-

читания и сложения есть операции вычитания и сложения над целыми числами соответственно); 

1 1 0 1 2( ) { ( ,..., ) ... ,  {0,1,...,( 1) }, 1, }r ri i n r r r             ; 0 ( ) {  {1,..., } и 0,  Q r       

есть  компонент   вектора   } ; 
0 ( )

( ) ( )
Q

F F
 

     , 
0

1 ,1 1
( )

( ( ))
Q

L L
 

   , 
0

2 ,2 2
( )

( ( ))
Q

L L
 

   . 

Множества ( )F  , ,1 1( ( ))L  , ,2 2( ( ))L  , 0 ( )Q   следующие: 

 1 2

2 1 2

( ) ( )
1 2 ,1,1 ,1, ( ) , ( ), ( ) , ,1 1

, , 0 1 2 1 2 , ,

( ) ( ( ), ( ), ) ( ,..., ,..., ),  ;

{0,..., 1}, 1, ( ), 1, ( ); ( {1,..., ( )})( {1,..., ( )}) ( 0),

F m m m m m m

m n m

 
     

   

       

             
 

2 1 , ,( {1,..., ( )})( {1,..., ( )}) ( 0), ( ) {1,..., }, 1,2 ,m r              

1 1,1 1 1 ( ) 1 ( ) 1( ( )) { ( ) ( ( ),..., ( )) 1 ( ) ... ( ) },  L j j j j j r         

2 2,2 2 1 ( ) 1 ( ) 2( ( )) { ( ) ( ( ),..., ( )) 1 ( ) ... ( ) }L r           ; 

1 1 1 2 2 2( (1),..., ( )),    ( (1),..., ( ))r r        , ( (1),..., ( ))j j j r ,  ( (1),..., ( ))r    , 1( ,..., )rm m m . 

Здесь 1 2( , , )m    – множество элементов типа   и 
0

1 2 1 2
( )

( , , ) ( ( ), ( ), )
Q

m m
 

        , где при 

, , , , , ,( )m       , 1 2( , ) ( , ( ), ( ), )Q m      , 11, ( ),    21, ( )   , множество всех блочных 

векторов (наборов)   обозначено через 1 2( ( ), ( ), )m   , причем , , , , , ,( ) {m        

, , , , 0( ( , ,1),..., ( , , )) 0 ( , ,1) ... ( , , ) };m m n                     1 2 , ,( , ( ), ( ), ) {( , )Q m m          

, , 1 2есть компоненты  набора и 0,  1, ( ), 1, ( )};m m          1 2( , ( ), ( ), )Q m    

, , 1 2{( , , ) {1,..., },( , ) ( , ( ), ( ), )} .m Q m              

Введем обозначения ( ) ( )F     и 
0 ( )( ) ( )QF      , где через A  обозначено число 

элементов множества A. Через 1 2( ( ), ( ), )[ ]m w   обозначим w -й элемент множества ( )F   и 

1 0 0( ) { ( ,..., ) {1,..., ( )}, ( ) ; 0, ( )}.rw w w w Q w Q              
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Ясно, что каждому 1 2( , , ) ( )m F     взаимно-однозначно соответствует набор ( ).w   Набор 

1 2( , , ) ( )m F    , который соответствует ( )w  , обозначим через 1 2( , , )[ ]m w  . Тогда, используя 

множества ( )  , можно переписать (1) в виде: 
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  
         

 
        

       

         

 

 (2) 

Из формулы (2) видно, что двоичная 3D-МНМДС состоит из различных блоков. Между блока-

ми и тройками , ,i w   , где ( ),w   ( ),  i  {1,..., },i S  есть взаимно-однозначное соответствие. 

Отметим, что количество блоков определяется по формуле 1 ( ) ( )S
i i     . Пусть N, C1, C2 есть 

заданные неотрицательные целые числа, [0 ] {0 1 }n ,Ν , ,...Ν ,   [0 ] {0 1 }c ,C , ,...C ,     1,2  , и  

 1 2 1 1 2 2{ [ , , ]: [0, ], [0, ], [0, ]}u n c c n N c C c C   ,   0 ( ),Q   (3) 

есть произвольные двоичные последовательности. Пусть 

 0
1 2 1 1 2 2{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ]}y n c c n N c C c C    ,   1, ,k   (4)                               

есть желаемые выходные последовательности 3D-МНМДС (2). Рассмотрим функционал  

 
1 2

1 2

0 2
1 2 1 2

0 0 0 1

( [ , , ] [ , , ])
C CN k

n c c

J y n c c y n c c 
   

     . (5)                                  

Функционал (5) указывает расстояние между реальной и желаемой выходными последователь-

ностями (4) 3D-МНМДС (2). Задача синтеза двоичных 3D-МНМДС (2) с входными последовательно-

стями (3) заключается в нахождении значений импульсных характеристик , , , [ , , ]i wh j     для каждых 

1 2( , , )[ ],m w    1 2( , ) ,j L L    ( ),w   ( ),i  {1,..., }i S  3D-МНМДС (2), при которых ми-

нимизируется функционал (5). 

 

2. Приведение задачи к матрично-векторному виду 

 

Через   обозначим  -й элемент в 1 2( , , )m   , а компоненты набора   обозначим через 

( )( , , )    , , ,{1,..., }m   , 1 2( , ) ( , ( ), ( ), )Q m      . Введем матрицы 

 
0 1 2

( )
0 1 1 2 2

( ) ( , , ) ( , ( ), ( ), )

( , , , , , )     [ ( , , ), ( ( )), ( ( ))]
Q Q m

U i w j u n c p j c p
  

        

 
             

 

 (6)        

размерностью 1 2( 1)( 1)( 1) 1N C C     и последовательно построим матрицы    

1 2
1 0 1 0 ( , , )[ ]
( , , , , ) ( ( , , , , , ),..., ( , , , , , ))

m w
U i w j U i w j U i w j

  
         , 

2 1 2
2 1 1 1 1 1 1( , , ) ( ( , , , , ),..., ( , , , , ),..., ( , , , , ))L L LU i w U i w j U i w j U i w j         

 3 2 1 2 ( )( , ) ( ( , , ),..., ( , , ))U i U i w U i w     , 
4 3 1 3 ( )( ) ( ( , ),..., ( , ))iU i U i U i    ,  5 4 4( (1)  ...  ( ))U U U S , (7) 

5 5diag{  ...  }

k

U U U . 

Введем вектор-столбец 

 
1 2

1 , , , 1 , , , ( , , )[ ]
( , , , , , ) ( [ , , ],..., [ , , ])i w i w m w

H i w j h j h j 
      

         (8)        

с 1 2( , , )[ ]m w    компонентов и последовательно построим векторы  

2 1 2
2 1 1 1 1 1 1( , , , ) ( ( , , , , , ),..., ( , , , , , ),..., ( , , , , , )) ,L L LH i w H i w j H i w j H i w j              
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 3 2 1 2 ( )( , , ) ( ( , , , ),..., ( , , , )) ,H i H i w H i w 
         4 3 1 3 ( )( , ) ( ( , , ),..., ( , , )) ,iH i H i H i 

       (9)        

5 4 4( ) ( ( ,1),..., ( , )) ,H H H S         5 5( (1),..., ( ))H H H k  . 

Учитывая формулу (7), из блочной матрицы U получим обыкновенную матрицу U размерно-

стью 1 2( 1)( 1)( 1)N C C k R    , где 1R k R   и 
0 1 2

11 ( 1)
S

r n r r
R C

 
 . Также из блочного вектора H по-

лучим обыкновенный вектор H с R компонентами. Пусть 
0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 2 1 2( [0,0,0],..., [ ,0,0], [0,1,0]..., [ ,1,0],..., [ , , ],..., [ , , ])kY y y N y y N y N C C y N C C  , 

1 1 1 1 1 1 2 1 2( [0,0,0],..., [ ,0,0], [0,1,0]..., [ ,1,0],..., [ , , ],..., [ , , ])kY y y N y y N y N C C y N C C  . 

Тогда задачу (2), (5) можем записать в следующем матрично-векторном виде: 

 , (2)Y UH GF , (10) 

 0 0( ) ( ) minJ Y Y Y Y    . (11) 

Пусть входная последовательность (3) такова, что матрица U, образованная из нее по обозначе-

ниям (6), (7), удовлетворяет условиям ортогональности 

 1,1 , ,{ ,..., }; 0, 1,...,R RU U diag d d d R
     ,  (12) 

где
, , 1, ,  d R   есть элементы матрицы  .U U  Тогда последовательность (3) называется ортого-

нальной входной последовательностью для 3D-МНМДС (2). Ясно, что матрица U, образованная из (3) 

при любой 1S  , не удовлетворяет условиям ортогональности (12). 

 

3. Решение задачи синтеза 3D-МНМДС 

 

Рассмотрим решение задачи синтеза 3D-МНМДС с ортогональными входными последователь-

ност\ми. Пусть в разные блоки 3D-МНМДС поступают разные входные последовательности: 

1 2 1 2

1 2 , , ,
1 ( ) ( ) ( , ) ( , , )[ ]

[ , , ]   [ , , ]
S

i w
i i w j L L m w

y n c c h j  
         

         

 0 1 2

, , , 1 1 2 2
( ) ( , , ) ( , ( ), ( ), )

    [ ( , , ), ( ( )), ( ( ))], (2),

1, .

i w
Q Q m

n c p j c p GF

k

  
        

          

 

 (13)         

В (13) на вход блока, соответствующего тройке , ,i w    3D-МНМДС, поступают последова-

тельности , , , 1 2 1 1 2 2 0{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ]},   ( ) i w n c c n N c C c C Q       и входные последовательности 

 , , , 1 2 1 1 2 2 0{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ]}, ( ),    ( ),   ( ),   {1,..., },i w n c c n N c C c C Q w i i S           (14)            

ортогональные, т.е. удовлетворяются условия 1,1 , diag{ ,..., };R RV V d d   , 0,d   где матрицы 

 0( , , , , , )V i w j    , 1( , , , , )V i w j  , 2 ( , , )V i w , 3( , )V i  , 4 ( )V i , 5V , 5 5diag{  ...  }

k

V V V , (15) 

строятся аналогично по формулам (6), (7). Задача (13), (5) имеет следующий матричный вид: 

 , (2)Y VH GF , (16)      

 0 0( ) ( ) minJ Y Y Y Y    . (17) 

Аналогично работе [23] решение задачи (16), (17) можно найти путем специфических округле-

ний решения следующей континуальной задачи квадратичной оптимизации: 

 ,Y VK     0 0( ) ( ) minJ Y Y Y Y    , (18) 

где K есть R-мерный вектор. Если k  и h  есть α-е компоненты векторов K и H соответственно,  

то решение задачи определяется следующим образом: если 0,5k  , то 1,h   иначе 0h  .  

Решение задачи (18) определяется по формуле 1
0( )K V V V Y    [23].                  
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Для нахождения оптимального значения импульсных характеристик , , , [ , , ]i wh j    , 

1 2( , , )[ ],m w    1 2( , ) ,j L L    ( ),w   ( ),i  {1,..., }i S , {1,..., }k , определим номера 

компонентов вектора 
1 2

1 , , , 1 , , , ( , , )[ ]
( , , , , , ) ( [ , , ],..., [ , , ])i w i w m w

H i w j h j h j
    


              

         сре-

ди компонентов вектора H. Для этого рассмотрим компоненту , , , [ , , ]i wh j
        вектора H, 

где 
1 2{1,..., ( , , )[ ]},m w     2{1,..., }L , 1{1,..., }L , {1,..., ( )}   , {1,..., ( )}i  . Ясно, что 

номер компоненты импульсной характеристики , , , [ , , ]i wh j
        можно определить по фор-

муле 

1 1

1 1

1

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( 1) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )
s i

i i
i i

L L m L L m


 

                         

1

1 1

11

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( ) ( , , ) ( , , )L L m L L m



   

                  

 2 1 2 1 2( 1) ( , , ) ( 1) ( , , ) .L m m              (19)    

Таким образом, при ортогональной входной последовательности (14) решение задачи (16), (17) 

можно найти по следующему алгоритму:  

1. Последовательное построение матриц (15).  

2. Определение вектора решения задачи (18) по формуле 1
0( )K V V V Y      ;  

3. Для каждых 1 2{1,..., ( , , )},m     2{1,..., }L , 1{1,..., }L , {1,..., ( )}   , 

{1,..., ( )}i  , {1,..., }i S , {1,..., }k  определение , , , [ , , ]i wh j
        следующим образом: если 

0,5k  , то , , , [ , , ] 1,i wh j
         иначе , , , [ , , ] 0i wh j

        , где γ определяется по формуле (19). 

Рассмотрим решение задачи синтеза 3D-МНМДС при произвольных входных последователь-

ностях. Пусть входные последовательности (3) есть произвольные двоичные последовательности. 

Для решения поставленной задачи аналогично работе [23] поставим на вход 3D-МНМДС специаль-

ные преобразователи, с помощью которых входная последовательность (3) для каждых ( ),  w 

 ( ),   {1,..., },i i S   преобразуется в специальные ортогональные последовательности 

, , , 1 2 1 1 2 2 0{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ]}, ( ).i w n c c n N c C c C Q       

Для каждых ( ),w    ( ),i  {0,..., },i S  в качестве преобразователя можно использовать 

линейную МДС, описываемую следующим уравнением: 

 
1

, , , 1 2 , , , 1 2 1 2 , , , 1 2 0
0

[ , , ] [ 1, , ] [ , , ] [ , , ] , ( ),   (2) ,
n

i w i w i w
m

n c c g n m c c u m c c g n c c Q GF


  


        (20) 

где , , , 1 2[ , , ] i wg n c c  является импульсной характеристикой соответствующего преобразователя. Вы-

ход преобразователя (20) подается на вход тех блоков 3D-МНМДС (2), которые соответствуют 

, ,i w   , где ( ),w     ( ),i   {1,..., }i S . Для каждых ( ),   ( ),   {1,..., },w i i S     при из-

вестной последовательности , , , 1 2 1 1 2 2 0{ [ , , ] : [0, ], [0, ], [0, ]},  ( ),i w n c c n N c C c C Q       импульсную 

характеристику преобразователя (20) можно определить по формуле 

1

, , , 1 2 , , , 1 2 1 2 , , , 1 2 0
0

[ , , ] [ 1, , ] [ , , ] [ , , ], ( ),   (2). 
n

i w i w i w
m

g n c c g n m c c u m c c n c c Q GF


  


        

Таким образом, для решения задачи синтеза 3D-МНМДС с произвольными неизвестными 

входными последовательностями прежде всего осуществляем ортогонализацию ее входной последо-

вательности, а после этого, применяя методику решения задачи синтеза 3D-МНМДС с ортогональ-

ными входными последовательностями, решаем поставленную задачу. 
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Заключение 

 

Рассмотрена задача синтеза одного класса двоичных трехпараметрических многомерных мо-

дулярных динамических систем с фиксированной памятью, ограниченной связью, заданной степе-

нью, известным числом входов и выходов. Поставленная задача приведена в матрично-векторному 

виду. В случае c ортогональными входными последовательностями системы для решения задачи ис-

пользуется метод, основанный на округлении решения соответствующей континуальной задачи квад-

ратичной оптимизации. В случае с неортогональными входными последовательностями системы для 

решения задачи предварительно входные последовательности ортогонализируется, после чего про-

должается решение задачи, как в случае с ортогональными входными последовательностями.  
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Аннотация. Проведен сравнительный анализ основных математических моделей случайных графов. Рас-

смотрены экспоненциальные модели случайных графов, статистически доказана их адекватность реальным 

сетям. Показано, что такие модели расширяют инструментарий для исследования реальных сетей. Предложен 

усовершенствованный алгоритм настройки экспоненциальных моделей случайных графов. 
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Abstract. The study of networks of diverse nature, which are citation networks, social networks, or information 

and telecommunications networks, is given attention in various fields of science: physics, biology, computer science, 

and mathematics. In-depth studies of the topological properties of such networks contribute to the understanding  

of its functionality and other inherent features, such as stability. In studies of a diverse nature, much attention is paid 

to the construction and verification of the adequacy of models, since the reliability of the results depends on it. In the 

field of network research based on graph theory, there are about ten mathematical models, the main ones being  

the Erdos-Renyi random graph model (ER), the freely scalable Barabashi-Albert model (BA), and the exponential 

random graph model (ERGM). The most important quality of the EMSG models is shown in the fact that there are  

15 basic network statistics that characterize real networks and allow us to draw statistically significant conclusions 

about which statistics control the network under study. 
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In this study, a comparative analysis of graph models is carried out, and a statistical assessment of their adequacy 

to real networks is carried out based on the calculation of the Euclidean distance between the networks. To calculate 

the Euclidean distance, graph models were presented in the space of parameters of graph characteristics, such as:  

average path distance (SR), density (PG), assortativity (AS), degree centrality (DC), closeness centrality (CC),  

betweenness centrality (BC), eigen vector centrality (EVC), transitivity (Tr), diameter (Di). The parameter space was 

reduced on the basis of McKay statistics. These statistics showed that the characteristics of the AS, BC, and EVC did 

not meet the requirements of data uniformity, so they were excluded. 

As a result of the study, it is shown that the closest to real networks that reflect the types of human activity are 

ERGM. This proximity to real networks was achieved, among other things, by an improved algorithm for configuring 

ERGM, which consists in selecting the best combination of terminals according to the Akaike information criterion. 

Keywords: graph; exponential model; criterion of agreement; measure of proximity; assessment 
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В настоящее время активно развивается научное направление анализа сетей, базирующееся  

на положениях теории графов. Это обусловлено существенным ростом вычислительных мощностей 

ЭВМ, появлением языков высокого уровня и специального программного обеспечения, позволяюще-

го эффективно исследовать сети. При этом под сетями подразумеваются сети различной природы: 

сети взаимодействия белков в живых организмах, сети цитирования, информационно-коммуника-

ционные сети (ИКС), социальные сети и др.  

Для исследования сетей к настоящему времени разработан достаточно богатый инструмента-

рий, базирующийся на графовых моделях [1–4]. С помощью таких моделей становится возможным 

тестировать гипотезы о сетевых структурах, процессах их формирования и динамике эволюции.  

Кроме того, активное развитие методов машинного обучения и анализа данных открывает но-

вые перспективы для использования моделей случайных графов, например при разработке систем 

распознавания топологий исследуемых сетей. Эти системы активно применяются для решения задач 

обеспечения информационной безопасности в информационно-телекоммуникационных сетях, при 

анализе социальных сетей и сетей цитирования. Формирование множества размеченных образов на 

основе той или иной модели случайного графа позволяет проверять точность систем распознавания. 

Вместе с тем при всем многообразии моделей случайных графов не существует достаточных 

оснований для формирования суждения о том, какие же из этих моделей наиболее адекватно отража-

ют природу реальных сетей. Целью исследования, основные результаты которого представлены  

в настоящей публикации, является разработка методической схемы сравнительного анализа адекват-

ности моделей случайных графов реальным сетям. 

 

1. Математические модели случайных графов 

 

Современная теория графов предлагает около десяти математических моделей случайных  

графов, основными из которых считаются модель случайного графа Эрдеша–Реньи (ЭР), свободно 

масштабируемая модель Барабаши–Альберт (БА) и экспоненциальная модель случайного графа 

(ЭМСГ) [1, 3].  

 

1.1. Модель случайного графа Эрдеша–Реньи 

 

Модель случайного графа впервые предложена венгерскими математиками П. Эрдешем и  

Э. Реньи. Принцип построения случайного графа заключается в поочередном выборе натурального 

целого числа n из множества  n N  до nтреб, таким образом  1,..., nV v v  – множество вершин мо-

делируемого случайного графа. При этом  1,..., nE e e  – все возможные ребра, которые можно обра-

зовать между парами элементов из V. Далее по схеме Бернулли выбираются ребра из множества 

 1,..., ne e  с заданной вероятностью успеха p, и в случае успеха очередное ребро вносится в строящее-
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ся множество ребер E, а в случае неудачи – не вносится. Итогом этой схемы является реализация слу-

чайного графа  ,G V E  ЭР [3]. 

 

1.2. Модель предпочтительного присоединения Барабаши–Альберт 
 

В реальных сетях новые вершины с большей вероятностью соединяются с вершинами, которые 

наиболее центральны по степени. Для анализа реальных сетей разработаны так называемые свободно 

масштабируемые модели, и самой распространенной среди них является модель предпочтительного 

присоединения, предложенная А. Барабаши и Р. Альберт [5, 6]. Эта модель описывает формирование 

случайного графа по следующим правилам: 

1. В начальный момент времени t = 0 задается Vt несвязных вершин. 

2. На каждом временном шаге t = (1, 2, 3…) добавляется новая вершина с Et ребрами; 

3. Количество ребер, с которыми приходит в граф новая вершина – фиксировано, но соединяется 

она с уже существующей вершиной сети с вероятностью, пропорциональной степени этой вершины. 

Свойства реальных сетей наиболее полно описывает версия модели БА с фиксированным па-

раметром распределения вероятностей соединения вершин [6] и вариативным числом новых ребер. 

Отличие заключается в том, что в модель вводится кортеж распределения вероятностей образования 

вершин, в котором p0 – вероятность изолированности вершины, p1 – вероятность соединения верши-

ны с одной вершиной, p2 – вероятность соединения вершины с двумя вершинами, p3 – вероятность 

соединения вершины с тремя вершинами. 
 

1.3. Экспоненциальная модель случайного графа 
 

Экспоненциальные модели случайных графов нашли широкое применение при решении различ-

ных задач анализа сетей, в первую очередь социальных. При формировании ЭМСГ математический 

аппарат позволяет учитывать множество параметров, важных именно для рассматриваемой сети, напри-

мер меры центральности [7–12], плотность графа, ассортативность, триадный вектор и т.п. [13–17].  

Формируемая модель представляет собой граф G из пространства всех возможных графов  

для n вершин Λ. Ряд распределения графов по пространству Λ оценивается на основе следующего 

выражения: 

  
     ...1 1 2 21 z G z G z Gp pP G e

c

      
    (1) 

где с – нормирующая константа, 
     ...1 1 2 2z G z G z G

G

p pe
      



 ; k – коэффициент, определяющий 

склонность сети к образованию связей k-го типа (например, ребер, 2-star, 2-path и т.п.); zk(G) – сетевая 

статистика / терм (от англ. term), характеризующая число связей k-го типа в модели. Таким образом 

вероятность графа G определяется суммой сетевых статистик, взвешенных коэффициентами, в степе-

ни экспоненты.  

Мощность множества Λ для ненаправленного графа равна 2n, для направленного – 2n(n–1). Не-

сложно заметить, что даже для небольших n поиск графа с максимальной вероятностью методом 

полного перебора является крайне ресурсоемким процессом. Один из методов формирования ЭМСГ, 

получивший широкое распространение на практике, представляет собой Марковские цепи по методу 

Монте-Карло (МЦМК; англ. MCMC – Markov chain Monte Carlo), в частности реализация модели по 

алгоритму Метрополиса–Гастингса [13, 14]. В ходе таких испытаний параметры модели подбираются 

под реальную сеть, в результате чего исследователь получает представление о лежащих в основе сети 

процессах. 

ЭМСГ являются относительно новым средством анализа, поэтому рассмотрим содержание ос-

новных этапов моделирования. 

Формирование ЭМСГ по алгоритму Метрополиса–Гастингса – это итеративный процесс после-

довательного выбора графов (G0, G1, … Gt, …GT) из множества Λ, который включает в себя ряд этапов. 
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На первом этапе по реализации анализируемой сети оцениваются число вершин n и интересу-

ющие коэффициенты k . 

На втором этапе задается начальный граф G0 с n вершинами. Обычно начальный граф форми-

руется без связей между вершинами, при этом он также может формироваться со случайными связями.  

Этапы с третьего по пятый итеративно повторяются T раз. Необходимое число итераций для 

каждой сети определяется отдельно и зависит от скорости сходимости модели.  

На третьем этапе случайным образом выбирается пара вершин h и k текущего графа Gt. Если 

между этими узлами связь отсутствует, то эта связь добавляется, если связь есть, то удаляется. Таким 

образом, формируется новый граф Gt+1. 

На четвертом этапе, исходя из выражения (1), вычисляется отношение вероятностей графов: 

нового Gt+1 и текущего Gt: 

 

 

     

     

              

1 1 1 2 2 1 1

1 1 1 2 2 1 1

1 1 1 1 2 2 1 2 1

...
1

...

...
.

t t p p t

t t p p t
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На пятом этапе принимается решение, какой граф выбирается в качестве текущего для после-

дующей итерации. Для этого оценивается вероятность принятия нового графа Gt+1 в качестве текущего: 
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Если    1t tP G P G  , то 1 1tP   и в качестве текущего графа однозначно выбирается Gt+1. Ес-

ли    1t tP G P G  , то 1 1tP  . В этом случае генерируется одна реализация случайной величины u  

с равномерным законом распределения в диапазоне от 0 до 1. Когда 1tu P , в качестве текущего 

графа выбирается Gt+1, когда 1tu P  – Gt. 

В результате выполнения всех итераций формируется граф GT, который представляет собой 

ЭМСГ анализируемой сети. 

В исследованиях [15–17] показано, что существует около 15 основных базовых сетевых стати-

стик, характеризующих реальные сети. Одно из важнейших качеств ЭМСГ заключается в том, что  

с их помощью можно сделать статистически значимые выводы: какие термы управляют исследуемой 

сетью. В табл. 1 приведены базовые термы, формирующие сети.  
Т а б л и ц а  1  

Основные термы экспоненциальных моделей случайных графов 

№ 

п/п 

Наименование терма  Описание 

русскоязычное  англоязычное 

Общие 

1 Взаимосвязанность Mutual Взаимосвязанность сети 

2 Эквивалентность ребер Edges Эквивалентность количества ребер 

3 
Изолированные  

вершины 
Isolates Эквивалентность количества изолированных вершин 

4 
Средняя степень  

вершины 
Meandeg Равенство средних степеней для вершин моделируемой сети 

5 Плотность сети Density Равенство плотности сети 

Структурные 

6 Транзитивность Transitive Эквивалентность транзитивности сети 

7 Интранзитивность Intransitive Равенство триад типов 111D, 201, 111U, 021C и 030C 

8 Двойной путь Twopath 

Эквивалентность количества элементов, представляющих 

собой минимально возможный путь от одной вершины  

к другой через транзитную вершину 

9 Симмелианская триада Simmelian 
Равенство триад simmelian (основаны на сильной взаимосвязи 

между двумя вершинами через третью) 

10 Балансные триады Balance Равенство триад типов 102 и 300 
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Приведенные в табл. 1 термы предназначены только для направленных сетей. Вместе с русским 

наименованием указано и английское оригинальное имя терма; это сделано потому, что на русский 

язык они переводятся впервые. Таким образом, основная особенность ЭМСГ состоит в том, что при 

формировании графов, в частности при принятии решения о наличии связи между любыми двумя 

узлами, учитывается структура всего графа, а именно сколько интересующих базовых элементов  

в графе уже присутствует. 

Термы разделены на две большие группы – общие и структурные. Общие отражают базовые 

характеристики графа, такие как степенное распределение, степень взаимосвязанности вершин графа, 

доля изолированных вершин и плотность графа. Структурные термы представляют собой минималь-

ные элементы построения сети различной природы, иными словами, для каждой сети характерны 

свои уникальные термы [15–17]. 

Одним из преимуществ ЭМСГ является возможность работы с различными типами предикторов. 

Их можно разбить на четыре большие группы: предикторы узлов (ПУ), предикторы ребер (ПР), предик-

торы диад (ПД) и предикторы локальных структур (ПЛС). Существует более сотни вариантов предик-

торов, в настоящей статье, без ущерба для общности представления, ограничимся ПУ и ПР. Примерами 

ПУ являются номинативные или численные характеристики узла, например расстояние между узлами 

или гендерная принадлежность человека, представленного узлом, если рассматривается социальная 

сеть. Примером ПР является интенсивность передачи данных между узлами в ИКС. На этапе модели-

рования ЭМСГ оценивается статистическая значимость предикторов, и если гипотеза о их значимости 

подтверждается, то они включаются в модель, что может значительно повысить ее адекватность.  

 

2. Подбор параметров математических моделей случайных графов 

 

Исследование реальных сетей с использованием моделей случайных графов реализуется в два 

этапа. На первом этапе осуществляются выбор математической модели и подбор ее параметров, 

наиболее полно соответствующих исследуемой сети. На втором этапе проводится исследование сети 

с использованием выбранной модели. В этой связи особую важность имеет именно первый этап, 

представляющий собой этап структурной и параметрической идентификации сети, состоящий  

в отыскании наилучшей структуры и параметров модели. 

Исходным параметром при моделировании является количество вершин n в исследуемой  

реальной сети. Это начальная установка, на основании которой осуществлялось моделирование  

в настоящем исследовании. 

 

2.1. Подбор параметров для модели случайного графа Эрдеша–Реньи 

 

Модель ЭР является двупараметрической, т.е. при ее формировании используются число вер-

шин n и число ребер m. Количество вершин фиксировано и соответствует исходной сети, а число ре-

бер изменяется от 1 до mmax, где mmax – максимально возможное количество ребер при фиксированном 

количестве вершин (mmax = n2 – n). Перебор параметров модели ЭР заключается в формированиии 

множества реализаций случайных графов с заданным числом вершин для каждого значения варьиру-

емого параметра – числа ребер.  

 

2.2. Подбор параметров для модели предпочтительного присоединения Барабаши–Альберт 

 

Как было отмечено, свойства реальных сетей наиболее полно описывает версия модели БА  

с кортежем распределений вероятностей образования вершин 0 1 2 3, , ,P p p p p . При этом, чтобы 

исключить наличие изолированных вершин, вероятность p0 приравнивается нулю. Каждая из вероят-

ностей образования вершин (кроме p0) принимает значение на интервале (0; 1). В такой ситуации 

кортеж вероятностей всегда состоит из трех варьируемых элементов, а общее число кортежей равно 

93 = 729. Поиск параметров модели БА состоит в последовательном переборе возможных кортежей 
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вероятностей P с последующим формированием множества реализаций случайных графов для каж-

дого кортежа.  

 

2.3. Подбор параметров для экспоненциальной модели случайного графа 

 

Для ЭМСГ оцениваемым параметром, позволяющим выбрать оптимальную модель, являются ин-

формационный критерий Акаике (AIC) и значение статистической значимости p-value для каждого тер-

ма. По AIC выбирается модель ЭМСГ с оптимальной комбинацией термов, одновременно с этим термы 

должны быть статистически значимы на заданном уровне p-value. Считается, что чем ниже значение 

AIC, тем лучше модель [18, 19]. Для подбора параметров ЭМСГ использован следующий алгоритм: 

1. По 10 термам, представленным в табл. 1, рассчитываются все возможные комбинации по 2, 

3 и 4 терма; 

2. Осуществляется построение ЭМСГ по каждой полученной комбинации из 2, 3, и 4 термов; 

3. Выбираются только те модели, у которых статистическая значимость p-value термов не ме-

нее 0,05, а затем из них выбирается модель с наименьшим AIC. 

 

3. Оценка адекватности модели 

 

3.1. Структурная схема оценки адекватности модели 

 

Под адекватностью модели понимают степень ее соответствия тому реальному явлению или 

объекту, для описания которого она строится. Вместе с тем создаваемая модель ориентирована, как 

правило, на исследование определенного подмножества свойств этого объекта. Поэтому можно счи-

тать, что адекватность модели определяется степенью ее соответствия не столько реальному объекту, 

сколько свойствам объекта в предметной области проводимого исследования.  
 

 
 

Рис. 1. Структурная схема сравнительного анализа адекватности моделей случайных графов 

Fig. 1. Block diagram of the comparative analysis of mathematical models of random graphs 

http://scask.ru/q_book_algebra.php?id=20
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Если объектом исследования является сеть, то подмножеством ее свойств являются следующие 

характеристики, описанные в теории графов [7–12]: среднее расстояние пути (СРс), плотность (ПГ), 

ассортативность (АС), централизация по степени (СЦ), централизация по близости (СБ), централиза-

ция по посредничеству (СП), централизация по собственному вектору (СВЦ), транзитивность (Тр), 

диаметр (Ди) [13–17].  

На рис. 1 представлена структурная схема проведения сравнительного анализа различных мо-

делей реальных сетей. Она состоит из трех основных этапов, которые, в свою очередь, делятся на 

подэтапы.  

Этап моделирования. На этом этапе производится первичный анализ реальной сети – объекта 

моделирования. В ходе анализа подсчитываются первичные характеристики реальной сети – число 

узлов и вершин, определяется ее тип – связная или несвязная, направленная или ненаправленная. На 

основе первичного анализа реальной сети формируются модели ЭР, БА и ЭМСГ. 

Этап расчета свойств моделей. Для каждой реализации графа рассчитывается совокупность 

значений 9 основных свойств графов: 

, , , , , , , ,( )СРс ПГ АС Ди СЦ СБ СП СВЦ ТрF f f f f f f f f f . 

Элементы F формируют образ рассматриваемой модели графа или графа реальной сети в про-

странстве параметров. В результате расчета F для N реализаций графов получаем матрицу наблюде-

ний [ , ]

n

N n ij N
Y f , где n – номер свойства графов. 

Для полученной матрицы проводится статистический анализ изменчивости значений свойств 

графов, чтобы оценить однородность наблюдений. Статистический анализ осуществляется путем по-

строения доверительных интервалов (ДИ) для коэффициента вариации (кв) [20]. В статистике приня-

то считать, что совокупность наблюдений, коэффициент вариации которых превышает 33%, является 

неоднородной. Таким образом, из матрицы наблюдений исключаются признаки, которые выходят  

за границы рассчитанного для них ДИ, и те, кв которых превышает 33%. ДИ (95%) рассчитываются 

на основе статистики Мак Кея [20, 21]: 

1/2 1/2

2 21 1 2 21 ( ) 1 ( )
u u u u

кв кв кв кв кв
v v v v

        
                    

 

где 2
1 ,1 /2vu   и 2

2 , /2vu  ,100(1 / 2) % и 100( / 2) % – перцентили распределения Хи-квадрат  

с 1v n   степенями свободы [22]. 

Этап оценки адекватности модели. На этом этапе рассчитывается матрица евклидовых  

расстояний между модельными образами и образом исследуемой реальной сети в пространстве зна-

чений F. По расстоянию между образами моделей различных типов и реальной сетью осуществляется 

оценка статистической значимости различия между образом реальной сети и образом модели графа 

по критерию согласия Пирсона (Хи-квадрат). Считается, что те модели, которые статистически не-

значимо отличаются по расстоянию в пространстве параметров от исходной реальной сети, являются 

адекватными. 

 

3.2. Результапты экспериментальный исследований  

 

Проведем сравнительный анализ моделей ЭР, БА и ЭМСГ с реальной сетью отношений между 

менеджерами одной из компаний США (англоязычное название сети ht_friends), представленной  

в пакете «нетворкдата» (англ. networkdata), который является самым крупным набором сетевых дан-

ных для языка статистического моделирования R. Рассматриваемая реальная сеть № 1 является связ-

ной и направленной, имеет 21 вершину и 102 ребра. 

Произведем моделирование путем формирования множеств реализаций случайных графов  

с использованием рассмотренных моделей на множестве их параметров, как показано в п. 2. Для 

каждой полученной модели рассчитаем образ F. В результате получены три матрицы наблюдений: 
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для БА размерности 
[729000,9]

БАY , для ЭР размерности 
[420000,9]

ЭРY . Размерности матриц обусловлены осо-

бенностями установки параметров моделей, указанных в п. 2. Отдельно производится расчет ЭМСГ, 

на основе его получено минимальное значение AIC = 422 при комбинации термов intransitive + mutual + 

meandeg + simmelianties. 

Для полученных матриц наблюдений был осуществлен статистический анализ изменчивости, 

который заключался в измерении кв и построении ДИ для него. Результаты анализа представлены  

в табл. 2. 
Т а б л и ц а  2  

Результаты расчета коэффициента вариации и ДИ  

ДИ/F СРс ПГ Ас Ди СЦ СБ СП СВЦ Тр 

кв 21,6 31,6 46,5 30,3 29,2 103,3 10,7 41,3 27,6 

ДИ нижний 20,7 29,0 44,3 29,0 28,0 96,3 9,3 39,4 26,2 

ДИ верхний  22,5 33,5 48,9 31,8 30,6 111,9 11,4 43,4 28,3 

 

Из табл. 2 видно, что однородны совокупности наблюдений СРс, Ди, СЦ, СП, ПГ и Тр (выделе-

ны серым), поэтому из дальнейшего анализа исключаем остальные три свойства и рассчитываем  

евклидово расстояние между образами сетей в пространстве шести оставшихся свойств графов.  

На рис. 2 представлены зависимости евклидова расстояния между образами и тестовой сетью 

от номера модели для ЭР (черная пунктирная линия) и БА (красная сплошная линия), причем для 

наглядности представлены зависимости не только для сети ht_friends, но и для сетей № 2–4 из табл. 3. 

На рис. 2, а показано евклидово расстояние образов моделируемых сетей от образа тестовой сети № 1 

ht_friends, на рис. 2, b – от образа сети № 2, на рис. 2, c – от образа сети № 3, на рис. 2, d – от образа 

сети № 4. Видно, что зависимость для модели ЭР изменчива, а для БА – однородна. 
 

 
а b 

 
c d 

Рис. 2. Зависимости евклидова расстояния между образами сетей и номерами моделей сети 

Fig. 2. Dependencies of Euclidean distance between network patterns and network model numbers 
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Из 729 моделей БА и 420 ЭР выбирается по одной, наиболее близкой к реальной сети. Для 

наилучшей по критерию AIC ЭМСГ аналогично рассчитываются образ и расстояние от него до обра-

за реальной сети. По критерию согласия Пирсона (Хи-квадрат) осуществлена оценка статистической 

значимости расстояний между образами моделей и образом реальной сети. В соответствии с этой 

оценкой на уровне значимости p-value = 0,005 статистически значимыми являются различия в рассто-

янии между образом реальной сети и образами моделей ЭМСГ, ЭР, БА. Следовательно, не представ-

ляется возможным сформировать адекватную модель сети № 1, т.е. статистически незначимо отли-

чающуюся от нее в пространстве параметров свойств графов. 

 

3.3. Сравнительный анализ моделей графов по тестовому набору реальных сетей  

 

Для обобщения полученного выше результата верификации моделей по представленной на рис. 1 

схеме осуществлен сравнительный анализ рассмотренных моделей случайных графов с использова-

нием данных о реальных сетях, представленных в пакете «нетворкдата». 

Выбранные реальные данные отражают различные стороны человеческой деятельности:  

сеть № 1 – сеть дружеских взаимоотношений в кампусе Австралийского национального университета, 

№ 2, 3 – ИКС в датацентрах одной из коммерческих организаций, № 4 – иерархия в стае птиц, № 5 – 

сеть взаимоотношений в колледже штата Иллинойс, № 6 – сеть менеджеров крупной корпорации, № 7 – 

рабочая ИКС в адвокатской конторе, № 8 – транспортная сеть авиаперевозок в США, № 9 – сеть 

межбелковых взаимодействий в человеческом организме. Результаты анализа представлены в табл. 3. 

Т а б л и ц а  3  

Результаты сравнительного анализа моделей графов 

Сеть 
ЭМСГ ЭР БА 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 

№ 1 
intransitive + mutual + meandeg + 

simmelianties (AIC = 422) 
5,05 З E = 58 19,22 З 0;0,6;0,2;0,2P   24,85 З 

№ 2 
twopath + density + 

intransitive (AIC = 630) 
1,56 З E = 29 0,41 Н 0;0,4;0,2;0,2P   1,94 З 

№ 3 

intransitive + mutual + 

edges + simmelianties 

(AIC = 220) 

0,48 Н E = 29 0,46 Н 0;0,9;0,1;0,2P   1,82 З 

№ 4 

intransitive + simmelianties + 

density + mutual 

(AIC = 689) 

1,46 З E = 47 0,69 З 0;0,8;0,2;0,2P   1,11 З 

№ 5 

balance + intransitive+ 

mutual + transitive 

(AIC = 3541) 

14,14 З E = 102 5,48 З 0;0,9;0,1;0,3P   14,11 З 

№ 6 
density + edges +  

meandeg + mutual (AIC = 992) 
0,1 Н E = 229 0,12 Н 0;0,3;0,1;0,9P   1,55 З 

№ 7 
intransitive + simmelianties + 

ПУ (AIC = 630,622) 
0,42/0,23 Н E = 144 0,45 З 0;0,7;0,3;0,2P   0,69 З 

№ 8 

edges + mutual + 

simmelianties + 2ПУ 

(AIC = 482,432,411) 

0,40/0,32/0,18 Н E = 147 0,47 З 0;0,1;0,2;0,9P   0,58 З 

№ 9 
edges + simmelianties + 

mutual + ПУ (AIC = 403) 
0,32 Н E = 434 0,60 З 0;0,8;0,1;0,2P   10,45 З 

 

Для каждого типа моделей созданы по три графы значений: графа 1 – уникальные параметры 

модели, графа 2 содержит евклидово расстояние в пространстве значений свойств между образами 

сформированной модели и реальной сети, графа 3 содержит индикатор значимости различия расстоя-

ния между образом модели и образом реальной сети. В табл. 3 представлено по одному представите-

лю каждого типа моделей, которые в пространстве параметров свойств графов находятся ближе всего 

к сети-прототипу. 
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Реальные сети № 1–6 не содержали в себе атрибутов узлов и ребер, что не позволяло применять 

в ЭМСГ предикторы. Сети № 7–9 содержат атрибуты узлов, поэтому помимо термов при формирова-

нии ЭМСГ использовались ПУ, что заметно повысило адекватность модели: ЭМСГ – единственные 

модели, которые статистически незначимо отличаются от реальной сети. В графе 1 ЭМСГ наборы 

термов различны, что определяется механизмами установления связей между узлами в силу различ-

ной природы рассматриваемых сетей. 

Необычными результатами отмечаются модели ЭР. Так, для сетей № 2, 3, 6 они показывают 

наилучшие значения по близости к реальной сети. Данное обстоятельство на данный момент не имеет 

научного объяснения и является направлением для дальнейших исследований.  

Модели БА неожиданно отмечаются самыми низкими показателями. Из 9 моделей ни одна не 

показала статистически значимую близость к реальной сети. Можно отметить низкую изменчивость 

расстояния от реальной сети при моделировании БА, как видно из рис. 2. 

 

Заключение 

 

В результате анализа моделей случайных графов показано, что наиболее близкими к реальным 

сетям, отражающим виды человеческой деятельности, являются сети типа ЭМСГ и ЭР. Проведено 

имитационное моделирование, в ходе которого получены практические результаты, подтверждающие 

выводы анализа.  

Предложенная схема анализа может применятся на практике для создания адекватных моделей 

реальных сетей. Исследование адекватности проведено с использованием оригинальной авторской 

методики, в основе которой лежит апробированный подход сравнения евклидова расстояния между 

образами сетей, рассчитанных на основе измерения основных свойств графов. При этом расстояние 

оценивается статистически на основе критерия согласия Пирсона.  

Предложенный алгоритм настройки ЭМСГ, заключающийся в подборе наилучшей комбинации 

термов по информационному критерию Акаике, позволил повысить точность настройки модели  

и, следовательно, повысить ее сходство с реальными сетями. 
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free occupies it, and service begins, which ends successfully if no other requests were received during it. 
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If the server is busy, then a conflict (collision) arises between the call that has come for service and the ones  

being serviced, and in the general case, both calls instantly go to the orbit and repeat the attempt to successfully serve 

after a random time. In this article, in the event of a collision, one of the calls, for example, which was in service (on 

the device), goes into orbit with probability 1, the other goes into orbit with probability H, and with probability (1–H) 

refuses service and leaves the system. 

We have two types of arriving calls: primary and repeated. Primary calls are calls received from the outside into 

the system; repeated calls are calls in the orbit after the collision and making a repeated attempt to occupy the device 

for servicing. When building models with repeated calls, it is usually assumed that the arrival of primary calls obeys 

Poisson's law. Nevertheless, this does not mean that the incoming flow of calls in the analyzed system is Poisson, we are 

talking only about the flow of primary calls. The total incoming arrival flow consists of a Poisson flow of  

primary calls and a flow of repeated calls. 

The service time of a primary or repeated claim does not depend on its type and has an exponential distribution 

with the parameter μ, and one unit of line resource is used to service requests. The random delay that a call carries out 

in orbit is exponentially distributed with the parameter σ. 

The problem is to find the probabilities distribution of the calls number in the orbit. We write the Kolmogorov dif-

ferential equations system for the stationary regime and then construct a recurrent algorithm to solve it. The numerical 

results obtained with recurrent algorithm made it possible to conclude that with a decrease in the random delay, 

which is carried out by a call in orbit under a conflict, the distribution of the number of calls in the orbit has the form 

of a Gaussian. The technical characteristics of the system, which are of practical importance for its design, are found. 

Keywords: retrial queueing system; collisions; rejections; H-persistence; recurrent algorithm 
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Развитие современных инфокоммуникационных систем и сетей связи открывает множество 

различных услуг для использования абонентами. В современных условиях пользователем выступает 

не только человек, но и многообразие устройств, подключенных к сети. Стремительный рост генери-

руемой нагрузки при этом вызывает перегрузки на отдельных участках сети, что ведет к ухудшению 

качества предоставляемых услуг. 

Пользователь имеет все больше возможностей влиять своим поведением на формирование вхо-

дящих потоков, частоту посылки вызова, длину сообщений, их количество и т.д. В условиях, когда 

возникает временная недоступность сервиса, важным фактором становится повторный запрос (вызов) 

на предоставление услуги или сервиса. Множество мультимедийных и служебных приложений на 

абонентских устройствах может в автоматическом режиме генерировать подобные запросы, не имея 

при этом каких-либо ограничений, связанных, например, с временем набора номера или терпеливо-

стью абонента. Такой неучтенный трафик будет занимать канальный ресурс сверх запланированного 

под нагрузку от первичных потоков вызовов. На участках сети возможны переполнения, которые 

приводят к отказу в обслуживании заявок, что порождает, в свою очередь, множество повторных об-

ращений к системе. Нагрузка от потока повторных вызовов, как правило, не является учтенной, что 

приводит к выходу из строя сегментов сети до полного отказа ее работы. Выявление и исследование 

влияния подобных аспектов поведения на качество работы сети позволяет заранее спланировать и 

подготовить сеть таким образом, чтобы снизить потери вызовов на ее участках. Наибольший интерес 

для практики представляет рассмотрение экстремальных условий работы, т.е. условий перегрузки, 

отличающих ее от нормального (планируемого) состояния. 

Все это определяет актуальность создания теоретических основ для построения математических 

моделей, позволяющих модифицировать, совершенствовать и разрабатывать методы анализа и расчета 

показателей качества обслуживания в инфокоммуникационных системах и сетях связи. 

Теория систем массового обслуживания с повторными вызовами (Retrial Queueing Systems;  

RQ-системы) является важным разделом современной теории телетрафика: актуальность обусловлена 
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широкими практическими приложениями в области оценивания производительности и проектирова-

ния широковещательных и мобильных сотовых радиосетей, локальных вычислительных сетей с про-

токолами случайного множественного доступа. В таких системах запрос, поступивший в систему  

(запрос на соединение с сотой) и не получивший обслуживания, не уходит из системы (как в систе-

мах с отказами) и не становится в очередь (как в системах с ожиданием), а повторяет попытки через 

случайное время, пока не поступит на обслуживание. Явление повторных попыток является неотъем-

лемой чертой вышеуказанных систем передачи данных, и игнорирование его может привести к зна-

чительным погрешностям при принятии инженерных решений. 

Исследованию RQ-систем посвящено большое количество работ. Например, в монографии  

J.R. Artalejo, A. Gomez-Corral [1] приведено более семисот ссылок на публикации по этой тематике.  

В работах R. Wilkinson, J. Cohen, G. Gosztony и др. [2–5] отмечено, что математические модели RQ-систем 

применяются для проектирования и оптимизации реальных информационно-коммуникационных  

систем различного уровня (локальных, глобальных), управляемых протоколами случайного множе-

ственного доступа, цифровых сетей связи, а также сетей сотовой связи, вычислительных кластеров, 

call-центров и др. Имеющиеся на сегодняшний день научные публикации в данной области предла-

гают достаточно много различных задач и подходов к их решению. Наиболее полно исследованы 

марковские и немарковские RQ-системы с настойчивыми повторными заявками (базовая модель), 

получены рекуррентные формулы для вычисления распределения вероятностей числа заявок на орбите 

как для конечного, так и для бесконечного размера орбиты. Основными методами исследования  

RQ-систем являются матричные методы, численные методы, имитационное моделирование, так как 

точные аналитические формулы удается получить лишь для самых простых моделей [6–8]. 

Более сложными для исследования являются модели с конфликтами заявок. Рассмотрение  

RQ-систем с ситуацией конфликта заявок подразумевает, что заявка, нашедшая прибор занятым  

в момент прибытия ее в систему, и заявка, находящаяся на обслуживании, вступают в конфликт [9–13]. 

RQ-системы с конфликтами заявок имитируют поведение многих реальных ситуаций, например в теле-

коммуникационных сетях с протоколами множественного доступа с обнаружением коллизий  

(CSMA-CD), где передача данных должна быть гарантирована с безошибочной точностью с некото-

рой заданной вероятностью [14–18]. 

RQ-системы с нетерпеливостью заявок возникают при моделировании процессов обращения  

в call-центры [16–18]. Для характеристики поведения нетерпеливых клиентов помимо терминов  

«нетерпеливость», «p-настойчивость» используется термин «отказ», понимаемый как решение не 

присоединяться к линии (прибору) после неудачной попытки получить обслуживание с последую-

щим уходом из системы. Учет таких особенностей существенно усложняет математическую модель  

и ограничивает возможность получения аналитических выражений, поэтому применяют аппроксима-

ционные методы [19–25]. 

Настоящая статья посвящена исследованию RQ-системы с одним обслуживающим прибором  

с коллизиями (конфликтами) заявок, H-настойчивостью и отказами. 

 

1. Функциональная модель системы совместного доступа с коллизиями и отказами 

 

Прежде чем построить математическую модель анализируемой системы связи, определим 

функциональную модель, являющуюся ее функциональным прототипом. Формализуем работу систе-

мы: выделим перечень событий, которые имеют существенное значение при использовании анализи-

руемого ресурса передачи информации [26]. 

Рассмотрим однолинейную (с одним обслуживающим прибором) систему с конфликтами за-

явок, H-настойчивостью и отказами. 

На вход системы поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Заявка, заставшая 

прибор свободным, занимает его, и начинается обслуживание, которое заканчивается успешно, если 

во время него другие заявки не поступали. Если прибор занят, то между пришедшей на обслуживание 

и обслуживаемой заявками возникает конфликт (коллизия), и в общем случае [16–17] обе заявки 
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мгновенно переходят на орбиту и повторяют попытку успешно обслужиться через случайное время. 

В настоящей статье в случае возникновения коллизии заявка, находившаяся на обслуживании (на при-

боре), уходит на орбиту с вероятностью 1, а поступившая на прибор и вызвавшая конфликт заявка  

с вероятностью H уходит на орбиту, а с вероятностью (1 – Н) отказывается от обслуживания и поки-

дает систему. 
 

 
 

Рис. 1. Схема моделирования суммарного входящего потока заявок 

Fig. 1. Scheme for modeling the total incoming arrival process 

 

 
 

Рис. 2. RQ-система с коллизиями, H-настойчивостью и отказами 

Fig. 2. RQ-system with collisions, H-persistence and rejections 
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Будем разделять поступающие на прибор заявки на две категории: первичные и повторные. Пер-

вичные – это заявки, поступившие в систему извне; повторные – заявки, оказавшиеся на орбите систе-

мы в результате коллизии и осуществляющие повторную попытку занять прибор для обслуживания. 

Суммарный входящий поток обращений в систему состоит из потока первичных заявок и потока по-

вторных заявок. На рис. 1 приведена схема формирования суммарного входящего потока. 

Время обслуживания первичной или повторной заявки не зависит от ее типа и имеет экспонен-

циальное распределение с параметром μ, и для обслуживания заявок используется одна единица  

ресурса линии. Случайная задержка, которую осуществляет заявка на орбите, экспоненциально рас-

пределена с параметром σ. 

Описанная процедура доступа к канальному ресурсу (обсуживающему прибору) и образования 

орбиты показана на рис. 2 как модель RQ-системы с коллизиями, H-настойчивостью и отказами. 

В работе решается задача определения вероятностных характеристик работы системы: среднего 

числа повторных попыток соединения на одну первичную; среднего числа отказов на одно установ-

ленное соединение; доли повторных вызовов в общем потоке поступающих, – которые позволяют 

оценить работоспособность системы. 

 

2. Математическая модель 

 
Обозначим i(t) – случайный процесс, который описывает число заявок на орбите в момент вре-

мени t и задается следующим образом: ( ) 0,1,2,...i t  , k(t) – случайный процесс, определяющий состо-

яние прибора в момент времени t: 

0, если прибор свободен,
( )

1, если прибор занят.
k t


 


 

Так как входящий поток – простейший, а время обслуживания – экспоненциальное, то случай-

ный процесс     ,k t i t  изменения во времени состояний описанной RQ-системы является двумер-

ной цепью Маркова с непрерывным временем. 

Обозначим через    ( ) , ( ) ,kP k t k i t i P i t   , 0,1,2,..., 0,1,i k   вероятность того, что в мо-

мент времени t прибор находится в состоянии k и на орбите i заявок. Ставится задача нахождения 

распределения вероятностей случайного процесса – числа абонентов, повторяющих вызов, и состоя-

ния прибора в стационарном режиме функционирования системы. 

Для распределения вероятностей  ,kP i t  согласно теореме о полной вероятности можно соста-

вить равенства: 

Для 0i : 

        

            
0 0 1

1 1 0 0

0, 0, 1 0, ,

0, 0, 1 1 0, 1, 1 .

P t t P t t P t t o t

P t t P t t t P t t P t t t o t

        


           
 

Для 1i : 

                 
              








.21,21,1111,1,1

,1,11,0,111,1,1

0011

11100

totttPtttPttttPttP

toHttPHttPttPtttPttP
 

Для 2i : 

             

        
               














.11,11,111,,

,1,1,1

1,1,2,11,,

0011

11

11100

totittiPttitiPtitttiPttiP

toHtitiPtHitiP

HttiPtHtiPttiPtittiPttiP

 

Отсюда нетрудно получить систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 
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 
   

 
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
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


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
















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,,0,0
,0
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001
1
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0
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1
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0

001
1
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tiPitiPtiPi
t
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tiPHitiHPi

tiPHtiHPtiPtiPi
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tiP

i

tPtPtP
t

tP

tPHtPHtPtP
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tP

i

tPtPtP
t

tP

tPtP
t

tP

i

 (1) 

Обозначим через  k i  стационарные вероятности случайного процесса ( ), ( )k t i t , перепишем 

для них систему (1). 

 

   
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Для решения системы (2) построим итерационный (рекуррентный) алгоритм. Положим 

 0 a  , где a – некоторая произвольная положительная константа,      0 1i i i   , 0,1,2 ,i   

и запишем следующие равенства: 
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С помощью системы (3) найдем      0 1i i i   , 0,1,2 ,i   после чего нормируем 

     
0

N

i

i i i


   . 

Этот алгоритм довольно прост в реализации и позволяет численно получить допредельные  

характеристики исследуемой RQ-системы. Следует отметить, что алгоритм применим только для ис-

следования RQ-системы с простейшим входящим потоком, но позволяет сделать предположения  

о виде распределения вероятностей числа заявок на орбите при различных параметрах системы. 

 

3. Численный анализ 

 

В результате численных экспериментов выявлено, что при уменьшении случайной задержки, 

которую осуществляет заявка на орбите в случае возникновения конфликта, распределение числа за-

явок на орбите имеет вид гауссовского. На рис. 3, 4 изображены графики распределения вероятностей 

числа заявок на орбите, полученного с помощью рекуррентного алгоритма и дискретизированного 

нормального распределения при разных значениях вероятности H и параметра σ. 
 

  
 a                                                                                                       b 

Рис. 3. Изменение числа заявок на орбите для RQ-системы с коллизиями, H-настойчивостью и отказами при H = 0,4: 

a – λ = 0,4, μ = 1, σ = 0,1; b – λ = 0,4, μ = 1, σ = 0,001 

Fig. 3. Variation the number of calls in orbit for RQ-system with collisions, H-persistence and rejections under H = 0,4: 

a – λ = 0,4, μ = 1, σ = 0,1; b – λ = 0,4, μ = 1, σ = 0,001 
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Рис. 4. Изменение числа заявок на орбите для RQ-системы с коллизиями, H-настойчивостью и отказами при H = 0,6: 

a – σ = 0,1; b – σ = 0,001 

Fig. 4. Variation the number of calls in orbit for RQ-system with collisions, H-persistence and rejections under H = 0,6: 

a – σ = 0,1; b – σ = 0,001 
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Для сравнения распределения вероятностей, полученного с помощью рекуррентного алгоритма 

 i , и дискретизированного нормального распределения Gi воспользуемся расстоянием Колмогорова:  

0 0

max ( ) i

i i

i G
 

  
    

  
 
 


. 

Результаты сравнения для различных значений параметра σ приведены в табл. 1. 

Т а б л и ц а  1  

Расстояние Колмогорова для RQ-системы с коллизиями при уменьшении σ 

σ σ = 0,1 σ = 0,05 σ = 0,01 

Значение Δ для параметров λ = 0,4, μ = 1, H = 0,4 0,049 0,023 0,004 

Значение Δ для параметров λ = 0,4, μ = 1, H = 0,8 0,022 0,01 0,0018 

Значение Δ для параметров λ = 0,8, μ = 1, H = 0,4 0,010 0,005 0,0009 

Значение Δ для параметров λ = 0,8, μ = 1, H = 0,8 0,002 0,01 0,0002 

 

Приведенные в таблице значения показывают, что с уменьшением значения параметра σ точ-

ность аппроксимации возрастает. 

Следует отметить, что существование стационарного режима в рассматриваемой системе зави-

сит от значения H. Для H < 1 стационарный режим существует для любых значений интенсивности 

поступления первичных заявок. Если выполняется соотношение H = 1, то для существования стацио-

нарного режима необходимо ограничить поток первичных заявок [17]. 

 

4. Вероятностные характеристики и показатели качества 

 

Выражения для вычисления показателей качества обслуживания заявок [27] следуют из их фи-

зического смысла и определяются через отношение интенсивностей анализируемых событий или 

суммирование стационарных вероятностей модели; к ним относятся: доля потерянных первичных и 

повторных заявок; среднее число повторных попыток соединения на одну первичную; среднее число 

отказов на одно установленное соединение; доля повторных вызовов в общем потоке поступающих 

заявок. Для анализа представляются технические характеристики рассматриваемой системы, значе-

ния которых приведены в табл. 2. 
Т а б л и ц а  2  

Технические характеристики функционирования RQ-системы с коллизиями и отказами 

Характеристики системы 

Параметры входящего потока 
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О к о н ч а н и е  т а б л .  2  

Характеристики системы 

Параметры входящего потока 

λ = 0,2, μ = 1 λ = 0,4, μ = 1 λ = 0,6, μ = 1 λ = 1, μ = 1 
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Полученные данные показывают, что среднее число абонентов, повторяющих вызов, пропор-

ционально растет с уменьшением значений параметра σ, на долю повторных вызовов в общем потоке 

этот параметр особого влияния не оказывает.  

В области малых значений загрузки системы  0,5      влияние повторных заявок несу-

щественно, но при высокой загрузке и повышенной настойчивости абонента нарастающие потоки 

повторных вызовов, инициированные настойчивостью абонента в установлении соединения, приводят 

к лавинообразному росту трафика и переходу сети в состояние перегрузки. Это влияние становится 

особенно заметным, когда абонент абсолютно настойчив в установлении соединения, а значение интен-

сивности поступления первичных заявок близко к максимальной пропускной способности системы. 
 

Заключение 
 

В настоящей статье представлено исследование системы массового обслуживания с повторны-

ми вызовами и одним обслуживающим прибором, коллизиями заявок, H-настойчивостью и отказом 

от обслуживания. С помощью разработанного авторами рекуррентного алгоритма сделан вывод  

об асимптотически гауссовском распределении вероятностей числа заявок на орбите и найдены  

технические характеристики системы, имеющие практическое значение для ее проектирования.  

Полученные результаты будут полезны при проектировании реальных информационных и телеком-

муникационных систем. 

Вместе с тем следует отметить, что представленный алгоритм работает только для марковской 

модели, поэтому альтернативным подходом является применение метода асимптотического анализа, 

что позволяет найти асимптотическое распределение вероятностей числа заявок в источнике повтор-

ных вызовов. В дальнейших работах планируется обобщение результатов на случай с различными 

вероятностями настойчивости заявок, а также применение метода асимптотического анализа для мо-

дели с непуассоновскими входящими потоками. 
 

Список источников 

 

1. Artalejo J.R., Gómez-Corral A. Retrial Queueing Systems: a Computational Approach. Berlin : Springer-Verlag, 2008. 318 p. 

2. Wilkinson R.I. Theories for toll traffic engineering in the USA // The Bell Syst. Techn. J. 1956. V. 35, № 2. P. 421–507. 

3. Cohen J.W. Basic problems of telephone traffic and the influence of repeated calls // Philips Telecommun. Rev. 1957. V. 18, № 2. 

P. 49–100. 

4. Gosztony G. Repeated call attempts and their effect on traffic engineering // Budavox Telecommun. Rev. 1976. V. 2. P. 16–26. 

5. Falin G.I., Templeton J.G.C. Retrial queues. London : Chapman & Hall, 1997. 320 p. 



Математическое моделирование / Mathematical modeling 

44 

6. Artalejo J.R. Numerical calculation of the stationary distribution of the main multiserver retrial queue // Ann. Oper. Res. 2002. 

№ 116. P. 41–56. 

7. Neuts M.F., Rao B.M. Numerical investigation of a multiserver retrial model // Queueing Syst. 1990. V. 7, № 2. P. 169–189. 

8. Dudin A.N., Klimenok V.I., Vishnevsky V.M. The Theory of Queuing Systems with Correlated Flows. Cham : Springer Interna-

tional Publishing, 2020. 410 p. DOI: 10.1007/978-3-030-32072-0 

9. Krishna Kumar B., Vijayalakshmi G., Krishnamoorthy A., Sadiq Basha S. A single server feedback retrial queue with collisions // 

Computer and operations research. 2010. № 37. P. 1247–1255. DOI: 10.1016/j.cor.2009.04.019 

10. Lakaour L., Aïssani D., Adel-Aissanou K. M/M/1 Retrial Queue with Collisions and Transmission Errors // Methodol. Comput. 

Appl. Probab. 2019. V. 21. P. 1395–1406. DOI: 10.1007/s11009-018-9680 

11.  Aguir M.S., Aksin O.Z., Karaesmen F., Dallery Y. On the interaction between retrials and sizing of call centers // European 

Journal of Operational Research. 2008. V. 191, № 2. Р. 398–408. 

12. Gómez-Corral A. On the applicability of the number of collisions in p-persistent CSMA/CD protocols // Computers & Operations 

Research. 2010. V. 37, № 7. P. 1199–1211. 

13. Artalejo J.R., Pla V. On the impact of customer balking, impatience and retrials in telecommunication systems // Computers and 

Mathematics with Applications. 2009. V 57, № 2. P. 217–229. 

14. Choi B.D., Shin Y.W., Ahn W.C. Retrial queues with collision arising from unslotted CSMA/CD protocol // Queueing systems. 

1992. V. 11, № 4. P. 335–356. 

15. Хомичков И.И. Расчет характеристик локальной сети с p-настойчивым протоколом случайного множественного досту-

па // Автоматика и вычислительная техника. 1995. № 2. С. 67–80. 

16. Назаров А.А., Судыко Е.А. Исследование марковской RQ-системы с конфликтами заявок и простейшим входящим по-

током // Вестник Томского государственного университета. Управление, вычислительная техника и информатика. 2010. 

№ 3 (12). С. 97–106. 

17. Назаров А.А., Судыко Е.А. Условия существования стационарного режима в немарковских RQ-системах с конфликтами 

заявок // Известия Томского политехнического университета. Управление, вычислительная техника и информатика. 

2011. Т. 318, № 5. С. 166–168. 

18. Kim J. Retrial queueing system with collision and impatience // Commun. Korean Math. Soc. 2010. № 4. P. 647–653. 

19. Wang K., Li N., Jiang Z. Queueing system with impatient customers: A review // Service Operations and Logistics, and Informatics: 

Proc. of 2010 IEEE International Conference. 2010. P. 82–87. DOI: 10.1109/SOLI.2010.5551611 

20. Kim C.S., Dudin S., Taramin O., Baek J. Queueing system MMAP/PH/N/N + R with impatient heterogeneous customers as  

a model of call center // App. Math. Model. 2013. V. 37, № 3. P. 958–976. 

21. Danilyuk E.Y., Fedorova E.A., Moiseeva S.P. Asymptotic Analysis of an Retrial Queueing System M|M|1 with Collisions and 

Impatient Calls // Automation and Remote Control. 2018. V. 79, № 12. P. 2136–2146. 

22. Nazarov A., Sztrik J., Kvach A. et al. Asymptotic analysis of finite-source M/M/1 retrial queueing system with collisions and 

server subject to breakdowns and repairs // Annals of Operations Research. 2019. V. 277. P. 213–229. 

23. Danilyuk E., Moiseeva S., Nazarov A. Asymptotic Analysis of Retrial Queueing System M/GI/1 with Collisions and Impatient 

Calls // Communications in Computer and Information Science. 2019. V. 1109. P. 230–242. 

24. Danilyuk E.Yu., Moiseeva S.P., Sztrik Ja. Asymptotic Analysis of Retrial Queueing System M/M/1 with Impatient Customers, 

Collisions and Unreliable Server // Journal of Siberian Federal Universit. Mathematics and Physics. 2020. V. 13, № 2. P. 218–

230. 

25. Fedorova E., Danilyuk E., Nazarov A., Melikov A. Retrial Queueing System MMPP/M/1 with Impatient Calls under Heavy Load 

Condition // Lecture Notes in Computer Science. 2019. V. 11688 LNCS. P. 3–15. 

26. Danilyuk E., Vygoskaya O., Moiseeva S. Retrial Queue M/M/N with Impatient Customer in the Orbit // Distributed Computer 

and Communication Networks. 2018. V. 919. P. 493–504. 

27. Степанов С.Н. Теория телетрафика: концепции, модели, приложения. М. : Горячая линия–Телеком, 2015. 867 с. 

 

References 

 

1. Artalejo, J.R. & Gómez-Corral, A. (2008) Retrial Queueing Systems: A Computational Approach. Berlin: Springer-Verlag.  

2. Wilkinson, R.I. (1956) Theories for toll traffic engineering in the USA. The Bell System Technical Journal. 35(2). pp. 421–507. 

DOI: 10.1002/j.1538-7305.1956.tb02388.x 

3. Cohen, J.W. (1957) Basic problems of telephone traffic and the influence of repeated calls. Philips Telecommunication Review. 

18(2). pp. 49–100. 

4. Gosztony, G. (1976) Repeated call attempts and their effect on traffic engineering. Budavox Telecommunication Review. 2. pp. 16–

26. 

5. Falin, G.I. & Templeton, J.G.C. (1997) Retrial Queues. London: Chapman & Hall. 

6. Artalejo, J.R. (2002) Numerical calculation of the stationary distribution of the main multiserver retrial queue. Annals of Opera-

tions Research. 116. pp. 41–56. DOI: 10.1023/A:1021359709489 

7. Neuts, M.F. & Rao, B.M. (1990) Numerical investigation of a multiserver retrial model. Queueing Systems: Theory and Applica-

tions. 7(2). pp. 169–189. DOI: 10.1007/BF01158473 

8. Dudin, A.N., Klimenok, V.I. & Vishnevsky, V.M. (2020) The Theory of Queuing Systems with Correlated Flows. Cham: Springer 

International Publishing. DOI: 10.1007/978-3-030-32072-0 



Полховская А.В., Данилюк Е.Ю., Моисеева С.П., Бобкова О.С. Вероятностная модель 

45 

9. Krishna Kumar, B., Vijayalakshmi, G., Krishnamoorthy, A. & Sadiq Basha, S. (2010) A single server feedback retrial queue with 

collisions. Computer and Operations Research. 37. pp. 1247–1255. DOI: 10.1016/j.cor.2009.04.019 

10. Lakaour, L., Aïssani, D. & Adel-Aissanou, K. (2019) M/M/1 Retrial Queue with Collisions and Transmission Errors. Methodology 

and Computing in Applied Probability. 21. pp. 1395–1406. DOI: 10.1007/s11009-018-9680 

11. Aguir, M.S., Aksin, O.Z., Karaesmen, F. & Dallery, Y. (2008) On the interaction between retrials and sizing of call centers.  

European Journal of Operational Research. 191(2). pp. 398–408. DOI: 10.1016/j.ejor.2007.06.051 

12. Gómez-Corral, A. (2010) On the applicability of the number of collisions in p-persistent CSMA/CD protocols. Computers & 

Operations Research. 37(7). pp. 1199–1211. 

13. Artalejo, J.R. & Pla, V. (2009) On the impact of customer balking, impatience and retrials in telecommunication systems.  

Computers and Mathematics with Applications. 57(2). pp. 217–229. DOI: 10.1016/j.camwa.2008.10.084 

14. Choi, B.D., Shin, Y.W. & Ahn, W.C. (1992) Retrial queues with collision arising from unslotted CSMA/CD protocol. Queueing 

Systems. 11(4). pp. 335–356. DOI: 10.1007/BF01163860 

15. Khomichkov, I.I. (1995) Computation of the characteristics of a local network with a p-persistent protocol of random multiple 

access. Avtomatika i vychislitel'naya tekhnika – Automation and Remote Control. 2. pp. 67–80.  

16. Nazarov, A.A. & Sudyko, E.A. (2010) Analysis of Markov RQ-system with conflicts of service requests and Poisson incoming 

flow. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Upravlenie, vychislitel'naya tekhnika i informatika – Tomsk State  

University Journal of Control and Computer Science. 3(12). pp. 97–106.  

17. Nazarov, A.A. & Sudyko, E.A. (2011) The Existence of a Stationary Regime for a non-Markov Systems with Conflicts of  

Requests. Izvestiya Tomskogo politekhnicheskogo universitet – Bulletin of the Tomsk Polytechnic University. 318(5). pp. 166–

168.  

18. Kim, J. (2010) Retrial queueing system with collision and impatience. Communications of the Korean Mathematical Society. 4. 

pp. 647–653. 

19. Wang, K., Li, N. & Jiang, Z. (2010) Queueing system with impatient customers: A review. Service Operations and Logistics, and 

Informatics: Proc. of 2010 IEEE International Conference. pp. 82–87. DOI: 10.1109/SOLI.2010.5551611. 

20. Kim, C.S., Dudin, S., Taramin, O. & Baek, J. (2013) Queueing system MMAP/PH/N/N + R with impatient heterogeneous  

customers as a model of call center. Applied Mathematical Modelling. 37(3). pp. 958–976. 

21. Danilyuk, E.Y., Fedorova, E.A. & Moiseeva, S.P. (2018) Asymptotic Analysis of an Retrial Queueing System M|M|1 with  

Collisions and Impatient Calls. Automation and Remote Control – Automation and Remote Control. 79(12). pp. 2136–2146.  

DOI: 10.31857/S000523100002856-5 

22. Nazarov, A., Sztrik, J., Kvach, A. et al. (2018) Asymptotic analysis of finite-source M/M/1 retrial queueing system with colli-

sions and server subject to breakdowns and repairs. Annals of Operations Research. 277. pp. 213–229. 

23. Danilyuk, E., Moiseeva, S. & Nazarov, A. (2019) Asymptotic Analysis of Retrial Queueing System M/GI/1 with Collisions and 

Impatient Calls. Communications in Computer and Information Science. 1109. pp. 230–242. 

24. Danilyuk, E.Yu., Moiseeva, S.P. & Sztrik, Ja. (2020) Asymptotic Analysis of Retrial Queueing System M/M/1 with Impatient 

Customers, Collisions and Unreliable Server. Journal of Siberian Federal Universit. Mathematics and Physics. 13(2). pp. 218–

230. 

25. Fedorova, E., Danilyuk, E., Nazarov, A. & Melikov, A. (2019) Retrial Queueing System MMPP/M/1 with Impatient Calls under 

Heavy Load Condition. Lecture Notes in Computer Science. 11688 LNCS. pp. 3–15. 

26. Danilyuk, E., Vygoskaya, O. & Moiseeva, S. (2018) Retrial Queue M/M/N with Impatient Customer in the Orbit. Distributed 

Computer and Communication Networks. 919. pp. 493–504. 

27. Stepanov, S.N. (2020) Teoriya teletrafika: kontseptsii, modeli, prilozheniya [Teletraffic Theory: Concepts, Models, Applica-

tions]. Moscow: Goryachaya liniya–Telekom. 

 

Информация об авторах: 

Полховская Анна Васильевна  магистрант кафедры теории вероятностей и математической статистики Института при-

кладной математики и компьютерных наук Национального исследовательского Томского государственного университета 

(Томск, Россия). E-mail: anya.polxovskaya00@mail.ru 

Данилюк Елена Юрьевна  кандидат физико-математических наук, доцент кафедры прикладной математики Института 

прикладной математики и компьютерных наук Национального исследовательского Томского государственного университе-

та (Томск, Россия). E-mail: daniluc.elena.yu@gmail.com 

Моисеева Светлана Петровна  профессор, доктор физико-математических наук, профессор кафедры теории вероятно-

стей и математической статистики Института прикладной математики и компьютерных наук Национального исследователь-

ского Томского государственного университета (Томск, Россия). E-mail: smoiseeva@mail.ru 

Бобкова Ольга Сергеевна  аспирант кафедры теории вероятностей и математической статистики Института прикладной 

математики и компьютерных наук Национального исследовательского Томского государственного университета (Томск, 

Россия). E-mail: osia153@yandex.ru 

 
Вклад авторов: все авторы сделали эквивалентный вклад в подготовку публикации. Авторы заявляют об отсутствии 

конфликта интересов. 



Математическое моделирование / Mathematical modeling 

46 

Information about the authors: 

Polkhovskaya Anna Vasilievna  Student, National Research Tomsk State University (Tomsk, Russian Federation). E-mail:  

anya.polxovskaya00@mail.ru 

Danilyuk Elena Yurievna  Candidate of Physics and Mathematics, Associate Professor, National Research Tomsk State University 

(Tomsk, Russian Federation). E-mail: daniluc.elena.yu@gmail.com 

Moiseeva Svetlana Petrovna  Doctor of Physics and Mathematics, Professor, National Research Tomsk State University (Tomsk, 

Russian Federation). E-mail: smoiseeva@mail.ru 

Bobkova Olga Sergeevna  Post-Graduate Student, National Research Tomsk State University (Tomsk, Russian Federation).  

E-mail: osia153@yandex.ru 

 

Contribution of the authors: the authors contributed equally to this article. The authors declare no conflicts of interests. 

 

Поступила в редакцию 29.09.2021; принята к публикации 28.02.2022 

 

Received 29.09.2021; accepted for publication 28.02.2022 
 

 

 



© А.А. Назаров, Е.А. Павлова, 2022 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2022               Управление, вычислительная техника и информатика               № 58 

 

 
Научная статья 

УДК 519.2 

doi: 10.17223/19988605/58/5 

 

Исследование СМО вида MMPP|M|N с обратной связью  

методом асимптотического анализа 
 

Анатолий Андреевич Назаров1, Екатерина Алексеевна Павлова2 

 
1, 2 Томский государственный университет, Томск, Россия  

1 nazarov.tsu@gmail.com 
2 pavlovakatya_2010@mail.ru 

 

Аннотация. Рассматривается система массового обслуживания с N обслуживающими приборами с об-

ратной связью и орбитой. Считается, что ограничений на количество заявок, поступающих на орбиту, нет. 

Входящий поток является марковски модулированным пуассоновским (MMPP). Методом асимптотического 

анализа находятся распределения вероятностей числа занятых приборов в системе и числа заявок на орбите. 
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Abstract. Let us consider a queueing system MMPP|M|N with two types of feedback. Customer, entering  

the system in accordance with the MMPP flow, is sent to the server if at least one of the N servers is idle, otherwise  

it goes into the orbit, where it delays for a random time distributed exponentially with the parameter σ. Customer  

services during a random time exponentially distributed with the parameter μ; at the moment of service completion, 

customer may leave the system with probability r0; perform instantaneous feedback with probability r1 or perform  

delayed feedback with probability r2. The problem is to obtain the probability distribution of the process n(t) is the 

number of occupied servers in the system and process i(t) is the number of customers in the orbit. 

In Section 2, we write system of Kolmogorov differential equations for stationary probability distribution 

{ ( ) , ( ) , ( ) } ( , , )P k t k n t n i t i P k n i     and a system of Kolmogorov differential equations is written in matrix form 

for a vector of partial characteristic functions. 

Section 3 contains an asymptotic analysis of the matrix equation for the vector of partial characteristic functions 

of the number of customers in the orbit. The main results of the research are the following theorems. 

Theorem 1. In the considered feedback system under asymptotic condition 0  asymptotic characteristic 

function of the normalized number ( )i t  of customers has the form 
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( )

0
lim { } ,jw i t jwM e e 


  

where parameter κ is a positive root x    of the scalar equation  

( )( ) 0,x x 0R B I e  

where row-vector { (0), (1),..., ( )}R R R NR  is probability distribution of number of occupied servers in the system, 

and is a solution of the system of equations 

( ) ( ) 0{ }x   0 1R A B I I , 

1.Re  

Theorem 2. In the considered feedback system asymptotic characteristic function of centered and normalized 

number of customers in the orbit has the form 
2

2

( )
( ( ) )

2

0
lim { } ( ) ,

jw
jw i t

M e w e


  



    

where 

2

( )
,

( )

   
 

  

0 0

0 0

RI e g B I e

RI e φ B I e
 

row-vectors φ и g  are solutions of the following systems of equations:  

( ( )) ( ),    0 1 0 1φ A B I I R I I  

0;φe  

( ( )) ( ),     0 1 1g A B I I R I B  

0.ge  

Section 4 presents the results of a numerical experiment, performing its accuracy and area of applicability of the 

proposed asymptotic method comparing with the results of simulation. 

Keywords: multi-channel queueing system; orbit; instantaneous feedback; delayed feedback; asymptotic analysis 
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Обратная связь в контексте систем массового обслуживания понимается как повторное обра-

щение заявки к обслуживающему устройству. Считается, что качество предоставленного обслужива-

ния определяется интенсивностью повторного обращения заявок. Клиент может вернуться в систему 

за повторным обслуживанием по разным причинам: качественное первичное обслуживание, как га-

рантия качества последующих обращений или, наоборот, прерванное обслуживание или по каким-

либо причинам не удовлетворяющее требованиям клиента. Самым очевидным примером таких  

систем являются сети коммуникации, при использовании которых искажение данных приводит к по-

вторному отправлению данных адресату. 

В исследуемых системах существует два типа обратной связи, которые называют мгновенной  

и отсроченной обратной связью. После завершения обслуживания заявка может покинуть систему 

или потребовать повторного обслуживания мгновенно. Отсроченная связь реализуется посредством 

отправки заявки на орбиту, где она ожидает повторного обращения к обслуживающему устройству  

в течение случайного времени. 

Одни из первых публикаций, представляющих результаты исследований систем с повторными 

обращениями, принадлежат Л. Такачу [1, 2]. В них исследованы одноканальные системы массового 

обслуживания с неограниченной очередью и орбитой методом производящих функций. 

Исследования Такача в свое время были уникальными в данной тематике, и после его работ 

длительное время новые публикации не появлялись. В последние три десятилетия СМО с обратной 

связью активно исследуются. Отметим, что в [1, 3–10] представлены результаты исследований СМО 

с мгновенной обратной связью, а в [2, 11–21] изучены СМО с отстроченной, или отложенной, обрат-

ной связью. Также ряд работ [22–25] посвящен исследованию систем с обоими типами связей (в [22] 

имеется обзор публикаций до 2015 г.). 

Основная задача исследования систем массового обслуживания с обратной связью заключается 

в получении распределения вероятностей для многомерных цепей Маркова, представляющих мате-
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матический смысл моделей. При исследовании моделей умеренной размерности с этой задачей помо-

гают справиться программные средства, основанные на решении балансовых уравнений [26–27]. 

Также, используя различные подходы в решении основной задачи, ученые применяют матрично-

геометрический метод [28] и спектральный метод [29], а также их модификации. Следует отметить, 

что в использовании вышеуказанных методов встречаются и достаточно серьезные вычислительные 

проблемы, что серьезно повышает сложность решения. 

В настоящей работе при изучении СМО с мгновенной и отложенной обратной связью исполь-

зован метод асимптотического анализа. 

 

1. Математическая модель и постановка задачи 

 

Рассмотрим систему массового обслуживания с N обслуживающими устройствами и обратной 

связью (рис. 1). На вход системы поступает MMPP-поток заявок, заданный диагональной матрицей 

условных интенсивностей [ ], 1,2,...,k k K  Λ , матрицей инфинитезимальных характеристик 

[ ], , 1,2,...,ijq i j N Q , управляющей цепи Маркова ( ) 1,2,...,k t K . 

 

 
 

Рис. 1. СМО вида MMPP|M|N с обратной связью 

Fig. 1. Queueing system MMPP|M|N with feedback 

 

При поступлении в систему заявка занимает свободный прибор, где получает обслуживание  

в течение случайного времени, распределенного экспоненциально с параметром μ. Если в момент 

поступления в систему заявка обнаружит прибор занятым, она немедленно отправляется на орбиту, 

где осуществляет задержку в течение случайного времени, экспоненциально распределенного с па-

раметром σ. 

В момент окончания обслуживания заявка может покинуть систему с вероятностью r0, отпра-

виться на повторное обслуживание, осуществляя мгновенную обратную связь, с вероятностью r1, от-

правиться на орбиту, осуществляя отсроченную обратную связь с вероятностью r2, где она задержи-

вается в течение случайного времени, экспоненциально распределенного с параметром σ, после чего 

требует повторного обслуживания. Если в момент поступления заявки с орбиты устройство оказыва-

ется свободным, то она занимает его в течение случайного времени, которое имеет экспоненциальное 

распределение с тем же параметром μ. Иными словами, первичные (заявки, которые поступают 

извне) и повторные заявки (заявки, которые поступают с орбиты) являются идентичными по времени 

их обслуживания, т.е. первичные и повторные заявки в приборах не различаются. Если в момент по-

ступления повторной заявки с орбиты все приборы заняты, то она остается на орбите для повторения 

своего запроса. Предполагается, что возможны многократные повторения запросов для обслужива-

ния, т.е. не имеется ограничений на число повторений обслуживания. 
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Обозначим ( )k t k  – состояние цепи Маркова, управляющей MMPP-потоком в момент време-

ни t, 1,2,...,k K , ( )n t  – число занятых приборов в системе в момент времени t, 0,1,...,n N , ( )i t  – 

число заявок на орбите в момент времени t. 

Ставится задача получения трехмерного стационарного распределения вероятностей  

        , , , ,P k n i P k t k n t n i t i    . 

 

2. Система уравнений Колмогорова 

 

Рассмотрим трехмерный марковский процесс { ( ), ( ), ( )}k t n t i t , для его стационарного распреде-

ления вероятностей { ( ) , ( ) , ( ) } ( , , )P k t k n t n i t i P k n i     запишем систему уравнений Колмогорова: 

1( (1 ) ) ( , , ) ( , 1, )k kr n i P k n i P k n i           

0( 1) ( , 1, 1) ( 1) ( , 1, )i P k n i n r P k n i           

2( 1) ( , 1, 1) ( , , ) 0,0 1,kn r P k n i q P n i n N



            

1( (1 ) ) ( , , ) ( , 1, )k kr N P k N i P k N i         

 ( , , 1) ( 1) ( , 1, 1) ( , , ) 0.k kP k N i i P k N i q P N i



           (1) 

Введем частичные характеристические функции вида 

0

( , , ) ( , , ),jui

i

H k n u e P k n i




  

где 1j    мнимая единица. Тогда можем переписать систему (1): 

1

( , , )
( (1 )) ( , , ) ( , 1, )k

H k n u
k n r H k n u H k n u j

u


          


 

0 2

( , 1, )
( 1) ( ) ( , 1, )ju ju H k n u
n r r e H k n u j e

u

  
       


 

( , , ) 0,0 1,kq H n u n N



       

1( ( 1) (1 )) ( , , )ju

k e N r H k N u       

 
( , 1, )

( , 1, ) ( , , ) 0.ju

k k

H k N u
H k N u j e q H N u

u







 
      


  (2) 

Обозначим вектор-строки 

( , ) { (1, , ),..., ( , , )},n u H n u H K n uH  

( , ) (1, , ) ( , , )
,...,{ }n u H n u H K N u

u u u

  


  

H
 

и перепишем (2) в матричном виде с учетом введенных обозначений: 

1

( , )
( , )( (1 ) ) ( 1, )

n u
n u n r n u j

u


        



H
H Q Λ I H Λ  

0 2

( 1, )
( 1) ( ) ( 1, ) 0,0 1,ju ju n u
n r r e n u j e n N

u

  
          



H
H  

1( , )( (1 ) (1 ) ) ( 1, )juN u e N r n u       H Q Λ I H Λ  

 
( 1, )

0,ju N u
j e

u

  
  



H
 (3) 

здесь I  – единичная матрица размерности K K . 

Введем следующие векторные обозначения: 

( ) { (0, ), (1, ),..., ( , )},u u u N uH H H H  
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( ) (0, ) (1, ) ( , )
, ,...,{ }u u u N u

u u u u

   


   

H H H H
, 

и перепишем уравнения (3) в новой матричной форме: 

( )
( ) 0,( ) ( )ju juu
u e j e

u


    


0 1

H
H A B I I  

где 

0 0 2

0 0 2

0 2

0 ... 0

( ) ... 0

0 2 2 ( )) ... 0 ,

... ... ... ... ...

0 0 0 ... ( ))

r r r

r r r

N r r

 
 
   

 
      
 
 
     

Q Λ Λ

I Q Λ I Λ

A I Q Λ I

Q Λ I

 

2

2

2

0 0 ... 0 0

0 ... 0 0

0 2 ... 0 0
,

... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0

0 0 ...

r

r

N r

 
 

 
 

  
 
 
 

  

I

I
B

I Λ

 

1 0 ... 0 0 0 1 0 ... 0 0

0 1 ... 0 0 0 0 1 ... 0 0

, .... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 1 0 0 0 0 ... 0 1

0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0 0

   
   
   
    
   
   
      

0 1I I  

Умножим матричное уравнение на единичный вектор-столбец e, принимая во внимание 

( ) 0 A B e  и ( ) 0 0 1I I e , получим 

( )
( ) 0.ju u
u j e

u

 
  


0

H
H Be I e  

Таким образом, матричная система (3) и скалярное уравнение примут вид: 

( )
( ) 0,( ) ( )ju juu
u e j e

u


    


0 1

H
H A B I I  

 
( )

( ) 0.ju u
u j e

u

 
  


0

H
H Be I e

 
(4) 

Будем искать решение задачи (4) методом асимптотического анализа в условии большой за-

держки заявки на орбите, т.е. 0 . 

 

3. Метод асимптотического анализа 

 

Обозначим     и выполним следующие замены в (4): 

 , ( ) ( , ).u w u w   H F  (5) 

С учетом замен (5) перепишем уравнения (4): 

( , )
( , ) 0,( ) ( )j w j ww
w e j e

w

   
    


0 1

F
F A B I I  

 
( , )

( , ) 0.j w w
w je

w

   
  


0

F
F Be I e  (6) 

Для решения системы (6) в условии 0  особо важными являются следующие утверждения. 
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Теорема 1. В рассматриваемой системе с обратной связью в предельном условии 0  пре-

дельная характеристическая функция нормированного числа ( )i t  заявок на орбите имеет вид: 

 ( )

0
lim { } ,jw i t jwM e e 


  (7) 

где значением параметра κ является положительный корень x    скалярного уравнения  

 ( )( ) 0,x x 0R B I e  (8) 

где вектор-строка { (0), (1),..., ( )}R R R NR  – распределение вероятностей числа занятых приборов  

в системе, является решением системы уравнений 

( ) ( ) 0,{ }x   0 1R A B I I  

 1.Re  (9) 

Доказательство. Рассмотрим первое равенство в системе (6) в предельном условии 0 , 

обозначим 
0

lim ( , ) ( )w w


 F F  и получим 

 
( )

( )( ) ( ) 0.
w

w j
w


   


0 1

F
F A B I I  (10) 

Будем искать решение ( )wF  системы (10) в виде ( ) jwxw eF R , тогда получим следующую си-

стему уравнений: 

( ) ( ) 0,{ }x   0 1R A B I I  

 1,Re  (11) 

что совпадает с (9) из формулировки теоремы. 

Так как ( ) jwxF w ee , необходимо найти значение x    из (7). Рассмотрим теперь второе ра-

венство (6) в предельном условии 0 : 

( )
( ) 0,

w
w j

w


 


0

F
F Be I e  

и подставим решение в виде ( ) jwxw eF R , тогда 

 ( )( ) 0.x x 0R B I e  (12)  

Таким образом, значением параметра κ является решение последнего скалярного уравнения, 

что совпадает с (8). 

Для дальнейшего исследования системы с обратной связью в (4) выполним замену 

(2)( ) ( ),
u

j

u e u


H H  

получим систему  
(2)

(2) ( )
( )( ( )) ( ) 0,ju ju juu
u e e j e

u

 
       


0 1 0 1

H
H A B I I I I  

 
(2)

(2) ( )
( )( ) 0.ju ju u
u e e j

u

  
    


0 0

H
H Be I e I e  (13) 

Обозначим 2    и выполним в (13) следующие замены: 

 
(2) (2), ( ) ( , ),u w u w   H F  (14) 

получим 
(2) ( , )( ( ))j w j ww e e       0 1F A B I I  

(2) ( , )
( ) 0,j ww

j e
w

  
   


0 1

F
I I  

 
(2)

(2) ( , )
( , )( ) 0.j w j w w
w e e j

w

     
     


0 0

F
F Be I e I e  (15) 
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Основным результатом исследования рассматриваемой системы является следующее утвер-

ждение. 

Теорема 2. Предельная характеристическая функция центрированного и нормированного числа 

заявок на орбите в рассматриваемой системе с обратной связью имеет вид: 
2

2

( )
( ( ) )

2

0
lim { } ( ) ,

jw
jw i t

M e w e


  



   

где 

 2

( )
,

( )

   
 

  

0 0

0 0

RI e g B I e

RI e φ B I e
 (16) 

здесь вектор-строки φ и g определяются соответственно следующими системами уравнений:  

 ( ( )) ( ),     0 1 0 1φ A B I I R I I  (17) 

0;φe  

 ( ( )) ( ),      0 1 1g A B I I R I B  (18) 

0.ge  

Доказательство. Запишем первое уравнение системы (15), используя разложение 
21 ( )j we j w O      : 

(2) ( , )[ ( (1 ) )]w j w j w         0 1F A B B I I  

(2)
2( , )

( ) ( ).
w

j O
w

 
    


0 1

F
I I  

Решение будем искать в виде: 

 
(2) 2( , ) ( ){ } ( ),w w j w O      F R f  (19) 

здесь ( )w  – некоторая скалярная функция, которую определим ниже. 

Получаем 

( ){ }[ ( )]w j w j w j w           0 1 1R f A B B I I I  

2( )
( ) ( ),

w
j O

w


    


0 1R I I  

тогда, принимая во внимание (11), получим  

( ) [ ( )]j w j w         1 0 1R B I f A B I I  

2( ) /
( ) ( ).

( )

w w
j O

w

 
    


0 1R I I  

Разделим последнее уравнение на j w  и, устремляя 0 , получим 

 
( ) /

( ) [ ( )] ( ) 0.
( )

w w

w w

 
         


1 0 1 0 1R B I f A B I I R I I  

Из последней системы следует, что выражение 
( ) /

( )

w w

w w

 


 не зависит от w, поэтому обозначим 

2

( ) /
,

( )

w w

w w

 
 


 

перепишем систему с учетом нового обозначения: 

 2[ ( )] ( ) ( ).         0 1 0 1 1f A B I I R I I R I B  (20) 

Решение f последней системы можем записать в виде: 

 2 .C   f R g φ  (21) 

Подставив это разложение в (20), для векторов φ и g получим системы 

( ( )) ( ),x    0 1 1 0φ A B I I R I I  
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( ( )) ( ),x     0 1 1g A B I I R I B  

совпадающие с (17) и (18). Векторы φ и g являются частными решениями неоднородных систем (17) 

и (18), поэтому они удовлетворяют некоторым дополнительным условиям, которые выберем в виде 

0φe  и 0ge . Тогда решения φ  и g  систем (17) и (18), удовлетворяющие этим условиям, опреде-

ляются однозначно. 

Теперь рассмотрим второе уравнение (15) и подставим в него разложение (19), принимая во 

внимание (8), можем записать 

 
( ) /

( ) 0.
( )

w w

w w

 
     


0 0 0R I e f B I e RI e  (22) 

Так как 

2

( )
,

(

/

)

w w

w w

 
 


 

то 

 
2( ) 0,      0 0 0f B I e RI e RI e  (23) 

вектор f в полученном равенстве запишем в виде (21). Принимая во внимание (8) и преобразовывая (23), 

запишем равенство 

2[ ( )] ( ) ,        0 0 0 0RI e B I e RI e g B I e  

откуда получаем выражение для 
2  

2

( )
,

( )

   
 

  

0 0

0 0

RI e g B I e

RI e φ B I e
 

которое совпадает с (16) в формулировке теоремы. Теорема доказана. 

 

4. Асимптотически гауссовская аппроксимация 

 

Обозначим ( )G x  – функцию гауссовского распределения с параметрами 



 и 2


. Дискретное 

распределение вероятностей  

 
1

1( ) ( ( 0,5) ( 0,5))(1 ( 0,5))P i G i G i G        (24) 

будем называть асимптотически гауссовской аппроксимацией распределения вероятностей 

( ) { ( ) }P i P i t i   числа ( )i t  заявок на орбите для рассматриваемой системы MMPP|M|N с обратной 

связью. 

Нетрудно показать, что условием существования стационарного режима рассматриваемой си-

стемы является неравенство 

0 ,r N    

которое запишем в виде 

 0 , 0 1.r N        
(25) 

При любой аппроксимации, в том числе и для (24), принципиально важным является определе-

ние ее точности и области применимости, т.е. области тех значений сетевых параметров загрузки ρ и 

параметра σ, значения которого в теоретических исследованиях являются бесконечно малыми ( 0 ). 

Точность аппроксимации будем определять расстоянием Колмогорова 

 
1

0
0

max ( ( ) ( )) .| |
i

i
n

P n P n
 



    (26) 

Для нахождения значений величины   необходимо знать исходное распределение вероятно-

стей ( )P i . Это распределение вероятностей найдем в частном случае для рассматриваемой системы  

с обратной связью при N = 5, т.е. для системы M|M|5 с обратной связью в результате имитационного 
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моделирования. Матрицы Q и  1Λ Λ , определяющие входящий ММРР-поток, заданы следующим 

образом: 

0,7 0,2 0,5 1,2 0 0

0,1 0,4 0,3 , 0 2,3 0 .

0,3 0,5 0,8 0 0 0,5

   
   

  
   
      

Q Λ  

Для 
0 1 21, 0,5, 0,2, 0,3r r r      в нижеприведенной таблице указаны значения   из (26) 

при указанных значения параметров ρ и σ. 

Расстояние Колмогорова 

 σ = 0,5 σ = 0,2 σ = 0,1 σ = 0,05 

ρ = 0,6 0,083 0,047 0,038 0,030 

ρ = 0,7 0,098 0,069 0,049 0,038 

ρ = 0,8 0,114 0,094 0,079 0,056 

ρ = 0,9 0,179 0,123 0,100 0,074 

 

Предположим, что приближение 1( )P n  приемлемо, если его точность составляет 0,05 .  

Таким образом, можно сделать вывод: предложенное приближение 
1( )P n  приемлемо практически  

во всем диапазоне значений параметров ρ и σ. Точность аппроксимации возрастает (Δ уменьшается)  

с уменьшением значения параметра σ, что довольно естественно из-за условия 0 . 

 

Заключение 

 

В данной работе рассмотрена система вида MMPP|M|N с обратной связью. В предельном усло-

вии большой задержки ( 0)  заявок на орбите с возможностью осуществить отложенную обрат-

ную связь получены распределения вероятностей числа занятых приборов в системе и предельное 

гауссовское распределение вероятностей нормированного числа заявок на орбите. Предложена 

асимптотически гауссовская аппроксимация для дискретного распределения вероятностей числа  

заявок на орбите. 
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Аннотация. Исследуется полусинхронный поток событий, относящийся к классу дважды стохастических 

потоков событий. Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося случайного 

мертвого времени, распределенного по равномерному закону на отрезке [0, T*]. Рассматривается особый слу-

чай, когда на параметры потока накладываются ограничения. Производится оценивание параметра T* равно-

мерного распределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени методом моментов. 

Приводятся результаты статистических экспериментов, показывающие адекватность полученных оценок.  
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Abstract. The paper describes semi-synchronous events flow that is a common mathematical model of infor-

mation flows of messages operating in telecommunication and information-computing networks, and that belongs  

to the class of doubly stochastic event flows. A special case is considered when restrictions are imposed on the flow 
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parameters. The functioning of the flow is considered under the conditions of a random unextendable dead time  

distributed according to a uniform law on the interval [0, T*]. Parameter T* of the dead time is estimated using the 

method of moments. The results of statistical experiments are presented. 

Mathematical expectation of the duration of τ is the interval between adjacent events of the observed flow is  

defined by the formula 
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T̂  is found numerically from the equation of moments *

1( | )M T C , 1 11
(1 / ) ( )

n

k kk
C n t t

  , 

where 1 2 1, ,  , nt t t   are moments of occurrence of events in the observed flow. Value of C1 is found using simula-

tion modeling of the observed flow. Analysis of the numerical results shows that in the sense of the introduced crite-

rion ˆ ˆ( )V *
Τ  (sample variance of the estimate *

T̂ ), an increase of the parameter T* has a negative effect on the quality 

of estimates 
*T̂ , that is quite natural: increasing the parameter T* leads to an increase in the number of lost events of 

the initial flow.  

According to the results of the research, there are the following conclusions: 1) it is shown analytically that the 

equation of moments has a unique solution; 2) the results of simulation modelling show that the quality of the esti-

mates in the sense of the introduced criterion (sample variance of the estimate *
T̂ ) is quite satisfactory. 

Keywords: semi-synchronous events flow; unextendable random dead time; uniform distribution; estimation of 

the parameter; method of moments 
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В настоящее время, как показывает практика, наиболее адекватной математической моделью 

реальных информационных потоков запросов в телекоммуникационных сетях являются дважды  

стохастические потоки событий – потоки, у которых случайными являются и моменты наступления 

событий, и интенсивность потока. В общем случае дважды стохастические потоки событий являются 

коррелированными потоками. В связи с этим исследование различных разновидностей дважды стоха-

стических потоков являлось и является важной актуальной задачей.  

Дважды стохастические потоки можно разделить на два класса: первый класс составляют пото-

ки, сопровождающий процесс (интенсивность) которых есть непрерывный случайный процесс [1, 2]; 

второй – потоки, сопровождающий процесс (интенсивность) которых есть кусочно-постоянный слу-

чайный процесс с конечным (произвольным) числом состояний. Последние, в зависимости от того, 

каким образом происходит переход интенсивности из состояния в состояние, делятся на три типа:  

1) синхронные потоки (потоки, у которых состояние интенсивности меняется в случайные моменты 

времени, являющиеся моментами наступления событий) [3–5]; 2) асинхронные потоки (потоки с ин-

тенсивностью, для которой переход из состояния в состояние происходит в случайные моменты вре-

мени и не зависит от моментов наступления событий) [6–8]; 3) полусинхронные потоки (потоки,  

у которых одна часть состояний интенсивности меняется в моменты наступления событий потока, 

другая часть состояний интенсивности меняется в произвольные моменты времени, не связанные  

с моментами наступления событий потока) [9–11]. 

В реальных ситуациях часто приходится иметь дело с потоками, у которых не все события до-

ступны наблюдению. Как правило, причиной ненаблюдаемости служит так называемое мертвое вре-

мя регистрирующих приборов [12], порожденное зарегистрированным событием, в течение которого 
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другие события, наступившие в этот период, недоступны наблюдению (теряются). Регистрирующие 

приборы делятся на два вида: с непродлевающимся мертвым временем и продлевающимся. Кроме 

того, длительность мертвого времени может быть как детерминированной величиной, одинаковой 

для всех событий [13], так и случайной с тем или иным законом распределения [14]. 

В этой связи можно считать, что мертвое время выступает искажающим фактором при решении 

различного рода задач оценивания, по измерениям моментов наступления наблюдаемых событий ис-

ходного дважды стохастического потока (часть событий исходного потока не наблюдается (теряет-

ся)). В настоящей статье в качестве искажающего фактора рассматривается непродлевающееся слу-

чайное мертвое время. 

В данной работе исследуется полусинхронный дважды стохастический поток событий с интен-

сивностью, являющейся кусочно-постоянным случайным процессом с двумя состояниями, параметры 

которого связаны определенным условием, так что рассматривается особый случай функционирования 

потока. В общем случае поток был исследован в работе [15]. Производится оценивание параметра 

длительности случайного мертвого времени. Для этого выводится аналитическая формула математи-

ческого ожидания длительности интервала между соседними событиями наблюдаемого потока и 

находится оценка параметра равномерного распределения длительности непродлевающегося случай-

ного мертвого времени с использованием уравнения моментов. С помощью построенной имитационной 

модели наблюдаемого потока реализуются статистические эксперименты для получения численных 

результатов оценивания. 

 

1. Математическая модель наблюдаемого потока 

 

Рассматривается полусинхронный дважды стохастический поток событий, сопровождающий 

процесс (интенсивность) которого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс λ(t)  

с двумя состояниями 1S  и 2S . Будем говорить, что имеет место первое состояние процесса (потока) 1S , 

если λ(t) = λ1, и, наоборот, имеет место второе состояние процесса (потока) 
2S , если λ(t) = λ2 

1 2( 0)    . Если имеет место первое состояние процесса 1S , то в течение временного интервала, 

когда λ(t) = λ1, поступает пуассоновский поток событий с интенсивностью λ1. Если имеет место вто-

рое состояние процесса 
2S , то в течение временного интервала, когда λ(t) = λ2, поступает пуассонов-

ский поток событий с интенсивностью λ2. Переход из состояния 1S  процесса λ(t) в состояние 2S  воз-

можен только в момент наступления события (свойство синхронности потока), при этом этот переход 

осуществляется с вероятностью p (с вероятностью 1 – p процесс λ(t) остается в состоянии 1S ). Пере-

ход из состояния 2S  процесса λ(t) в состояние 1S  может осуществляться в произвольный момент 

времени, не связанный с моментом наступления события (свойство асинхронности потока). При этом 

длительность пребывания процесса λ(t) во втором состоянии есть случайная величина, распределен-

ная по экспоненциальному закону 2( ) 1 , 0tF t e t   , где 2  – интенсивность смены состояния 2S  

на 1S . Так как переход из второго состояния в первое не привязан к моменту наступления события во 

втором состоянии, то поток называется полусинхронным дважды стохастическим потоком событий. 

Рассматривается особый случай, когда введенные выше параметры связаны условием 1 2 2 0.     

В сделанных предположениях λ(t) – скрытый марковский процесс (λ(t) – принципиально ненаблюда-

емый процесс; наблюдаемыми являются только моменты наступления событий потока).  

После каждого зарегистрированного события в момент времени tk наступает период мертвого 

времени случайной длительности, который порождается этим событием, так что другие события  

исходного потока, наступившие в течение этого периода мертвого времени, недоступны наблюдению 

и не вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Принимается, что случайная дли-

тельность мертвого времени распределена по равномерному закону с плотностью вероятности 
*( ) 1 / ,p T T  где T – значение длительности мертвого времени, *0 T T  . 
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Возможный вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1, где S1 и S2 – состояния случай-

ного процесса λ(t); временная ось (0, t) – ось моментов наступления наблюдаемых событий в момен-

ты времени 
1 2, ,  t t  ; временная ось (0, t(1)) – ось наступления событий в моменты времени 

   1 1

1 2, , . ..t t  в первом (S1) состоянии процесса λ(t), на которой также указаны значения длительностей 

   1 1

1 2 ,  ,T T   мертвых времен, порождаемых наблюдаемыми событиями потока; аналогично для вре-

менной оси (0, t(2)); белыми кружками обозначены наблюдаемые события, черными – ненаблюдае-

мые, штриховкой – периоды мертвого времени; траектория процесса λ(t) привязана к временной оси 

(0, t(1)). 
 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Fig. 1. Formation of the observed event flow 

 

Отметим, что в работе рассматривается стационарный режим функционирования наблюдаемо-

го потока, т.е. аналитические формулы получены для случая, при котором поток функционирует бес-

конечно долго ( )t  .  

Цели данной работы: 

1) На основании выборки моментов наступления событий наблюдаемого потока 
1 2, ,..., nt t t  на 

временном интервале (0, Tm), где Tm – время наблюдения за потоком ( n mt T ), оценить параметр рав-

номерного распределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени 
*T . 

2) Исследовать оценку *
T̂ . Для этого провести статистические эксперименты на имитационной 

модели наблюдаемого потока, устанавливающие стационарный режим и определяющие свойства по-

лученной оценки.  

 

2. Уравнение моментов для оценивания параметра T 
* 

 

Обозначим 1 ,k k kt t    1,2, ... ,k   – значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0)k  . Так как рассматривается стационарный режим функцио-

нирования наблюдаемого потока, то плотность вероятности значений длительности k-го интервала 

есть ( ) ( )kp p   , 0 , для любого k, т.е. момент наступления события есть 0  .  

Для оценки неизвестного параметра T* используется метод моментов [16]. Для этого находится 

теоретический момент – математическое ожидание случайной величины τ (длительность интервала 

между соседними событиями в наблюдаемом потоке) 
*( | )M T , после чего ММ-оценка параметра T* 

находится численно из уравнения моментов 
*( | )M T C , где C – выборочное среднее, 

1

1

(1/ ) , 0,
n

k k k k

k

C n t t



       являющееся оценкой математического ожидания 
*( | )M T .  

В статье [10] приводится выражение для плотности вероятности значений длительности интер-

вала между соседними событиями в коррелированном полусинхронном потоке, функционирующем  
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в условиях непродлевающегося мертвого времени фиксированной длительности T для случая 

1 2 2 0    : 

 
      1

1 2 2 1

0, 0 ,
( | )

1 , ,
T

T
p T

T T e T
 

  
  

          

 (1) 

2 1 2 ,         2 11 1
2 2

2 1 2 1

( ) 0 |
p Тp p

T T e
p p

    
    

    
, 

 
   

   

2 1

2 1

1 2 2

2

1 2

1 1
0 |

1

p T

p T

p p e
T

p e

  

  

      
 

 
   

,  1
2

1 2

p

p


 

  
, 

π2 – априорная финальная вероятность состояния S2 процесса λ(t) при t  .  

Подчеркнем, что внесение непродлевающегося случайного мертвого времени в математиче-

скую модель полусинхронного потока событий может только изменить (в меньшую или большую 

сторону) корреляцию в потоке по сравнению с ситуацией отсутствия мертвого времени (T* = 0) либо 

с ситуацией наличия детерминированного мертвого времени (T > 0), но не устранить ее полностью. 

Тогда искомая плотность вероятности ( )p   примет вид  

( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( | )
T T

p p T dT p T p T dT      , 

где ( , )p T  – совместная плотность вероятности значений τ и Т; условная плотность вероятности 

( | )p T  определена выражением (1); равномерная плотность ( )p T  определена в разд. 1; (T) – область 

интегрирования значений случайной величины – длительности непродлевающегося случайного мерт-

вого времени. 

Возможны два варианта расположения значений величины ( 0)    относительно значения па-

раметра T*: 1) *0 ;T T     2) 
*0 .T T     В соответствии с этими вариантами в системе коорди-

нат ( , )Т  определяется область (T), точки которой удовлетворяют неравенствам: 1) 0T   , 

* *, ;T T T   2) 
* *0, , .T T T T       Отсюда следует, что операция интегрирования по перемен-

ной T выполняется для двух областей – (T1), где *0 T   , и (T2), где * :T   
1 2( ) ( ) ( )T T T  .  

Тогда выражение для плотности ( )p   примет следующий вид: 

 
*

*

1

0

*

2

0

( ) ( ) ( | ) , 0 ,

( )

( ) ( ) ( | ) , .

T

p p T p T dT T

p

p p T p T dT T


     


  


    







 (2) 

Подставляя выражение (1) в (2) и учитывая, что *( ) 1 /p T T , *0 T T  , находим  

 

   
 

 
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1 2
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2 2
1 2 2 1 1*
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   
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 (4) 
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где 
 

1 2

1 2

1

2 1

( ) ,
1

p

px
g x

p x

 


 


  

 
 

1 2

1 2

2

2 1

ln
( ) .

1

p

px x
g x

p x

 


 


  

 

Отметим, что в точке *T   имеет место равенство двух плотностей * *

1 2( ) ( )p T p T  и неравен-

ство их производных * *

1 2( ) ( )p T p T  , т.е. функция ( )p  , задаваемая формулой (2), где 
1( )p   опреде-

ляется формулой (3), 
2 ( )p   – формулой (4), есть непрерывная функция и в точке *T   имеет излом. 

По определению математического ожидания случайной величины τ – длительности интервала 

между двумя соседними событиями наблюдаемого потока – с учетом формулы (2) имеем 
*

*

*

1 2

0

( | ) ( ) ( ) .

T

T

M T p d p d



        

 

Подставляя сюда плотности вероятности 
1( )p  , 

2 ( )p  , определен-

ные в (3), (4), находим  
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 (5) 

где ( ), 1,2,ig x i   определены в (3), (4). 

Отметим, что интегралы, входящие в (5), в элементарных функциях не выражаются.  

Теорема. Математическое ожидание *( | )M T , определяемое формулой (5), является возрас-

тающей функцией переменной (параметра) * *( 0)T T  . 

Доказательство. Сначала рассмотрим случай * 0T  , означающий, что непродлевающееся слу-

чайное мертвое время в полусинхронном потоке событий отсутствует. Полагая в (5) * 0T  , получаем 
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1
1

1
( ) lim 1 ( ) .
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T
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T

T

e T
T

p
g x dx e g x dx

p p T

   







  
     

  

         
       

             
 

 (6) 

В (6) в выражениях в фигурных скобках при * 0T   имеют место неопределенности 0/0, рас-

крывая которые, находим 

 *

1 2 1 2 2( | 0) ( ) / ( ) 0M T p p        . (7) 

Рассмотрим производную математического ожидания *( | )M T  по *T . Используя выражение (5), 

получаем 
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*

1 2

2
* * *1 2 2

* ( )
1 1 2 1 1 2 2 1

(1 ) ( )1
'( | ) ( | )

( ) ( )[(1 ) ]p T

p p p
M T T M T

T p p p e  

      
    

          

  , (8) 

где *( | )M T  определено выражением (5).  

Сначала найдем 
*

*

0
lim ( | )
T

M T


  . Раскрывая в (8) неопределенности 0/0, возникающие при 

* 0T  , и производя необходимые преобразования, находим  

 
*

* * 2 2 2 2

2
0

2 2

[ (1 )][ (1 )]
( | 0) lim ( | ) 0

2( )T

p p p p
M T M T

p

       
    

  
  . (9) 

Запишем (8) в виде 

 

2 * 2 *
* *

* * 2

1 1 ( ) ( )
'( | ) ( ) ,

2 2( )

T F T
M T F T

T T

 
   

 
  (10) 

*
1 2

2*
* * *1 2 2

( )
1 1 2 1 1 2 2 1

(1 ) ( )
( ) 2 ( | ) ,

2 ( ) ( )[(1 ) ]p T

p p pT
F T T M T

p p p e  

      
    

          

  

где *( | )M T  определено выражением (5).  

Покажем, что производная математического ожидания (5) больше нуля: *'( | ) 0M T   для 

* 0T  . Тогда *'( | ) 0M T   для * 0T  , так как имеет место *'( | 0) 0M T    (формула (9)). Отсюда 

будет следовать, что математическое ожидание *( | )M T  есть возрастающая функция переменной 

(параметра) * *( 0)T T  , и тем самым устанавливается утверждение теоремы.  

Так как знаменатель в (10) больше нуля для * 0T  , то рассмотрим числитель в (10): 
* * 2 *( ) ( ) ( ),T T F T    * 0T  . Имеем *( 0) 0;T  

*

*lim ( )
T

T


  ; 

 
*

1 2

*
1 2

2

( )* * 2

( )

1 2

( ) 2 1 ,
(1 )

p T

p T

p
T T e

p e

  

  

   
     

       

 * 0T  . (11) 

Нужно показать, что *( ) 0T   для * 0T  . Тогда функция *( )T  – возрастающая функция 

переменной (параметра) T* (возрастает от нуля до бесконечности), т.е. *( ) 0T   для * 0T  , и тогда 

*'( | ) 0M T   для * 0T  . Обозначим *( )h T  – функция в фигурных скобках формулы (11). Тогда имеем  

2

* *2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

[ (1 ) ][ (1 ) ]
( ) 1 0, 0.

( )

p p p p p
h T T

p p

         
     

    
 

Таким образом, функция * *( ), 0h T T  , является положительной функцией: * *( ) 0, 0.h T T   

Последнее, во-первых, доказывает, что *( ) 0T  , * 0T  , и, во-вторых, доказывает теорему. 

Так как *( | )M T  – возрастающая функция переменной (параметра) T*, * 0T  , то уравнение 

моментов имеет единственное решение. Уравнение моментов может не иметь решения только  

в единственном случае, когда 1 2 1 2 2( ) / ( )С p p       ( *( | 0)C M T  , формула (7)); тогда 

принимается *ˆ 0.T   Подчеркнем, что решение уравнения моментов возможно только численно. 

 

3. Результаты статистических экспериментов для наблюдаемого потока в особом случае 

 

С целью установления качества получаемых ММ-оценок *T̂  параметра 
*T  поставлены стати-

стические эксперименты.  
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Первый статистический эксперимент (установление стационарного режима). Для парамет-

ров потока 
1 2  , 

2 1,1  , 
2 0,9  , p = 0,6 и параметров точности *ε 0,0001, 0,001T   , получено 

100 реализаций (N = 100) имитационной модели наблюдаемого потока и, соответственно, получено 

100 решений уравнения моментов, для двух значений параметра * 1; 3T   и для каждого значения 

единиц времени моделирования Tm = 50, 100, …, 1 500. На основании полученных данных вычисля-

лось выборочное среднее искомой оценки 
*

1

ˆ ˆ ˆ1( )
N

i

i

M T
N



 *
Τ  и ее выборочная вариация 

* * 2

1

ˆ ˆ ˆ1( ) ( )
N

i

i

V T T
N



 *
Τ , где *T  – известное из имитационной модели значение параметра. 

Имитационная модель наблюдаемого потока построена с привлечением традиционных подхо-

дов к имитации входящих потоков событий в системах массового обслуживания [17]. Численное ре-

шение уравнения моментов осуществляется методом простой итерации [18]. 

В табл. 1 приведены результаты для ˆ ˆ( )M *
Τ . В первой строке таблицы указано время модели-

рования Tm (время наблюдения за потоком) (Tm = 50, 100, …, 1 450 ед. времени); во второй и третьей 

строках указано выборочное среднее ˆ ˆ( )M *
Τ  для * 1T   и * 3T   соответственно.  

Т а б л и ц а  1  

Численные результаты первого статистического эксперимента для ˆ ˆ( )M *
Τ

 

Tm  50 100 150 200 250 300 350 400 450 

ˆ ˆ( )M *
Τ  

T 
* = 1 0,7504 0,7722 0,7494 0,7609 0,7608 0,7515 0,7603 0,7516 0,7484 

T 
* = 3 2,817 2,737 2,72 2,783 2,74 2,741 2,727 2,775 2,748 

 

Tm 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 

ˆ ˆ( )M *
Τ  

0,7492 0,7487 0,7572 0,7617 0,7547 0,7562 0,7507 0,7477 0,754 0,7601 

2,743 2,762 2,741 2,729 2,74 2,735 2,767 2,744 2,749 2,731 
 

Tm 1 000 1 050 1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 

ˆ ˆ( )M *
Τ  

0,7548 0,7466 0,7539 0,7592 0,7539 0,7507 0,7553 0,757 0,748 0,7551 

2,742 2,757 2,755 2,733 2,743 2,752 2,751 2,731 2,75 2,755 

 

Для наглядности на рис. 2 и 3 приведены графики зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от значения времени 

моделирования Tm для T 
* = 1 и T 

* = 3, построенные по данным табл. 1. 
 

 
 

Рис. 2. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T 

* = 1  

Fig. 2. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ versus Tm with T 

* = 1 
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Рис. 3. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ от Tm при T 

* = 3   

Fig. 3. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ versus Tm with T 

* = 3   
 

Из анализа результатов табл. 1 и графиков зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от значения Tm следует:  

1) стационарный режим функционирования наблюдаемого потока устанавливается при 

850mT   ед. времени; 

2) оценка ˆ *
Τ  является смещенной оценкой; абсолютная погрешность вычислений равна 0,07 и 

0,06 для T 

* = 1 и T 

* = 3 соответственно; причиной смещения оценки ˆ *
Τ  * *ˆ( )T T  относительно ис-

тинного T 

* (известного из имитационной модели) является то, что значения случайного мертвого 

времени Т сосредоточены около теоретического среднего (T 

*/2). 

В табл. 2 приведены результаты для ˆ ˆ( )V *
Τ . Структура табл. 2 аналогична структуре табл. 1.  

Таблица 2  

Численные результаты первого статистического эксперимента для ˆ ˆ( )V *
Τ  

Tm  50 100 150 200 250 300 350 400 450 

ˆ ˆ( )V *
Τ  

T 
* = 1 0,089 0,070 0,067 0,070 0,060 0,066 0,061 0,058 0,062 

T 
* = 3 0,233 0,119 0,121 0,106 0,098 0,105 0,090 0,092 0,078 

 

Tm 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 

ˆ ˆ( )V *
Τ  

0,062 0,062 0,063 0,066 0,063 0,059 0,061 0,060 0,064 0,063 

0,080 0,079 0,070 0,074 0,071 0,075 0,081 0,079 0,068 0,067 
 

Tm 1 000 1 050 1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 

ˆ ˆ( )V *
Τ  

0,060  0,060  0,061  0,064  0,060  0,060  0,064  0,061   0,058  0,063 

0,075 0,075  0,072  0,069  0,070  0,075  0,069 0,067 0,077  0,071 
 

На рис. 4 и 5 приведены графики зависимости выборочной вариации ˆ ˆ( )V *
Τ  от времени моде-

лирования Tm для T 
* = 1 и T 

* = 3, построенные по данным табл. 2. 

Результаты эксперимента указывают на смещенность построенной оценки, так как выборочная 

вариация, т.е. разброс значений случайной величины *
T̂  не стремится к 0; однако вариация стремится 

к числу, близкому к нулю, т.е. методика оценивания качественна и полученную оценку можно при-

нимать за истинную с достаточно малой погрешностью. Также заметим, что выборочная вариация 

устанавливается возле своего стационарного значения при времени моделирования 650mT   ед. вре-

мени. Таким образом, можно считать, что при 650mT   достигается нужная для практики точность. 

Подчеркнем, что выборочная вариация при T 
* = 3 больше, чем при T 

* = 1. Последнее является 

естественным, так как при больших T 
* происходит большая потеря событий исходного потока, что 

влечет за собой ухудшение качества оценивания при одинаковых Tm. 
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Рис. 4. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ от Tm при T 

* = 1 

Fig. 4. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ versus Tm with T 

* = 1 

 

 
 

Рис. 5. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ от Tm при T 

* = 3 

Fig. 5. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ versus Tm with T 

* = 3 
 

Второй статистический эксперимент (исследование влияния параметра T 
* на качество оце-

нок). Второй статистический эксперимент организован аналогично первому и поставлен при фикси-

рованном времени моделирования Tm = 1 000 ед. времени, что соответствует, как следует из табл. 1, 2, 

времени установления стационарного режима, и при тех же значениях параметров имитационной мо-

дели, что и первый статистический эксперимент, за исключением значений T 
*. Сначала второй стати-

стический эксперимент реализуется для T 
* = 1, затем для T 

* = 2, …, затем для T 
* = 5. 

Результаты второго статистического эксперимента приведены в табл. 3. 
Т а б л и ц а  3  

Численные результаты второго статистического эксперимента 

T* 1 2 3 4 5 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,75589 1,73959 2,754 3,7257 4,7408 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,06058 0,07089 0,06818 0,08088 0,08848 
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Данный эксперимент демонстрирует, что при увеличении значений параметра равномерного 

распределения мертвого времени T 
* увеличивается выборочная вариация оценки. Это объясняется 

тем, что при больших значениях T 
* увеличивается число потерянных событий исходного потока и, 

как следствие, ухудшается качество оценивания.  

 

Заключение 

 

В данной работе рассмотрен коррелированный полусинхронный дважды стохастический поток 

событий с непродлевающимся случайным мертвым временем, распределенным по равномерному  

закону. В реальных регистрирующих устройствах величина и характер мертвого времени зависят  

от многих факторов [12]. Регистрирующие приборы при этом обладают значением длительности 

мертвого времени T, ограниченным сверху некоторой величиной T* *( )T T . Переходя к случайному 

мертвому времени [12], вполне естественно рассматривать его распределение как равномерное на 

некотором отрезке [0, T*]. 

Аналитически получены формулы (3), (4), определяющие плотность вероятности значений 

длительности интервала между соседними событиями в наблюдаемом потоке при случайном мертвом 

времени для особого случая 
1 2 2 0    , доказана непрерывность данной плотности, выведена 

формула (5) для математического ожидания длительности интервала между соседними событиями  

и доказано возрастание данной функции для T* > 0. 

Методом моментов найдена ММ-оценка параметра T* равномерного распределения длительно-

сти случайного мертвого времени, полученная оценка экспериментально исследована на качество. 

Приведенные результаты численных расчетов указывают на приемлемое качество оценивания.  

В заключение отметим роль отечественных ученых научной школы Г.П. Башарина, статьи  

которых [19, 20] послужили толчком к исследованию дважды стохастических потоков событий как 

математических моделей реальных информационных потоков сообщений в телекоммуникационных 

сетях и системах [21, 22]. 
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Аннотация. Предлагается подход к распознаванию именованных сущностей применительно к области 

технологических терминов в условиях ограниченной выборки с применением предварительно обученных 

нейронных сетей в комбинации со статистической моделью. Исследуется применимость каждой модели в от-

дельности и их комбинация. Обосновывается применимость предложенного подхода для ограниченной обу-

чающей выборки. 
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Abstract. The paper considers the problem of recognizing named entities by the example of technological terms, 

a named entity is a word or phrase denoting an object or phenomena of a certain category. Automatic recognition  

of technological terms allows companies to optimize business processes. Recognizing named entities for a limited 

training sample is a non-trivial task. 

Currently, the standard for recognizing named entities are conditional random field methods (conditional random field, 

CRF) and bidirectional long-term short-term memory network (bidirectional long-term short-term memory, Bi-LSTM). 
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The paper proposes an approach that is a combination of a statistical (CRF) and a neural network (Bi-SM-CRF) 

model. The main advantage of using the CRF model is a slight increase in training time against the background  

of providing additional information for the subsequent Bi-LSTM-CRF model, which will allow you to learn more  

effectively in a limited sample. Two approaches are used to convert text to feature space: extracting the syntactic 

properties of words for a statistical model and converting text to a vector using the Sci-Bert language model. 

Within the framework of the work, a significant improvement in the quality of recognition of technological terms 

was demonstrated due to the combination of statistical and neural network models of machine learning and the use of 

a domain-oriented language model for vector representation of scientific texts. This made it possible to improve the 

quality of recognition of technological terms using the f1-score metric by 12% when training on 800 texts compared 

to the traditional approach. 

Keywords: technology term recognition; named entity recognition; model combination; Bi-LSTM (bidirectional 

long short-term memory); CRF (conditional random field) 
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Именованная сущность – это термин, обозначающий предмет или явление определенной кате-

гории. Распознавание именованных сущностей – задача поиска в текстах именованных сущностей 

определенной категории для последующего анализа [1]. Одним из примеров такой категории являют-

ся технологические термины. 

На сегодняшний день в научных журналах публикуется значительное число статей, описываю-

щих новые технологические тренды, позволяющие решать передовые задачи в различных отраслях 

промышленности. Количество материала, требующего изучения, уже давно превосходит возможности 

человека. В связи с этим автоматическое распознавание технологических терминов в таких статьях 

представляет интерес для индустрии, поскольку их своевременное выявление позволит компаниям 

быстро принимать решения по оптимизации внутренних бизнес-процессов и корректировке приори-

тетов. При этом на данный момент существуют многочисленные сложности по распознаванию тех-

нологических терминов. Например, такой термин может представлять собой аббревиатуру, несколько 

слов, терминов-словосочетаний, при этом ситуация осложняется и тем, что слова могут размещаться 

в различных частях одного предложения. 

На данный момент задача распознавания именованных сущностей успешно решается для таких 

категорий, как персоны, локации и организации, поскольку их контекст достаточно однообразен [2]. 

Задачи распознавания именованных сущностей, относящихся к специализированным категориям, 

решаются при аналогичном объеме обучающей выборки с более низким качеством. Однако увеличе-

ние размеров обучающей выборки с целью увеличения качества распознавания не всегда возможно  

в силу необходимости предметной экспертизы для разметки данных [3]. 

Сегодня наиболее популярными и эффективными методами для решения задачи распознавания 

именованных сущностей являются метод условных случайных полей CRF [4] и двунаправленная сеть 

долгосрочной краткосрочной памяти Bi-LSTM [5, 6]. 

В работе [7] представлено успешное применение метода CRF для распознавания именованных 

сущностей на примере технологических терминов. Авторами предложен следующий каскадный под-

ход: проводится классификация предложений в анализируемых текстах на предмет наличия в них 

технологических терминов с последующим распознаванием технологических терминов внутри клас-

сифицированных предложений. Используемый набор данных содержал 240 тыс. предложений, из ко-

торых 10 тыс. предложений содержали различные технологические термины. Оценка качества клас-

сификации предложений на предмет присутствия технологических терминов и их распознавания 

внутри предложений по метрике f1-score достигла 93 и 96%, соответственно. 

В работе [8] представлены результаты применения Bi-LSTM в задачах распознавания имено-

ванных сущностей. Для обучения модели использовались признаки GloVe [9] для слов, признаки 

символов, извлекаемые с помощью CNN, а также наличие заглавной буквы в начале слова и то, являет-

ся ли слово лексиконом. Использовалось два набора данных: CoNLL-2003 и OntoNotes 5.0/CoNLL-2012, 
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содержащих 23 499 и 81 828 именованных сущностей соответственно. Оценка качества распознава-

ния именованных сущностей по метрике f1-score составила 94,03 (± 0,23) и 84,57% (± 0,27) для каж-

дого набора данных соответственно.  

В свою очередь, перед применением Bi-LSTM, как и любой другой нейронной сети, к текстам 

необходимо провести операцию векторизации [10, 11]. На данный момент использование языковых 

моделей, таких как Bert (Bidirectional encoder representations from transformers), является базовым под-

ходом в данной области в силу особенности преобразования входных данных: каждое слово имеет 

разное векторное представление в зависимости от контекста предложения, в то время как при исполь-

зовании word2vec векторное представление каждого слова является фиксированным [12]. Однако для 

векторизации научных публикаций предпочтительнее использовать модель Sci-Bert, являющуюся 

языковой моделью Bert, дообученной на большом массиве научных текстов [13]. 

Стандартные языковые модели предполагают использование для векторизации текста весов 

только последнего слоя сети. Однако в работе [14] показано, что использование весов нескольких  

последних слоев сети благоприятно сказывается на конечном результате в задаче распознавания име-

нованных сущностей. В работе [15] для повышения качества извлечения именованных сущностей 

предлагают использовать технику Scalar mix (Scalar Mixing Weights). Ее смысл заключается в вычис-

лении среднего арифметического по нескольким скрытым слоям и использовании его при вычисле-

нии результатов работы языковой модели. 

Помимо правильного преобразования слов в вектор, для задачи распознавания именованных 

сущностей важно правильно подобрать модель. Одним из популярных и наиболее качественных под-

ходов для задачи распознавания именованных сущностей является объединение моделей CRF и  

Bi-LSTM (Bi-LSTM-CRF) [16]. Предложенный авторами гибридный подход заключается в использо-

вании метода CRF вместо стандартной функции активации на последнем слое Bi-LSTM. Это привело 

к увеличению качества распознавания именованных сущностей на 3% по метрике f1-score по сравне-

нию с Bi-LSTM, показавшей результаты на уровне 81% для набора данных CoNLL-2003. 

Основной проблемой описанных выше работ является необходимость использования больших 

объемов данных для обучения применяемых моделей, что, в свою очередь, требует как временных, 

так и высококвалифицированных экспертных ресурсов для разметки данных. Особенно остро данная 

проблема проявляется в случае поиска технологических терминов, так как для точной разметки  

выборки необходимы экспертные знания в различных предметных областях. В связи с этим в данной 

работе предлагается подход к распознаванию именованных сущностей в условиях обучающей вы-

борки ограниченного размера, который позволит быстрее сходиться к приемлемому качеству, не тре-

буя огромных размеченных выборок. 

 

1. Распознавание на основе комбинирования статистической (CRF)  

и нейросетевой (Bi-LSTM-CRF) моделей  

 

Ситуация в рамках задачи распознавания технологических терминов является стандартной для 

моделей глубокого обучения – недостаток размеченных данных не позволяет решить ее существую-

щими методами, так как они требуют больших объемов данных. В связи с этим предлагается подход, 

представляющий собой комбинирование статистической (CRF) и нейросетевой (Bi-LSTM-CRF) мо-

делей. Основным преимуществом привлечения CRF-модели является незначительное увеличение 

времени обучения на фоне предоставления для последующей Bi-LSTM-CRF-модели дополнительной 

информации, что позволит эффективнее обучаться в условиях ограниченной выборки. 

На рис. 1 представлен подход, являющийся базовым на практике (а), и подход, предложенный  

в данной работе (b). 

Входными данными для предложенного подхода являются аннотации научных статей. Для 

преобразования текста в признаковое пространство на следующем шаге используется два подхода – 

извлечение синтаксических свойств слов для статистической модели и преобразование текста в век-

тор с помощью языковой модели Sci-Bert. 
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        a                                                                                                                         b 
 

Рис. 1. Подходы к распознаванию именованных сущностей 

Fig. 1. Approaches to recognizing named entities 

 

В основе Sci-Bert лежит языковая модель BERT, основанная на трансформере – архитектуре 

глубоких нейронных сетей с механизмом внимания, изучающим взаимоотношения между словами  

в тексте [17]. Как правило, трансформер включает две части – энкодер и декодер, но, поскольку ис-

ходная задача BERT – восстанавливать пропущенные слова, для задачи векторного представления 

слов требуется только энкодер. 

В противоположность направленным архитектурам, которые считывают текст последовательно 

слева направо или наоборот, трансформер считывает последовательность слов за один раз. Таким об-

разом, можно сказать, что это ненаправленная модель, позволяющая изучить контекст сразу как сле-

ва, так и справа. 

При обучении BERT решает две задачи: 

1. Создание маскированной языковой модели. 

2. Предсказание следующего предложения. 

Создание маскированной языковой модели. Перед подачей последовательности слов в BERT 

15% слов заменяется маскирующим токеном, и модель пытается их предсказать (рис. 2). Технически 

это происходит следующим образом: 

1. Добавление слоя классификации после энкодера. 

2. Маскированные слова помечаются специальным тэгом, который имеет специальное обозна-

чения для токенизатора. 

3. Добавление слоя для классификации (состоит, как правило, из одного или нескольких скры-

тых слоев и softmax-функции активации).  
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Рис. 2. Маскированная языковая модель 

Fig. 2. Masked language model 

 

Предсказание следующего предложения. Для разметки моделью, где начинается следующее 

предложение, текстовый вход обрабатывается следующим образом (рис. 3): 

1. CLS-токен вставляется в начало первого предложения и SEP-токен вставляется в конец каждого. 

2. Вектор предложения, обозначающий предложение А или предложение B, добавляется к каж-

дому токену. 

3. Вектор позиции слова складывается с каждым токеном, показывая, где его место в предло-

жении относительно других. 
 

 
 

Рис. 3. Предсказание недостающих слов с помощью BERT 

Fig. 3. Predicting missing words using BERT 

 

Сам процесс предсказания выглядит следующим образом: 

1. Предложение проходит через трансформер-модель. 

2. Выход CLS-токена трансформируется в вектор размерности 2 × 1, используя скрытый слой. 

3. Результирующий вектор передается в softmax-функцию активации. 

Для увеличения качества распознавания из модели Sci-Bert извлекается не только вектор послед-

него слоя, но и несколько последних скрытых слоев. После извлечения их значения усредняются (Scalar 
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Mix), чтобы информация сохранилась в векторе и при этом размерность не изменилась по сравнению со 

стандартным извлечением последнего слоя. В сумме это дает следующее преимущество: нейросетевая 

модель получает на вход оптимизированное признаковое пространство по сравнению с традиционным 

подходом, что благоприятно влияет на качество распознавания именованных сущностей. 

После извлечения признаков из текста синтаксические свойства слов подаются в модель CRF,  

а ее предсказания используются как признак для конечной модели. Предсказания CRF-модели и вектор-

ное представление текста, сформированное с помощью Sci-Bert с применением Scalar Mix, объеди-

няются с помощью операции конкатенации, и ее результат поступает на вход модели Bi-LSTM-CRF. 

Выходом модели Bi-LSTM-CRF является размеченная последовательность с информации о принад-

лежности каждого слова к классу технологических терминов. 

 

2. Вычислительный эксперимент 

 

Для проверки работоспособности и оценки эффективности предложенного метода для задачи 

распознавания именованных сущностей необходимо сравнить предложенный метод с аналогами 

(CRF, Bi-LSTM-CRF), а также продемонстрировать оправданность отдельной модификации исходной 

модели (Bi-LSTM-CRF c применением Sci-Bert-Scalar mix).  

В экспериментах с Bi-LSTM использовались подобранные оптимальные гиперпараметры: 

– размерность Sci-Bert embeddings: 768; 

– количество слоев: 2; 

– размерность LSTM-ячеек слоев: 64; 

– dropout: 0.2; 

– оптимизатор: Adam. 

В экспериментах CRF использовались следующие признаки, стандартные для данной модели: 

– регистр (нижний, верхний); 

– начало с заглавной буквы; 

– заголовок; 

– число; 

– форма слова; 

– является ли токен стоп-словом;  

– частеречная разметка. 

При проведении эксперимента необходимо соблюсти баланс между временем вычислений и 

объективностью оценки. Стандартным методом формирования обучающей и тестовой выборок явля-

ется случайное разбиение в заданной пропорции, которое проводится несколько раз с последующим 

усреднением результатов. Данный метод идеально подходит для ситуаций, когда нужно оценить эф-

фективность различных моделей при изменяющемся объеме обучающей выборки. Для рассмотрения 

работы моделей в условиях обучающей выборки различного размера обучение проводилось на 1/5, 

2/5, 3/5 и 4/5 от всех текстов, а тестирование – на оставшихся. На каждой стадии обучающая и тесто-

вая выборки формировались 10 раз случайным образом с соблюдением соответствующих пропорций 

с последующим усреднением результатов. В качестве метрики оценки качества распознавания име-

нованных сущностей использовалась метрика f1-score. 

Для сравнения предложенного подхода распознавания именованных сущностей с аналогами 

использовался набор аннотаций научных статей, собранных с arXiv.org и относящихся к тематике 

компьютерных наук и нефтегазовой отрасли [18]. Набор данных представляет собой 1 000 аннота-

ций научных публикаций, что в сравнении с публичными наборами данных, которые обычно  

содержат десятки тысяч текстов, является ограниченной выборкой. Каждая аннотация характеризу-

ется небольшим количеством слов – не более 250, из которых 1–2 слова являются технологически-

ми терминами. Набор данных размечался вручную в соответствие с BIO-разметкой при помощи 

специализированного инструмента Brat [19]. Далее представлен пример разметки одного предло-

жения. 
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Предложения, содержащие технологические термины, имеют следующий вид: «A proper com-

puting grid-infrastructure has been constructed at the RDMS institutes for the participation in the running 

phase of the CMS experiment». Маска предложения после разметки имеет вид: «O O B I O O O O O O O 

O O O O O O O O O O O». В представленном случае в предложении присутствует два класса: слова, 

относящиеся к какой-либо технологии, и остальные слова предложения. Слова computing и grid-

infrastructure принадлежат к искомому классу технологических терминов. 

Таблица содержит результаты работы исследуемых методов распознавания именованных сущ-

ностей по метрике f1-score при различных размерах обучающей выборки. Значения в таблице пред-

ставляют собой оценку математического ожидания X  и оценку стандартного отклонения σ, которые 

вычисляются по формулам 

1 2 ... nx x x
X

n

  
 , 

2

1

( )

,
1

n

i
i

x X

n


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где хi – i-е значение метрики f1-score на i-й обучающей выборке, n – количество формирований обу-

чающей выборки, в нашем случае n = 10. 

Результаты оценки качества распознавания именованных сущностей по метрике f1-score  

(оценка среднего отклонения и оценка стандартного отклонения) 

Размер обучаю-

щей выборки / 

модели 

CRF Bi-LSTM-CRF Bi-LSTM-CRF (Scalar Mix) Предложенный подход 

X  σ X  σ X  σ X  σ 

200 0,43 0,07 0,54 0,04 0,54 0,05 0,61 0,03 

400 0,44 0,04 0,64 0,03 0,66 0,04 0,66 0,04 

600 0,47 0,05 0,71 0,02 0,72 0,03 0,77 0,06 

800 0,52 0,06 0,74 0,03 0,76 0,05 0,86 0,06 

 

Как видно из таблицы, предложенный метод показывает лучшие результаты по метрике f1-score  

в задаче по распознаванию именованных сущностей при всех исследуемых размерах обучающей вы-

борки. Единственным исключением является равенство предложенного метода и Bi-LSTM-CRF_SM  

в ситуации, когда для обучения использовалось 400 текстов. 

Данный эффект во многом связан с низким приростом качества распознавания именованных 

сущностей с помощью метода CRF, а так как он используется как часть предложенного метода, этот 

эффект накладывается и на него. Данную особенность отчетливо видно на рис. 4: изменения качества 

распознавания (при переходе от 200 до 400 текстов) для предложенного метода (около 5%) представ-

ляют собой что-то среднее между низким ростом у CRF (около 1%) и значительным у методов, осно-

ванных на применении Bi-LSTM-CRF (10–12%). Данный эффект показывает, что методу CRF не хва-

тает используемых признаков для качественного распознавания именованных сущностей при объе-

мах выборки 200–400 текстов. 

Однако стоит отметить, что на отрезке 400–800 текстов в обучающей выборке прирост качества 

распознавания для предложенного подхода составил около 20%, в то время как методы, основанные 

на Bi-LSTM-CRF, показали прирост около 10%. Фактически это свидетельствует о том, что хотя 

предложенный метод при объемах обучающей выборки до 400 текстов лучше своих аналогов, весь 

его потенциал раскрывается уже на выборках больше 400 текстов. 

На рис. 5 приведена зависимость значения f1-score распознавания именованных сущностей от 

размера обучающей выборки с учетом разброса предсказаний. Здесь необходимо отметить три 

наиболее важных момента: 

– большой межквартильный размах для метода CRF при размере выборки в 200 текстов, что 

еще раз подтверждает высказанное ранее предположение о недостатке используемых признаков; 

– выброс (отмечено точками) у метода Bi-LSTM-CRF_SM в районе 75% при размере обучаю-

щей выборки в 400 текстов, что также косвенно повлияло на равенство результатов работы данного 

метода и предложенного подхода; 
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– разницe между 75-м и 25-м квартилzvb относительно медианы у предложенного подхода при 

обучающей выборкt размером 800 текстов. Расстояние между медианой и 25-м квартилем в несколь-

ко раз больше, что является признаком вытянутого влево «хвоста», который занижает значение сред-

него арифметического (оно равно 86%), тогда так медиана практически равна 90%. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость значения f1-score распознавания именованных сущностей от размера обучающей выборки  

Fig. 4. Dependence of the f1-score value of named entity recognition on the size of the training sample 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость значения f1-score распознавания именованных сущностей  

от размера обучающей выборки с учетом разброса предсказаний 

Fig. 5. Dependence of the f1-score value of named entity recognition on the size  

of the training sample taking into account the spread of predictions 
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В целом методы CRF и Bi-LSTM-CRF, используемые по отдельности, не способны достичь 

точности распознавания именованных сущностей, демонстрируемой предложенным подходом. Бла-

годаря расширению входной информации в виде результатов предсказания CRF для Bi-LSTM-CRF, 

модель способна лучше обучаться по сравнению с аналогами. В свою очередь, применение Scalar 

mix, в отличие от комбинирования моделей, не позволяет значительно повысить качество обнаруже-

ния именованных сущностей, прирост находится в пределах 1–2%. 

 

Заключение 

 

В рамках исследования продемонстрировано повышение качества распознавания технологиче-

ских терминов за счет комбинирования статистической и нейросетевой моделей машинного обучения 

и применения доменно-ориентированной языковой модели для векторного представления научных 

текстов. Это позволило повысить качество распознавания технологических терминов по метрике  

f1-score на 12% при обучении на 800 текстах по сравнению с традиционным подходом. Помимо этого, 

стоит отметить пользу использования техники усреднения значений скрытых слоев языковой модели, 

что также положительно повлияло на итоговый результат. 

В данной работе рассматривались тексты только на английском языке, но имеется возможность 

масштабирования алгоритма на другие языки, в том числе на русский. Для таких случаев предполага-

ется использование мультиязыковых моделей, обученных на параллельных корпусах данных, благо-

даря чему одни и те же термины в векторном пространстве находятся достаточно близко друг к другу. 
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Аннотация. Предложены две марковские модели систем обслуживания с гетерогенными серверами, за-

явками различных типов и скачкообразными приоритетами. Первая модель предполагает наличие конечных 

сепаратных буферов для разнотипных заявок, а во второй модели имеется общий бесконечный буфер. Заявки 

высокого приоритета всегда обслуживаются сервером с высокой скоростью, в то время как заявки низкого 

приоритета могут обслуживаться в обоих серверах. При этом скачкообразные приоритеты в зависимости  

от состояния очередей разнотипных заявок определяются правилами перехода заявки низкого приоритета  

в очередь заявок высокого приоритета. Показано, что математическими моделями изучаемых систем являются 

двумерные цепи Маркова с конечными или бесконечными пространствами состояний. Разработаны точный и 

приближенный методы нахождения их стационарных распределений и решены задачи расчета и оптимизации 

основных характеристик изучаемых систем. 

Ключевые слова: система обслуживания; гетерогенные серверы; скачкообразные приоритеты; разнотипные 

заявки; анализ; оптимизация 
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Abstract. We consider the Markovian models of queuing systems with heterogeneous servers, calls of different 

types and jump priorities. Both types of models with finite individual buffers and an infinite common buffer are  

investigated. The calls of high priority are served by the fast server while the calls of low priority can be served in 

both the servers. State-dependent jump priorities determine the rules for transferring a low priority calls to a queue of 

high priority calls. In order to define state-dependent jump priorities two threshold parameters rl and rh are introduced 

as follows. If upon the arrival of low priority call the number of such kind of calls in system is more than rl and the 

number of high priority calls is less than rh, then in accordance to the Bernoulli trials either one of low priority call 

joins the queue of high priority calls or arrived call joins the end of low priority calls. If upon the arrival of low  

priority call the number of such kind of calls in system is more than rl and the number of high priority calls is more 

than rh, then the arrived call joins the end of low priority calls if there is a free place in buffer; otherwise it is a loss 

with the probability one. If upon the arrival of low priority call the number of appropriate buffers is full and the num-
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ber of high priority calls is less than rh, then the low priotity call at the head of the own queue in accordance to the 

Bernoulli trials either joins the queue of high priority calls or the arrived call is lost. 

It is shown that the mathematical models of the investigated systems are a certain two-dimensional Markov chain 

with a finite or infinite set of states. The main performance measures are the loss probabilities of various kinds  

of calls (for the model with separate and finite buffers), the average rate of jumps from one queue to another, the  

average number of calls in the system and average waiting time in queues. The exact and approximate algorithms for 

calculating the steady-state probabilities as well as the  performance measures are developed and the optimization 

problem is solved. 

Keywords: queuing system; heterogeneous servers; jump priority; calls of different types; calculation method; 

optimization 
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Одно из основных допущений при разработке математических моделей процессов обработки 

запросов в системах телетрафика состоит в том, что серверы являются идентичными по всем показа-

телям, т.е. считается, что все серверы имеют одинаковую скорость, их надежностные показатели 

идентичны, а также совпадают их стоимости эксплуатации. Однако это допущение плохо соотносит-

ся с реальной ситуацией, так как в процессе расширения существующих компьютерных и коммуни-

кационных систем приходится одновременно использовать гетерогенные серверы (heterogeneous 

servers; HS). Серверы с различными скоростями особенно часто встречаются в системах, где в про-

цессе обработки запросов участвуют не машины, а люди, в частности в колл-центрах.  

Достаточно подробный обзор работ, посвященных исследованию моделей систем с HS, можно 

найти в монографии [1]. Важное направление исследований составляют работы, в которых рассматри-

ваются проблемы организации доступа запросов к гетерогенным серверам [2–5]. Среди них наиболее 

актуальными являются рандомизированный доступ (randomized access), упорядоченный доступ (ordered 

entry) и доступ, основанный на схеме «первым используется быстрый сервер» (fast server first).  

В ранних работах изучались модели систем обслуживания с HS при наличии идентичных  

заявок, а модели систем обслуживания с HS и разнотипными заявками недостаточно исследованы. 

Однако очевидно, что для повышения экономической эффективности работы системы с HS следует 

выделить высокоприоритетные (h-заявки) и низкоприоритетные заявки (l-заявки) и организовать об-

работку h-заявок в высокоскоростных серверах (f-серверах), а медленные серверы (s-серверы) назна-

чить для обслуживания l-заявок.    

В последние годы изучались модели систем обслуживания с HS и без буфера для ожидания 

разнотипных заявок [6–8]. Так, в работе [6] рассмотрена модель системы с HS, в которой серверы для 

обслуживания заявок высокого и низкого приоритетов являются сепаратными, при этом в случаях 

занятости всех серверов в соответствующих группах допускается обслуживание поступившей заявки 

в другой группе. Считается, что вероятности переназначения заявок зависят от числа занятых серве-

ров в соответствующей группе. Модели систем обслуживания с HS и общими и раздельными очере-

дями разнотипных заявок изучены в работах [7] и [8]. В работе [7] исследована модель системы  

с двумя гетерогенными серверами и предложена рандомизированная N-политика включения медлен-

ного сервера, согласно которой при достижении длины очереди заявок величины N медленный сервер 

включается с определенной вероятностью, а с дополнительной вероятностью он остается в спящем 

режиме. Первой публикацией, посвященной изучению моделей систем с HS и конечными и / или бес-

конечными очередями разнотипных заявок при наличии скачкообразных приоритетов (Jump Priorities, 

JP), была работа [8]. При использовании этих приоритетов за счет введения зависящих от состояния 

системы JP можно организовать переход l-заявки в очередь h-заявок. Введение таких приоритетов 

позволяет избежать нежелательной ситуации «старения» l-заявок в очереди. При этом, конечно, сле-

дует учитывать ограничения, предъявляемые к качеству обслуживания h-заявок, так как переходы  

l-заявок в очередь h-заявок приводят к ухудшению качества обслуживания h-заявок. В работе [8] по-

казана актуальность изучения систем с зависящими от состояния системы скачкообразными приори-
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тетами, при этом зависимость JP от состояния может быть учтена различными способами. В указан-

ной работе изучена модель, в которой JP зависят от разности текущего числа разнотипных заявок  

в системе: если разность числа разнотипных заявок в системе превышает определенное пороговое 

значение, то одна l-заявка с некоторой вероятностью может переходить в очередь h-заявок, т.е. в ука-

занной схеме определения JP имеется только одна степень свободы. В [6] решены различные задачи 

оптимизации введенных приоритетов.   

В данной работе предложена новая схема определения скачкообразных приоритетов в системах 

обслуживания с HS: переход l-заявки в очередь h-заявок зависит от наличия конкретного числа за-

явок каждого типа. Иными словами, здесь, в отличие от работы [8], имеются две степени свободы, 

т.е. за счет выбора двух параметров можно управлять показателями качества функционирования си-

стемы. Изучены модели систем с гетерегенными серверами и скачкообразными приоритетами, при 

этом рассматриваются модели с раздельными очередями разнотипных заявок и общим бесконечным 

буфером.  
 

1. Описание моделей и постановка задачи 
 

Изучаемая система содержит два гетерогенных сервера: быстрый (f-сервер) и медленный  

(s-сервер). Эти серверы обслуживают потоки заявок двух типов – высокоприоритетные (h-заявки) и 

низкоприоритетные (l-заявки). При этом h-заявки всегда обслуживаются в f-сервере, а l-заявки могут 

быть обслужены в обоих серверах. Оба потока заявок являются пуассоновскими с интенсивностями 

λh и λl для h-заявок и l-заявок соответственно. Времена обслуживания заявок в обоих серверах явля-

ются случайными величинами (с.в.) с показательной функцией распределения (ф.р.), при этом сред-

ние времена обслуживания в f-сервере и s-сервере равны 1
f
  и 1

s
  соответственно. Скорость обслу-

живания f-сервера больше, чем скорость обслуживания s-сервера, т.е. f s   . 

В модели с конечными очередями предполагается, что для ожидания заявок в очереди имеются 

раздельные буферы конечных размеров, при этом максимальные количества h-заявок и l-заявок в си-

стеме равны hK  и lK . Это означает, что размер буфера для h-заявок (h-буфер) равен 1hK  , а соот-

ветствующий буфер для l-заявок (l-буфер) имеет размерность 1lK  . В модели с общей очередью 

разнотипные заявки ожидают в общем буфере неограниченного размера.   

Здесь рандомизированные скачкообразные приоритеты, которые зависят от состояния системы, 

определяются следующим образом. Введенные рандомизированные JP зависят от текущего состоя-

ния системы, при этом состояние системы в каждый момент времени задается двумерным вектором 

 , ,h l  где компоненты h и l указывают на число h-запросов и l-запросов в системе соответственно. 

Для определения указанных приоритетов вводятся два пороговых параметра: , 1 ,l l lr r K   и 

, 1h h hr r K  . 

– Поступающие h-заявки всегда присоединяются к h-буферу, если там имеется свободное ме-

сто; иначе эти заявки теряются с вероятностью 1.  

– Если в момент поступления l-заявки число заявок такого типа в системе меньше параметра rl, 

то независимо от числа h-заявок в системе эта l-заявка присоединяется к l-буферу. 

– Если в момент поступления l-заявки число заявок такого типа в системе не меньше параметра 

rl и при этом число h-заявок меньше порогового параметра rh, то одна из l-заявок (для определенно-

сти считается, что l-заявка, стоящая в начале очереди) согласно схеме Бернулли либо с вероятностью 

α присоединяется к h-буферу, либо поступившая l-заявка с вероятностью 1 – α переходит в конец 

очереди l-буфера, если там имеется свободное место. 

– Если в момент поступления l-заявки число заявок такого типа в системе не меньше параметра 

rl и число h-заявок не меньше порогового параметра rh, то поступившая l-заявка с вероятностью 1 

присоединяется к l-буферу, если там имеется свободное место; иначе поступившая l-заявка теряется  

с вероятностью 1. 
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– Если в момент поступления l-заявки соответствующий буфер полностью заполнен и число  

h-заявок меньше указанного выше порогового параметра rh, то l-заявка, стоящая в начале очереди, 

либо с вероятностью α присоединяется к h-буферу, либо поступившая l-заявка теряется с вероятно-

стью 1 – α.   

Следовательно, в предложенной схеме рандомизированные JP определяются так: 

  
, если , ,

,
0 в других случаях.

l hl r h r
J h l

  
 


 (1) 

Если в соотношении (1) принять, что α = 1, то получаются детерминированные JP, т.е. каждый 

раз, когда в момент поступления l-заявки выполняется условие , ,l hl r h r   l-заявка присоединяется к 

h-буферу; в случае α = 0 исходная система распадается на две сепарабельные системы обслуживания.  

Отметим, что если происходит переход l-заявки в h-буфер, то в дальнейшем она рассматривает-

ся как h-заявка, т.е. ее среднее время обслуживания равно 1

f

 .  

В модели с бесконечным общим буфером рандомизированные JP определяются аналогичным 

образом, при этом необходимо учитывать, что отсутствуют потери заявок.   

Задача состоит в нахождении совместного распределения числа разнотипных заявок в системе 

и разработке метода вычисления ее характеристик. В качестве основных характеристик изучаемой 

системы принимаются следующие величины: вероятности потери разнотипных заявок (для модели  

с конечными сепарабельными буферами); средняя интенсивность скачков l-заявок в h-буфер; среднее 

число разнотипных заявок в системе; среднее время ожидания в очереди разнотипных заявок. 

 

2. Расчет вероятностей состояний изучаемых систем  

 

Вначале рассмотрим систему с раздельными очередями разнотипных заявок. Математической 

моделью этой системы является двумерная цепь Маркова (Two Dimensional Markov Chain; 2D MC)  

с состояниями вида  , ,h l  при этом ее пространство состояний (ПС) имеет вид (рис. 1): 

   , : 0, , 0, .h lE h l h K l K    (2) 

 

Рис. 1. Граф переходов между состояниями  ( 5, 6, 3; , 1 )h l h l h l lK K r r x y             

Fig.1. Graph of transitions between states  ( 5, 6, 3; , 1 )h l h l h l lK K r r x y             
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Находим элементы производящей матрицы данной 2D MC, которые определяют интенсивности 

переходов между ее состояниями. С этой целью в ПС (2) выделим следующее подпространство: 

   , : , ,a h lE h l E h r l r     (3) 

которое геометрически задается с помощью прямоугольника с вершинами в точках  0, 1 ,lr   

     1, 1 , 0, , 1,f l l f lr r K r K    (см. рис.1). Введенные рандомизированные JP определяются в точ-

ках внутри этого прямоугольника.   

Интенсивность перехода из состояния ( , )H Ln n E  в состояние ( , )H Ln n E    обозначим через 

    , , ,q h l h l  . Переходы между состояниями возможны лишь в моменты поступления разнотипных 

заявок и в моменты завершения их обслуживания. Исходя из этого заключаем, что указанные вели-

чины определяются из следующих соображений. 

– Если в момент поступления h-заявки система находится в состоянии ( , )h l E , где hh K , то 

система переходит в состояние ( 1, )h l E   с интенсивностью h . 

– Если в момент поступления l-заявки система находится в состоянии ( , ) ah l E E  , где ,ll K  

то система переходит в состояние ( , 1)h l E   с интенсивностью 
l . 

– Если в момент поступления l-заявки система находится в состоянии ( , ) ah l E , где ll K , то 

система переходит в состояние ( , 1)h l E   с интенсивностью 
l  . 

– Если в момент поступления l-заявки система находится в состоянии aElh ),( , где ll K , то 

система переходит в состояние ( 1, )h l E   с интенсивностью  1l   . 

– Если в момент завершения обслуживания h-заявки система находится в состоянии ( , )h l E , 

где 0h , то система переходит в состояние ( 1, )h l E   с интенсивностью f . 

– Если в момент завершения обслуживания l-заявки система находится в состоянии ( , )h l , где 

0l  , то система переходит в состояние ( , 1)h l   с интенсивностью 
s . 

Из вышеизложенного заключаем, что искомые величины определяются следующим образом: 

случаи ( , ) ah l E E  : 

 

, если , 1, ,

, если , , 1 ,
(( , ),( , ))

, если 0, 1, ,

, если 0, , ;  

h h

l l

f

s

h K h h l l

l K h h l l
q h l h l

h h h l l

l h h l l

     
      

         

     

 (4) 

случаи ( , ) ah l E : 

 
 

, если 1, ,

1 , если , 1,
(( , ),( , ))

, если 0, 1, ,

, если 0, , . 

h l

l

f

s

h h l l

h h l l
q h l h l

h h h l l

l h h l l

      
       

         

     

 (5) 

Из соотношений (4) и (5) заключаем, что построенная конечная 2D MC является неприводимой, 

т.е. при любых положительных значениях исходных параметров системы в ней существует стацио-

нарный режим (см. рис. 1).  

Пусть  ,p h l  обозначает вероятность состояния  ,h l E . Эти вероятности находятся в ре-

зультате решения соответствующей системы уравнений равновесия (СУР), которая составляется на 

основе соотношений (4), (5). Из-за очевидности составления явный вид этой СУР здесь не приводится. 

После нахождения стационарных вероятностей состояний изучаемой 2D MC можно вычислить 

искомые характеристики системы. Так, h-заявки теряются лишь тогда, когда в моменты их поступле-
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ния в системе уже имеется hK  заявок данного типа, т.е. вероятность потери h-заявок  hPB  опреде-

ляется следующим образом: 

  
0

, .
lK

h h
l

PB p K l


   (6) 

Для вычисления вероятности потери l-заявок следует рассматривать состояния типа  , lh K , 

при этом необходимо различать два случая: (1) 0 ;hh r   (2) h hr h K  . Если в момент поступления 

l-заявки имеет место случай (1), то она теряется с вероятностью 1 , а в случае (2) эта заявка теря-

ется с вероятностью 1. Таким образом, вероятность потери l-заявок  lPB  определяется следующим 

образом: 

      
1

0

1 , , .
h h

h

r K

l l l
h h r

PB p h K p h K


 

     (7) 

Скачки l-заявок в h-буфер происходят в моменты поступления l-заявок с вероятностью α, если  

в эти моменты система находится в состоянии  , ah l E . Иными словами, средняя интенсивность 

скачков l-заявок в h-буфер  lhRJ  вычисляется как 

  
1

1 0

, .
l h

l

K r

lh l
l r h

RJ p h l


  

      (8) 

Средние количества h-заявок  hN  и l-заявок  lN  в системе определяются как математиче-

ские ожидания соответствующих с.в., т.е.  

  
1 0

, ,
h lK K

h
h l

N h p h l
 

    (9) 

  
1 0

, .
l hK K

l
l h

N l p h l
 

    (10) 

Средние времена ожидания в очереди h-заявок  hW  и l-заявок  lW  вычисляются из модифи-

цированной формулы Литтла: 

    1 , , .x x x xW N PB x h l     (11) 

Отметим, что указанная выше СУР для стационарных вероятностей состояний изучаемой 2D 

MC представляет собой систему линейных алгебраических уравнений размерности   1 1h lK K  , и 

поскольку изучаемая 2D MC является неприводимой, то при любых положительных значениях ис-

ходных параметров она всегда имеет единственное решение. Для решения СУР могут быть использо-

ваны известные численные методы линейной алгебры, которые реализованы в доступных пакетах 

прикладных программ. 

Ниже описан разработанный приближенный метод нахождения стационарных вероятностей со-

стояний для моделей высокой размерности, т.е. когда величина h lK K  имеет большое значение. Такой 

подход ранее использован в работе [8].   

Как и в работе [8], принимается допущение о том, что интенсивность h-запросов намного 

больше, чем интенсивность l-запросов, и рассматривается следующее расщепление ПС (1): 

 
1 2 1 2

0

, , ,
LK

l l l
l

E E E E l l


    (12) 

где  ( , ) : 0, , 0, .l h lE h l E h K l K     

Принятие допущения о том, что h l    позволяет корректно использовать подход, основан-

ный на принципах фазового укрупнения состояний 2D MC, так как при выполнении этого допущения 

в расщеплении (12) интенсивности переходов между состояниями внутри классов , 1, ,l lE l K  намно-

го превосходят интенсивности переходов между состояниями из разных классов (см. рис. 1).  
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Далее все состояния внутри каждого класса lE  объединяются в одно укрупненное состояние 

l  , и, таким образом, определяется множество укрупненных состояний  : 0, .ll l K     При-

ближенные значения вероятностей состояний    , , ,p h l h l E  исходной модели определяются [8]: 

 ( , ) ( ) ( )lp h l h l     , (13) 

где ( )l h  – вероятность состояния  ,h l  внутри расщепленной модели с пространством состояний 

,lE  а ( )l    – вероятность укрупненного состояния l   . 

При вычислении вероятностей состояний внутри расщепленных моделей необходимо разли-

чать следующие случаи: 1) 0 ll r  ; 2) 1l Lr l K   . В первом случае вероятности состояний внутри 

всех расщепленных моделей с пространством состояний , 0 ,l lE l r   совпадают с вероятностями 

состояний классической модели одноканальной СМО с ограниченным буфером 

   / /1 /h F hM M K   (см. рис. 1), т.е. 

      1
1 1 , 0, ,hKh

l hh h K


       (14) 

где h f    .  

Во втором случае вероятности состояний внутри всех расщепленных моделей с пространством 

состояний ,, ll KlrE   совпадают с вероятностями состояний одномерного процесса размноже-

ния-гибели с переменными интенсивностями (см. рис. 1), т.е. 

  

 

 

0 , если 0 ,

1 0 , если 1 ,

h

h

h l
l h

f

l
r

hl
l h h

h

h r

h

r h K

        
     
 

       
 

 (15) 

где  0l  находится из условия нормировки, т.е.  
0

1.
hK

l
h

h


   

Используя соотношения (4), (5), (14) и (15), после определенных математических выкладок 

находим, что интенсивности переходов между укрупненными состояниями вычисляются следующим 

образом: 

 

1 2 1

1 2 1 2 1

2 1

, если 0 , 1,

( , ) , если 1 , 1,

если 1,

l l

l l L

s

l r l l

q l l r l K l l

l l

    


          
  

 (16) 

где      
1 1

1

0

1 .
h h

h

r K

l l l l
h h r

h h


 

 
        

 
 

Таким образом, из (16) находим вероятности укрупненных состояний:  

 

 

 

0 , если 0 ,

( )
0 , если 1 ,

l

l
l

r

ll
l l

l

l r

l
r l K

     


     
       

 

 (17) 

где ,l s     и вероятность  0    находится из условия нормировки, т.е.  
0

1.
lK

l

l


     

С учетом соотношений (14)–(17) из (13) определяются приближенные значения вероятностей 

состояний исходной 2D MC, и далее после определенных математических преобразований нахо-

дятся следующие явные формулы для вычисления характеристик (6)–(10) системы с раздельными 

очередями: 
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      0 1

0 1

;
l l

l

l

r K

H h r

l l r

PB K l l

  

          (18) 

        
1

0

1 ;
h h

l l

h

r K

L l K K

h h r

PB K h h


 

 
         

 
   (19) 

    
1

0 1

;
h l

l

l

r K

LH l K

h l r

RJ h l


  

  
           

   
   (20) 

    
1 0

;
h lK K

h l

h l

N h h l
 

       (21) 

  
1

.
lK

l

l

N l l


     (22) 

Замечание 1. При выводе формул (18) и (20) существенным образом учитывается, что 

   ' ,0 ,l l lh h l l r 
       и     , 1 ,l l l lh h r l l K 

        для любого 0,1,..., hh K . 

Приближенные значения средних времен ожидания в очереди разнотипных заявок определяют-

ся из (11), (18), (19), (21) и (22).   

Теперь рассмотрим систему с бесконечным размером буфера. В данной модели все допущения 

предыдущей модели остаются без изменений, однако здесь невозможны потери заявок. Это означает, 

что скачкообразные приоритеты определяются по формуле (1) и пространство состояний модели 

определяется аналогично (2). При этом здесь учитывается, что l hK K   . Элементы производящей 

матрицы полученной бесконечномерной 2D MC определяются из соотношений (4) и (5). 

Существование стационарного режима устанавливается ниже. В отличие от модели с конечны-

ми буферами здесь не удается использовать СУР для стационарных вероятностей состояний, поэтому 

следует разработать альтернативный метод. Использование метода двумерных производящих функ-

ций для данной модели сталкивается с известными техническими и методологическими трудностями, 

и потому этот подход также не является эффективным. Вместе с тем предложенный выше подход 

может быть использован и для данной модели. Поскольку он подробно изложен выше, то его приме-

нение описывается кратко. 

Аналогично (12) рассматривается расщепление исходного пространства состояний и вычисля-

ется стационарное распределение внутри классов , 0,1,2,...lE l   

В случае 0 ll r   вероятности состояний внутри всех расщепленных моделей с пространством 

состояний lE существуют, если выполняется условие 1  . Если это условие выполняется, то иско-

мые величины совпадают с вероятностями состояний классической модели одноканальной СМО  

с ограниченным буфером    / / 1 /h FM M   , т.е. 

    1 , 0,1,2,...h

l h h       (23) 

Если 1  , то и в случае ll r  существуют стационарные вероятности состояний внутри всех 

расщепленных моделей с пространством состояний lE , при этом эти величины вычисляются следу-

ющим образом: 

  

 

 

0 , если 0 ,

1 0 , если ,

h

h

h l
l h

f

l
r

hl
l h

h

h r

h

h r

    
    
  

  
 

     
 

 (24) 

где  0l  находится из условия нормировки, т.е. 



Обработка информации / Data processing 

90 

 

1

0

0 1 .
1

h
h h

h r
r r

h l l
l

h f h





                         

  

Используя соотношения (4), (5), (23) и (24) находим, что в данной модели интенсивности пере-

ходов между укрупненными состояниями вычисляются по формуле (16), где указанный там параметр 

, ,l ll r   здесь определяется как 

 
1

0

1 .
hr

l l l

h

h




 
     

 
  

Следовательно, стационарные вероятности укрупненых состояний существуют, если выполня-

ется условие 1  , где 
s    . Если последнее условие выполняется, то вероятности укрупненных 

состояний вычисляются аналогично формуле (17), где во второй строке условие 1l lr l K    заменя-

ется условием 
ll r . Кроме того, здесь  0    определяется так: 

 

1

0

0 .
1

h

l l

r
r r

l l

l
l





          
       

  

Объединяя условия 1   и 1,   получаем, что условием существования стационарного режи-

ма данной системы является следующее соотношение: 

  max , 1   . (25)    

Если выполняется условие (25), то приближенные значения характеристик системы с бесконеч-

ным буфером находятся из следующих формул:   

    
1

1

0 0

1 ;
h l

l

r r

LH l r

h l

RJ h l




 

   
           

   
   (26) 
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1 0 0
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



  

  
            
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    (27) 

    
  

 

1

2
1 0

1 1
0 .

1

ll
l rr

ll
l

l l s

r
N l l l



 

     
          
     

 
 

(28) 

Приближенные значения средних времен ожидания в очереди разнотипных заявок определяют-

ся из классической формулы Литтла с использованием (27) и (28).  

Отметим, что в формулу (27) входит бесконечный ряд, и, к сожалению, не удается найти явную 

формулу для вычисления его суммы. Однако эту сумму можно вычислить приближенно. Для этого 

покажем, что ряд сходится. Действительно, из (27) заключаем, что 

    0 1

1

max , .
lh r

h

N h h h






    

Отсюда следует, что если       0 1 0max ,
lr

h h h    , то мажорантный ряд  0

1h

h h




 сходит-

ся, так как    0

1

1
h

h h




     ;  

Если       0 1 1max ,
l lr rh h h     , то мажорантный ряд  1

1
lr

h

h h






 также сходится, так как 
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Иными словами, ряд в правой части формулы (27) всегда сходится, так как соответствующие 

мажорантные ряды сходятся. Потому для ее суммы можно использовать метод отсечения хвоста ря-

да, т.е. верхнюю границу суммы можно заменить достаточно большой (конечной) величиной, далее 

ее нужно постепенно увеличивать, и эту процедуру следует продолжать до тех пор, пока значения 

соответствующей суммы практически перестают изменяться. 

 

3. Численные результаты 

 

Основной целью проводимых здесь численных экспериментов является изучение зависимостей 

характеристик системы от значений вводимых параметров скачкообразных приоритетов rh и rl, а так-

же решение задачи нахождения оптимальных значений этих параметров относительно выбранного 

критерия качества работы системы (из-за ограниченности объема работы результаты, которые пока-

зывают высокую точность разработанных приближенных формул, здесь не приводятся. Отметим, что 

аналогичные показатели соответствуют результатам, полученным в работах [6–11]). 

Сначала рассмотрим результаты для модели с конечными очередями. На рис. 2–5 показаны за-

висимости характеристик системы от параметра rl при фиксированных значениях параметра rh, где 

символ «» соответствует случаю rh = 5, а символ «◊» – rh = 10. Исходные параметры системы выби-

рались следующими: 

30, 15, 35, 10, 0,5, 20, 35.h l f s h lK K             

 

 
                                                                    a                                                                                  b 

Рис. 2. Зависимость вероятности потери h-заявок (а) и l-заявок (b) от параметра rl в модели с конечными буферами 

Fig. 2. Dependence of the probability of losing h-orders (a) and l-orders (b) on the parameter rl in the model with finite buffers 

 

 
                                                                    a                                                                                  b 

Рис. 3. Зависимость среднего числа h-заявок (а) и l-заявок (b) от параметра rl в модели с конечными буферами 

Fig. 3. Dependence of the average number of h-requests (a) and l-requests (b) on the parameter rl in the model with finite buffers  
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                                                                   a                                                                                    b 
 

Рис. 4. Зависимость среднего времени ожидания в очереди h-заявок (а) и l-заявок (b)  

от параметра rl в модели с конечными буферами 

Fig. 4. Dependence of the average waiting time in the queue of h-customers (a) and l-customers (b)  

on the parameter rl in the model with finite buffers 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость средней интенсивности скачков l-заявок в h-буфер  

от параметра rl в модели с конечными буферами 

Fig. 5. Dependence of the average intensity of jumps of l-orders into the h-buffer  

on the parameter rl in the model with finite buffers 

 

Видно, что функция hPB  является невозрастающей, при этом ее значения растут с ростом зна-

чений параметра rh. (см. рис. 2, а) Этого следовало ожидать, так как с ростом значений параметра rl  

l-заявки реже переходят в h-буфер, и тем самым увеличиваются шансы h-заявок для доступа в свой 

буфер. Также ожидаемым является тот факт, что с ростом значений параметра rh вероятность потери 

h-заявок растет, так как с ростом указанного параметра растут шансы поступления l-заявок в h-буфер, 

и тем самым уменьшаются шансы h-заявок для доступа в свой буфер. Обратная картина наблюдается 

для функции lPB , т.е. эта функция является неубывающей, при этом ее значения уменьшаются с ро-

стом значений параметра rh (см. рис. 2, b). Такое поведение этой функции также является логичным, 

так как с ростом значений параметра rl уменьшаются шансы заявок данного типа для доступа  

в h-буфер, и тем самым уменьшаются их шансы для доступа в свой буфер. Заметим, что с ростом 

значений параметра rh вероятность потери l-заявок уменьшается, так как с ростом указанного пара-

метра растут шансы l-заявок для доступа в h-буфер, и тем самым увеличиваются шансы заявок дан-

ного типа для доступа в систему (либо в свой буфер, либо в h-буфер).    

Функция Nh является невозрастающей (см. рис. 3, а), так как с ростом параметра rl уменьшается 

интенсивность перехода l-заявок в h-буфер, и тем самым уменьшается среднее число h-заявок в си-
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стеме. При этом значения этой функции растут с ростом параметра rh, так как с ростом этого пара-

метра растет интенсивность перехода l-заявок в h-буфер, и потому растет среднее число h-заявок  

в системе. Здесь, как и выше, обратная картина наблюдается для функции Nl, так как с ростом пара-

метра rl уменьшается интенсивность перехода l-заявок в h-буфер, и тем самым увеличивается среднее 

число l-заявок в системе. При этом значения этой функции уменьшаются с ростом параметра rh, так 

как с ростом этого параметра растет интенсивность перехода l-заявок в h-буфер, и потому уменьша-

ется среднее число l-заявок в системе. 

Функция Wh является невозрастающей, так как с ростом параметра rl уменьшается число  

h-заявок в системе, при этом уменьшается вероятность их потери (см. формулы (11)); ее значения 

растут с ростом параметра rh, так как с ростом этого параметра растут шансы l-заявок на переход  

в h-буфер, и тем самым увеличивается время ожидания в очереди h-заявок (см. рис. 4, а). Поскольку  

с ростом параметра rl уменьшаются шансы l-заявок для перехода в h-буфер, то функция Wh является 

неубывающей, ее значения уменьшаются с ростом параметра rh, так как в связи с ростом интенсивно-

сти переходов l-заявок в h-буфер уменьшается время ожидания в очереди l-заявок (см. рис. 4, b).    

Функция lhRJ  является невозрастающей, так как с ростом параметра rl уменьшается интенсив-

ность перехода l-заявок в h-буфер, при этом ее значения растут с ростом параметра rh, так как с ро-

стом этого параметра растут шансы l-заявок на переход в h-буфер (см. рис. 5).   

Рассмотрим результаты для модели с бесконечной очередью. Соответствующие графики пока-

заны на рис. 6. Здесь исходные параметры системы выбираются так: 

45, 15, 60, 15, 0,5.h l f s           

Как и выше, представлены зависимости характеристик системы от параметра rl при фиксиро-

ванных значениях параметра rh; символ «» соответствует случаю rh = 5, а символ «◊» – rh = 10; пара-

метр rl принимает значения в интервале [1, 35]. 

Как и в случае модели с конечными сепаратными буферами, здесь также функция Nh является 

невозрастающей (см. рис. 6, а), а функция Nl строго возрастает относительно изменения параметра rl 

(см. рис. 6, b). При этом с ростом параметра rl значения функции Nh при различных значениях пара-

метра rh почти сопадают, а значения функции Nl при различных значениях параметра rh существен-

ным образом отличаются друг от друга при больших значениях параметра rl. В данной модели функ-

ция lhRJ  также является невозрастающей, так как с ростом параметра rl уменьшается интенсивность 

изменения приоритета l-заявок, при этом ее значения растут с ростом параметра rh, так как с ростом 

этого параметра растут шансы изменения приоритета l-заявок; здесь с ростом параметра rl значения 

функции RJ  при различных значениях параметра rh почти сопадают (см. рис. 6, c). Характеры изме-

нения указанных функций объясняются аналогично модели с конечными сепаратными буферами.   
 

 
a                                                               b                                                               c 

 

Рис. 6. Зависимость средннее число h-заявок (а), l-заявок (b) и средней интенсивности скачков  

l-заявок в h-буфер (c) от параметра rl в модели с бесконечным буфером 

Fig. 6. Dependence of the average number of h-customers (a), l-customers (b) and the average intensity of jumps  

of l-customers into the h-buffer (c) on the parameter rl in the model with an infinite buffer  
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В конце данного раздела отметим, что все показатели качества обслуживания  системы имеют 

монотонный характер относительно параметров введенных скачкообразных приоритетов. Эти факты 

позволяют нам сформулировать и решить различные задачи по их улучшению. Так, например, можно 

найти такие значения указанных параметров, чтобы минимизировать вероятности потери заявок 

определенного типа (или взвешенной суммы вероятностей потери разнотипных заявок) при заданных 

ограничениях на другие показатели.  

Для конкретности изложения здесь рассматривается задача минимизации суммарных штрафов 

(Total Cost, TC), связанных с функционированием системы с сепаратными конечными буферами. 

Предположим, что размеры буферов, а также нагрузочные параметры системы являются фиксиро-

ванными величинами. Параметрами оптимизации являются пороговые параметры rh и rl. 

В стационарном режиме суммарные штрафы определяются следующим образом:  

            , , , , , , ,h l JP h l h lh h h l l ll l h l wh h h l wl l h lTC r r c RJ r r c PB r r c PB r r c N r r c N r r      
 

(29) 

где JPc  – цена одного скачка из l-очереди в h-очередь;  lllh cc  – штрафы за потери одного h-запроса 

(l-запроса);  wlwh cc  – цена единицы времени пребывания  в системе  одного h-запроса (l-запроса). 

Следовательно, задача оптимизации записывается так: 

  
 

 * *

,
, arg min , .

h l

h l h l
r r

r r TC r r  (30) 

Поскольку множество допустимых решений является дискретным и конечным, то при любых 

значениях входных параметров задача (30) имеет решение. 

В таблице приводятся результаты решения задачи (30) для моделей обеих типов со следующи-

ми исходными данными: 25, 35, 30, 20, 0,7.h l h l           

Коэффициенты в выражении функционала (29) выбирались так же, как в работе [6]: 

0,5, 3, 2, 0,7, 0,2.JP lh ll wh wlc c c c c      

Решения задачи (30); TC* – минимальное значение TC 

 ,h lK K   * *,h lr r  TC* PBh PBl
 Nh

 Nl Wh Wl RJ 

(10, 10) (9, 10) 18,159 0,031 0,149 3,289 8,690 0,127 0,211 10,472 

(10, 15) (9, 15) 18,152 0,031 0,149 3,289 13,669 0,127 0,332 10,451 

(10, 20) (9, 20) 18,175 0,031 0,149 3,289 18,667 0,127 0,454 10,449 

(15, 10) (12, 10) 15,403 0,011 0,147 4,085 8,690 0,162 0,211 8,159 

(15, 15) (12, 15) 15,399 0,011 0,147 4,085 13,669 0,162 0,332 8,143 

(15, 20) (12, 20) 15,422 0,011 0,147 4,085 18,667 0,162 0,454 8,142 

(20, 10) (15, 10) 13,976 0,004 0,142 4,533 8,690 0,181 0,213 7,051 

(20, 15) (15, 15) 13,973 0,004 0,142 4,533 13,669 0,181 0,335 7,037 

(20, 20) (15, 20) 13,996 0,004 0,142 4,533 18,667 0,181 0,458 7,036 
 

Анализ результатов оптимального решения задачи (30) позволяет сделать следующие выводы 

(эти выводы относятся исключительно к выбранным ранее исходным данным). 

– Значение параметра *
l lr K , при этом даже двукратное увеличение объема буфера для  

l-заявок не влияет ни на оптимальное значение параметра 
*

hr , ни на оптимальное значение суммар-

ных штрафов; вместе с тем увеличение объема буфера для h-заявок приводит к существенному 

уменьшению (более 20%) оптимального значения суммарных штрафов. 

– Значение вероятности потери l-заявок почти не зависит от объемов буферов, однако значения 

вероятности потери h-заявок существенным образом уменьшаются с ростом объема буфера для таких 

заявок. 

– Среднее число h-заявок меньше 30% от всего объема h-буфера, однако соответствующий по-

казатель для l-заявок составляет более 80%.  

– Среднее время ожидания в очереди h-заявок почти не зависит от объема буфера для l-заявок, 

однако соответствующий показатель для l-заявок зависит от размеров обоих буферов. При этом, как 
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ожидалось, с ростом объема l-буфера этот показатель растет существенным образом, т.е. двукратное 

увеличение l-буфера приводит к почти двукратному увеличению этого показателя.  

– Значения функции RJ  почти не зависят от объема буфера для l-заявок. Этот факт объясняет-

ся тем, что в оптимальном решении *

l lr K , т.е скачки l-заявок в h-буфер происходят лишь тогда, 

когда l-буфер является полностью заполненым. 

 

Заключение 

 

Предложены марковские модели систем обслуживания с гетерогенными серверами и конечны-

ми раздельными очередями разнотипных заявок, а также с общим буфером бесконечного размера при 

наличии зависящих от состояния системы скачкообразных приоритетов. Определена новая схема 

назначения рандомизированных скачкообразных приоритетов, которые зависят от текущего состоя-

ния системы. Переход заявки низкого приоритета к очереди заявок высокого приоритета осуществля-

ется согласно схеме Бернулли лишь тогда, когда в момент поступления заявки низкого приоритета 

число заявок данного приоритета выше определенной величины и при этом число заявок высокого 

приоритета меньше заданной величины. Показано, что математическими моделями изучаемых си-

стем являются двумерные цепи Маркова, и предложены алгоритмы построения производящих мат-

риц этих цепей. Разработаны точный и приближенный методы расчета стационарных вероятностей 

состояний изучаемых цепей и получены формулы для вычисления характеристик системы. Решена 

задача нахождения оптимальных значений параметров введенных скачкообразных приоритетов для 

минимизации суммарных штрафов системы.  
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Abstract. Early detection of COVID-19 infected patients is essential to ensure adequate treatment and reduce the 

load on the healthcare systems. One of effective methods for detecting COVID-19 is deep learning models of chest 

X-ray images. They can detect the changes caused by COVID-19 even in asymptomatic patients, so they have great 

potential as auxiliary systems for diagnostics or screening tools. 

This paper proposed a methodology consisting of the stage of pre-processing of X-ray images, augmentation and 

classification using deep convolutional neural networksXception, InceptionResNetV2, MobileNetV2, DenseNet121, 

ResNet50 and VGG16, previously trained on theImageNet dataset. Next, they fine-tuned and trained on prepared data 

set of chest X-rays images. The results of computer experiments showed that theVGG16 model with fine tuning  

of the parameters demonstrated the best performance in the classification of COVID-19 with accuracy 99,09%,  

recall=98,318%, precision=99,08% and f1_score=98,78. This signifies the performance of proposed fine-tuned deep 

learning models for COVID-19 detection on chest X-ray images. 
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Аннотация. Одним из эффективных методов обнаружения коронавирусной инфекции COVID-19 является 

рентгенография легких. В работе предложена методика компьютерного анализа рентгеновских снимков  

с использованием глубоких сверточных нейронных сетей Xception, MobileNetV2, DenseNet121, ResNet50,  

InceptionResNetV2 и VGG16, предварительно обученных на наборе данных ImageNet. Компьютерные экспе-
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рименты показали, что модель VGG16 обладает наилучшей производительностью при классификации 

COVID-19 с показателями точности (accuracy) 99,09%, чувствительности (recall) 98,318%. 

Ключевые слова: COVID-19; рентгеновские снимки; глубокое обучение; сверточные нейронные сети 
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The 2019 coronavirus (COVID-19) pandemic, caused by the Severe Acute Respiratory Syndrome 

Coronavirus 2 (SARS-CoV-2), continues to have a devastating global impact with far-reaching social and 

economic consequences. The COVID-19 pandemic has placed a huge burden on healthcare systems around 

the world struggling to provide care and treatment for patients due to limited numbers of healthcare workers 

and clinical resources such as ventilators, oxygen, personal protective equipment and other medical supplies 

[1, 2]. Due to the exponential increase in the number of covid 19 cases, there is a high demand for its quick 

and accurate testing. The standard for testing is reverse transcription polymerase chain reaction (RT-PCR). 

Other testing methods include antigen testing for coronavirus disease. But as a rule, patients experiencing 

symptoms of coronavirus disease are asked to undergo a chest CT scan or X-ray scans. 

Chest X-ray has several important advantages as a screening tool for COVID-19 diagnostics. First, 

chest X-ray equipment is one of the most affordable medical imaging techniques in healthcare settings. Chest 

X-ray equipment is relatively quick to decontaminate compared to other medical imaging equipment, and the 

widespread availability of portable systems allows screening to be performed in isolated rooms, which greatly 

reduces the likelihood of infection transmission. Finally, chest X-ray is commonly used to assess respiratory 

complaints, which is one of the key symptoms of COVID-19 and can therefore be used in parallel with other 

tests. Finally, a chest X-ray can be used to assess the severity of a patient with a positive COVID-19, which 

cannot be done using PCR tests [3]. 

Despite the many benefits of chest X-ray for screening for COVID-19, one challenge is the limited 

number of expert radiologists needed to interpret the data, visualize it for screening, and assess disease severity. 

Thus, the development and implementation of automated clinical decision support systems to assist radiographers 

to accelerate the interpretation of imaging data can significantly help the clinical process of COVID-19, improve 

the medical care of large numbers of patients and manage the course of the COVID-19 pandemic [4]. Artificial 

intelligence and deep learning are currently the most advanced methods of predicting results in almost all areas. 

Computer systems based on artificial intelligence demonstrate serious advances in the field of healthcare, 

and their use will significantly reduce the time for identifying patients infected with the COVID-19 virus [5, 6]. 

The main goal of this work is to develop effective deep learning models for detecting and classifying 

COVID-19 and pneumonia based on the analysis of chest X-rays. We developed four models based on pre-

trained deep neural networksVGG16 [7], DenseNet121, ResNet50 [8], Xception [9], InceptionResNetV2 and 

MobileNetV2. They were then trained and tested on thedesigned data set of chest X-rays from different  

public data sets. The results showed that the models proposed in the paper achieved theaccuracy 99.09%, 

recall=98,318%, precision=99,08% and f1_score=98,78, which are exceeds or comparable tothe indicators in 

similar studies. 

The main contribution of this paper to the research of the detection of COVID-19 using computer  

systems are the constructed deep learning models, as well as quantitative estimates of their performance for 

three classes of images from a designed set of X-ray chest images. 
 

1. Development of computer models for automatic detection of COVID-19 

cases based on chest X-ray images analysis 
 

Automated diagnosis of pneumonia, including those associated with COVID-19 infection, based on 

chest X-ray images, is a computer vision problem that has been proposed to be solved as an image 
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classification problem. Extensive research is currently underway to determine an accurate and reliable deep 

learning (DL) model for the detection and classification of COVID-19 disease. Researchers classify chest  

X-rays and CT images of patients using various deep learning models. As a rule, in these works devoted to 

similar studies, the problem of binary classification for the classes {COVID-19, No_COVID-19} is solved 

and rather high values of the COVID-19 detection accuracy metrics are obtained.Authors of [10] proposed 

different convolutional network (CNN) models that used as binary classifiers and reached 99% 

accuracy.Authors of [11] classified normal and COVID-19 X-ray images using deep CNN pretrained models 

ResNet50, ResNet18, ResNet101, VGG19 and VGG16. They found 92.6% accuracy for ResNet50 model. 

Ozturk et al. [12] proposed the DarkNet model for binary classes, it has 98.08% accuracy, and for multi-class 

cases, it has 87% accuracy.In paper [13] authors proposed a convolutional neural network (CNN) model to 

classify Normal, Pneumonia and COVID-19 classes with accuracy of 92.4% [13]. Similarly, other 

researchers also put efforts to detect COVID-19 cases from chest X-ray images using variousdeep models 

[14–19]. 

However, in our opinion, the task of detecting pneumonia and its distinguishing from COVID-19 is  

also significant in clinical practice, since it is solved together with the detection of COVID-19 and has simi-

lar symptoms when these diseases are detected, but different methods of their treatment. In our work, we 

conducted research on the development of deep learning models aimed at classifying three classes of chest 

X-rays containing signs of COVID-19 disease, pneumonia, as well as the lungs of healthy people. For this, 

the ResNet50, MobileNetv2, VGG16, Xception, InceptionResNetV2 and DenseNet121 basic models of deep 

neural networks were used, pre-trained on the ImageNet image set [20], and then tuned to the set of studied 

X-ray images. This approach is standard in the practice of training deep learning models, as it helps to speed 

up and simplify the development and training of models on other data. 

First, we need to create a sequential model in the Keras deep learning library [21]. To build a classifi-

cation model for X-ray images, we imported the weights of the base models from the ImageNet library and 

‘frozen’ them, setting the value of the training parameter for each layer as ‘False’. Thus, the values of the 

parameters of the convolutional layers of the model are saved in the process of its training. The sizes of the 

input data for the initial layer of pretrained models can vary, so you need to change the input_shape parame-

ter of the input layer to match the input sizes of the neural network (IMG_SIZE = 224, IMG_SIZE = 224,3). 

Next, Flatten layer, two Dense layers with activation functions ‘relu’ and ‘softmax’, respectively, separated 

byDropout(0,2) and Batch_Normalization layer were sequentially attached to the frozen layers of the model, 

which avoids overfitting. In addition, the output layer of the pretrained models needs to be changed, since  

it is configured to classify 1000 image classes, while we have three classes (‘COVID-19’ – 0, ‘Normal’ –1, 

‘Pneumonia’ – 2). The model constructed in this way was trained with the ‘sparse_categorical_crossentropy’ 

loss function and accuracy, recall, f1-score, AUC metrics for several epochs (epochs = 20).  

Then, in order to improve the performance metrics, the models have been fine-tuned as follows. First, 

the upper part of the convolutional blocks of the model is unfrozen, namely, the parameters of these layers 

are set as 'True', which are later to be updated during the retraining process. For example, theVGG16model 

contains 13 convolutional blocks, of which we unfrozen the last three. Then we attached the Global Average 

Pooling_2D, Batch Normalization and Dropout (0,2) layers to the model. Finally, the layers Dense(units = 512, 

activation = 'relu'), Batch Normalization and Dropout (0,5), Dense (3, activation = 'softmax') were attached. 

The model was compiled using the ‘categorical_crossentropy’ loss function and the Adam optimizer (lr = 0,0001). 

Next, the model was retrained and its performance metrics were calculated on X-ray images from the 

train_set. The fine tuning was carried out in the same way for the rest of the models. 

 

2. Description of the data set of chest X-rays 

 

In our investigations we used chest X-rays images of COVID19 patients, healthy patients, patients 

with opaque lungs, and patients with viral pneumonia. We collected images from publicly available data [22, 

23]. We combined all X-ray images into three classes: COVID-19 (3865 images), Normal (9850) and Pneu-

monia (1440), a total 15170 images.In addition, the images have been resized from 1024x1024 to 224x224  



Информатика и программирование / Informatics and programming 

100 

to reduce the computational costs of training the models. Then the data set was divided into training set 

(train_set) with dimension (12124,1), on which the models training will be carried out and testing set 

(test_set) with dimension (3031,1).The examples of X-ray images are shown on Fig. 1.  
 

  
а b 

 

Fig. 1. Chest X-ray images from classes: (a) Pneumonia (b) COVID-19 

 

3. Investigation of the performance of deep models in the problem 

of classification of chest X-rays 

 

On the set of X-ray images described above, computer experiments were carried out to classify them 

for three classes, the performance of deep learning models VGG16, ResNet50, DenseNet121, Xception,  

InceptionResNetV2 and MobileNetv2 was evaluated and their accuracy, precision, recall and f1-score  

metrics were calculated. They are shown in Table 1. As follows from the results presented here, the VGG16 

and Xception turned out to be the best among all proposed models. This choice was based on the analysis of 

the values of the accuracy and recall metrics for the classes COVID-19 and Pneumonia. This means that the 

priority in choice the best model is the value of its sensitivity and accuracy in detection of patients with 

COVID-19, as well as pneumonia. Recall metrics indicates how well the model is correctly detecting what it 

is supposed to detect. For our classes, it shows what percentage of patients that the model has detected as 

having COVID-19 or pneumonia are actually these ones. 

 𝑟𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑁
, (1) 

where 𝑇𝑃 are the true positive cases for a given class, 𝐹𝑁 are the false negative cases for a given class  

(in particular, for the case of COVID-19 it is the number of patients with COVID-19, predicted by the model 

as not COVID-infected). Specificity is the proportion of predicted true negatives to the summation of  

predicted true negatives and false positives. The specifity is calculated as  

 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑡𝑦 =
𝑇𝑁

𝑇𝑁+𝐹𝑃
, (2) 

where 𝑇𝑁 is the number of the true negative cases (in particular, true number of patients with pneumonia and 

healthy lungs), 𝐹𝑃  are the false positive cases for a given class (in particular, the X-rays from other classes, 

falsely predicted by the model as X-rays with signs of COVID-19). Precision is the proportion of predicted 

true positive values to the total number of predicted true positive and false positive values. Precision can be 

calculated as 

 𝑝𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑃
. (3) 

 

The accuracy is calculated as follows: 

 𝑎𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 =
𝑇𝑃+𝑇𝑁

𝑇𝑃+𝑇𝑁+𝐹𝑃+𝐹𝑁
. (4) 
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Metrics f1-score is calculated as follows: 

 f1-score =
2∗𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑡𝑦∗𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑡𝑦+𝑠𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦
. (5) 

To evaluate the performance of machine learning model, it is customary to use the confusion matrix. 

For Xception and VGG16 models, they are presented in Fig. 2 and Fig. 3. Signature ‘Actual’ denotes the true 

class of X-ray image to be predicted (Normal, Pneumonia, COVID-19). Signature ‘Predicted’ denotes the 

class of predicted images class. Diagonal cells in blue color represent true positive values (TP,%) and true 

negative values (TN,%). If percentages are indicated in the cells, they are considered to contain the values  

of the accuracy index for the corresponding class. The yellow cells of the matrix contain the percentage  

of images that are evaluated by the model as false positive (vertical elements, FP,%) and false negative  

(horizontal elements, FN,%) images.A higher recall value means a higher true positive value and a lower 

false negative value. However, a higher precision value will mean a higher true positive value and a lower 

false positive rate. Therefore, both false positive and false negative values should be as low as possible.  

But we are interested first in all in true number of detected COVID-19 and Pneumonia patients. So, we pre-

fer to control recall and accuracy metrics for the best model selection.  
 

  

Fig. 2. The confusion matrix for the Xception model Fig. 3. The confusion matrix of the VGG16 model 
 

From Table we can conclude that VGG16 model outperforms the Xception model in classification of 

images from the COVID-19, Pneumonia and Normal classes. The accuracy of classification of images from 

the COVID-19 class (accuracy) for the VGG16 model is 99,09%, for the Xception model is 98,21%.  

The accuracy score for VGG16 is 99,142%, while for Xception it equals 99,062%. The precision and recall 

metrics of Xception model are lower due to the greater error in classifying healthy patients as COVID-19-

positive 1,53% in Xception versus 0,78% in VGG16) and as patients with pneumonia (1,41% in Xception 

versus 0,7% in VGG16). Also, necessary to note 100% accuracy in distinguishing COVID-19 from Pneumo-

nia classes by these models. All this made it possible to establish VGG16 as the best model for classifying 

X-rays of the lungs and detecting COVID-19 diseases and pneumonia from them. 

Performance metrics of deep learning models for COVID-19 class 

Deep model  class_accuracy,  

% 

precision,  

% 

recall, 

% 

f1-score, 

% 

accuracy model,  

macro, % 

DenseNet121 95,93 95,373 97,542 96,729 97,691 

ResNet50 95,77 95,771 99,612 97,654 98,482 

MobileNetV2 90,39 90,387 99,741 94,834 96,866 

VGG16 99,09 99,081 98,318 98,78 99,142 

Xception 98,21 98,212 99,483 98,843 99,062 

InceptionResNetV2 96,13 96,135 99,741 97,905 98,251 
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Using the VGG16 model, a prediction of X-ray images from the test_set belonging to the corresponding 

classes for was also performed. The result is shown in Fig. 4. Label ‘Actual’ denotes the true class of X-ray 

image to be predicted (Normal, Pneumonia, COVID-19). Label on image denotes images predicted class.  

In our prediction, 0,78% of healthy patients (class Normal) and 0,13% of patients with pneumonia (class 

Pneumonia) were mistakenly classified as patients with COVID-19; 0,7% of healthy patients were mistaken-

ly recognized as patients with pneumonia, 0,66% of healthy patients were mistakenly recognized as patients 

with COVID-19 and 0,2% of images from class Normal were recognized as images from Pneumonia class. 
 

 
 

Fig. 4. Results of prediction of the class of chest images from test_set 

 

 
 

Fig. 5. The heatmap of predicted chest X-ray images from test_set 
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Additionally, the gradient-based class activation mapping (Grad-CAM) [24] was used to represent  

the decision area on a heatmap. Figure 5 illustrates the heatmaps for three COVID-19 cases, confirming that 

the proposed method extracted correct features for detection of COVID-19, Pneumonia and Normal classes, 

and the model is mostly concentrated on the lung area. Radiologists might use these heatmaps to evaluate  

the chest area more accurately. 

 

4. Results discussion 

 

In this paper we proposed and investigated a lot of deep models for the automated detection of 

COVID-19 and pneumonia clinical cases based on the analysis of chest X-rays images. Deep convolutional 

neural network models Xception, MobileNetV2, DenseNet121, ResNet50, InceptionResNetV2 and VGG16 

were developed, pretrained on the ImageNet, and then fine-tuned on a set of chest X-rays [22, 23]. As we 

noted later many of the earlier studies implied the classification of X-ray images into two classes: COVID-19 

and Not COVID-19 [10, 11, 15, 17, 18]. However, despite the high performance of these models, they do not 

consider the class of images containing features of pneumonia. Such images are either not included in the  

calculations or are included in other image classes. Despite the fact that at an early stage, the clinical symptoms 

of pneumonia and COVID-19 are very similar, the course of these diseases and the methods of their treatment 

are different. Therefore, it is fundamentally important to differentiate them already at an early stage of detec-

tion. In our study, the task of classifying into three classes was solved: COVID-19, Normal, and Pneumonia. 

Evaluation of the effectiveness of the studied models was carried out using the metrics of accuracy, 

precision, recall, f1-score and AUC. Based on their analysis, the VGG16 model was found to be the best 

model of all considered in our paper. It classifies X-rays images from the COVID-19 class with an accuracy 

of 99,09%, which means that the model has a high performance for images belonging to this class. In addi-

tion, the model rarely misclassifies COVID-positive patients as healthy or with pneumonia. This fact is con-

firmed by the high value of recall metrics, which is equal to 98,318%. Moreover, fine-tuned VGG16 model 

classifies X-rays images from class Pneumonia with accuracy of 99,14% and from class Normal with accu-

racy=99,30%. With an error 0,7% this model classifies healthy patients as Pneumonia class, and with an  

error of 0,13% it detected patients with pneumonia to COVID-19 class, which allows asserting the high per-

formance of the model in pneumonia detection. 

Also, we performed the fine-tuning of deep classification models to improve their performance. Such 

studies also used a variety of deep learning models, pre-trained on large datasets, as a rule, on ImageNet 

[20]. So, in paper [11] ResNet50 model have resulted the average accuracy 92,6%, whilst end-to-end training 

of the developed CNN model produced average accuracy=91,6%. In paper [12] accuracy=89,33%, re-

call=88,17%. Muhammad Talha Nafees and coauthors [13] developed CNN model trained on three classes 

with average accuracy of 92,3%. H. Nasiri and S. Hasani [14] employed DenseNet169 to extract features 

from X-ray images and used XGBoost for classification; so, they gained 98,24% and 89,70% in binary, and 

three-class classification, respectively. In papers [14] authors applied transfer learning method for COVID-19 

images recognition and for pre-trained ResNet50 model achieved accuracy=92,32%, precision=95,69% and 

recall=95,62%. In paper [16] binary classifications with four classes (COVID-19, normal (healthy), viral pneu-

monia and bacterial pneumonia) by using 5-fold cross validation have implemented. Considering the performance 

results obtained, it has seen that pre-trained ResNet50 model provides the highest classification performance 

accuracy=99,7% among other four used models. Hamid Nasiri, Seyyed Ali Alavi [17] proposed deep model with 

ANOVA features selection that achieved evaluated accuracy=92% and recall=88,46%. Authors of papers [18, 

19] developed several deep learning architecture are deployed for the detection of COVID-19 such as ResNet, 

Inception, Googlenet etc. as binary classifiers. The best model is ResNet50 with accuracy=98%.  

 

Conclusion 

 

The proposed models significantly exceed or comparable to the results in papers mentioned above, 

which confirms the effectiveness of proposed approach of preprocessing x-ray images and followed by their 
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fine-tuning deep learning models to solve the task of multiclass classification with imbalance of images in 

classes. For future research, it is necessary to eliminate a number of shortcomings. In particular, a more de-

tailed analysis requires a larger volume of patient data, especially those associated with COVID-19. In addi-

tion, such effective deep learning models as VGG16 are trained on images from ImageNet that are not medi-

cal. So, the methods of synthetic data generation are most prospective in this task solution. 

In future work, we intend to develop a mobile application for wearable devices and mobile X-ray 

units, with the aim of detecting COVID-19 and pneumonia on the early stages of the disease. We are also 

planning to extend our work to the segmentation of COVID-19 chest X-rays and CT scans to give more  

information for the radiologists.    
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Аннотация. Предложены новые структуры отказоустойчивых цифровых вычислительных устройств и 

систем, в основе которых лежит использование принципа логического дополнения для фиксации искаженных 

сигналов и схем встроенного контроля. Последние реализуются с применением кода с суммированием взве-

шенных переходов от разряда к разряду в информационном векторе, при построении которого использована 

последовательность весовых коэффициентов, образующая ряд возрастающих степеней числа 2. Использование 

данного кода с суммированием позволяет обнаруживать любые комбинации искажений на выходах объекта 

диагностирования, за исключением одновременного искажения всех выходов, что на практике бывает доста-

точно редко. Дано описание четырех структур: структуры с двойной модульной избыточностью и контролем 

вычислений основным блоком по выбранному коду, структуры с двойной модульной избыточностью и кон-

тролем вычислений резервным блоком по выбранному коду, структуры с контролем вычислений основным 

блоком по выбранному коду и блоком фиксации искаженных сигналов на основе логического дополнения, 

структуры с блоком фиксации искаженных сигналов на основе логического дополнения с непосредственным 

контролем вычислений данным блоком. Приводятся примеры синтеза отказоустойчивых устройств и дана 

оценка их эффективности по сравнению с использованием традиционной структуры отказоустойчивых 

устройств и систем, основанной на тройной модульной избыточности с мажоритарной коррекцией сигналов. 

Освещены результаты экспериментов с контрольными комбинационными схемами LG’93 и MCNC 

Benchmarks, также показавшие эффективность предлагаемых отказоустойчивых структур. Использование 

принципа логического дополнения позволяет синтезировать отказоустойчивые цифровые устройства и си-

стемы, в которых не требуется прямого резервирования и внесения модульной избыточности, что на практике 

может давать существенное снижение структурной избыточности конечного объекта. 

Ключевые слова: отказоустойчивые цифровые устройства и системы; модульная избыточность; схема 

встроенного контроля; коррекция сигналов; контроль вычислений; код с суммированием взвешенных пере-

ходов; структурная избыточность 
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Abstract. Methods for introducing modular redundancy are widely used in fault-tolerant digital devices and sys-

tems synthesis. Such methods involve the use of the original device’s exact copies (analogues) and error correction 

circuits. There are structures based on the introduction of triple and double modular redundancy widespread and 

knowing. Research shows that fault-tolerant structures can be obtained without using modular redundancy  

techniques. At the same time, it is possible to achieve a decrease in the introduced hardware redundancy to endow  

the device with the property of fault tolerance concerning methods based on the introduction of modular redundancy. 

An effective technical solution is the use of the logical complement principle with the built-in control circuits  

organization, the diagnostics object, or a Boolean complement block in the fixing circuit of distorted signals. When 

organizing built-in control circuits using the Boolean complement method, it is possible to consider the structural  

features of the diagnosed object itself, and this makes it possible to reduce the structural redundancy relative to 

known methods. 

The article proposes standard structures of fault-tolerant devices based on the weight-transition sum code from  

bit to bit. Such a code is obtained by dividing the bits of the data vector into k = m – 1 pairs, starting with the least 

significant bit (pairs (f1, f2), (f2, f3), …, (fm–1, fm–2), (fm, fm–1)), are formed), assigning the pairs of weight coefficients 

from a series of increasing powers of the number 2 (20, 21, …, 2m–3, 2m–2), the subsequent addition of the weighting 

coefficients values of the digits pairs according to the formula 
1

, 1 , 11
,

m

i i i ii
W w q



 
  where , 1 1i i i iq f f    is the  

activating function the transition between the digits fi and fi+1. This code is designated as a Tm-code. It has k = m – 1 

check bit, each of which is implemented as a convolution modulo M = 2 bits in the corresponding pair. In previous 

author research, it was proved that this code detects any errors in data vectors, except for errors with maximum  

multiplicity d = m. The noted property can be effectively used in the built-in control circuits synthesis, if exclude the 

diagnostic object faults influence immediately all its outputs, any combination of distortions can be detected. The use 

of the Tm-code in the built-in control circuits synthesis gives a decrease in the introduced structural redundancy with 

the duplication method use. This feature is proposed to be used in the synthesis of fault-tolerant devices. 

The paper proposes four typical fault-tolerant structures based on the use of the Tm-code. The 1st two structures 

are based on the use of the duplication with computations control principle by one of the devices. In the first case, the 

calculations at the outputs of the main block are controlled. In the second, the calculations at the outputs of the addi-

tional block are controlled. The differences between the structures are in the method of signal correction when fixing 

computational errors. The other two structures are based on the use of only one source device and the implementation 

of a special block for fixing distorted signals using the Boolean complement method. In the first case, the calculations 

by the main unit are controlled by the Tm-code, and the fixation of distortions is performed in fixing the distorted signals. 

In the second case, the calculations are controlled in the block for fixing the distorted signals. The use of Boolean 

complement makes it possible to synthesize many variants of blocks for fixing distorted signals, which makes it pos-

sible to choose the variant that gives the least introduced structural redundancy. 

The block for fixing the distorted bits includes a Boolean complement block and a block for calculating correc-

tion functions. In the second case, this block also includes a built-in Tm-code control circuit, which controls the calcu-

lations at the control logic block outputs. The task of synthesizing a block for fixing distorted bits is to synthesize  

a built-in control circuit, a block for calculating correction functions, and a Boolean complement block. The first two, 

as shown in the article, have a standard implementation. For the Boolean complement block synthesis, the article 

proposes two algorithms. An example of the synthesis of all four structures is given. 

The theoretical results are complemented by the results obtained in experiments with combinational benchmarks 

LG'93 and MCNC Benchmarks. The results show the effectiveness of the proposed structures in comparison with the 

known ones. 

The use of Boolean complement and code methods for the self-checking and fault-tolerant digital devices and 

systems synthesis makes it possible to expand the number of methods for their implementation and to minimize the 

structural redundancy indicators. The results obtained in the article should be taken into account in practice when 

choosing an approach to the synthesis of fault-tolerant digital devices and systems. 
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Методы коррекции ошибок в вычислениях повсеместно используются при построении надежных 

цифровых устройств и систем [1–4]. Все они подразумевают внесение избыточности по определен-

ным правилам, например внесение модульной избыточности с проверкой вычислений и выбором 

верного значения по принципу большинства (мажоритарный принцип) или использование предвари-

тельно при синтезе устройства помехоустойчивого кодирования состояний или выходов устройства  

и т.д. [5–14]. 

Как показано в ряде работ [15, 16], для синтеза устройств и систем, не чувствительных к прояв-

лениям ошибок, возможно применение принципа логического дополнения с организацией схем 

встроенного контроля (СВК) либо объекта диагностирования, либо блока логического дополнения  

в схеме фиксации искаженных сигналов (ФИС). Это позволяет учитывать особенности структуры 

самого объекта диагностирования и снижать структурную избыточность, необходимую для реализа-

ции отказоустойчивой системы. 

Метод логического дополнения описан в [17, 18] и подразумевает преобразование значений 

функций некоторого объекта диагностирования (исходного устройства) в СВК в функции специаль-

ного вида. Такое преобразование осуществляется с использованием двухвходовых элементов сложе-

ния по модулю M = 2 (элементов XOR) и блока логического дополнения, имеющего такое же  

(или меньшее) число выходов, как и исходное устройство. Преобразования, таким образом, осу-

ществляются по формуле: ,i if g   1,2,..., ,i m  m – число выходов исходного устройства. В каче-

стве диагностического признака может быть выбран признак принадлежности вектора функций, 

формируемых на выходах каскада элементов преобразования, заранее выбранному избыточному 

блочному коду [19], принадлежность преобразованной функции к классу самодвойственных функций 

алгебры логики [20], контроль по обоим этим признакам [21] и т.д. Интересным является использова-

ние в качестве диагностического признака принадлежности вектора, формируемого на выходах кас-

када элементов преобразования, коду с суммированием взвешенных переходов от разряда к разряду  

в информационном векторе, при построении которого используется последовательность возрастаю-

щих степеней числа 2: {20, 21, …, 2m–3, 2m–2} [22, 23]. Такой код имеет избыточность, практически 

сравнимую с кодом с повторением: k = m – 1. При этом данным кодом, обозначим его как Tm-код, об-

наруживаются любые сочетания искажений информационных разрядов, кроме одновременного ис-

кажения всех разрядов информационного вектора. Как показано в [22, 23], использование Tm-кода 

при синтезе СВК позволяет получать самопроверяемые логические устройства автоматики и вычис-

лительной техники со структурной избыточностью, меньшей, чем при использовании принципа дуб-

лирования со сравнением результатов вычислений. В [24, 25] предложено применять Tm-код совместно 

с внесением двойной модульной избыточности при синтезе отказоустойчивых цифровых устройств  

и систем, а также приведены результаты экспериментов, позволяющие судить об эффективности 

применения такого подхода. Например, для представленных 25 комбинационных устройств было по-

лучено среднее значение уменьшения структурной избыточности примерно до 94,614% по сравнению 

с применением традиционного подхода реализации мажоритарной структуры (структуры с тройной 

модульной избыточностью). Для отдельных устройств были получены показатели уменьшения 

структурной избыточности более чем на 10%.  

В данной статье рассматриваются возможности использования Tm-кода при реализации отказо-

устойчивых устройств по принципу логического дополнения с контролем вычислений исходным 

устройством либо блоком логического дополнения в схеме ФИС. Применение логического дополне-

ния позволяет уменьшать сложность технической реализации отказоустойчивых устройств и систем 



Ефанов Д.В. Структуры схем коррекции ошибок 

109 

по сравнению с подходами, подразумевающими внесение модульной избыточности, при высокой 

корректирующей способности.  

 

1. Отказоустойчивая структура на основе дублирования 

 с контролем вычислений по коду с суммированием взвешенных переходов 

 

Исследования [26, 27] показывают, что при синтезе СВК могут эффективно использоваться 

разнообразные равномерные избыточные коды, обладающие различными избыточностью и характе-

ристиками обнаружения ошибок. Среди таких кодов можно выделить специальный код с суммирова-

нием взвешенных переходов от разряда к разряду в информационном векторе, который строится по 

следующим правилам [22, 23]: 

1. Переходам от разряда к разряду информационного вектора присваиваются весовые коэффи-

циенты wi,i+1 из ряда возрастающих степеней числа 2: [wi,i+1] = [w1,2, w2,3, …, wm–2,m–1, wm–1,m] = 

= [2m–2, 2m–3, …, 21, 20]. Будем их приписывать переходам в информационном векторе, начиная справа 

налево. 

2. Подсчитывается суммарный вес активных переходов:  

 
1

, 1 , 1

1

,
m

i i i i

i

W w q


 



  (1) 

где , 1 1i i i iq f f    – функция активации перехода между разрядами fi и fi+1. 

3. Полученное число представляется в двоичном виде и записывается в разряды контрольного 

вектора. 

К примеру, получим контрольный вектор для информационного вектора <f1 f2 f3 f4 f5 f6> =  

= <101101> T6-кода: 4 3 2 1 02 1 2 1 2 0 2 1 2 1 16 8 2 1 27,W                 [W]2 = <11011>. 

Как отмечалось ранее, Tm-код имеет k = m – 1 контрольный разряд. Значения контрольных раз-

рядов могут быть определены по формулам 

 

1 1 2

2 2 3

1 1

;

;

...

.m m m

h f f

h f f

h f f 

 

 

 

 (2) 

Так как для получения значений контрольных разрядов кода с суммированием взвешенных пе-

реходов используются только операции сложения по модулю M = 2, структура кодера данного кода 

будет стандартной и содержать в себе m – 1 элемент сложения по модулю два. Наличие стандартной 

структуры кодера позволяет синтезировать типовую структуру СВК по данному коду, подробно опи-

санную в [22, 23]. 

Tm-код будет обнаруживать любые искажения в контролируемом кодовом векторе, за исключе-

нием ошибок с максимальной кратностью d = m. Это объясняется тем, что значение суммарного веса 

информационного вектора, вычисленного по формуле (1), не изменится только в том случае, если оно 

будет вычислено для двух векторов с полностью противоположными значениями разрядов. Такая 

особенность Tm-кода позволяет весьма эффективно использовать его для организации СВК логиче-

ских устройств. При этом на структуры контролируемых устройств накладывается только одно огра-

ничение – отсутствие путей от каких-либо внутренних логических элементов, ведущих сразу же ко 

всем их выходам (можно сказать, что это структурное ограничение). Однако даже при наличии тако-

вых элементов может быть проверено условие невозможности одновременного искажения всех  

m выходов устройства:  

 1 2 ... 0,mff f

y y y  

 
   

  
 (3) 

где yα – функция, реализуемая на выходе логического элемента Gα, связанного путями со всеми выхо-

дами устройства. 
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Если выражение в левой части формулы (3) равно нулю, то не существует ни одного входного 

набора, на котором происходит трансляция ошибок на все выходы устройства. 

На рис. 1, 2 изображены отказоустойчивые структуры, основанные на использовании принци-

пов дублирования (внесении двойной модульной избыточности) с контролем вычислений одним из 

устройств (исходным F(x) или его копией F*(x)). 
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Рис. 1. Отказоустойчивая структура на основе дублирования с контролем вычислений основным устройством по Tm-коду 

Fig. 1. Fault-tolerant structure based on duplication with checking of calculations by the main device according to the Tm-code 

 

В обеих структурах для выявления ошибок на выходах исходного объекта F(x) используются 

дополнительное устройство F*(x), являющееся копией исходного устройства, и каскад элементов 

сложения по модулю M = 2 a1, a2, …, am–1, am для выявления выходов с ошибками. Если на каком-

либо из выходов присутствует ошибка, то на соответствующем выходе элемента сравнения будет 

присутствовать единичное значение. Такая организация позволяет выявлять любые одиночные неис-

правности на выходах объекта F(x). Для определения устройства, на выходах которого возникла 

ошибка, используется СВК по Tm-коду. В первом случае осуществляется контроль вычислений ис-

ходным объектом F(x), а во втором – объектом F*(x). Наличие СВК позволяет установить,  

на выходах какого из объектов возникла ошибка, и осуществить коррекцию только в том случае, если 

ошибка возникла на выходах основного объекта F(x). 

СВК содержит каскад сумматоров по модулю M = 2, позволяющих реализовать кодер Tm-кода  

с выходами h′1, h′2, …, h′m–2, h′m–1, блок H(x), вычисляющий аналогичные функции h1, h2, …, hm–2, hm–1, 

но по значениям входных воздействий, а также схему сравнения, образованную каскадом сумматоров 

c1, c2, …, cm–2, cm–1 и элементом логического сложения с m – 1 входами (элементом OR), на выходах 

которого формируется сигнал z, свидетельствующий об отсутствии или наличии ошибки. Схема 

сравнения может быть реализована в виде полностью самопроверяемого устройства с использовани-

ем модулей сжатия парафазных сигналов (two-rail checkers [28]). 

Для коррекции ошибок используется специализированный блок коррекции сигналов, включа-

ющий в себя элементы принятия решения о коррекции (элементы AND) и элементы коррекции сигна-

лов (элементы XOR d1, d2, …, dm–1, dm). Элементы принятия решения о коррекции имеют по два входа: 
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на первые входы поступают сигналы e1, e2, …, em–1, em от элементов сравнения a1, a2, …, am–1, am  

и определяют те выходы, на которых необходимо произвести коррекцию сигналов. На вторые входы 

поступают сигналы u1, u2, …, um–1, um от СВК: u1 = u2 = … = um–1 = um = z. Коррекция в случае структу-

ры рис. 1, когда СВК контролирует вычисления основным комплектом, осуществляется в том случае, 

если сигнал z = 1. Поэтому в ней на входах каждого элемента AND рассчитывается функция  

,ize  .,1 mi   Коррекция в случае структуры рис. 2, когда вычисления контролируются резервным 

комплектом, осуществляется только в том случае, если сигнал z = 0 (коррекция производится только 

при наличии ошибок в вычислениях основным блоком). Поэтому в данной структуре на входах каж-

дого элемента AND рассчитывается функция ,ize  .,1 mi    
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Рис. 2. Отказоустойчивая структура на основе дублирования с контролем вычислений  

дополнительным устройством по Tm-коду 

Fig. 2. Fault-tolerant structure based on duplication with checking of calculations by an additional device according to the Tm-code 

 

Следует отметить, что структуры, приведенные на рис. 1, 2, не защищены от неисправностей 

элементов блока коррекции сигналов. Такой же недостаток присущ и традиционной схеме мажори-

тарной коррекции сигналов [1, 2, 6]. На практике данный недостаток нивелируется применением  

высоконадежных элементов при синтезе блока коррекции сигналов, имеющих низкие интенсивности 

потоков отказов, внутреннее резервирование и реализуемых в виде полностью самопроверяемых 

устройств [29]. 

Обе структуры имеют высокую корректирующую способность на выходах исходного объекта 

за счет применения Tm-кода. 
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2. Отказоустойчивая структура на основе логического дополнения 

с контролем вычислений по коду с суммированием взвешенных переходов 

 

Исследования показывают, что могут быть реализованы отказоустойчивые устройства, имею-

щие в своем составе только один блок F(x). При этом возможно уменьшение структурной избыточно-

сти конечного устройства не только по сравнению с применением мажоритарной структуры, но и по 

сравнению с описанными выше структурами, основанными на принципе дублирования. Новые струк-

туры реализуются за счет применения логического дополнения при синтезе блока ФИС. Для кон-

троля корректности вычислений используется СВК на основе Tm-кода. В структуре рис. 3 контроли-

руются вычисления исходным объектом F(x). В структуре рис. 4 контролируются вычисления блоком 

логического дополнения G(x). Для этого используется блок H*(x). 

Отличием обеих структур – рис. 3 и рис. 4 – от структур, приведенных на рис. 1, 2, является ис-

пользование блока ФИС.  
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Рис. 3. Отказоустойчивая структура на основе логического дополнения  

с контролем вычислений исходным устройством по Tm-коду 

Fig. 3. Fault-tolerant structure based on Boolean complement with checking  

of calculations by the source device according to the Tm-code 

 

В структуру блока ФИС для структуры, приведенной на рис. 3, входит блок логического допол-

нения G(x), на выходах которого вычисляются специальные функции дополнения g1, g2, …, gm–1, gm,  

а также блок вычисления функций коррекции R(x). Значения функций g1, g2, …, gm–1, gm сравниваются 

со значениями с одноименных выходов блока F(x). Для вычисления функций активизации коррекции 

использован блок R(x), вычисляющий функции r1, r2, …,  rm–1, rm, а также каскад сумматоров по моду-

лю M = 2 b1, b2, …, bm–1, bm. На выходах последних формируются значения функций ошибок: 
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 (4) 

Если в результате неисправности в блоке F(x) искажается значение функции fi, то, как следует 

из (4), ei = 1, и активизируются вход и выход соответствующего элемента логического умножения  

в блоке коррекции сигналов (при этом на выходе СВК блока F(x) сигнал z = 1). Осуществляется ис-

правление неверного значения функции fi. 
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Рис. 4. Отказоустойчивая структура на основе логического дополнения  

с контролем вычислений блоком дополнения по Tm-коду 

Fig. 4. Fault-tolerant structure based on Boolean complement with checking of computations by the complement block by Tm-code 

 

В структуре рис. 4 вычисления основным устройством не контролируются, а блок ФИС, в от-

личие от структуры рис. 3, также содержит СВК для блока логического дополнения G(x), реализуе-

мую по Tm-коду (блок H*(x) формирует значения разрядов Tm-кода по значениям входов системы). 

СВК позволяет зафиксировать факт корректной или некорректной работы блока контрольной логики 

и сформировать соответствующий сигнал z. 

 

3. Синтез блока фиксации искаженных сигналов и схемы встроенного контроля 

 

Для структур рис. 1, 2 требуется реализация только СВК, в которой все элементы являются 

стандартными, кроме блока H(x). Он синтезируется достаточно просто. На каждом входном воздей-
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ствии рассчитываются значения функций h1, h2, …, hm–1. Осуществляется минимизация полученных 

функций любым из известных методов [30]. 

Для структур рис. 3, 4 требуется синтез блоков дополнительной логики G(x) и блока H(x).  

Последний для структуры рис. 3 совпадает с блоком контрольной логики для структур рис. 1, 2. Для 

структуры рис. 4 он синтезируется аналогичным образом, за тем лишь исключением, что функции  

h1, h2, …, hm–1 рассчитываются по выходам блока G(x). 

При синтезе устройства G(x) в структурах рис. 3, 4 необходимо определить функции g1, g2, …, 

gm–1, gm через функции r1, r2, …, rm–1, rm: i i ig f r  . Каждая функция ri может быть выбрана произ-

вольным образом независимо от того, какими являются функции fi и gi. От выбранного варианта 

функции ri зависит сложность реализации функции gi. При этом никакой зависимости между функци-

ями gi и ri с различными индексами i не существует. Однако наиболее простым способом вычисления 

функций ri является придание им значений входных переменных. Это позволяет фактически не син-

тезировать блок R(x), а реализовывать его в виде коммутатора входных сигналов.  

Рассмотрим два алгоритма синтеза блока G(x).  

Алгоритм 1. Правила синтеза блока G(x) при использовании в качестве функций {r1, r2, …, rm–1, rm} 

одной из входных переменных: 

1. Последовательно рассматриваются функции выходов блока F(x) fi (  1, 2, ...,i m ). 

2. Полагается i = 1. 

3. Последовательно выбираются значения функции корректирующей переменной rj = xj  

(  1, 2, ...,j t ). 

4. Полагается j = 1. 

5. Вычисляются функции дополнения для каждого из выходов блока F(x) fi: ,i j i jg f r 
 
 

(  1, 2, ...,i m ). 

6. Функции gi, j оптимизируются (на данном этапе можно провести оптимизацию функций как 

системы [30]), что дает возможность синтеза блока G(x) в выбранном элементном базисе. 

Алгоритм 1 позволяет достаточно просто синтезировать блок дополнительной логики. При 

этом для каждого выхода устройства G(x) может быть подобрана та переменная, которая дает наибо-

лее эффективное с позиции сложности реализации техническое решение. 

Алгоритм 2. Правила синтеза блока G(x) при использовании в качестве функций {r1, r2, …, rm–1, rm} 

входных переменных: 

1. Последовательно рассматриваются функции выходов блока F(x) fi (  1, 2, ...,i m ). 

2. Полагается i = 1. 

3. Последовательно выбираются значения функции корректирующей переменной rj = xj 

 (  1, 2, ...,j t ). 

4. Полагается j = 1. 

5. Вычисляется функция дополнения , .i j i jg f r   

6. Функция gi, j оптимизируется любыми известными методами [30]. 

7. Полагается j := j + 1.  

8. Проверяется условие достижения конечной входной переменной j > t? Если нет, то возвра-

щаемся к п. 5 данного алгоритма, в противном случае переходим к п. 9. 

9. Полагается i := i + 1. 

10. Проверяется условие достижения конечной функции выхода блока F(x) i > m? Если нет, то 

возвращаемся к п. 3 данного алгоритма, в противном случае переходим к п. 11. 

11. Для каждой функции gi, j выбираем ту входную переменную, коррекция по которой дает 

наименьшую сложность реализации в выбранном элементном базисе. 

12. Синтезируется блок реализации системы функций дополнений G(x). 
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Следует отметить, что в качестве функций {r1, r2, …, rm–1, rm} могут быть выбраны произволь-

ные функции, что увеличивает число вариантов синтеза отказоустойчивых цифровых устройств, при 

этом может быть выбран способ, дающий наименьшую сложность их реализации. 

Приведем далее примеры синтеза отказоустойчивых устройств по всем четырем рассмотрен-

ным ранее структурам. 

 

4. Пример синтеза отказоустойчивых структур 

 

Рассмотрим в качестве примера процедуры синтеза структур, представленных на рис. 1–4, для 

комбинационного логического устройства, описываемого формулами 
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 (5) 

Для синтеза структур, основанных на использовании двойной модульной избыточности  

(см. рис. 1, 2), требуется синтезировать только блок контрольной логики H(x), а остальные компоненты 

являются типовыми. В табл. 1 приводится описание исходного блока F(x) в виде таблицы истинности, а 

также контрольных функций, вычисляемых блоком H(x). Непосредственно из табл. 1 путем оптимиза-

ции получаются логические выражения для функций h1, h2, h3 и h4, по которым синтезируется блок H(x). 

Т а б л и ц а  1  

Описание комбинационного устройства и функций для контроля блока F(x) или его копии F*(x) по Tm-коду 

x4x3x2x1 f5f4f3f2f1 Активные переходы Формула подсчета веса W h4h3h2h1 

0000 01101 q1,2, q2,3, q4,5 w1,2 + w2,3 + w4,5 11 1011 

0001 01110 q1,2, q4,5 w1,2 + w4,5 9 1001 

0010 10111 q3,4, q4,5 w3,4 + w4,5 12 1100 

0011 00010 q1,2, q2,3 w1,2 + w2,3 3 0011 

0100 10110 q1,2, q3,4, q4,5 w1,2 + w3,4 + w4,5 13 1101 

0101 00100 q2,3, q3,4 w2,3 + w3,4 6 0110 

0110 11001 q1,2, q3,4 w1,2 + w3,4 5 0101 

0111 11001 q1,2, q3,4 w1,2 + w3,4 5 0101 

1000 11000 q3,4 w3,4 4 0100 

1001 10100 q2,3, q3,4, q4,5 w2,3 + w3,4 + w4,5 14 1110 

1010 11010 q1,2, q2,3, q3,4 w1,2 + w2,3 + w3,4 7 0111 

1011 01011 q2,3, q3,4, q4,5 w2,3 + w3,4 + w4,5 12 1100 

1100 00111 q3,4 w3,4 4 0100 

1101 11111 – – 0 0000 

1110 01000 q3,4, q4,5 w3,4 + w4,5 12 1100 

1111 00110 q1,2, q3,4 w1,2 + w3,4 5 0101 

 

Часто при синтезе цифровых устройств используются системы автоматизированного проекти-

рования, в которые интегрированы средства оптимизации функций и оценки сложности их техниче-

ской реализации [31, 32]. Воспользуемся известным интерпретатором SIS, синтезируем в нем исход-

ные устройства F(x), отказоустойчивую структуру на основе тройной модульной избыточности,  

а также предложенные в настоящей работе отказоустойчивые структуры с контролем вычислений  

по Tm-коду. При этом будем использовать библиотеку стандартных функциональных элементов 

stdcell2_2.genlib, а саму процедуру синтеза будем проводить по табличным формам задания 

устройств (в виде файлов *.pla). SIS позволяет не только синтезировать сами цифровые устройства, 

но и оценивать сложность их технической реализации в условных единицах площади, занимаемой 
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устройством на кристалле. Это дает возможность сравнения различных отказоустойчивых структур 

между собой. Далее не будем приводить сами устройства ввиду их громоздкости, а приведем только 

численные данные о показателях сложности реализации устройств. 

Сложность исходного блока F(x) равна LF(x) = 1 080. Мажоритарный элемент сравнения имеет 

сложность L≥2 = 136. Отсюда следует, что сложность отказоустойчивого устройства, реализованного 

по мажоритарной структуре, равна 

  23 5 3 1080 5 136 3920.TMR F x
L L L        

Оценим сложности отказоустойчивых устройств, реализованных по структурам рис. 1 и рис. 2. 

При этом учтем, что сложности стандартных функциональных элементов равны: элементов сложения 

по модулю два – LXOR = 40, четырехвходового элемента ИЛИ – L4OR = 48, сложность элемента логиче-

ского умножения (как с инверсией на одном входе, так и без нее) – LAND = 32. Оптимизация функций 

блока H(x) с применением стандартной процедуры simplify дает следующий результат: LH(x) = 560.  

C учетом полученного рассчитаем сложность структур, синтезируемых на основе двойной модульной 

избыточности с контролем вычислений одним из блоков по Tm-коду [25]:    

    42 18 5 2 1080 560 18 40 5 32 48 3648.DMR XOR AND ORF x H x
L L L L L L             

 

Площади структур устройств, полученные на основе дублирования с контролем вычислений 

одним из блоков, равны и составляют 96,061% от площади устройства, реализованного в соответ-

ствии с мажоритарной структурой. 

 Синтезируем отказоустойчивое устройство по структуре, представленной на рис. 3. В ней схе-

ма блока H(x) остается той же. Требуется синтезировать блоки G(x) и R(x) в структуре блока ФИС. 

Как отмечалось выше, фактически блок R(x) может быть реализован путем коммутации входов и не 

требует логических элементов. Синтезируем блок G(x). 

Воспользуемся алгоритмом синтеза 1, подразумевающим использование только одной входной 

переменной для вычисления функций дополнения. Данный алгоритм дает результат, представленный 

в табл. 2. Наиболее простой блок G(x) получается при использовании для коррекции переменной x2. 

Сложность его реализации оценивается величиной LG(x) = 640. 

Устройство, реализуемое в соответствии со структурой рис. 3, имеет сложность 

     1 423 5 1080 560 640 23 40 5 32 48 3408.SCB XOR AND ORF x H x G x
L L L L L L L                

Т а б л и ц а  2  

Описание блока контрольной логики G(x) и блока H*(x) для его контроля  

при использовании одной переменной для коррекции 

x4 x3 x2 x1 f5 f4 f3 f2 f1 
x4 x3 

g5 g4 g3 g2 g1 g5 g4 g3 g2 g1 

0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 

0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 

0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 

0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 

0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 

0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 

0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 

1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 

1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 

1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 

1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 

1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 

1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 

 



Ефанов Д.В. Структуры схем коррекции ошибок 

117 

О к о н ч а н и е  т а б л .  2
 

x2 x1 
h4 h3 h2 h1 

g5 g4 g3 g2 g1 g5 g4 g3 g2 g1 

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 

0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 

0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 

1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 

0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 

0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 

1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 

0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 

0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 

1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 

 

Сложность реализации устройства по данной структуре составляет 86,939% от сложности реа-

лизации по мажоритарной структуре. Таким образом, получено улучшение показателя сложности 

реализации. 

Синтезируем отказоустойчивое устройство в соответствии со структурой рис. 4. Блок G(x) уже 

получен. Требуется синтез блока H*(x). В табл. 1 представлены функции данного блока. Следует  

отметить, что он будет одинаков для блоков G(x), получаемых при коррекции сигналов по какой-либо 

одной из переменных, что следует из принципов построения Tm-кода. Это справедливо в силу того, 

что выбор той или иной переменной для коррекции приводит к инверсии всех значений функции отно-

сительно одного из вариантов дополнения либо же к сохранению значений, а для Tm-кода это не влияет 

на суммарный вес информационного вектора. Сложность блока H*(x) получена равной LH*(x) = 568. 

Таким образом, устройство, синтезированное по структуре рис. 4, имеет сложность реализации 

     1 4*
23 5 1080 640 568 23 40 5 32 48 34166.SBC XOR AND ORF x G x H x

L L L L L L L                

Полученная величина несколько превышает величину сложности реализации, полученной  

для структуры рис. 3, – она дает устройство с 87,143% от сложности устройства, реализуемого при 

использовании мажоритарной структуры. 

Алгоритм синтеза 2 позволяет для каждой функции дополнения выбрать наилучший вариант 

переменной и несколько уменьшить сложность конечного отказоустойчивого устройства. Расчеты 

показали, что наилучшие варианты коррекции получаются при использовании функций дополнения, 

вычисляемых по формулам 1 1 4 ,g f x   2 2 3 ,g f x   3 3 4 ,g f x   4 4 2 ,g f x   5 5 4.g f x   В этом 

случае получается блок контрольной логики со сложностью технической реализации LG(x) = 464. 

Таким образом, синтез в соответствии со структурой рис. 3, дает отказоустойчивое устройство 

со сложностью реализации: 

     2 423 5 1080 560 464 23 40 5 32 48 3232.SCB XOR AND ORF x H x G x
L L L L L L L                

Это составляет 82,449% от сложности устройства, реализованного по мажоритарной структуре. 

При использовании для контроля вычислений не блока F(x), а блока G(x), получаем блок кон-

трольной логики H*(x) (табл. 3) со сложностью реализации LH(x) = 560. Отсюда следует, что устрой-

ство, синтезированное по структуре рис. 4, имеет сложность реализации 

     1 4*
23 5 1080 464 560 23 40 5 32 48 3232.SBC XOR AND ORF x G x H x

L L L L L L L              
 

Это также составляет 82,449% от сложности устройства, реализованного по мажоритарной 

структуре. 
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Т а б л и ц а  3  

Описание блока контрольной логики G(x) и блока H*(x) для его контроля  

при использовании различных переменных для коррекции 

x4 x3 x2 x1 f5 f4 f3 f2 f1 
x4 x2 x4 x3 x4 

h4 h3 h2 h1 
g5 g4 g3 g2 g1 

0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 

0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 

0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 

0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 

0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 

0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 

1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 

1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 

1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 

1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 

1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 

 

Следует отметить, что структура, приведенная на рис. 4, в ряде случаев может давать даже 

большие значения показателей сложности технической реализации, чем структура, приведенная на 

рис. 3. На это влияют особенности СВК для блока логического дополнения G(x): блок H*(x) может 

оказаться более сложным, чем аналогичный блок H(x) для исходного устройства F(x). 

Анализ полученных результатов говорит о том, что представленные структуры дают лучшие по 

сложности реализации отказоустойчивые устройства, чем мажоритарная структура. Для еще больше-

го снижения структурной избыточности следует применять для контроля вычислений менее избы-

точные коды, например коды с суммированием и их модификации [23, 27].   

 

5. Экспериментальные результаты 

 

В целях анализа эффективности применения описанных выше структур при синтезе отказо-

устойчивых цифровых устройств и систем были проведены эксперименты с рядом контрольных ком-

бинационных схем из наборов LG’93 и MCNC Benchmarks [33]. Основной задачей экспериментов 

была оценка уменьшения показателя структурной избыточности отказоустойчивого устройства для 

выбранной комбинационной схемы, синтезированного по каждой из предложенных выше структур 

(рис. 1–4), по сравнению со структурной избыточностью мажоритарной системы (TMR, triple-modular 

redundancy).  

В табл. 4, 5 приведены результаты экспериментов для пяти контрольных комбинационных схем 

dc1, rd53, p82, m1 и max512. В табл. 4 подробно представлены данные по показателям сложности тех-

нической реализации отказоустойчивых устройств по мажоритарной структуре и по четырем приве-

денным выше структурам. В качестве показателя сложности технической реализации использована 

площадь, занимаемая устройством на кристалле, в условных единицах библиотеки функциональных 

элементов stdcell2_2.genlib, а также относительный показатель μ – доля площади, занимаемой отказо-

устойчивым устройством на кристалле, от площади системы с тройной модульной избыточностью  

(в процентах). Площадь определялась с применением интерпретатора SIS. 

При проведении экспериментов структура исходной схемы F(x) не оптимизировалась (выбира-

лось законченное устройство). Структуры блоков H(x), G(x) и H*(x) оптимизировались с использова-

нием команды simplify в интерпретаторе SIS. В ходе экспериментов синтезировались отказоустойчивые 

устройства по структуре с тройной модульной избыточностью (TMR), по обеим структурам с двой-
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ной модульной избыточностью и дополнительным контролем вычислений одним из блоков (DMR, 

double-modular redundancy), а также по обеим структурам, использующим принцип логического до-

полнения (BC, Boolean complement). При этом в процессе синтеза устройств на основе структур рис. 3 

и рис. 4 использовался подход, при котором корректирующие функции представляли собой одну вы-

бранную входную переменную (см. алгоритм 1). В табл. 4 приведены данные о показателях сложно-

сти технической реализации составляющих структур, а также устройств, использующих тройную  

и двойную модульную избыточность, а в табл. 5 – о показателях сложности реализации структур на 

основе принципа логического дополнения. 
Т а б л и ц а  4  

Показатели сложности технической реализации составляющих отказоустойчивых структур 

Схема In / Out 

Площадь устройств на кристалле, усл. ед. библиотеки stdcell2_2.genlib 

F(x) H(x) 
G(x) 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 

dc1 4/7 976 488 608 576 712 672 – – – – – 

rd53 5/3 880 680 592 592 592 592 592 – – – – 

p82 5/14 2 368 1 784 1 976 1 792 1 920 1 864 1 848 – – – – 

m1 6/12 3 064 1 296 1 392 1 560 1 456 1 856 1 536 1 832 – – – 

max512 9/6 9 632 5 480 7 832 6 984 6 456 6 872 6 696 7 104 8 352 9 376 10 192 
 

Площадь устройств на кристалле, усл. ед. библиотеки stdcell2_2.genlib 

μ, % 
H*(x) 

Дополнительные элементы 
Структура TMR Структуры DMR 

TMR DMR ВС 

584 952 1 336 1616 3 880 3 776 97,32 

680 408 536 656 3 048 2 976 97,638 

1 784 408 536 656 7 512 7 056 93,93 

1 408 1 632 2 336 2 816 10 824 9 760 90,17 

5 232 816 1 136 1 376 29 712 25 880 87,103 

 

Анализируя данные таблиц, можно сделать следующие выводы. Отказоустойчивые устройства, 

реализуемые по предложенным в настоящей работе структурам, получаются, как правило, менее из-

быточными, чем отказоустойчивые устройства, реализованные по структуре с тройной модульной 

избыточность и мажоритарной коррекцией сигналов. Устройства, реализуемые на основе двойной 

модульной избыточности с контролем вычислений одним из блоков F(x) или F*(x) по Tm-коду, для 

большинства схем имеют выигрыш в показателе избыточности по сравнению с TMR-структурой  

до 10%. Для некоторых схем (например, для схемы max512) достигается даже большее улучшение. 

Реализация устройства по одной из структур, подразумевающих применение принципа логического 

дополнения, может еще больше сократить сложность технической реализации и уменьшить избыточ-

ность. При этом существует достаточно большая вариативность в построении структур. Например, 

применение алгоритма 1 при выборе функций коррекции значений позволяет строить t блоков кон-

трольной логики (t – число входных переменных). Как видно из данных табл. 4, такая вариативность 

позволяет выбирать наименее избыточную реализацию блока G(x) для каждого устройства F(x). Это, 

в свою очередь, позволяет синтезировать t различных по сложности структур рис. 3 и выбирать среди 

них наиболее эффективный вариант. Для большинства реализаций блоков контрольной логики в рас-

смотренных примерах блоки G(x) получались более простыми, чем блок F(x), – среди 29 вариантов 

блоков контрольной логики только один дал блок G(x) с площадью, большей чем площадь блока F(x). 

Таким образом, практически для всех устройств применение структуры рис. 3 и принципа логическо-

го дополнения позволило уменьшить сложность технической реализации по сравнению с реализаци-

ей по структурам DMR (рис. 1, 2). Применение структуры рис. 4 в ряде случаев давало эффект  

в уменьшении сложности технической реализации и по сравнению со структурой рис. 3. Эффект до-

стигался в том случае, если блок H*(x) оказывался проще блока H(x). Реальный эффект от примене-

ния структуры рис. 4 заметен лишь для схемы max512 из приведенных здесь. Для двух схем, rd53 и 
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p82, сложности реализации структур рис. 3 и рис. 4 совпали. Для двух схем, dc1 и m1, структуры  

рис. 4 получались несколько более сложными, чем структуры рис. 3, однако превышение находилось 

на уровне 1–3%. На рис. 5 приведены диаграммы для сравнения показателей μ для отказоустойчивых 

устройств, полученных по структурам, подразумевающим использование принципа логического до-

полнения. Применение логического дополнения для ряда схем позволило синтезировать отказоустой-

чивые устройства со сложностью реализации, меньшей сложности TMR-структуры на 20–25%. 

Т а б л и ц а  5  

Показатели сложности технической реализации отказоустойчивых структур  

на основе логического дополнения 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 

dc1, 4/7 

Структура с контролем блока F(x) 

3 688 3 656 3 792 3 752 
– – – – – 

95,052 94,227 97,732 96,701 

Структура с контролем блока G(x) 

3 784 3 752 3 888 3 848 
– – – – – 

97,526 96,701 100,206 99,175 

rd53, 5/3 

Структура с контролем блока F(x) 

2 808 2 808 2 808 2 808 2 808 
– – – – 

92,126 92,126 92,126 92,126 92,126 

Структура с контролем блока G(x) 

2 808 2 808 2 808 2 808 2 808 
– – – – 

92,126 92,126 92,126 92,126 92,126 

p82, 5/14 

Структура с контролем блока F(x) 

6 784 6 600 6 728 6 672 6 656 
– – – – 

90,309 87,859 89,563 88,818 88,605 

Структура с контролем блока G(x) 

6 784 6 600 6 728 6 672 6 656 
– – – – 

90,309 87,859 89,563 88,818 88,605 

m1, 6/12 

Структура с контролем блока F(x) 

8 568 8 736 8 632 9 032 8 712 9 008 
– – – 

79,157 80,71 79,749 83,444 80,488 83,222 

Структура с контролем блока G(x) 

8 680 8 848 8 744 9 144 8 824 9 120 
– – – 

80,192 81,744 80,783 84,479 81,523 84,257 

max512, 9/6 

Структура с контролем блока F(x) 

24 320 23 472 22 944 23 360 23 184 23 592 24 840 25 864 26 680 

81,852 78,998 77,221 78,621 78,029 79,402 83,603 87,049 89,795 

Структура с контролем блока G(x) 

24 072 23 224 22 696 23 112 22 936 23 344 24 592 25 616 26 432 

81,018 78,164 76,387 77,787 77,194 78,568 82,768 86,214 88,961 

 

Следует отметить, что применение алгоритма 2 при выборе переменных для коррекции 

функций f1, f2, …, fm–1, fm, позволяет увеличить число вариантов построения блоков G(x). В этом 

случае каждая из m функций блока контрольной логики может быть получена t способами (всего  

mt способов реализации). Применение алгоритма 2 может позволить еще больше улучшить показа-

тели структурной избыточности за счет «индивидуального» подхода к каждому из рабочих выхо-

дов устройства F(x). 
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Рис. 5. Сравнение показателей структурной избыточности для различных контрольных комбинационных схем 

Fig. 5. Comparison of indicators of structural redundancy for various combinational benchmarks 

 

Заключение 

 

При построении отказоустойчивых цифровых вычислительных устройств и систем могут быть 

использованы не только традиционные подходы, основанные на тройной модульной избыточности  

с мажоритарной коррекцией сигналов и двойной модульной избыточности с применением схем срав-

нения и переключения, но и подходы, основанные на использовании СВК отдельных блоков и логи-

ческого дополнения для фиксации искаженных сигналов. Подобные структуры синтезируются с учетом 

следующего ограничения: одновременно возможно возникновение неисправностей только в одном из 

блоков системы. 

Структуры отказоустойчивых устройств и систем, основанные на использовании двойной модуль-

ной избыточности с контролем вычислений одним из блоков (основным или резервным) по Tm-коду, 

для многих реальных устройств F(x) позволяют получать менее избыточные отказоустойчивые реа-

лизации, чем применение мажоритарной структуры. При этом данные структуры обладают высокой 

корректирующей способностью за счет возможности фиксации любых сочетаний искажений на вы-

ходах объекта диагностирования, за исключением искажений с кратностями d = m. Применение 

принципа логического дополнения при синтезе блока ФИС позволяет еще больше сократить струк-

турную избыточность конечного отказоустойчивого устройства, что объясняется возможностями су-

щественного упрощения блока логического дополнения G(x).  

Необходимо отметить две особенности описанных в настоящей статье структур. Во-первых, за 

счет использования нескольких последовательных каскадов сумматоров по модулю M = 2 во всех 

предложенных структурах примерно вдвое уменьшено быстродействие по сравнению с традицион-

ными структурами (пути прохождения сигналов к выходному каскаду увеличены). Однако при со-

временных технологиях реализации цифровых устройств и систем такое снижение быстродействия 

не представляется столь существенным. Во-вторых, если использование принципов модульной избы-

точности с устройствами сравнения и коррекции позволяет не анализировать структуры исходных 

объектов F(x) и строить их из типовых блоков, то в случае применения описанных подходов такой 
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анализ требуется при построении СВК и блока ФИС. Для устройств с большим числом входов (более 30) 

данная задача может быть достаточно трудоемкой, что потребует применения методов декомозиции 

при синтезе соответствующих устройств и более сложных процедур проектирования отказоустойчи-

вых устройств и систем. Тем не менее при автоматизации процедур получения функций логического 

дополнения можно добиться существенного упрощения конечных отказоустойчивых устройств и си-

стем, реализуемых на современной элементной базе, по сравнению с традиционными подходами для 

решения этой задачи. 

Применение логического дополнения и кодовых методов для синтеза самопроверяемых и отка-

зоустойчивых цифровых устройств и систем позволяет расширить число способов их реализации  

и минимизировать показатели структурной избыточности. Полученные в статье результаты целесо-

образно учитывать на практике при выборе подхода к синтезу отказоустойчивых цифровых 

устройств и систем. 

В заключение также обратим внимание на возможные перспективы в продолжении исследова-

ний в области синтеза отказоустойчивых устройств и систем. Прежде всего отметим еще раз, что 

предложенные в настоящей статье структуры ориентированы на работу с одиночными неисправно-

стями. Тем не менее при использовании подобных структур в ряде приложений, например в составе 

устройств и систем критического применения, где входные воздействия могут изменяться достаточно 

редко [34], будут создаваться условия накопления скрытых неисправностей. В аварийном режиме 

скрытые неисправности могут начать проявляться в виде кратных отказов, а их последствия – в виде 

искажения вычисляемых функций, в конечном итоге не корректироваться в предложенных структу-

рах. В дальнейших исследованиях необходимо обращать внимание на проблему контролепригодно-

сти подобных структур при их функционировании в штатном режиме и на возможности обнаружения 

искажаемых функций в рабочем режиме и локализации скрытых дефектов [35–37]. Ее решение может 

быть связано с повышением обнаруживающей способности схемы контроля, а также с организацией 

систем тестово-функционального диагностирования [38]. 
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