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Аннотация. Данная публикация продолжает серию работ М.С. Бухтяка о модели-

ровании формы ортотропного упругого материала, принимающего равновесную 

форму внутри области, граница которой указана. М.С. Бухтяк в ряде публикаций 

2016–2020 гг. предложил подход к построению модели, основанный на использо-

вании поверхностей с постоянным отношением главных кривизн. Эти поверхности 

названы псевдоминимальными поверхностями. В указанный период доказана тео-

рема существования, построена конечно-элементная модель. Условие, выделяющее 

класс псевдоминимальных поверхностей, примененное к линейчатым поверхностям, 

либо выполняется тождественно (тривиальные подклассы), либо выполняется вдоль 

семейства линий. Соответствующим классам линейчатых поверхностей дана исчер-

пывающая геометрическая характеристика. Дифференциальное уравнение в частных 

производных, задающее (в локальном смысле) класс псевдоминимальных поверх-

ностей, весьма сложно для анализа, что делает актуальным вопрос о приближен-

ных решениях. В предложенной работе рассматриваются псевдоминимальные по-

верхности вращения. Построение приближенных решений осложняется тем, что 

формальный полином Тейлора проявляет склонность расходиться. Тем не менее 

приближенные решения (разумеется, не идеальные) строятся. 

Ключевые слова: поверхность вращения, меридиан, дифференциальное уравне-

ние, расходящийся ряд, аппроксимация решения 
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Abstract. This paper is a follow-up to the first author’s series of works about shape 

modeling of orthotropic elastic material that takes the equilibrium form inside the area 

with the specified boundaries. M.S. Bukhtyak, in a number of his publications of 2016–

2020, proposed an approach to the model building based on the application of surfaces 

with a constant ratio of principal curvatures. These surfaces are named pseudo-minimal 

surfaces. The theorem of existence has been demonstrated and the finitely-element model 

has been built. The condition distinguishing the class of pseudo-minimal surfaces, as  

applied to ruled surfaces, is either satisfied identically (trivial subclasses) or is satisfied 

along a family of lines. The corresponding classes of ruled surfaces have been compre-

hensively characterized geometrically. A partial differential equation that defines (in the 

local sense) the class of pseudo-minimal surfaces is very complex for analysis, which 

makes it relevant to consider approximate solutions. The current paper considers  

the pseudo-minimal surfaces of revolution. Generation of the approximate solutions 

is complicated by the tendency of the formal Taylor polynomial to diverge. However,  

the approximate solutions (of course, not ideal) have been generated. 

Keywords: surface of revolution, meridian, differential equation, diverging sequence, 

approximation of the solution 

 
For citation: Bukhtyak, M.S., Yesipov, D.E. (2022) Pseudo-minimal surfaces of revolu-

tion. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk 

State University Journal of Mathematics and Mechanics. 76. pp. 5–19. doi: 

10.17223/19988621/76/1 

 

Вступительные замечания 
 

Отражающая поверхность орбитального рефлектора – трикотажное полотно 

из вольфрамовых либо молибденовых нитей, которому с помощью поддержива-

ющих конструкций придают форму, по возможности близкую к вырезке из пара-

болоида вращения. Описание реальной поверхности сетеполотна предполагает 

наличие модели поверхности тонкого упругого материала внутри некоторого 

ограничивающего контура. В случае изотропного материала подходящей моде-

лью является минимальная поверхность (сумма главных кривизн равна нулю). 

Сетеполотно, однако, ортотропно (коэффициенты растяжения в двух ортогональ-

ных направлениях постоянны и неодинаковы). Для моделирования в случае орто-

тропности М.С. Бухтяком предложен класс поверхностей с постоянным отноше-

нием главных кривизн (они названы псевдоминимальными). 

Ототропность сетеполотна как существенное его качество указано еще в 2011 г. 

А.П. Жуковым [1], хотя для зонтичного рефлектора он счел возможным ортотроп-

ностью пренебречь. Класс поверхностей с постоянным отношением главных кри-

визн отмечен С.Г. Гаспаряном [2] (со ссылкой на Пауля Штекера) как подкласс 
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изотермических поверхностей. Поверхность с постоянным отношением главных 

кривизн упомянута в монографии [3, с. 143] при описании формы деформирован-

ной пластины из (в основном) механических соображений. Следует отметить, что 

главные кривизны, входящие в классическое уравнение теплопроводности 

Лапласа (в трактовке А.И. Русанова [4]) подразумевают анизотропию поверхности 

по кривизне, и ее следует дополнить анизотропией по поверхностному натяжению. 

Моделирование формы сетеполотна должно учитывать подверженность его так 

называемому «матрасному эффекту», который сопровождает раскрытие зонтика: 

прогиб ткани внутрь купола. Решение этой задачи для изотропного сетеполотна, 

прикрепленного к соседним ребрам осесимметричного рефлектора, предложено  

в [5]. В основу положены уравнения равновесия тонкой упругой оболочки. Рабо-

ты М.С. Бухтяка 2016–2017 гг. призваны распространить моделирование на орто-

тропные материалы, а также на области, границы которых могут быть заранее не 

указаны. Это привело к понятию «псевдоминимальная поверхность» – попросту 

поверхность с постоянным отношением главных кривизн. Такое отношение вы-

ражается через экстремальные значения коэффициентов растяжения упругого 

материала в двух ортогональных направлениях (для ортотропного материала).  

Первое применение указанной конструкции (в ограниченном смысле) – в ра-

боте [6], где, по примеру [5], давалась оценка формы сетеполотна лепестка осе-

симметричного рефлектора, но для ортотропного материала и путем построения 

поверхности, для которой условие псевдоминимальности выполнено вдоль линии 

симметрии (осевой линии) точно, а на лепестке в целом – приближенно. 

Отметим, что алгоритм конечно-элементного моделирования псевдоминималь-

ной поверхности разработан в [7]. Наконец, в [8] исследован вопрос о постоянстве 

отношения главных кривизн вдоль семейства линий линейчатой поверхности. 

Пусть сетеполотно ортотропно, и коэффициент его растяжения в радиальном 

направлении равен коэффрад, а вдоль окружностей, ортогональных радиусам, – 

коэффокр. В статье [9] введен коэффициент ортотропности сетеполотна  
2

рад

окр

коэфф

коэфф
a

 
   
 

. 

Таким образом, этот коэффициент вводился как существенно положительный. 

В работе [10] определена псевдоминимальная поверхность веса a  как гладкая 

поверхность, главные кривизны которой 1k  и 2k  связаны (в случае упорядочен-

ности) соотношением  

1 2 0k ak   при a const . 

Если отвлечься от первоначального смысла коэффициента a, то нет оснований 

связывать его условием положительности, приводящим к поверхности неполо-

жительной гауссовой кривизны. В данной работе мы считаем его произвольным 

вещественным числом. 

Интерес к поверхностям вращения обусловлен (кроме прочего) тем внимани-

ем, которое уделяется им в строительстве и архитектуре. Вполне адекватное суж-

дение по этому вопросу можно получить благодаря монографии трех авторитет-

ных специалистов [11]. Стоит отметить, что детальное описание частных классов 

поверхностей сопровождается основательными ссылками на источники сведений 

о применениях в строительстве и механике. В диссертации З.В. Беляевой [12] 
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детально прослеживаются особенности применения поверхностей вращения.  

О глубине проникновения геометрии поверхностей в архитектуру (хотя и кос-

венным образом) свидетельствуют [13–15]. Свойства линейчатых поверхностей, 

делающие эти поверхности привлекательными для строителя, обоснованы, 

например, в статье [16]. Локальную близость к поверхностям вращения можно 

обнаружить у поверхностей, рассмотренных в [17–19]. 

Авторы полагают, что характеризация ортотропных свойств упругого материа-

ла может иметь значение для конструкций, использующих поверхности вращения.  

Все функции, рассматриваемые в данной работе, предполагаются имеющими класс 

гладкости, достаточный для корректности тех конструкций, где они применены. 
 

1. Меридиан псевдоминимальной поверхности вращения.  

Аналитические решения 
 

Рассмотрим поверхность вращения. Индивидуализация главных кривизн  

совершается естественным путем: 1k  – кривизна меридиана, 2k  – кривизна  

(с обратным знаком) параллели.  

Пусть координатная ось Ox  – ось вращения, и уравнения начального мериди-

ана имеют вид: 
20, ( ), ( )z y y x y x C   . 

Тогда 

 

 

2

2

1 3/2
2

1

d
y x

dxk

d
y x

dx


  
     

,      

   

2
2

1

1

k

d
y x y x

dx




 
  
 

. 

Псевдосредняя кривизна, согласно [9], равна 

        
22

2
( ), 1

d d
H y x a y x y x a y x

dxdx

    
           

. (1) 

Для отыскания псевдоминимальных поверхностей следует решить дифференци-

альное уравнение  

  ( ), 0H y x a  . (2) 

Исключая очевидно тривиальное решение, полагаем 0a  . 

Уравнение искомого начального меридиана, таким образом, имеет вид: 

    

 

 

2

2

2

1

( ), 0

d
a y x

dxd
U y x a y x

y xdx

  
       

   
 

.  (3) 

Общее решение уравнения (3) определяется неявным образом уравнением 

 

       

2
2 1

2 2
1 1

1 1 2 1
( ) , , , ( ) 1 0,

2 2 2

1 1 1
sgn sgn ( ) sgn ( ) sgn .

2 2 2

a

a a

a
x c y x hypergeom iy x c i

a a

c c i c y x i c y x i c c i

    
        

    

    

 

Ясно, что такое задание бесполезно для инженерных целей.  
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Вернувшись к (3), видим, что при 1a   (изотропное сетеполотно) линии 

( )y y x  суть цепные линии (что видно и без (3), поскольку, как отмечено выше, 

в этом случае имеем минимальную поверхность вращения – катеноид). Тем са-

мым исчерпан вопрос о форме меридиана для изотропного упругого материала. 

Еще один класс решений мы получим, полагая 
1

2
a  . Общее решение дает се-

мейство парабол 

 2 2
1

1 2
2

1
( )

4

p x
y x p x p

p


   ,   2 0p  . 

Очевидная подстановка ( )
dy

g y
dx

  позволяет свести решение уравнения (3)  

к интегралу 

 
2

1

( )
1a

dy
x y

c y



 . (4) 

Имеются два семейства значений параметра a, позволяющих решить уравнение (4) 

в элементарных функциях.  

 

Первое семейство  

 

Первое семейство получаем, полагая 

1
, , 0

2
a s s

s
   . 

Замена переменной 
1

2 22

1 1

1 1
( )

s
a

s

t t
y Y t

c c

    
     

   
 

сводит задачу к вычислению интеграла 

 
1

2
1 2( ) 2 1

s
s

sX t c s t dt c


   . 

Получаем для различных значений s параметрические задания линий 

( ), ( )s sx X t y Y t  . 

В частности,  

   
 

3 3 3
31 1 1

3 1 23 2 2
2 2

5 15 15
arctan

8 811 4 1

c t c t c t
X c t c

tt t
      

 
,  

 

3
1

3 3
2 1

c
Y

t
 


, 

 
 

2 2 2
1 1 1

2 22 2
2

3
arctan

2( 1)1

3

2

c t c t c
X t c

tt
     


,  

 

2

2
2

2
1

1

c
Y

t
 


, 

 1
1 1 22

arctan
1

c t
X c t c

t
    


.  1

1 2 1

c
Y

t
 


. 

Полагая 1 21, 0c c  , изобразим соответствующие линии (рис. 1). 



Математика / Mathematics 

10 

 

Рис. 1. Линии для значений s, равных –1, –2, –3 (снизу вверх) 

Fig. 1. Lines for the values of s equal to –1, –2, and –3 (from bottom to top) 

 

Аналогично, для положительных значений параметра a  
2

1 2 1
1 1

,
2 1t t

X c Y
c c


   , 

   
2

2 2

2 2 22 2
1 1

4 3 1

3
,

t t t
X c Y

c c

 
   , 

   
3

4 2 2

3 2 33 3
1 1

2 15 3 10
,

1

5

t t t t
X c Y

c c

  
   . 

При тех же значениях констант 1 21, 0c c   получаем линии, изображенные на 

рис. 2. 
 

 

Рис. 2. Линии для значений s , равных 1, 2, 3 (сверху вниз) 

Fig. 2. Lines for the values of s equal to 1, 2, and 3 (from top to bottom) 

 

Второе семейство 

 

Еще одно счетное семейство получаем при 

1
,

2 1
a k

k
 


. 
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Замена переменной в (4) 
1

2

2
1

1
( )

k

ky Y z
c z


 

     
 

позволяет находить, согласно (4), 

   
1

2
1 2( ) 2 1

k

kX z k c z dz c
 

    . 

В частности, 

  5 3 2
3 1 1 2

10
5

3
X z z c z c z c      ,   

  3
2 1 23X z z c z c     ,    1 2X z z c    , 

 0 2 1

1 1

1
arctanh

z
X z c c

c c

  
   

  
  

, 

 

 

3 5

2 22 2
1 1 1 2 1 2 1

1 1

3
1

22
1 1

1
3 3arctanh 3arctanh 2 2

2

,

z z
X z z c z c c c z c c

c c

c z c
 

    
          

    
    

 

 

 2
1

2
3

5

( ) cY z z    ,   2
1

2
2

3

( ) cY z z   ,  
2

1 1( )Y z c z   , 

0
2

1

1
( )Y z

z c


 
,   

3

2
1

2
1( )Y z zc


  . 

Полагая 1 21, 0c c  , изобразим соответствующие линии (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Линии для значений с указанием значения параметра k  

Fig. 3. Lines of the values indicating the parameter k  
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2. Полиномиальная аппроксимация 

 

Уравнение (3) позволяет производную от искомой функции выразить через 

саму функцию и ее первую производную и, следовательно, построить для ( )y x  

формальный полином Тейлора. В частности, для начальных условий 

(0) , (0) 0y c y   

соответствующий полином восьмой степени имеет вид: 

 

    

  

2 4 3 62

8 3 5

4 2 8

7

2 1 2 1 8 7
( )

2 24 720

2 1 262 127 136
.

40320

a a x a a a xax
p x c

c c c

a a a a x

c

  
    

   


 (5) 

Использовать полиномы (5) (и с иными степенями) можно лишь в очень огра-

ниченных пределах. Если функция удовлетворяет уравнению (1), то она не имеет 

вещественных нулей. С полиномами вида (5) дело обстоит совсем не так.  

Указанные полиномы могут иметь пару вещественных нулей, симметричных  

относительно начала координат. Для положительных значений a и различных 

степеней n полинома укажем промежуток  1 2,x x , заключающий в себе положи-

тельный корень уравнения ( ) 0np x    

Для 4( )p x :          

1 2

1 1 1 3 1 3 2 9 49

.100 20 10 20 5 10 5 20 100

[ , ] [37,38] [17,18] [12,13] [11,12] [10,11] [12,13] [37,38] [16,17] [35,36]

a

x x

 

 

Для 8( )p x :         

1 2

1 1 1 3 1 3 2 9 49

100 20 10 20 5 10 5 20 100

[ , ] [25,26] [11,12] [8,9] [7,8] [6,7] [5,6] [6,7] [16,17] [8,9]

a

x x

. 

 

Для 20( )p x :  

1 2

51 3 4 17 43 9 99

100 5 5 20 50 100 100

[ , ] [4,5] [3,4] [3,4] [3,4] [3,4] [3,4] [3,4]

a

x x

. 

Полиномы, очевидно, если и пригодны для аппроксимации решения диффе-

ренциального уравнения (1), то «не слишком далеко» от начала координат, и чем 

выше степень полинома, тем пригодность меньше. Имеется и ограничение на 

параметр a. Определим невязку приближенного решения ( )f x  уравнения (1) на 

интервале ( , )  : 

   21
( ), , ( ( ), )

2
f x a H f x a dx





  
  . (6) 



Бухтяк М.С., Есипов Д.Е. Псевдоминимальные поверхности вращения 

13 

Для полинома четвертой степени при 1.05   графики зависимости невязки 

 4( ), ,1.05p x a  от a представлены на рис. 4, 5. 

 

 

Рис. 4. График зависимости невязки 

 4( ), ,1.05p x a  от a 

Fig. 4. Dependency graph for residual  

 4( ), ,1.05p x a  of a 

 

Рис. 5. График зависимости невязки 

 6( ), ,1.02p x a  от a 

Fig. 5. Dependency graph for residual  

 8( ), ,1.05p x a  of a 

 

Ясно, что аппроксимации вида (5) непригодны для значений x, больших еди-

ницы, и значений a – тоже заметно превосходящих единицу.  

Рассмотрим полиномы вида (5). Список коэффициентов при четных степенях 

0, 2, 4, 6, 8, 10 переменной х 

 0 2 10: ( , ), ( , ),..., ( , )P p a c p a c p a c . 

Здесь 

0( , ) 1p a c  , 2 ( , )
2

a
p a c

c
 , 

 2

4 3

2 1
( , )

24

a a
p a c

c


, 

  3

6 5

2 1 8 7
( , )

720

a a a
p a c

c

 
 , 

  4 2

8 7

2 1 136 127 262
( , )

40320

a a a a
p a c

c

  
 , 

  5 2 3

10 9

2 1 12570 12168 4369 3968
( , )

3628800

a a a a a
p a c

c

   
 , 

  6 4 2 3

12 11

2 1 176896 243649 884108 1216668 753104
( , )

479001600

a a a a a a
p a c

c

    
 … 

Представление о величинах вида (6) дают графики (рис. 6–9), где представлены 

линии, соединяющие точки  

 2, ( , )k j iM k p A C . 

Здесь 

 0.75,0.8,0.8333,1.,1.2,1.4,1.6,2C  ,  0.8,1,1.4,1.6,1.8,2.0,2.2,2.3A  . 
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Диаграммы коэффициентов для с = С[i]: по горизонтальной оси – номер k ко-

эффициента полинома; по вертикальной оси – числовое значение коэффициента 

полинома при степени x, равной номеру параметра A[i]. Ломаные линии нумеро-

ваны индексом i. Номера снизу вверх. 

 

 

Рис. 6. Номер i = 1, c = C1  

Fig. 6. Number i = 1, c = C1  

 

Рис. 7. Номер i = 2, c = C2  

Fig. 7. Number i = 2, c = C2  

 

 

Рис. 8. Номер i = 3, c = C3  

Fig. 8. Number i = 3, c = C3 

 

Рис. 9. Номер i = 4, c = C4  

Fig. 9. Number i = 4, c = C4  

 

Ясно, что при определенных сочетаниях параметров а и с коэффициенты по-

линома даже не убывают. Авторы не возьмутся утверждать, что формальный ряд 

Тейлора для искомой функции расходится, поскольку не располагают формулой 

коэффициента общего члена 2 ( , )np a c . Однако поведение этих величин для не 

слишком далеких номеров (авторы проверили до 40n  ) вполне соответствует 

тенденции, проявленной на рис. 6–9.  
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3. Экспоненциальная аппроксимация 

 
Видно, что при малых c (меньше единицы) и больших a (более единицы)  

полиномиальная аппроксимация непригодна. Авторы предприняли попытку  

построения приближения к решению уравнения (1) в виде функций вида: 

  
2

( , , , ) 1 exp
2

bx
f x a b p a apx  . (7) 

Параметры b и p подбирались из соображений согласованности с численным 

решением уравнения (7) при различных значениях параметра a (решение ослож-

нено жесткостью уравнения [20]). На этом пути получены модели, описываемые 

табл. 1 и 2 и показанные на рис. 10, 11. Интегральная невязка вычислялась на 

промежутке [0, 2.3]x   

Т а б л и ц а  1  

Параметры b и p, отвечающие значениям a ≤ 1. Интегральная невязка 

Номер i a b p 
Интегральная  

невязка 

1 0.1 0 0 0.0044 

2 0.2 0 0 0.0116 

3 0.3 0 0 0.0152 

4 0.4 0 0 0.0119 

5 0.5 0 0 0.39∙10–9 

6 0.6 0.4 0.05 0.0128 

7 0.7 0.8 0.0625 0.0259 

8 0.8 1.0 0.0833 0.0384 

9 0.9 1.45 0.0833 0.0318 

10 1.0 1.64 0.10417 0.0234 

 
Т а б л и ц а  2  

Параметры b и p, отвечающие значениям a ≤ 1. Интегральная невязка  

вычислялась на промежутке 1[0, ]x x . 

Номер i a b p 
Правая 

граница x1  

Интегральная 

невязка 

1 1.0 1.64 0.10417 2.0 0.037 

2 1.1 1.81 0.11696 2.0 0.048 

3 1.2 2.0 0.13158 2.0 0.069 

4 1.3 2.3 0.13755 1.9 0.087 

5 1.4 2.69 0.13812 1.7 0.081 

6 1.5 2.70 0.17241 1.4 0.083 

7 1.6 2.78 0.20833 1.2 0.089 
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Рис. 10. Пунктирные линии – численные решения ОДУ для значений а = 0.1, 0.2, …, 1.0 

(снизу вверх). Налагающиеся на них сплошные линии – имитационные модели 

Fig. 10. The dotted lines are numerical solutions of the ODE for the values а = to 0.1, 0.2, …, 1.0 

(from bottom to top). The superimposing unbroken lines are the simulation models 

 

 

Рис. 11. Пунктирные линии – численные решения ОДУ для значений а = 1.1, …, 1.6  

(снизу вверх). Налагающиеся на них сплошные линии – имитационные модели 

Fig. 11. The dotted lines are numerical solutions of the ODE for the values а = to 1.1, …, 1.6 

(from bottom to top). The superimposing unbroken lines are the simulation models 
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Заключение 

 
Меридиан псевдоминимальной поверхности вращения определяется диффе-

ренциальным уравнением, неудобным и для точного решения (допустимые для 

этого значения параметра заключены в узкий интервал), и для приближенного  

(в виде полинома). Тем не менее некоторые модели, по-видимому, пригодны для 

приложений. Во всяком случае экспоненциальная аппроксимация (7) в известных 

границах работоспособна. Мы полагаем, что эти границы не слишком стесни-

тельны для возможных инженерных приложений модели. 

Авторы считают, что предложенная работа (наряду с предшествующими) 

служит прояснению понятия псевдоминимальности применительно к поверхно-

стям вращения, и надеются на внимание к этому вопросу со стороны заинтересо-

ванных лиц. 
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Введение 

 
Динамическая система – это объект или процесс, который характеризуется 

своим состоянием как совокупностью характеристик в некоторые моменты вре-

мени, и определен закон эволюции состояния динамической системы во времени. 

Математическое моделирование нелинейных динамических систем является 

междисциплинарным инструментом исследования разнообразных процессов  

в природе и обществе. Первые результаты исследований динамических систем 

были получены при анализе моделей естественно-научных дисциплин – механики, 

биологии, метеорологии, синергетики, популяционной генетики, биофизики и т.д. 

К примеру, можно указать задачи отбора в локусах в генетике (см.: [1]), в биофи-

зике – модели молекулярной эволюции, одна из которых называется гиперцикла-

ми П. Шустера (см.: [2]). Все эти модели в значительной мере основываются  

на качественно-топологических методах теории динамических систем в целом.  

В свою очередь, прикладные задачи, возникающие в различных отраслях есте-

ствознания, все чаще становятся источником развития математических теорий. 

Особенности изменения генетической структуры в органических популяциях 

снабжают нас задачами, где также приходится изучать нелинейные (в основном 

квадратичные) преобразования и их траектории.  

Одной из основных задач теории квадратичных стохастических операторов 

(КСО) считают проблему С. Улама [3] о полной топологической классификации 

КСО базисного симплекса. Сравнительно хорошо изученными среди КСО явля-

ются так называемые вольтерровы отображения, введенные и разработанные  

в работах Р.Н. Ганиходжаева на основе сформулированной задачи С. Улама.  

Интерес к изучению предельного поведения траекторий квадратичных отоб-

ражений двумерного симплекса и их обобщениям возрос с появлением сообще-

ний о результатах численных экспериментов, начатых Э. Ферми, С. Уламом,  

Дж. Пастой. В этом направлении, в теоретическом плане, наиболее содержатель-

ные и полезные результаты получены в работах Г. Кестена, Ю.И. Любича,  

С.С. Валландера, М.И. Захаревича, Н.П. Зимакова, Н.Н. Ганиходжаева,  

Р.Н. Ганиходжаева, Ф.А. Шахиди и др.  

Другой класс квадратичных стохастических операторов – совокупность всех 

бистохастических квадратичных операторов (БКО) – введен в работе [4] по ана-

логии с определением линейного двояко-стохастического оператора посредством 

мажоризации Харди–Литтльвуда–Пойа. Проникновение мажорирования во мно-

гие теории, в частности в теорию КСО, придает особый акцент актуальности его 

применения. Следовательно, изучение класса БКО также становится актуальной 

задачей как в плане траекторной теории и теории многомерных матриц, так и  

с точки зрения теории мажоризации. 
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1. Определение бистохастических операторов  

в бесконечномерном симплексе  

 

Определение 1. Множество  

1 2 1
1

( , , ) :  0,   1i i
i

S x x x l x x




 
     
 

  

называется бесконечномерным симплексом.  

Известно [5], что  ( )S co extr S , где ( )extr S  – множество крайних точек  

в S , а ( )co A  – выпуклая оболочка множества A . Более того, каждая точка  

 0,0, ,1,0,ke  , 

где 1  стоит в k-й позиции, является крайней в S .  

Определение 2. Оператор :V S S  называется квадратично стохастиче-

ским, если он имеет вид:  

   ,

, 1

, 1, 2,ij k i jk
i j

Vx P x x k




  , (1.1) 

где коэффициенты ,ij kP  удовлетворяют следующим условиям  

 , , ,
1

0, 1ij k ji k ij k
k

P P P




   . (1.2) 

Очевидно, что условия (1.2) обеспечивают сохранение симплекса, т.е КСО 

отображает симплекс в себя.  

Пусть  [1] [2], ,x x x

  – невозрастающая перестановка точки x , т.е.  

[1] [2]x x   

для точки  1 2, ,x x x  из S . 

Определение 3. Говорят, что для точек ,  x y  из симплекса S  x  мажориру-

ется y  (или y  мажорирует x ), и пишут x y  (или y x ), если выполняется 

следующее условие: 

[ ] [ ]
1 1

, 1,2,
k k

i i
i i

x y k
 

  
 

Напомним, что бесконечная матрица называется бистохастической, если все 

ее элементы неотрицательны и сумма элементов каждой ее строки и каждого 

столбца равна 1. Известно [6], что x y  эквивалентно существованию бесконеч-

ной бистохастической матрицы P  такой, что x Py
 
 . Таким образом, для бес-

конечной бистохастической матрицы P  имеем Py y
 
  для каждого y S .  

Теперь введем понятие бесконечномерного бистохастического квадратичного 

оператора. 

Определение 4. КСО (1.1) называется бистохастическим, если  

 Vx x . (1.3) 

Например, линейные операторы, определенные в 1l  с бистохастической матри-

цей, удовлетворяют (1.3).  
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2. Необходимое и достаточное условие бистохастичности оператора  

 
Сформулируем необходимое и достаточное условие бистохастичности квад-

ратичного стохастического оператора.  

Теорема 2.1. Пусть V  – БКО. Тогда коэффициенты ,ij kP  удовлетворяют 

следующим условиям: 

1)  ,
,

ij k
i j

P


  ,    ,      ,   k ;  

2)  ,
, 1

lim 0
m

ij k
m

i j

P




  ,   k .  

Доказательство. 1)  Пусть Vx x . Тогда, согласно [6], существует

 бистохастическая матрица  ( ) ( )ijP x P x  (которая зависит от x ) такая, что 

( ) ( )Vx P x x
 
 . Рассмотрим множество 0  , 0 ,    и положим 

   0 00 0
0 1 2,  , , mx x x x  , где  

0
0

0

0
0

1
,   ,

0 ,   .

i

i

x i

x i


  

  

 

Очевидно, что 0 .x S  Имеем  

       
0

0

0 0 0
,[ ] 2

, 1 10 0 00

1 1 1 1
ij ijij kk

i j i i

Vx P P x P x

 

  

   
  

   . 

Так как 0   произвольное множество, то получаем  

 ,
,

ij k
i j

P


  ,  ,      ,  1,  k m  , 

то есть  

,

,

ij k

i j

P


  ,   ,     ,  1,  k m  . 

2)  Пусть  

1
1 1 1

,  , , , 0, 0,x
m m m

 
  
 

. 

Очевидно, что 1 .x S  Тогда из (1.1) имеем 

1
, 2

, 1

1
( )

m

k ij k

i j

V x P
m

  . 

С другой стороны, так как ( ) ( ) ,Vx P x x
 
  тогда если 

, 1
0iji j

a



 , то мы 

заключаем 

1 1
1

1

1
( ) ( )

m

k i

i

V x P x
m

 . 
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Приравнивая последние два уравнения, получаем  

1
, 1

, 1 1

( )
m m

ij k i

i j i

P m P x
 

  . 

Далее, так как  

1

1

lim ( ) 1
m

i
m

i

P x




 , 

то получаем  

,

, 1

lim ,
m

ij k
m

i j

P




    k . 

Теорема доказана.  

Обозначим  , ,k ij kA P  k , и  

  ,

, 1

, .
m

k ij k i j

i j

A x x P x x


   

Тогда V  переписывается следующим образом:  

     1 2, , , , , , , .mVx A x x A x x A x x     

С целью краткости перепишем оператор, в итоге  

  1 2| | | mV A A A . (2.1) 

Введем обозначение:  

  
, , 1

: 0,  ,  ,   lim 0
m

ij ij ji ij ij
m

i j i j

A a a a a a


 

  
           
  

 U . (2.2) 

Справедлива следующая теорема.  

Теорема 2.2. Если  1 2| | | mV A A A  – БКО, то .kA U   

Ниже будем исследовать структуру этого множества. Очевидно, что U  является 

выпуклым множеством. Рассмотрим множество U  как подмножество простран-

ства  

 , , , ,( ) ( ) :   ,   , ,   supn m n m n m n ml x x x n m x x


      . 

Известно [7], что пространство  

1
, , ,1

, 1

( ) ( ) :   ,   , ,   n m n m n m

n m

l x x x n m x x




  
        

  
  

является предсопряженным к ( ),l   т.е. 1( ) ( )l l    . Поэтому 

в ( )l   можно рассмотреть  1( ),  ( )l l    топологию; далее эту 

топологию обозначим как  . Согласно теореме Банаха–Алаоглу, единичный шар 

является  1( ),  ( )l l    слабо компактным в ( )l  . Так как все 

элементы матрицы U  не больше единицы, U  является подмножеством 

единичного шара ( )l  . Так как U  является замкнутым, то U  является 

 1( ),  ( )l l    слабо компактным в ( )l  .  
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Введем некоторые понятия. Пусть ,     . Множество   будем 

называть насыщенным относительно матрицы ( ),ijA a  если 
,

ij

i j

a


  . Со-

ответствующую подматрицу ,( )ij i ja   будем называть насыщенной подматрицей.  

Обозначим  

10
2

1 0
2

N

 
 
 
 

. 

Подматрицу N  матрицы A  назовем свободной если она не содержится ни в ка-

кой насыщенной подматрице матрицы A .  
Введем обозначения: 

1

1 10
2 2

1 10
2 2

1 1 0
2 2

M

 
 
 
 
  
 

,     2

10 0
2

1 10
2 2

10 0
2

M

 
 
 
 
  
 

,          3

1 10
2 2

1 0 0
2

1 0 0
2

M

 
 
 
 
  
 

. 

Пусть Q  является подмножеством U , элементы которого содержат iM  для не-

которого 1,2,3.i   Следующая теорема описывает все крайние точки множества 

,U  т.е. exrtU .  

Теорема 2.3.  

( )ijA a exrt  U  

тогда и только тогда, когда A  не имеет свободных подматриц и  

1 0,iia      
1

1 0,
2

ija      .A Q  

Доказательство. Необходимость. Пусть ( ) .ijA a exrt  U  Сначала докажем, 

что 1 0,iia    
1

1 0.
2

ija     Докажем это утверждение относительно порядка 

матрицы A . Для конечных матриц доказано (см. теорему 1.2). Докажем для бес-
конечных матриц.  

Сначала докажем, что если ( ) ,ijA a exrt  U  то 1 0.iia    Пусть 0 1.iia   

Если 1 содержится в некотором насыщенном множестве, то по предположению 

индукции заключаем, что 11 0 1,a    иначе матрицы  

 11 11 ,   ij jiA a a a a      

и  

 11 11 ,   ij jiA a a a a     , 

где    достаточно малое число, принадлежат ,U  и более того, 2 ,A A A    что 

противоречит крайности матрицы .A   

Теперь докажем, что 
1

1 0.
2

ija     Пусть существует 
0 0

1
1 0

2
i ja     

0 0( ).i j  Если  0 0,i j    для некоторого насыщенного множества  , то по 
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предположению индукции следует, что 
0 0

1
1 0.

2
i ja     Если не существует тако-

го насыщенного множества, то матрицы  

 
0 0 0 0

,   i j i j ij jiA a a a a      

и  

 
0 0 0 0

,   i j i j ij jiA a a a a      

принадлежат ,U  более того, 2A A A   , что противоречит тому, что .A extr U   

Докажем, что .A Q  Пусть A  имеет подматрицу 1.M  Без ограничения общ-

ности обозначим ее через , 1,2,3( ) .ij i ja   Рассмотрим матрицы  

 12 12 13 13,   ,    ij jiA a a a a a a         

и  

 12 12 13 13,   ,    ij jiA a a a a a a        . 

Для этих матриц выполняются 2A A A    и A A   U  что противоречит 

крайности .A  Случаи, когда A  имеет подматрицы, равные 2M  и 3 ,M  

рассматриваются аналогично.  

Теперь допустим, что A  имеет свободную подматрицу , 1,2( ) .ij i ja   Положим  

 12 12 ,    ij jiA a a a a      

и  

 12 12 ,    .ij jiA a a a a      

Так как , 1,2( )ij i ja   – свободная, то она не содержится ни в какой насыщенной 

подматрице матрицы ,A  следовательно, A A   U  т.е A  не является крайней.  

Достаточность. Докажем от противного. Допустим, что существуют матри-

цы ( ),   ( )ij ijB b C c U    такие, что 2A B C   и .B C  Из 1 0iia    следует, 

что 1 0.ii iib c    Пусть существуют числа 0i  и 0 ,j  для которых 
0 0 0 0

.i j i jb c  Без 

ограничения общности можно предположить, что 0 0( , ) (1,2).i j   Из  

11 11 12 11 12

12 22 12 2222

1
2

2
1

2

a b b c c

b b c ca

 
              

 

 

и 12 12b c  получаем 11 22 0.a a   Так как A  не имеет свободных подматриц, то 

существует множество ,  такое что  1,  2 .    

Далее из  

,

,ij

i j

b


    
,

ij

i j

c


   

и  

, , ,

2 2ij ij ij

i j i j i j

b c a
  

       

получаем  



Имомов А.А., Эшниязов А.И. Бесконечномерные бистохастические квадратичные операторы 

27 

 
, ,

ij ij

i j i j

b c
 

    . (2.3) 

Так как 12 12b c , из (2.3.) получаем, что существуют числа 1 1( ,  )i j  такие, что 

1 1 1 1i j i jb c . Предположим, что 1 1( ,  ) (3,  1) (3,  4)i j   .  

Случай 1. Пусть, 1 1( ,  ) (3,  1)i j  . Имеем  

13
12 13 12 13

23 12 23 12 23

13 23 33 13 23 3313 23 33

10
2 0 0

12 0 0 0
2

a
b b c c

a b b c c

b b b c c ca a a

 
    
          
         

 

. 

Так как 13 13b c , то получаем 33 33 0b c   и 13

1
.

2
a   Стало быть, A  содержит 

либо 1M , либо 2M , что является противоречием.  

Случай 2. Пусть, 1 1( ,  ) (3,  4).i j   В этом случае, по аналогии случаю 1, полу-

чаем, что A  содержит одну из следующих матриц: 1M , 2M , 3.M   

Теорема доказана.  
Напомним, что бесконечная матрица называется перестановочной, если  

в каждых ее строке и столбце находится ровно один единичный элемент, а все 
остальные равны нулю.  

Следствие 2.1. Пусть P – бесконечная перестановочная матрица. Тогда .P extr U   

Следствие 2.2. Пусть, матрица A  определяется следующим образом:  

1
:  1,  ,  0,  , ,   .

2
ij kk ik ijA a a a a i j k k

 
      
 

 

Тогда .A extr U   

Рассмотрим множество  

1 , 1

( ) :   0,   1,   ,   lim 0 .ij ij ij ij
m

j i j

t t t i t
 


 

  
       
  

 T  

По аналогии для множества U  можно доказать, что множество T  является 

 1( ),  ( )l l    – слабо компактным в ( )l  .  

Рассмотрим уравнение относительно :T   

  
1

2
A T T   . (2.4.) 

Здесь T    транспонированная матрица.  
Ниже исследуем условия для разрешимости уравнения (2.4).  

Теорема 2.4. Пусть, ( )ijA a   симметрическая неотрицательная матрица. 

Для существования матрицы ( )ijT t T  удовлетворяющей уравнению (2.4), 

необходимым и достаточным условием является AU .  

Доказательство. Необходимость. Если ( )ijT t  стохастическая матрица и 

выполняется (2.4), тогда 

1
( ) 1

2
ij ij ji ij ij

i j i j i j i j i j i j

a t t t t
           

             . 



Математика / Mathematics 

28 

Достаточность. Сначала докажем для крайних точек множества U . Пусть 

A extr U  тогда 1
2

0 1   0 1ii ija a        

Пусть 
0 0

1

2
i ja   ( 0 0 i j  – фиксированы). Рассмотрим следующие случаи:  

(I) Существует 0j , такой что 
0

1ija  .  

(II) Существует 0i , такой что 
0

1.i ja    

В обоих случаях легко доказать, что соответствующее A extr U . 

Следствие 2.3. Если V  – БКО, то существуют матрицы iT T  такие, что  

 1 2( ) ( ) ( )mVx T x x T x x T x x         

Следствие 2.4. Пусть AU . Тогда выполняется следующее уравнение:  

 [1]( ) .Ax x x x S      (2.5) 

Доказательство. Сначала докажем, что  

 [1]( )Tx x x x S      (2.6) 

где T T  Действительно, так как 0ijt   и 
1

1ij

j

t




   то  

[1]

1

ij j

j

t x x




  

для всех 1x l   В частности, так как x S   то  

1 1 1

( ) ij i j i ij j

i j i j

Tx x t x x x t x
  

   

       

Учитывая 
1

0  1i i

i

x x




    и последнее неравенство, получаем (2.6).  

Из теоремы (2.3) и неравенства (2.6) получаем (2.5).  

Из доказанного следствия возникает вопрос: для каких матриц A  выполняет-

ся неравенство  

 [1] [ ]( ) kAx x x x     (2.7) 

для всех x S , где k ? При 1k   ответ на вопрос дается следствием 2.4.  

Введем следующие множества:  

1 1

( )   0 1    lim 0   1 ,
m m

k ij ij ij ij
m

j i j

T t i j t t k t k m


  

  
               
  

 T  

1
( )   ( )   1

2
k ij ij ji kA a a a A T T T k m

 
             

 
TU  

Теорема 2.5. Для матрицы kAU  выполняется неравенство (2.7).  

Доказательство. Пусть [1] [ ]( )mx x x

    – невозрастающая перестановка 

вектора x  и 1 m    – произвольные числа, такие что 0 1i     
1

i

i

k




    

Рассмотрим сумму  
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 1 [1] 2 [2] [ ]m mx x x       (2.8) 

Пусть i j   Замену коэффициентов 1 i j m        на 

1 i j m          назовем сдвигом право, если 0    Сдвиг называ-

ется допустимым, если сохраняется условие 0 i   где i  – новые коэффици-

енты, полученные в результате сдвига.  

Так как [ ] [ ]i jx x   то при допустимых сдвигах вправо сумма (2.8) не возраста-

ет. Также очевидно, что допустимый сдвиг возможен до получения набора 

0  0 0 1  1 1  r         где количество единиц равняется  

1

i

i

l




 
  
 
       и     

1

i

i

r




 
   
 
  

Здесь [ ]a  и  a  соответственно означают целую и дробную часть числа a  Заме-

тим, что если l k   то 0r    Поэтому  

 1 [1] 2 [2] [ ] [1] [ ] [ 1] [1] [ ]m m l l kx x x x x rx x x             (2.9) 

для всех x S  и 
1

0 1   
m

i i

i

k


         

Пусть x S  и kA U  Выберем kT T , так что  

1
( )

2
A T T    

Тогда  

1 1 1

( ) ij i j i ij j

i j i j

Tx x t x x x t x
  

   

 
    

 
 

   . 

Так как 0 1ijt   и 
1

m

ij

j

t k


   то согласно (2.9) получаем  

[ ]

1 1

k

ij j i

j i

t x x


 

  . 

В силу 
1

0  1i i

i

x x




    получаем  

[ ]

1

( )
k

i

i

Tx x x


   

и  

[ ]

1

( )
k

i

i

Ax x x


  . 

Пусть B  множество всех БКО. Тогда теорема 2.2 означает, что для V B  

условия  

 1   kA k   U   (2.10) 

являются необходимыми.  
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Пусть 1 2( )mV A A A      – БКО. Если  

  ,     k

k

A 



          U  (2.11) 

то согласно теореме 2.4 выполняется неравенство (2.7). Поэтому выполняется 

Vx x  Таким образом, условия (2.11) достаточны для бистохастичности оператора.  

Теорема доказана.  
 

3. Крайние точки множества бесконечномерных  

бистохастических операторов  
 

Данный раздел посвящен изучению крайних точек множества бесконечно-

мерных бистохастических операторов.  

Приведем простую лемму.  

Лемма 3.1. Если для симметрической матрицы A  имеем  

1

( ) 0   ij k i j

i j

Ax x a x x x S




 

      
 

то 0A    

Доказательство. Положим (1 )i jx e e      Здесь, как прежде, i je e  – вер-

шины симплекса, и 0 1    

( ) (1 ) 0ij ija a      

Согласно симметричности матрицы A  получаем 0A    

Обозначим 1 2( )mV A A A       Из определения бистохастичности следу-

ет, что если V  B  то (1) (2) ( )( )mV A A A        B  для любой перестановки 

  множества индексов .  

Лемма доказана.  

Теорема 3.1. Пусть 1 2( )mV A A A extr      B  Тогда  

(1) (2) ( )( )mV A A A extr         B  

для любой перестановки   множества индексов .  

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.1.  

Теорема 3.2. Пусть, 1 2( )mV A A A      B  Если  iA extr i    U  тогда  

1 2( )mV A A A extr      B  

Доказательство. Предположим, что V extr B . Тогда   V V V V       B  

такие, что 2V V V   . Пусть 1 1( )   ( )m mV A A V A A          . Тогда  

1 1 1(2 2 ) 0m m mA A A A A A        

 Поэтому 2 0    i i iA A A i     . Так как   iA extr i   U , то 

  i iA A i    . Итак, V V  , что противоречит тому, что V extr B .  

Авторы выражают особую благодарность профессору Р.Н. Ганиходжаеву и реце-

зенту за значимые замечания и важнейшие советы при оформления данной статьи. 
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Определяемость вполне разложимой группы ранга 3  

ее группой автоморфизмов 
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Аннотация. В работе Вильданова, Гайдак и Тимошенко ранее были найдены все 
вполне разложимые группы ранга 2, определяющиеся своей группой автоморфиз-
мов в классе всех вполне разложимых групп. В настоящей статье аналогичная за-
дача решена для групп ранга 3. Показано, что вполне разложимая группа ранга 3 
определяется своей группой автоморфизмов тогда и только тогда, когда она явля-
ется прямой суммой трех почти делимых слагаемых ранга 1, два из которых изо-
морфны друг другу и вкладываются в третье. 
Ключевые слова: матрица, инволюция, вполне разложимая группа, группа авто-
морфизмов 
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Determinability of a completely decomposable rank 3 group  

by its automorphism group 
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Abstract. Let B  X, where X is a class of Abelian groups. We say that B is determined 

by its automorphism group in the class X if Aut B  Aut B' implies B  B' for every 

B'  X. 

Recall that a group is said to be a completely decomposable group of rank  if it is a direct 

sum of  torsion-free rank 1 groups. A group Y is called almost divisible if pY  Y for  
almost all primes p. Our main theorem gives a criterion for determinability of a com-
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pletely decomposable rank 3 group by its automorphism group in the class of all com-
pletely decomposable groups: 
Theorem 11. For a completely decomposable group B of rank 3, the following are 
equivalent: 
(1) B is determined by its automorphism group in the class of all completely decomposable 
groups. 

(2) B  Y1
  Y2

  Y2 with Y2 being an almost divisible rank 1 group that can be embedded 
in Y1. 
Keywords: matrix, involution, completely decomposable group, automorphism group 
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Пусть B  X, где X – некоторый класс абелевых групп. Мы будем говорить, 
что B определяется своей группой автоморфизмов в классе X, если из изомор-

физма групп автоморфизмов Aut B и Aut B', где B'  X, всегда следует B  B'. 
Всюду ниже под X понимается класс всех вполне разложимых групп (без кру-

чения). Данная статья служит продолжением работ [1, 2] и развивает некоторые 
идеи цикла работ Вильданова [3–6], посвященного вопросам определяемости 
абелевых групп их группами автоморфизмов в классе X и некоторых его под-

классах. Напомним, что вполне разложимой группой ранга  называется всякая груп-

па B, представляющая собой прямую сумму  групп ранга 1; известно (см.: [7, 
предложение 86.1]), что любые два таких разложения группы B изоморфны. Так 
как всякая группа ранга 1 изоморфна подходящей рациональной группе (т.е. нену-
левой подгруппе аддитивной группы поля рациональных чисел Q), то для удобства 
сразу рассматриваем группы из класса X как прямые суммы рациональных групп. 

Результаты работы [6] позволяют указать необходимые и достаточные усло-

вия для того, чтобы 2-делимая группа B  X ранга 3 определялась группой Aut B  
в классе всех 2-делимых групп, принадлежащих X. В настоящей статье анало-
гичная задача решена уже для произвольных групп ранга 3 из класса X (не обяза-
тельно являющихся 2-делимыми). 

Через M(n, R), где R – некоторое кольцо с единицей, мы обозначаем кольцо 
матриц порядка n над R, а через GLn(R) – группу всех обратимых матриц этого 
матричного кольца. Символом ■ будет обозначаться конец доказательства (либо 
отсутствие доказательства). 

Пусть P – множество всех простых чисел. Для всякого множества L  P будем 
обозначать символом Q(L) то подкольцо поля Q, которое порождается элементом 1 

и числами p1, где p  L. Хорошо известно, что все подкольца (с единицей) поля Q 
исчерпываются кольцами вида Q(L). 

Для группы Y ранга 1 через t(Y ) обозначается тип этой группы (подробнее  

о типах см.: [7]). Пусть B – прямая сумма рациональных групп Yi, где i  I. Для 

i, j  I положим ij  {  Q | Yi  Yj}. Несложно установить следующие свойства: 

1. Всякий гомоморфизм Yi
  Yj представляет собой умножение на некоторое 

число   ij. Таким образом, (ij, ) – абелева группа, изоморфная группе гомо-
морфизмов Hom(Yi, Yj). 
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2. ii  Q(L), где L – множество всех простых чисел p, таких, что pYi  Yi. При 

этом кольцо ii изоморфно кольцу эндоморфизмов E(Yi) группы Yi, а группа обра-

тимых элементов U (ii) кольца ii изоморфна группе Aut Yi. 

3. ij
 jk  ik для любых i, j, k  I. 

4. Если неравенство t(Yi)  t(Yj) не выполнено, то ij  0. 

5. Если t(Yi)  t(Yj), то ij  0 и t(ij)  t(Yj) : t(Yi). 

Нетрудно убедиться, что кольцо E(B) изоморфно кольцу конечно-столбцовых 

(I  I)-матриц (aij)i, jI, таких что aij
  ji при всех i, j  I (напомним, что матрицу 

называют конечно-столбцовой, если каждый ее столбец содержит лишь конечное 

число элементов, отличных от 0). Поэтому в дальнейшем будем отождествлять 

кольцо E(B) с указанным матричным кольцом. 

Ясно, что всякая рациональная группа изоморфна некоторой рациональной 

группе, содержащей 1. Договоримся сразу считать, что 1  Yi при всех i  I; для 

всякого простого p будем обозначать p-высоту элемента 1 в группе Yi через 

h(p, i). В формулировке следующей технической леммы считаем, что ∞ – ∞  ∞: 

Лемма 1. Пусть t(Yi)  t(Yj). Тогда: 

а) множество M  {p  P | h(p, j)  h(p, i)  ∞} конечно; 

б) группа ij содержит натуральное число m, равное произведению выражений 

ph(p, i) – h(p, j) по всем p  M. При этом p-высота элемента m в группе ij равна 0, если 

p  M, и равна h(p, j) – h(p, i), если p  M. ■ 

Абелеву группу Y называем почти делимой, если pY  Y почти для всех p  P. 

Следующий результат для полноты изложения приведем с доказательством. 

Теорема 2 [8]. Если хотя бы одно из слагаемых Yi в прямом разложении груп-

пы B не является почти делимым, то существует группа B'  X, не изоморфная B 

и такая, что E(B' )  E(B). 

Доказательство. Пусть для некоторого k  I слагаемое Yk не является почти 

делимым, т.е. множество L  {p  P | h(p, k)  ∞} бесконечно. Для всех i  I опре-

делим группу Zi  Q, такую что 1  Zi и p-высота элемента 1 в Zi равна числу 










. если,1),(),(

, если),,(
),(

Lpkphiph

Lpiph
iph  

Для i, j  I положим ij  {  Q | Zi  Zj}. 

Ясно, что условия h(p, j)  h(p, k)  1  h(p, i)  h(p, k)  1  ∞ и h(p, j)  h(p, i)  ∞ 

равносильны при любых i, j  I и p  L. Следовательно, условия h'(p, j)  h'(p, i)  ∞ 

и h(p, j)  h(p, i)  ∞ равносильны для всякого p  P. Так как при всех p  P равно-

сильны также условия h'(p, j)  h'(p, i)  ∞ и h(p, j)  h(p, i)  ∞, для любых i, j  I 

можно записать следующие эквивалентности: 

ij  0    t(Yi)  t(Yj)    t(Zi)  t(Zj)    ij  0. 

Зафиксируем произвольную пару i, j  I, для которой t(Yi)  t(Yj) и t(Zi)  t(Zj). 

Легко видеть, что конечное множество M  {p  P | h(p, j)  h(p, i)  ∞} совпадает 

с множеством {p  P | h'(p, j)  h'(p, i)  ∞} и при всех p  M выполнено равенство 

h'(p, i) – h'(p, j)  h(p, i) – h(p, j). Кроме того, h'(p, j) – h'(p, i)  h(p, j) – h(p, i) для каж-

дого p  M. Применяя теперь пункт б) леммы 1, мы найдем натуральное число m, 

принадлежащее группам ij и ij и имеющее в этих группах одинаковые 

p-высоты для всех p  P. Таким образом, ij  ij. 
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Мы показали, что при всех i, j  I выполнено ij  ij. Поэтому для группы B', 

равной прямой сумме групп Zi по всем i  I, будем иметь E(B' )  E(B). С другой 

стороны, для всякого i  I множество {p  P | h'(p, i)  h(p, k)}  L является беско-

нечным, и значит t(Zi)  t(Yk). Поэтому B' и B не могут быть изоморфны, так как  

в противном случае прямое разложение группы B' в прямую сумму групп ранга 1 

содержало бы слагаемое, изоморфное Yk. ■ 

Поскольку из E(B' )  E(B) вытекает изоморфизм Aut B'  Aut B, мы приходим 

к такому результату: 

Следствие 3. Если хотя бы одно слагаемое Yi в прямом разложении группы B 

не является почти делимым, то B не определяется своей группой автоморфизмов 

в классе X. ■ 

Если группа B  X имеет конечный ранг n, то можно взять I  {1, 2, …, n}; при 

этом кольцо конечно-столбцовых матриц превратится в кольцо обычных квад-

ратных матриц порядка n, элементы которых должны удовлетворять условию 

aij
  ji. В этом случае E(B) оказывается подкольцом кольца M(n, Q), а матричная 

группа Aut B  U (E(B)) – подгруппой группы GLn(Q). Мы будем использовать 

следующий результат: 

Теорема 4 [6]. Если B  Y1
  Y2

  …  Yn и ни для какого i  {2, 3, …, n} не вы-

полнено t(Yi)  t(Y1), то B не определяется группой Aut B в классе X. ■ 

Ранее была установлена 

Теорема 5 [2]. Группа B  X ранга 2 определяется своей группой автомор-

физмов в классе всех вполне разложимых групп ранга 2 тогда и только тогда, 

когда B  Y  Y, где Y – почти делимая группа ранга 1. ■ 

Будем называть инволюцией всякую матрицу, у которой квадрат совпадает  

с единичной матрицей. Если группа B  X имеет конечный ранг n, то наибольшая 

мощность множества попарно коммутирующих инволюций, которое содержится 

в Aut B, равна 2n (см.: [3, 6, 9]). Если же ранг группы B  X бесконечен, то Aut B 

содержит бесконечное множество попарно коммутирующих инволюций (в каче-

стве таких инволюций можно взять диагональные матрицы из E(B), на главной 

диагонали которых стоят только 1 и –1). Отсюда следует, что если B, B'  X и  

B имеет конечный ранг n, то изоморфизм Aut B'  Aut B возможен лишь тогда, 

когда и B' имеет ранг n. Таким образом, группа B определяется своей группой 

автоморфизмов в классе X тогда и только тогда, когда она определяется группой 

Aut B в классе всех вполне разложимых групп ранга n. В частности, теорема 5 

описывает те группы B ранга 2, которые определяются группой Aut B во всем 

классе X. 

Перейдём к рассмотрению вопроса об определяемости вполне разложимых 

групп ранга 3 их группами автоморфизмов в классе X (или, что то же самое,  

в классе всех вполне разложимых групп ранга 3). Будем нумеровать слагаемые Yi 

таким образом, чтобы матрицы кольца E(B) были блочно-верхнетреугольными 

либо блочно-нижнетреугольными; критерии принадлежности таких матриц груп-

пе Aut B  U (E(B)) приведены в [6, 9]. Мы выделим пять случаев. 

I. Пусть B  Y1
  Y2

  Y3, где Y1, Y2, Y3 – попарно неизоморфные рациональные 

группы. Так как в трехэлементном множестве {t(Y1), t(Y2), t(Y3)} есть минималь-

ный элемент, то в силу теоремы 4 группа B не определяется своей группой авто-

морфизмов в классе X. 
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II. Пусть B  Y1
  Y2

  Y2, причем типы t(Y1) и t(Y2) несравнимы. Вновь приме-

няя теорему 4, получаем, что B не определяется группой Aut B в классе X. 

III. Если B  Y1
  Y2

  Y2 и t(Y1)  t(Y2), то, полагая 
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По теореме 4 группа B не определяется своей группой автоморфизмов в классе X. 

IV. Пусть B  Y1
  Y2

  Y2, причем t(Y1)  t(Y2). Полагая 21  (21, 21), имеем 
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V. Если B  Y1
  Y1

  Y1, то, очевидно, E(B)  M(3, 11) и Aut B  GL3(11). 

Пользуясь результатами работ [6, 9], соберем в следующей таблице некоторые 

свойства группы Aut B для каждого из рассматриваемых пяти случаев. 

Инварианты группы Aut B 

Тип группы B  X ранга 3 I II III IV V 

Наибольшая мощность содержащегося в Aut B 

множества попарно коммутирующих инволю-

ций, являющихся квадратами элементов груп-

пы Aut B 

1 2 2 2 4 

Число центральных инволюций группы Aut B 2, 4 или 8 4 2 2 2 

 

Из этой таблицы можно сделать два вывода: 

– если группа B  X относится к типу IV и для группы B'  X имеет место 

изоморфизм Aut B'  Aut B, то группа B' относится к типу IV либо к типу III; 

– если группа B  X относится к типу V и для группы B'  X имеет место изо-

морфизм Aut B'  Aut B, то группа B' может относиться только к типу V. 

Теорема 6. Пусть B  Y1
  Y1

  Y1, где Y1 – рациональная группа. Для группы 

B'  X эквивалентны следующие условия: 

1) Aut B'  Aut B. 

2) B'  Y2
  Y2

  Y2, где Y2 – рациональная группа, такая, что E(Y2)  E(Y1). 

3) B'  Y2
  Y2

  Y2, где Y2 – рациональная группа, обладающая тем свойством, 

что кольцо 22  {  Q | Y2  Y2} совпадает с 11. 

Доказательство. 2)  3). Если 2) выполнено, то 11  E(Y1)  E(Y2)  22. Так 

как подкольца поля Q изоморфны лишь тогда, когда они равны, то 22  11. 

3)  1). Если выполняется 3), то E(B' )  M(3, 22)  M(3, 11)  E(B), а значит, 

Aut B'  U (E(B' ))  U (E(B))  Aut B. 

1)  2). Ввиду сказанного перед теоремой из условия 1) следует, что B' – 

группа типа V, т.е. B'  Y2
  Y2

  Y2, где Y2 – рациональная группа. Так как вы-

полнено GL3(E(Y2))  Aut B'  Aut B  GL3(E(Y1)) и при этом кольца E(Y1) и E(Y2) 

являются коммутативными областями целостности, то в силу [10, теорема 5.7.7] 

имеет место изоморфизм E(Y2)  E(Y1), что и требовалось. ■ 
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Следствие 7. Пусть B  Y1
  Y1

  Y1, где Y1 – рациональная группа. Следую-

щие условия эквивалентны: 

1) Группа B определяется своей группой автоморфизмов в классе X. 

2) Слагаемое Y1 является почти делимым. 

Доказательство. 1)  2). Предположим, что группа Y1 не является почти де-

лимой. В этом случае существует рациональная группа Y2, такая что t(Y2)  t(Y1)  

и E(Y2)  E(Y1). Ввиду теоремы 6 имеем Aut(Y2
  Y2

  Y2)  Aut B. Сами группы B 

и Y2
  Y2

  Y2 при этом не изоморфны, поскольку не изоморфны друг другу груп-

пы Y1 и Y2, – получаем противоречие с условием 1). 

2)  1). Предположим, что B'  X и Aut B'  Aut B. Применяя теорему 6, полу-

чаем, что B'  Y2
  Y2

  Y2, где Y2 – рациональная группа, такая что E(Y2)  E(Y1). 

Так как группа Y1 почти делима, то аддитивная группа кольца E(Y1) изоморф-

на Y1. Тогда аддитивная группа кольца E(Y2) также изоморфна Y1, что возможно 

лишь в случае Y2  Y1. Таким образом, B'  B, т.е. B определяется своей группой 

автоморфизмов в классе X. ■ 

Пусть теперь группа B относится к типу III или IV, т.е. B  Y1
  Y2

  Y2, где 

t(Y1) и t(Y2) – различные (но сравнимые) типы. Тогда имеем 
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при этом в точности одна из групп 12 и 21 равна 0, так как выполняется ровно 

одно из условий 12  0 и 21  0. Через En далее обозначаем единичную матрицу 

порядка n, через G – группу Aut B. 

Лемма 8. Пусть A  (aij) – инволюция группы G, такая что a11  1, a22  a33  –1 

и a23  a32  0, и пусть A  {T –1ATA | T G}. Следующие условия эквивалентны: 

1) Множество A совпадает с множеством 













212

21

2

21

E
H . 

2) Множество A является подгруппой группы G. 

3) Множество A замкнуто относительно операции умножения. 

4) a12, a13
  221 и a21, a31

  212. 

5) Инволюция A сопряжена в группе G с инволюцией 





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
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20

01

E
J . 

Доказательство. Импликации 1)  2)  3) очевидны. 

Запишем 



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


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221

121

EA

A
A , где A12  (a12, a13) и 
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3)  4). Для произвольных u  U (11), U22
  GL2(22) и двух матриц U12

  21 и 

U21
  12, таких что U12  0 или U21  0, рассмотрим матрицы 

 
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Легко видеть, что UW  WU  E3 и, следовательно, W  U –1. Тогда 
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
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(мы воспользовались тем, что A12  U12  0 или A21  U21  0). 

Если JA  A, то найдется матрица U G со свойством U –1AU  J. Считая,  

что U имеет вид (1), можем записать A12U22
  2U12  0 и uA21

 – 2U21  0. Следова-

тельно, 21
1

221212 22  UUA  и 1221
1

21 22   UuA , т.е. условие 4) выполнено. 

Предположим теперь, что JA  A. Рассмотрим матрицы 
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заметим, что T22
  U22  T22U22  U22T22  E2. С учетом проделанных ранее вычис-

лений имеем 
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Следовательно, JA есть произведение матриц T –1ATA и U –1AUA, принадлежащих 

множеству A. Ввиду условия 3) отсюда сразу вытекает JA  A, что невозможно. 

Полученное противоречие завершает доказательство импликации. 

4)  5). Матрица U вида (1) удовлетворяет соотношению U –1AU  J, если вы-

полнено A12U22
  2U12  0 и uA21

 – 2U21  0. Этого можно добиться, положив u  1, 

U22  –E2 и выбрав матрицы U12 и U21 таким образом, чтобы A12  2U12 и 

A21  2U21 (ясно, что тогда U12  0 или U21  0). 

5)  1). Найдем сначала множество J  {U –1JUJ | U G}. Пусть U – произ-

вольная матрица из G, заданная условием (1). С учетом выкладок в доказатель-

стве импликации 3)  4) имеем соотношения 

H
EUU

Uu
J

EUU

Uu
JUJU 














































221
1

22

12
1

221
1

22

12
1

1

2

21

2

21
; 

таким образом, J  H. Обратно, полагая u  –1 и U22  –E2, мы видим, что всякая 

матрица из H принадлежит множеству J. Тем самым доказано, что J совпадает 

с группой H. 

Ввиду условия 5) можно записать A  F –1JF, где F G. Тогда 

A  {T –1F –1JFTF –1JF | T G}  {(FT)–1J(FT)J  JF –1JF | T G}  

 {U –1JUJ | U G}  JF –1JF  J  JF –1JF. 

Поскольку матрица JF –1JF  J –1F –1JFJJ  (FJ)–1J(FJ)J принадлежит группе J, то 

A  J, что завершает доказательство. ■ 

Замечание. Если инволюция A G удовлетворяет эквивалентным условиям 

леммы 8, то легко видеть, что (A, ) – абелева группа, изоморфная той из адди-

тивных групп 12 и 21, которая отлична от 0. Итак, мультипликативная группа 



Тимошенко Е.А., Третьяков И.В. Определяемость вполне разложимой группы ранга 3  

39 

A изоморфна 12
  12 (соответственно 21

  21), если группа B относится  

к типу III (соответственно к типу IV). 

Нетрудно найти централизатор инволюции J G, т.е. множество всех матриц 

из G, перестановочных с J: 

Лемма 9. Централизатор матрицы J в группе G равен 












)(0

0)(

222

11

GL

U
. ■ 

Для подкольца R поля Q обозначим через ML2(R) подгруппу группы GL2(R), 

состоящую из всех матриц с определителем  1. Из евклидовости кольца R можно 

вывести (см., напр.: [11]), что ML2(R) является вторым слоем группы GL2(R),  

т.е. порождается множеством всех инволюций из GL2(R). Справедлив такой факт: 

Теорема 10 [2]. Для подколец R и S поля Q эквивалентны условия: 

1) GL2(R)  GL2(S). 

2) ML2(R)  ML2(S). 

3) R  S. ■ 

Предположим теперь, что в дополнение к группе B  X имеется группа B'  X 

типа IV, такая что существует изоморфизм : Aut B  Aut B'. Можно считать, что 

B'  Y3
  Y4

  Y4, где t(Y3)  t(Y4). Обозначим через A ту инволюцию группы 

Aut B', в которую J переходит при отображении . Запишем 













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)(0

)(
Aut

442
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22

12

0 A

Aa
A ; 

здесь 43  (43, 43), A12
  43 и A22

  GL2(44). Ясно, что A22 – инволюция и 

a   1. 

Так как J есть квадрат элемента группы G  Aut B, то инволюция A должна 

быть квадратом некоторого элемента из Aut B'. Отсюда вытекает, что a  1 и что 

A22 является квадратом некоторой матрицы (в частности, |A22| не может быть от-

рицательным числом). Из приведенного в [1] описания инволюций группы 

GL2(R) для колец R  Q можно сделать вывод, что из всех инволюций группы 

GL2(44) только E2 и –E2 имеют определитель, отличный от –1. 

Если A22  E2, то A может быть инволюцией лишь при условии A12  0. Но то-

гда (J)  A  E3  (E3), что невозможно, так как  – биекция. Значит, A22  –E2. 

В силу леммы 8 множество J  {U –1JUJ | U G} является группой. Отсюда 

следует, что множество (J)  {T –1ATA | T  Aut B'} есть группа, изоморфная J. 

С учетом замечания после леммы 8 получаем, что группа 43
  43 изоморфна той 

из групп 12
  12 и 21

  21, которая не равна 0. Из этого можно заключить, что 

43  12 (43  21), если группа B относится к типу III (соответственно к типу IV). 

Далее, применяя лемму 8 к инволюции A  Aut B', получаем, что A и J сопря-

жены в Aut B', т.е. найдется внутренний автоморфизм группы Aut B', переводя-

щий матрицу A в J. Следовательно, существует изоморфизм G  Aut B', при ко-

тором J переходит в J. В связи с этим будем с самого начала считать, что (J)  J. 

Заметим, что –E3 – это единственная отличная от E3 центральная инволюция 

как в G, так и в Aut B', а следовательно, (–E3)  –E3. Отсюда вытекают равенства 

(– J)  (–E3)(J)  –E3J  – J. Далее,  отображает централизатор матрицы J  

в группе G на ее же централизатор в группе Aut B'. Ввиду леммы 9 это означает, 

что  индуцирует изоморфизм U (11)  GL2(22)  U (33)  GL2(44). 
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Ясно, что вторые слои групп U (11)  GL2(22) и U (33)  GL2(44) равны соот-

ветственно {–1, 1}  ML2(22) и {–1, 1}  ML2(44). Таким образом,  индуцирует 

изоморфизм : {–1, 1}  ML2(22)  {–1, 1}  ML2(44). Так как (– J)  – J, то  

отображает двухэлементную циклическую группу, порожденную парой (–1, E2), 

на себя. Факторизуя по этой циклической группе, получаем, что  индуцирует 

изоморфизм ML2(22)  ML2(44). В силу теоремы 10 отсюда следует 22  44. 

Если слагаемое Y4 не является почти делимым, то в силу следствия 3 группа B' 

не определяется своей группой автоморфизмов в классе X. Поэтому далее рас-

сматриваем случай, когда группа Y4 почти делима. Ввиду неравенства t(Y3)  t(Y4) 

группа Y3 тоже почти делима, а значит, t(43)  t(Y3) : t(Y4)  t(Y3). Далее, так как 

44  E(Y4), то аддитивная группа кольца 44 изоморфна Y4; следовательно, адди-

тивная группа кольца 22 также изоморфна Y4. Последнее возможно только при 

условии, что Y2  Y4 (в частности, Y2 – почти делимая группа). 

Предположим, что группа B относится к типу III. Тогда имеем t(Y1)  t(Y2) и 

t(12)  t(Y2) : t(Y1)  t(Y2). С другой стороны, из соотношений 43  12 и Y4  Y2 

следует t(12)  t(43)  t(Y3)  t(Y4)  t(Y2) – получаем противоречие. 

Предположим теперь, что группа B относится к типу IV. Тогда t(Y1)  t(Y2) и 

t(21)  t(Y1) : t(Y2)  t(Y1). Так как t(43)  t(Y3), то Y1  21  43  Y3. Отсюда уже 

следует B  B'. 

Мы показали, что группа B' определяется своей группой автоморфизмов в X, 

если слагаемое Y4 почти делимо. Объединяя этот факт со следствием 7, приходим 

к основному результату: 

Теорема 11. Группа B  X ранга 3 определяется своей группой автоморфиз-

мов в классе X тогда и только тогда, когда выполняется B  Y1
  Y2

  Y2, где Y2 – 

почти делимая группа ранга 1 и t(Y1)  t(Y2). ■ 
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Abstract. The study is aimed at developing a nondestructive testing method for electronic 

equipment and its components. This method allows one to identify critical design defects 

of printed circuit boards (PCB) and to predict their service life taking into account  

the nature of probable operating loads. The study uses an acoustic emission method  

to identify and localize critical design defects of printed circuit boards. Geometric  

dimensions of detected critical defects can be determined by X-ray tomography. Based 

on the results of the study, a method combining acoustic emission and X-ray tomography 

has been developed for nondestructive testing of printed circuit boards. The stress-strain 

state of solder joints containing detected defects is analyzed. Durability is predicted using 

the damage function of the material, experimental fatigue curve with allowance for  

rheological properties of materials, the temperature effects, and complex stress-strain 

state. The results of using the developed method for estimating the degree of damage  

of the electronic board have been verified based on the experimental results of studies 

carried out in accordance with IPC-9701. The prediction error does not exceed 5%. 
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Введение 
 

Надежность паяных соединений часто становится очень неприятной пробле-

мой при разработке электронных систем. На нее влияет множество различных 

факторов, и каждый из них может значительно сократить срок службы соедине-

ний. 

Точное выявление и устранение потенциальных причин отказа паяных соеди-

нений в процессе проектирования и изготовления может предотвратить ряд 

сложных проблем и связанные с ними убытки на более поздних этапах жизнен-

ного цикла продукта. Распространенными причинами отказа паяных соединений 

являются [1]: 

1. Нежелательные напряжения, вызванные применением защитных покрытий. 

Защитные покрытия (potting, underfill, conformal coating) обладают разными 

термическими и физико-механическими свойствами. Важными свойствами, кото-
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рые нужно учитывать при выборе материала покрытия, являются температура 

стеклования, модуль упругости и коэффициент линейного теплового расширения. 

2. Недооценка температурного цикла работы электронной платы (ЭП). 

Для получения точных показателей надежности электронной системы необ-

ходим выбор модели долговечности для прогнозирования ресурса ЭП с учетом 

зависимости долговечности от диапазона температур, времени выдержки и ско-

рости изменения температуры.  

3. Механическое перенапряжение. 

Для микросхем с мелким шагом выводов характерен отказ, вызванный пере-

напряжением в паяном соединении, который обычно проявляется в виде отслое-

ния контактных площадок или трещины вдоль интерметаллического соединения 

припоя с контактной площадкой. 

4. Крепление платы и место монтажа компонентов. 

Расположение точек крепления и другие ограничения на перемещения платы 

оказывают значительное влияние на место возникновения и величину относитель-

ных деформаций платы в условиях теплового расширения, ударных и вибрацион-

ных нагрузок. Зеркальное расположение компонентов ограничивает деформации 

платы, делая ее более жесткой, что приводит к дополнительным напряжениям  

в паяных соединениях.  

5. Дефекты пайки 

Для того чтобы обеспечить высокое качество производства, необходимо про-

водить анализ микрошлифов и визуальный осмотр паяных соединений, прежде 

чем выпускать электронное устройство в эксплуатацию.  

Одним из самых распространенных видов дефектов пайки многовыводных 

микросхем являются пустоты. Факторами, вызывающими пустоты в пайке, явля-

ются: 

– дизайн трафарета и профиль оплавления; 

– паяльная паста и дизайн печатных плат; 

– обработка поверхности печатной платы и рабочая среда. 

Различают следующие типы пустот паяных соединений многовыводных мик-

росхем (рис. 1) [2]: 

1) микропустоты (от 25 до 50 мкм в диаметре); 

2) макропустоты (от 100 до 300 мкм в диаметре, в зависимости от размеров 

паяного соединения) – образуются при захвате газов во флюсе и паяльной пасте; 

3) усадочные пустоты – удлиненные и шероховатые пустоты, начинающиеся  

с поверхности паяных соединений; 

4) пустоты переходных отверстий; 

5) интерметаллические пустоты – пустоты субмикронного размера в месте  

соединения припоя и контактной площадки, образующиеся при воздействии на 

плату повышенных температур; 

6) точечные пустоты диаметром от 1 до 3 мкм, расположенные между слоем 

интерметаллидов и медной площадкой. 

Согласно IPC (IPC-A-610) пустоты в припое считаются дефектом, если общая 

расчетная площадь всех пустот в любом заданном шарике / соединении припоя 

превышает 25% от общей площади шарика припоя при рентгеновском контроле 

качества паяных соединений ЭП [2]. 
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Рис. 1. Типы пустот паяного соединения [2]: 1 – микропустоты; 2 – макропустоты;  

3 – усадочные пустоты; 4 – пустоты переходных отверстий; 5 – интерметаллические  

пустоты; 6 – точечные пустоты 

Fig. 1. Type of voids in a solder joint [2]: (1) microvoids; (2) macrovoids; (3) shrinkage voids; 

(4) micro-via voids; (5) Kirkendall voids; and (6) pinhole voids 

 

Пустоты в паяных соединениях – это потенциальные латентные дефекты, ко-

торые могут ускорить рост трещины в паяном соединении при эксплуатационных 

нагрузках ЭП [3]. Поэтому, независимо от размеров пустот, имеют огромное  

значение метод выявления пустот в паяном соединении и прогнозирование ре-

сурса ЭП на базе выявленных дефектов. 

 

1. Метод прогнозирования ресурса ЭП 

 

Неразрушающие методы контроля позволяют выявлять дефекты паяных со-

единений многовыводных микросхем, при этом для прогнозирования ресурса ЭП 

требуются дополнительные исследования влияния найденных дефектов на це-

лостность паяных соединений с учетом характера вероятных эксплуатационных 

нагрузок. 

Проведенные авторами экспериментальные исследования на образцах ЭП  

с BGA микросхемами позволили адаптировать комбинацию методов неразруша-

ющего контроля – метода акустической эмиссии (АЭ) и метода рентгеновской 

томографии (РТ) – для выявления скрытых дефектов в конструкции ЭП [4].  

Метод АЭ позволяет при нагрузках, соответствующих эксплуатационным 

нагрузкам ЭП, выявлять дефекты паяных соединений, которые активируются  

и развиваются при нагружении. Для определения местоположения скрытых  

дефектов в конструкции ЭП использовали программное обеспечение AEWin и 

аппаратуру Micro2 digital AE system (США) [5].  

Метод РТ позволяет определить геометрические размеры выявленных актив-

ных дефектов и их расположение в паяных соединениях для проведения числен-

ного анализа надежности паяных соединений и ЭП в целом. Данные о скрытых 

дефектах получены с помощью микрофокусной системы рентгеновской томо-

графии Y. Cheetah 160kV [4]. 
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Методика совместного применения методов АЭ и РТ для получения данных  

о местоположении и геометрических размерах скрытых дефектов подробно рас-

крыта в [4]. 

Новизна данного исследования заключается в совершенствовании модели 

усталостной долговечности паяных соединений: 

– для прогнозирования долговечности используются значения эквивалентных 

деформаций, что позволяет учитывать не только сдвиговые деформации в плос-

кости из-за разного термического расширения платы и чипа, но и нормальные, 

вызванные искривлением платы; 

– применена уточненная математическая модель механического поведения 

материала припоя, учитывающая ползучесть при сравнительно длительном вре-

мени деформирования. 

Определение механических характеристик материала припоя ПОС-61, исполь-

зуемого для присоединения микросхемы к ЭП, проводили с помощью усталостной 

испытательной системы INSTRON 8801 (США) в соответствии с ГОСТ 1497–84. 

Циклические испытания материала припоя ПОС-61 проводили с помощью  

усталостной испытательной системы INSTRON 8801 (США) в соответствии  

с ГОСТ 25502–79 [4]. 
 

    
а                                                                                 b 

Рис. 2. Экспериментальные исследования из [3]: а – экспериментальный образец;  

b – разрушение дефектного паяного соединения в угловом внешнем ряду, 264 цикла,  

пустота составляет 18% от объема паяного соединения 

Fig. 2. Experimental studies [3]: (а) test vehicle, (b) BGA void assessment: 18% void, outer row, 

264 cycles 

 

Для определения максимума интенсивности напряжений в материале припоя 

при заданных нагрузках проводили численное моделирование паяных соедине-

ний BGA контактов с помощью программного пакета ANSYS Mechanical. 

Для верификации данных численного анализа предложенного метода исполь-

зовали результаты эксперимента стороннего исследования из [3]. Исследования 

по определению влияния пустот в компонентах BGA и CSP с использованием 

испытаний на термический цикл (от –55 до +125°C) в [3] были проведены  

в соответствии со спецификацией IPC-9701 для оловянно-свинцовых припоев 

(рис. 2). 
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2. Численный анализ 
 

2.1. Определение механических характеристик материала припоя ПОС-61 
 

Для определения механических характеристик припоя проведены испытания 

на одноосное растяжение и циклические испытания [4]. По результатам испыта-

ний на одноосное растяжение установлена билинейная зависимость напряжений 

от деформации для материала припоя. Для определения параметров модели дли-

тельной прочности использовалось соотношение Коффина–Менсона:  

 ,m

NN C   (1) 

где N – количество циклов при данной деформации; CN, m – параметры модели 

(для данного материала при температуре 20°С CN = 0.1892, m = 0.53);  – размах 

деформации. 

Большинство экспериментальных данных по длительной прочности металлов 

получено по результатам одноосных испытаний, но при оценке реальной работо-

способности элементов конструкций необходимо учитывать неоднородность 

напряженно-деформированного состояния (НДС) [6–10]. В настоящее время  

существует несколько способов определения эквивалентных величин напряже-

ний и деформаций, некоторые из которых требуют проведения либо большого 

количества экспериментов для определения параметров, либо сложных вычисле-

ний, не приводящих к существенному увеличению точности прогнозирования. 

В работе [11] поведен детальный обзор видов эквивалентных величин и для 

описания длительной прочности в условиях плоского деформированного состоя-

ния предложено следующее выражение: 

 21
( 2 ),

2
e z xy       (2) 

где εе – эквивалентная деформация, εz – растягивающая деформация, εxy – сдвиго-

вые деформации. 

Таким образом, для прогнозирования долговечности следует использовать 

значения эквивалентных деформаций, что позволяет учитывать не только сдви-

говые деформации из-за разного термического расширения платы и чипа, но и 

нормальные, вызванные искривлением платы. 

Деформации припоя состоят из двух компонент: мгновенной линейной и де-

формации ползучести. При определении деформаций ползучести использовались 

неявный метод описания ползучести в зависимости от температуры и уравнение 

Аррениуса. Стационарная ползучесть припоя может быть описана уравнением 

Гарофало–Аррениуса из [12]: 

    3

1 2 4sinh( ) exp /
Ccrd

C C C T
dt


   . (3) 

Параметры материала C1, C2, C3 и C4, необходимые для использования этой 

модели, были получены путем аппроксимации кривой экспериментальных дан-

ных в соответствующих уравнениях ползучести. 

Итоговый вид соотношения деформации (4) был определен по данным экспе-

риментальных исследований образцов из материала припоя: 

    35 6

1 2 4( , ) sinh( ) exp / ,
( )

CC C
t t C C C T

E T

  
       

 
 (4) 
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где E = 16.082·109 Па при 25°С, С1 = 2 317, С2 = 0.051·10–6, С3 = 5.04, С4 = 5 003.6, 

С5 = 1.498, С6 = 0.0282·10–6. Все параметры можно определить из трех независи-

мых простых экспериментов. В случае термодеформации паяного соединения 

величина эквивалентного напряжения может быть определена из разности коэффи-

циентов линейного температурного расширения спаянных элементов. Е(Т) в ГПа 

в общем случае зависит от температуры и имеет вид, который определяется из 

экспериментальных данных: 

 ( )E T a bT  , (5) 

где а и b – параметры модели, отображающие зависимость модуля упругости 

материала от температуры (a = 6.4411, b = 0.0284). 

Согласование с экспериментальными данными представлено на рис. 3. 
 

t, с

0                0              0               0                60   1 2 30 4     50

2.5

2

1.5

1

0.5

ε,
 %

a

1

2

0                0              0               0                60   1 2 30 4     50

2.5

2

1.5

1

0.5

b

1

2

3.5

3

4

t, с

ε,
 %

 

0                0              0               0                60   1 2 30 4     50

4

2

c

1

2

6

8

t, с

ε,
 %

 

Рис. 3. Результаты испытаний: а, b, с – деформация ползучести при разных уровнях 

нагружения – 150, 175 и 200 H соответственно 

Fig. 3. Test results: (а), (b), (с) are creep deformations at different loading levels of 150, 175, 

and 200 N, respectively 
 

2.2. Функция поврежденности материала 
 

Для определения состояния материала в текущий момент и прогнозирования 

оставшегося срока эксплуатации введем функцию поврежденности материала 

В.В. Москвитина [13], которая должна удовлетворять следующим условиям: 
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 (0) = 0,      (t*) = 1, (6) 

где t* – время до наступления предельного состояния (разрушения). 

Для оценки поврежденности материала вводится выражение следующего 

вида, удовлетворяющее условиям (6): 

 

   1

1

1

10
0

1
( , )

( , )

m
t

m

m t
t T d

t T


  
  

 ,  (7)
 

где параметр m1 = –1 + 1/m (для материала припоя m = 0.53 при температуре 

25С); ε – эквивалентные деформации; t0 – долговечность для данного материала, 

определяемая из экспериментов при температуре T. 

При термической циклической нагрузке образцы паяных соединений 

практически подвергаются малоцикловой усталости, поэтому время до 

разрушения можно связать с количеством циклов соотношением: t = N/, где t – 

время до разрушения; N – количество циклов до разрушения, определенное из 

усталостной прочности Коффина–Менсона (1);  – частота нагружения. 

В результате функция поврежденности (7) примет вид: 

 
  

 

1

1

1

10 1

1

1
( , )

( )
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m

m t
t T d

С a bT




  
   

    
 ,  (8) 

где  – размах эквивалентных деформаций, величина которых определяется из 

соотношений (2)–(5); C1 и m – параметры модели, определенные для данного ма-

териала, 1( ) ( )NC T C E T  . 

После интегрирования соотношения (8) получим аналитическую зависимость 

поврежденности материала от времени при заданном уровне деформаций и тем-

пературе Т, отличной от начальной: 

 
 

1

1

1

( , )
m

m

t T t
С a bT

 
   

  
.  (9) 

 
2.3. Оценка несущей способности паяных соединений 

 
Для прогнозирования ресурса работы электронной платы с обнаруженными 

дефектами необходимо провести оценку НДС дефектных паяных соединений  

посредством численного анализа. В задаче НДС электронной платы определялось 

при температурном цикле от –55 до +125°C с 15-минутной выдержкой при мак-

симальной и минимальной температурах, скорость охлаждения и нагрева состав-

ляла 10°C/мин [14].  

Для того чтобы учесть все граничные условия и нагрузки, которые испытыва-

ет паяное соединение при термоциклировании, необходимо рассмотреть два типа 

численных моделей: общую и локальную [15].  

Образец в экспериментальных исследованиях из [3] – это плата с набором 

микросхем, которая механически разделена на сегменты для исключения влияния 

одного компонента на другой. Сегменты имеют равные габариты, и по центру 

сегмента располагается микросхема. Общая модель отображает сегмент элек-

тронной платы с микросхемой (рис. 4). Модель содержит печатную плату, кон-

тактные площадки на печатной плате и на подложке микросхемы, подложку, 
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микросхему, массив паяных соединений. Так как задача осесимметричная, рас-

сматривается 1/4 часть конструкции электронной платы. Результатом решения 

является поле перемещений для всех узлов модели. Далее это поле перемещений 

прикладывается к паяным соединениям с дефектами в локальной модели для 

определения максимума интенсивности напряжений.  

Локальная модель отображает паяное соединение, содержащее дефект. Рас-

смотрен случай углового паяного соединения с дефектом в виде пустоты, зани-

мающей 18% от общего объема паяного соединения (рис. 3, b, 5). Модель содер-

жит: печатную плату, контактные площадки на печатной плате и на подложке 

микросхемы, подложку, паяное соединение. В качестве нагрузки в локальной 

модели используются данные, полученные в общей модели: перемещение верхней 

контактной площадки относительно нижней контактной площадки по всем осям.  

 

 
а 

 

 
b 

Рис. 4. Глобальная модель: a – общий вид; b – массив паяных соединений 

Fig. 4. Global model: (a) the general view and (b) BGA 

 

В результате численного моделирования определен размах по эквивалентным 

деформациям при изменении температур от –55 до 125°С: по оси Z – Δεz = 0.0053,  

в плоскости XY – Δεxy = 0.00377. Интенсивность напряжений в паяном 

соединении не превышает предел пропорциональности. 

На рис. 6 приведены графики функции поврежденности дефектного паяного 

соединения для двух случаев: 1 – учет эквивалентной деформации (сплошная 

линия), 2 – учет только сдвиговой деформации (пунктирная линия). В случае 
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учета только сдвиговой деформации получаем завышенный срок эксплуатации 

более чем на 20%.  
 

            
                                а                                                                                   b 

Рис. 5. Локальная модель паяного соединения с дефектом: a – конечно-элементная модель 

паяного соединения; b – сечение паяного соединения 

Fig. 5. Local model of a soldered joint with a defect: (a) general view and (b) sub model  

containing a void 
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Рис. 6. Функция накопления повреждений дефектного паяного соединения 

Fig. 6. Damage accumulation function of a damaged soldered joint 

 

Как видно из рис. 6, при частоте теплового цикла, равной 1 цикл за 30 минут, 

время работы составляет 144 часа, или 288 циклов, что на 4.3% расходится с экс-

периментальными результатами из [3]. Погрешность определения параметров 

функции поврежденности не превышает 7%.  

 

Заключение 

 

По результатам проведенных исследований разработан метод неразрушающе-

го контроля электронной аппаратуры. Метод позволяет выявить скрытые дефек-
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ты в конструкции ЭП, проанализировать их опасность и определить остаточный 

ресурс работы ЭП. Данные численного анализа верифицированы на основе  

результатов экспериментальных исследований, проведенных в соответствии  

с IPC-9701. Погрешность разработанного метода не превышает 5%. 

Учет эквивалентного деформированного состояния позволяет точнее оцени-

вать срок жизни и прогнозировать запас прочности ЭП. 

Данный метод может применяться на производстве при изготовлении ЭП, от-

работке новых решений перед серийным производством. Также метод применим 

для оценки ресурса оборудования в процессе эксплуатации.  
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Аннотация. Предложены новые методы определения коэффициента сопротивле-

ния твердой сферической частицы в условиях потока массы от ее поверхности.  

С использованием предложенных методов проведены экспериментальные иссле-

дования влияния вдува воздуха с поверхности твердой сферы на коэффициент 

сопротивления в переходном и автомодельном режимах обтекания частицы в об-

ласти чисел Рейнольдса Re = 133 ÷ 9 900. Получены экспериментальные данные 

для коэффициента сопротивления частицы в зависимости от числа Рейнольдса 

при варьировании величины интенсивности вдува газа (скорости вдуваемого  

газового потока с поверхности частицы). Для автомодельного режима течения 

найдена эмпирическая зависимость коэффициента сопротивления от соотноше-

ния скорости вдуваемого с поверхности частицы потока газа к скорости обдува-

ющего частицу потока. 

Ключевые слова: твердая сфера, вдув газа, коэффициент сопротивления, число 

Рейнольдса, переходный режим течения, автомодельный режим течения, экспери-

ментальное исследование 
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Abstract. New methods for studying the effect of gas injection from the surface of a solid 

spherical particle on its drag coefficient in the transient and self-similar regimes of flow 

around the particle have been presented. An advantage of the proposed methods is the 

ability to isolate in a pure form the effect of the mass flux from the particle surface 

(without the effect of other factors, for example, particle acceleration) on the drag coeffi-

cient. New results of an experimental study of the effect of air flow blowing on the drag 

coefficient of a solid perforated sphere in the Reynolds number range Re = 133 ÷ 9900 

have been presented. It has been shown that the drag coefficient decreases when air is 

blown from the particle surface. As the Reynolds number Re increases, the drag coeffi-

cient CD upon gas injection in the transient flow regime decreases to a certain critical 

value corresponding to the onset of the self-similar regime. At the onset of the self-

similar regime (reaching the critical value of CD), the drag coefficient increases with an 

increase in the Reynolds number and asymptotically tends to a constant value CD = 0.44. 

However, the opposite effect has been found for a small diameter of the particle (D = 1 cm) 

at a blowing velocity uв ≥ 1.3 m/s: an increase in the drag coefficient of the particle CD  

at air efflux from the particle surface in comparison with the drag coefficient value in  

the absence of gas flow injection (uв = 0 m/s). This is apparently associated with a change 

in the characteristics of the boundary layer of the particle due to the rearrangement of  

the flow profile near the spherical particle surface caused by a decrease in its size.  

An empirical dependence of the drag coefficient of a solid sphere on the ratio of the ve-

locity of injection from the surface of the particle to the velocity of blowing 
3.80.15 (0.44 0.15) / (1 (9 / 5) )DC u     (with the coefficient of determination R2 = 0.89) 

has been obtained for a self-similar particle regime flow. 

Keywords: solid sphere, gas injection, drag coefficient, Reynolds number, transient flow 

regime, self-similar flow regime, experimental study 
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Введение 

 

Интерес к динамике движения частиц дисперсной фазы в потоке газа обу-

словлен их существенной ролью в целом ряде важных задач прикладного назна-

чения, связанных с двухфазными течениями в энергоустановках, образованием 

атмосферных осадков, распространением капель топлива при отделении ступе-

ней ракет-носителей, теплообменом при кипении, кавитацией, флотацией и дру-

гими технологическими процессами. В указанных задачах важнейшим фактором 

является режим обтекания частицы дисперсной фазы, определяемый числом  

Рейнольдса Re.  

В зависимости от величины числа Рейнольдса выделяют три основных режи-

ма движения одиночной частицы дисперсной фазы [1]: стоксовский, переходный 

и автомодельный режимы. Каждый из указанных режимов характеризуется соот-

ветствующим выражением для коэффициента сопротивления CD. Для твердой 

сферы коэффициент сопротивления в области малых чисел Рейнольдса Re < 1 

рассчитывается по формуле Стокса 

 
24

Re
DC  , (1) 

при числах Re = 1 ÷ 700 (промежуточный режим) CD определяется по формуле 

Клячко [2] 

 
3

24 4

Re Re
DC   , (2) 

при числах Re > 700 (автомодельный режим) CD составляет  

 0.44DC  . (3) 

Однако данные выражения для коэффициента сопротивления твердой сфе-

рической частицы получены без учета истечения массы с поверхности частицы. 

В ряде практических задач с поверхности частицы происходит вдув газообразных 

продуктов испарения и / или горения частицы [3–5]. В условиях вдува газа с по-

верхности частицы в несущую среду использование выражений (1)–(3) для коэф-

фициента сопротивления приводит к погрешностям при расчете скорости движе-

ния частиц [6].  

Большинство работ по исследованию влияния вдува газа с поверхности  

частицы являются численными. В частности, можно выделить работы [6, 7],  

в которых предложены теоретические зависимости для расчета коэффициента 

сопротивления CD
 
в условиях оттока массы с поверхности частицы при низких 

значениях числа Рейнольдса: 

0(Re,Re )D s DC k C , 

где  Re,Re 1sk   − функция чисел Рейнольдса основного потока Re и потока 

газа с поверхности частицы Res; CD0 − коэффициент сопротивления без учета 

вдува газа с поверхности частицы. 

Результаты экспериментов разных авторов показывают, что испарение или 

горение вещества частицы существенно снижает коэффициент сопротивления [7–

11]. При анализе опубликованных результатов следует иметь в виду, что они  

получены, как правило, при наличии ускорения частицы. При этом выделить  

в чистом виде влияние потока массы от поверхности частицы достаточно трудно.  
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Целью настоящей работы является нахождение коэффициента сопротивления 

твердой сферической частицы при вдуве газа с ее поверхности на основе новых 

экспериментальных методик, позволяющих оценить с высокой точностью сте-

пень влияния интенсивности вдува с поверхности частицы при отсутствии ее 

ускорения на режим течения. Первая методика определения коэффициента со-

противления при истечении потока массы с поверхности частицы включают из-

мерение силы сопротивления частицы (через угол поворота консоли с частицей) 

при воздействии на нее газового потока, а вторая – взвешивание частицы под 

действием вдуваемого с ее поверхности и обдувающего потоков воздуха. 
 

Описание методик экспериментального определения коэффициента  

сопротивления твердой сферы в условиях вдува газа с ее поверхности 
 

Для экспериментального исследования влияния вдува газа с поверхности 

твердой сферической частицы разработаны две экспериментальные установки и 

методики. Первая методика измерения аэродинамического коэффициента сопро-

тивления сферической частицы при вдуве газа с ее поверхности заключается  

в измерении силы сопротивления частицы при воздействии на нее газового пото-

ка [12]. Твердый шарик размещается в равномерном обдувающем потоке газа 

путем подвешивания на тонкой металлической трубке, которая может вращаться 

вокруг горизонтальной оси, расположенной перпендикулярно направлению по-

тока обдувающего газа. Во внутреннюю полость шарика подается под давлением 

газ. Затем измеряется угол отклонения металлической трубки от первоначального 

вертикального направления. Также определяются объемный расход Q подаваемо-

го в полость шарика газа и скорость u обдувающего его газового потока.  

Исследование коэффициента сопротивления твердой сферы при вдуве воздуха  

с ее поверхности по описанной выше методике проводилось на экспериментальной 

установке, схема которой приведена на рис. 1. Полая частица 1, в качестве которой 

использовался теннисный шарик, крепилась на тонкой полой трубке 2. Металличе-

ская трубка 2 закреплялась на шарикоподшипнике 3. Верхняя часть металлической 

трубки 2 выполнена в виде стрелки 4, позволяющей измерять на шкале 5 угол по-

ворота α трубки 2 при отклонении шарика 1 под воздействием обдувающего потока 

воздуха. Скорость обдува шарика измерялась с помощью трубки Пито 6 [13].  

В ходе эксперимента во внутреннюю полость шарика 1 подавался через гиб-

кий шланг 7 воздух из баллона 8 через редуктор 9 с контрольным манометром 10. 

Объемный расход вдуваемого в полость шарика воздуха измерялся расходоме-

ром 11. В экспериментах использовался турбинный расходомер СГ-6 [14]. После 

подачи потока воздуха из баллона 8 происходило равномерное истечение воздуха 

с поверхности шарика 1. 

В процессе обтекания частицы равномерным потоком газа на нее действует 

три вида сил (рис. 2): сила тяжести Fg, сила аэродинамического сопротивления FD 

и сила натяжения консоли Fн. При равновесии частицы соотношение данных сил 

имеет вид: 

 cosαg нF F  , (4) 

 sinαD нF F  , (5) 

где   − угол отклонения металлической трубки от вертикального положения;

gF mg ; m – масса шарика; g = 9.80665 м/с2 – ускорение свободного падения. 
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Рис. 1. Схема установки для определения коэффициента сопротивления твердой сферы 

при оттоке газа с ее поверхности, основанная на измерении силы сопротивления: 1 – шарик; 

2 – полая металлическая трубка; 3 – шарикоподшипник; 4 – часть трубки, изготовленная  

в виде стрелки; 5 –шкала угломера; 6 – трубка Пито; 7 – силиконовый шланг; 8 – баллон  

с воздухом; 9 – редуктор; 10 –манометр; 11 –расходомер 

Fig. 1. Diagram of the experimental setup for determining the drag coefficient at gas injection 

from its surface based on measuring the drag force: (1) sphere; (2) hollow metal tube; (3) multi-

ball bearing; (4) arrow-shaped part of the tube; (5) goniometer scale; (6) Pitot tube; (7) silicone 

hose; (8) air cylinder; (9) reducer; (10) control pressure gauge; and (11) flow meter 

 

Сила аэродинамического сопротивления для сферической частицы рассчиты-

вается по формуле [1] 

 2 21
π ρ

8
D DF C D u , (6) 

где D − диаметр частицы; ρ = 1.205 кг/м3 − плотность воздуха, обдувающего ча-

стицу (при температуре 294 К и давлении атмосферы 101.3 кПа) [15]; u  − ско-

рость обдувающего потока воздуха. Из выражения (6) следует соотношение для 

коэффициента сопротивления  

 

2 2

8

π ρ

D

D

F
C

D u
   (7) 

Из (4) и (5) выведем соотношение  

FD = mg·tgα 

и, подставив его в (7), получим рабочую формулу для расчета коэффициента 

аэродинамического сопротивления: 

2 2

8
tgα

π ρ
D

mg
C

D u
  . 
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Рис. 2. Силы, действующие на частицу при воздействии на нее равномерного потока 

газа: 1 – частица; 2 – консоль; 3 – шарикоподшипник 

Fig. 2. Forces acting on a particle under exposure to uniform gas flow: (1) particle; (2) con-

sole; and (3) ball bearing 
 

В экспериментах в качестве частицы 1 использовался шарик диаметром D = 4 см 

и массой m = 2.71 г с равноудаленными перфорированными отверстиями диамет-

ром d = 1 мм по всей его поверхности. Количество отверстий на шарике состав-

ляло 177 штук. 

В экспериментах величина u варьировала в диапазоне u = (1.18 ÷ 3.73) м/с. 

Скорость обдувающего частицу потока воздуха определялась с помощью 

трубки Пито (с относительной погрешностью не менее 3%) по формуле 

2

ρ

p
u


 , 

где ∆p – перепад давления.  

Для малых значений скорости обдувающего частицу потока измерения u про-

водились с помощью анемометра с относительной погрешностью ~ 8%. 

Для определения режима обтекания шарика потоком воздуха в экспериментах 

рассчитывалось число Рейнольдса по формуле 

ρ
Re

μ

uD
 , 

где µ = 1.808∙10–5 Па∙с – коэффициент динамической вязкости воздуха.  

Скорость истечения воздуха с поверхности шарика рассчитывалась по изме-

ренному значению объемного расхода газа Q и суммарной площади сечения пер-

фораций в шарике S: 

в

Q
u

S
  



Механика / Mechanics 

62 

и составляла в экспериментах uв = 1.66 м/с и 2.65 м/с. В экспериментах относи-

тельная погрешность определения скорости вдуваемого с поверхности шарика 

воздуха составляла 1.5%. 

Для оценки интенсивности вдува проводились расчеты числа Рейнольдса вду-

ваемого потока воздуха с поверхности шарика по формуле 

ρ
Re

μ

в

в

u D
 . 

Вышеописанная методика применима для исследований только в автомодель-

ном режиме обтекания частицы при числах Рейнольдса Re > 3 000 ввиду сложности 

экспериментального измерения угла поворота консоли при меньших значениях 

числа Re из-за его малости. 

Вторая методика исследования коэффициента сопротивления твердой сфери-

ческой частицы в условиях вдува газа с ее поверхности основывается на измере-

нии силы, действующей на частицу при обдуве ее потоком воздуха. Эксперимен-

тальная установка состоит из шарика 5, соединенного с металлической трубкой 4 

и опорой 3, и жестко связанного с ним датчика силы 1, в качестве которого ис-

пользовались высокоточные аналитические весы. Система подачи обдувающего 

и вдуваемого с поверхности частицы потоков воздуха состоит из расходомеров 9, 

запорных вентилей 10, контрольных манометров 11 и баллонов со сжатым возду-

хом 12 (рис. 3).  
 

 

Рис. 3. Экспериментальная установка для исследования влияния вдува газа с поверхности 

твердой сферы на коэффициент сопротивления, основанная на измерении силы, действующей 

на частицу при обдуве ее потоком газа: 1 – датчик силы; 2 – защитный кожух; 3 – опора; 4 – 

полая металлическая трубка; 5 – перфорированный шарик; 6 – раструб; 7, 8 – гибкий шланг; 

9 – расходомеры; 10 – вентили; 11 – манометры; 12 – ресивер; 13 – компрессор 

Fig. 3. Experimental setup for studying the effect of gas injection from the surface of a solid sphere 

on the drag coefficient based on measuring the drag force of the particle on exposure to gas flow 

on it: (1) force sensor; (2) protective casing; (3) hold; (4) hollow metal tube; (5) perforated particle; 

(6) bell mouth; (7, 8) – flexible hose; (9) flow meter; (10) valve; (11) manometer; (12) receiver; 

and (13) compressor 
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Твердая сферическая частица 5 крепится к вертикально установленной на 

опоре 3 полой металлической трубке 4. Опора 3 с трубкой 4 и частицей 5 соеди-

няются с датчиком силы 1. Во время экспериментов после открытия вентелей 10 

баллонов с сжатым воздухом 12 создаются контролируемые с помощью расхо-

домеров 9 потоки обдувающего и вдуваемого с поверхности частицы воздуха. 

Истечение обдувающего потока воздуха осуществляется по гибкому шлангу 7 и 

через раструб 6, расположенный над шариком. Подача потока воздуха во внут-

реннюю полость шарика осуществляется по гибкому шлангу 8, который помеща-

ется внутри полой трубки 4. Для исключения влияния обдувающего потока на 

мерную площадку весов сверху опоры 3 размещается защитный кожух 2.  

Суммарная сила F , измеренная датчиком силы 1 при воздействии потока на 

шарик 5, складывается из силы тяжести и аэродинамической силы:  

 
2 2ρ π

2 4
D

u D
F mg C   , (8) 

где m – суммарная масса шарика 5, трубки 4 и опоры 3.  

Экспериментальный коэффициент сопротивления твердой сферы CD выра-

жался из уравнения (8) и определялся по формуле (с относительной погрешно-

стью не более 10%) 
2 28( ) / π ρDC F mg D u  . 

Эксперименты проведены для двух перфорированных шариков диаметром  

D = 1 и 2 см и массой 0.22 и 1.14 г соответственно. Шарик крепился к полой ме-

таллической трубке длиной 65 см. Количество перфораций диаметром 1 мм  

в шарике диаметром 2 см составляло 44 штуки, в шарике диаметром 1 см –  

11 штук. Скорость вдуваемого с поверхности шарика потока воздуха варьировала 

в диапазоне uв = 0.5 ÷ 1.3 м/с, а значения скорости обдувающего потока воздуха 

составляли u = 0.2 ÷ 1 м/с. 

Преимуществом второй методики является возможность проведения экспе-

риментальных исследований при различных режимах обтекания частицы: в сток-

совском, переходном и автомодельном режимах.  

 

Результаты экспериментальных исследований и их анализ 

 

Результаты экспериментов, проведенных по первой из описанных методик, 

получены для автомодельного режима обтекания частицы в диапазоне чисел 

Рейнольдса Re = (3.1 ÷ 9.9)·103. При проведении экспериментов по второй мето-

дике исследовалось два режима течения: переходный и автомодельный; при этом 

значения чисел Рейнольдса составляли Re = (133 ÷ 1 333).  

Варьируя расход вдуваемого через поверхность шарика воздуха, в работе по-

лучены экспериментальные зависимости коэффициента сопротивления сфериче-

ской частицы CD от числа Рейнольдса Re при различной заданной интенсивности 

вдува (скорости вдуваемого потока uв). На рис. 4 приведены экспериментальные 

зависимости CD(Re), полученные с помощью первой методики, а на рис. 5, 6 –  

с помощью второй методики. Кривыми на рис. 4–6 показаны аппроксимацион-

ные зависимости. 

Из анализа рис. 4, 5 следует, что при наличии вдува воздуха с поверхности 

шарика коэффициент сопротивления меньше, чем при его отсутствии. По мере 
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увеличения числа Рейнольдса Re коэффициент сопротивления CD при вдуве воз-

духа в переходном режиме обтекания частицы уменьшается до некоторого пере-

ходного значения, соответствующего началу автомодельного режима (рис. 4).  
 

 

Рис. 4. Зависимости коэффициента сопротивления CD от числа Рейнольдса Re (для шарика 

диаметром D = 4 см): 1 – при отсутствии вдува воздуха (uв = 0 м/с); 2 – uв = 2.61 м/с;  

3 – uв = 3.91 м/с  

Fig. 4. Dependences of the drag coefficient CD on the Reynolds number Re (for the ball with  

a diameter D = 4 cm): (1) in the absence of air blowing (uв = 0 m/s); (2) uв = 2.61 m/s;  

and (3) uв = 3.91 m/s 

 

 

Рис. 5. Зависимости коэффициента сопротивления CD от числа Рейнольдса Re (для шарика 

диаметром D = 2 см): 1 – при отсутствии вдува воздуха (uв = 0 м/с); 2 – uв = 0.5 м/с;  

3 – uв = 0.9 м/с; 4 – uв = 1.3 м/с (I – переходный режим, II – автомодельный режим) 

Fig. 5. Dependences of the drag coefficient CD on the Reynolds number Re (for the ball with  

a diameter D = 2 cm): (1) in the absence of air blowing (uв = 0 m/s); (2) uв = 0.5 m/s;  

(3) uв = 0.9 m/s; (4) uв = 1.3 m/s (I is the transient regime; II is the self-similar regime) 
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При наступлении автомодельного режима (достижении переходного значения 

CD) коэффициент сопротивления по мере увеличения числа Рейнольдса возраста-

ет, асимптотически стремясь к постоянному значению CD = 0.44 (см. рис. 4, 5). 

Однако при определенных условиях вдув газа с поверхности частицы приво-

дит к увеличению коэффициента сопротивления. Из анализа экспериментальных 

данных, полученных с помощью второй методики для шарика с наименьшим 

диаметром (D = 1 см), следует, что при скорости вдува uв ≥ 1.3 м/с наблюдается 

возрастание коэффициента сопротивления CD по сравнению со значением CD  

при отсутствии вдува (см. рис. 6). Обнаруженный эффект, по-видимому, можно 

объяснить изменением характеристик пограничного слоя шарика за счет пере-

стройки профиля течения вблизи поверхности сферической частицы, вызванного 

уменьшением ее размера. 
 

 

Рис. 6. Зависимости коэффициента сопротивления CD от числа Рейнольдса Re (для шарика 

диаметром D = 1 см): 1 – при отсутствии вдува воздуха (uв = 0 м/с); 2 – uв = 0.5 м/с;  

3 – uв = 0.9 м/с; 4 – uв = 1.3 м/с; 5 – uв = 1.6 м/с 

Fig. 6. Dependences of the drag coefficient CD on the Reynolds number Re (for the ball with  

a diameter D = 1 cm): (1) in the absence of air blowing (uв=0 m/s); (2) uв = 0.5 m/s;  

(3) uв = 0.9 m/s; (4) uв = 1.3 m/s; (5) uв = 1.6 m/s 

 

Зависимость коэффициента сопротивления от безразмерного отношения ско-

рости вдуваемого с поверхности частицы потока к скорости обдувающего части-

цу потока вu u u  в автомодельном режиме приведена на рис. 7. Анализ полу-

ченных в эксперименте результатов показывает, что в автомодельном режиме 

при значениях скорости вдуваемого с поверхности частицы uв > u ( 1u  ) наблю-

дается большее уменьшение коэффициента сопротивления частицы CD, чем при 
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значениях uв < u ( 1u  ). Также из рис. 7 видно, что результаты по коэффициенту 

сопротивления, полученные для автомодельного режима обтекания частицы  

с помощью двух описанных методик, хорошо согласуются. 
 

 

Рис. 7. Зависимость коэффициента сопротивления CD от безразмерного отношения скоро-

стей u  = uв/u: ○ – экспериментальные данные, полученные с помощью первой методики; 

● – экспериментальные данные, полученные с помощью второй методики 

Fig. 7. Dependences of the drag coefficient CD on the dimensionless ratio of velocities u  = uв/u: 

(○) experimental data obtained using the first technique; (●) experimental data obtained using  

the second technique 

 

Методом наименьших квадратов на основе экспериментальных данных для 

коэффициента сопротивления твердой сферы CD в автомодельном режиме обте-

кания получено эмпирическое выражение для CD в зависимости от безразмерного 

соотношения скорости вдуваемого с поверхности частицы и скорости обдуваю-

щего частицу потока вu u u  (с коэффициентом детерминации R2 = 0.99) 

30.44 0.27exp( 3.08 )DC u    . 

Анализ результатов проведенных экспериментов с перфорированной твердой 

сферой в условиях обдувающего и вдуваемого с ее поверхности потоков воздуха 

позволяет сделать вывод о преобладающем влиянии на коэффициент сопротив-

ления изменения величины скорости вблизи поверхности частицы за счет пере-

стройки профиля течения. 

 

Заключение 

 

На основе полученных результатов экспериментов по исследованию процесса 

вдува газа с поверхности частицы на коэффициент сопротивления можно сделать 

следующие выводы: 

– Разработаны две экспериментальные методики для исследования влияния  

в чистом виде только вдува газа с поверхности твердой сферы (при отсутствии 

ускорения частицы) на коэффициент сопротивления. Первая методика основана 
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на измерении силы сопротивления частицы, а вторая – на измерении силы, дей-

ствующей на частицу при обдуве ее газовым потоком. 

– Получены новые результаты экспериментов по влиянию вдува воздуха с по-

верхности твердой сферической перфорированной частицы на коэффициент со-

противления в области чисел Рейнольдса Re = 133 ÷ 9 900.  

– Обнаружено, что при истечении воздуха с поверхности твердой сферы ко-

эффициент аэродинамического сопротивления частицы CD уменьшается по срав-

нению с величиной CD при отсутствии потока воздуха с поверхности частицы. 

Экспериментально доказано, что отклонение коэффициента сопротивления от 

стандартной кривой сопротивления возрастает по мере увеличения скорости вду-

ва воздуха и уменьшения скорости обдува частицы потоком.  

– Экспериментально показано, что для наименьшего из исследованных разме-

ров частиц (D = 1 см) обнаружено увеличение коэффициента сопротивления  

CD (по сравнению со значением CD при отсутствии вдува) при скорости вдвува  

uв ≥ 1.3 м/с. Выявленный эффект позволяет сделать вывод о превалирующем вли-

янии на коэффициент аэродинамического сопротивления изменения характери-

стик пограничного слоя шарика за счет перестройки профиля течения вблизи 

поверхности сферической частицы, вызванного уменьшением ее размера. 

– В диапазоне чисел Рейнольдса Re = 800 ÷ 9 900 получено эмпирическое вы-

ражение для коэффициента сопротивления твердой сферической частицы в зави-

симости от соотношения скорости вдуваемого с поверхности частицы и скорости 

обдувающего частицу потока вu u u  (с коэффициентом детерминации R2 = 0.99) 

30.44 0.27exp( 3.08 )DC u    . Для условий проведенных экспериментов в авто-

модельном режиме обтекания частицы с увеличением соотношения u  от 0 до 3.3 

коэффициент сопротивления уменьшается от 0.44 до 0.176. 
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Аннотация. Рассматривается построение дифференциальных уравнений равнове-

сия в перемещениях в прямоугольных декартовых координатах для плоского де-

формирования сплошных сред при биквадратичной аппроксимации замыкающих 

уравнений как без учета, так и с учетом геометрической нелинейности. Построение 

биквадратичных физических зависимостей основано на вычислении секущих мо-

дулей объемного и сдвигового деформирования. Исходя из предположения о неза-

висимости, вообще говоря, друг от друга диаграмм объемного и сдвигового де-

формирования, рассмотрено шесть основных случаев физических зависимостей, 

зависящих от взаимного расположения точек излома графиков диаграмм объемного 

и сдвигового деформирования, аппроксимированных каждый двумя параболами. 
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continuous media when the closing equations are biquadratically approximated in a Car-

tesian rectangular coordinate system. Proceeding from the assumption that, generally 

speaking, the diagrams of volume and shear deformation are independent from each other, 

six main cases of physical dependences are considered, depending on the relative posi-

tion of the break points of biquadratic diagrams of volume and shear deformation. Con-

struction of physical dependencies is based on the calculation of the secant module  

of volume and shear deformation. When approximating the graphs of volume and shear 

deformation diagrams using two segments of parabolas, the secant shear modulus in the 

first segment is a linear function of the intensity of shear deformations; the secant modu-

lus of volume expansion–contraction is a linear function of the first invariant of the strain 

tensor. In the second section of the diagrams of both volume and shear deformation, the 

secant shear modulus is a fractional (rational) function of the intensity of shear defor-

mations; the secant modulus of volume expansion–contraction is a fractional (rational) 

function of the first invariant of the strain tensor. The obtained differential equations of 

equilibrium in displacements can be applied in determining the stress-strain state of physi-

cally and geometrically nonlinear continuous media under plane deformation the closing 

equations of physical relations for which are approximated by biquadratic functions. 

Keywords: continuous medium, plane deformation, differential equations of equilibrium, 

biquadratic closing equations, geometrically linear model, geometrically nonlinear model 
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Качество моделирования напряженно-деформированного состояния сплошной 

среды определяется многими факторами, но ключевую роль при этом играет вы-

бор закона состояния, или математической модели, описывающей связь между 

напряжениями и деформациями. Математическая модель сплошной среды, поз-

воляющая определить напряженно-деформированное состояние деформирован-

ного тела, представляет собой, при определенном упрощении, совокупность двух 

математических зависимостей, одна из которых описывает связь между первыми 

инвариантами тензоров напряжений и деформаций, а вторая – связь между вто-

рыми инвариантами девиаторов напряжений и деформаций [1]. Для построения 

математических моделей используется либо экспериментальный, либо феноме-

нологический подход. В первом случае математические зависимости между 

напряжениями и деформациями строятся на основании экспериментальных дан-

ных; во втором случае феноменологически построенные математические модели 

подтверждаются данными экспериментов. Вместе с тем в настоящее время про-

слеживается тенденция построения математических моделей сплошных сред без 

должного экспериментального обоснования [2]. В работах [2–4] обозначены пути 

совершенствования математических моделей сплошных сред и строительных 

конструкций с целью их максимального приближения к изучению реальных яв-

лений. Приведены примеры построения расчетных и математических моделей на 

основе физических моделей и мотивированных гипотез, а также использования 

результатов корректно поставленных экспериментальных исследований. 

Первой математической моделью для сплошной среды, не потерявшей своей 

актуальности и в настоящее время, является закон упругости, экспериментально 

установленный еще в 1678 г. Р. Гуком. Первыми законами состояния для нели-
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нейно-упругого тела явились законы, предложенные B.R. Seth [5], Н.В. Зволин-

ским и П.М. Ризом [6], A. Signorini [7], F.D. Murnaghan [8]. Математические мо-

дели в виде математических зависимостей, описывающих законы объемного  

и сдвигового деформирования, представлены в ряде работ профессора Г.А. Гени-

ева [9–11]. Математические модели деформирования бетона и железобетона раз-

рабатываются профессором Н.И. Карпенко [12, 13]. Для моделирования работы 

деформируемых тел, учитывающего как физическую, так и геометрическую не-

линейность, предложен принцип эквивалентности формы записи замыкающих 

уравнений [14]. Согласно этому принципу форма записи зависимостей между 

инвариантами тензоров деформаций и напряжений в геометрически линейных 

средах и форма записи зависимостей между инвариантами тензоров нелинейных 

деформаций и обобщенных напряжений в геометрически нелинейных средах 

должна быть одной и той же [15].  

В настоящее время совершенствование законов состояния и математических 

моделей сплошных сред и деформируемых тел активно продолжается. В ряде 

работ, в частности в [16, 17], предложена дискретная модель сплошной среды, 

допускающая модификацию на случай задач в геометрически нелинейной поста-

новке [18]. В работе [19] на примере модели многокомпонентной сплошной сре-

ды рассматриваются возможные пути перехода от традиционных моделей меха-

ники сплошных сред к математическим моделям нового поколения. В статье [20] 

сплошная среда моделируется эквивалентной по физико-механическим свой-

ствам системой взаимодействующих частиц. Данный подход позволяет имитиро-

вать и упругость, и пластичность, и вязкоупругость, а также физическую и гео-

метрическую нелинейность. В работе [21] рассматривается применение решений 

неевклидовой модели сплошной среды [22] для описания остаточных напряжений 

в деформированном теле, находящемся в условиях плоско-деформированного 

состояния. В статье [23] выполнено построение кинематических и физических 

соотношений для исследования конечных упругопластических деформаций, по-

лучены определяющие соотношения для скоростей и приращений истинных 

напряжений Коши. Публикация [24] посвящена описанию способа формирования 

физических соотношений для составных многофазных стержней, основанного на 

аппроксимации диаграмм деформирования фазовых материалов целыми рацио-

нальными полиномами произвольной степени. В работе [25], предложен простей-

ший вариант разномодульной теории упругости, в основе которой лежат тензорно-

линейные определяющие уравнения, базирующиеся на трехконстантных потен-

циалах, не зависящих от третьего инварианта: модуль сдвига является константой, 

а модуль объемного расширения (сжатия) зависит от знака первого инварианта 

тензора напряжений. В статье [26], основываясь на исследовании решения плос-

кой задачи теории упругости об изгибе консольной полосы, делается вывод, что 

сингулярность решений задач теории упругости связана с постановкой этих за-

дач, явно или неявно предполагающей нарушение симметрии тензора напряже-

ний. В статье [27] представлено решение физически нелинейной (зависимость 

между интенсивностями напряжений и деформаций принята в виде кубического 

полинома) плоской задачи теории упругости в перемещениях. Принимая для  

перемещений разложение по В.З. Власову, задача свелась к решению системы  

(n + m) обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений. В статье [28] 

для бетона, находящегося в плоском напряженном состоянии, предложен новый 
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подход к построению физических соотношений, основанный на инвариантах ме-

ханики деформируемого твердого тела. Показано, что предлагаемые зависимости 

соответствуют реальному напряженному и деформируемому состоянию материа-

ла. В статье [29] предлагается математическая модель теории упругости непре-

рывно-неоднородных тел. Получены новые формы определяющих уравнений для 

двумерной задачи. В работе [30], в отличие от общей нелинейной постановки  

задачи [31, 32], рассматривается квадратичное приближение для нелинейной тео-

рии физически линейных упругих стержней Коссера–Тимошенко.  

Следует отметить, что разработка новых и уточнение существующих матема-

тических моделей сплошной среды, проводимые с целью достоверно точного 

описания механического поведения деформируемых тел и конструкций под 

нагрузкой, практически всегда приводят к их усложнению. При этом существует 

предложение аппроксимировать замыкающие уравнения физических соотноше-

ний механики деформируемого твердого тела либо билинейными [33], либо би-

квадратичными [34] функциями, что может привести к значительному упроще-

нию как расчетных соотношений, так и процедуры расчета. В работе [35] приве-

дены расчетные дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях для 

характерных случаев деформирования физически нелинейной сплошной среды: 

одномерного плоского, центрально-симметричного, осесимметричного, а также 

плоской деформации в прямоугольных и цилиндрических координатах при би-

линейной аппроксимации замыкающих уравнений для физических соотношений 

как без учета, так и с учетом геометрической нелинейности.   

В данной работе рассматривается построение расчетных дифференциальных 

уравнений равновесия в перемещениях для случая плоской деформации 

   , ,   , ,   0u u x y v v x y w    физически нелинейной сплошной среды в прямо-

угольных декартовых координатах при аппроксимации замыкающих уравнений 

произвольного, вообще говоря, вида биквадратичными функциями как для геомет-

рически линейной, так и для геометрически нелинейной модели сплошной среды. 

 
Построение физических уравнений для геометрически линейной модели 

 
В соответствии с работой [34] секущие модули объемного расширения (сжа-

тия)  ,K K Г   и сдвига  ,G G Г   на первом криволинейном участке диа-

грамм       и  T T Г  (рис. 1) будут определяться выражениями 

   0 01

1

3

IK K K    ;     0 01
IG Г G G Г  . (1) 

Здесь 1 0 1
01 2

13

K
K

  



; 1 0 1

01 2
1

T G Г
G

Г


 . (2) 

На втором криволинейном участке диаграмм       и  T T Г  секущий 

модуль объемного расширения (сжатия)  ,K K Г   и секущий модуль сдвига 

 ,G G Г   будут вычисляться по формулам: 

   1
1 1

II c
K a b    


;     2

2 2
II c

G Г a Г b
Г

   . (3) 
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Здесь 
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   
    
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   
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3
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; 
   
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Г Г
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   
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2 1

T T G Г Г
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
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Параметры I  и II , введенные в соотношениях (1) и (3), здесь и в дальней-

шем используются для обозначения переменных модулей объемного расширения 

(сжатия)  K   и сдвига  G Г , относящихся к первому и второму участкам диа-

грамм объемного и сдвигового деформирования соответственно. 

В формулах (2) и (4) обозначено: 0K   начальный модуль объемного расши-

рения (сжатия); 0G   начальный модуль сдвига; 1K   начальный модуль упроч-

нения при объемном расширении (сжатии); 1G   начальный модуль упрочнения 

при сдвиге; 1 1,       координаты конечной точки первого участка (координаты 

начальной точки второго участка) на диаграмме      ; 1 1,   T Г   координаты 

конечной точки первого участка (координаты начальной точки второго участка) 

на диаграмме  T T Г ; 2 2,       координаты конечной точки второго участка 

на диаграмме      ; 2 2,   T Г   координаты конечной точки второго участка на 

диаграмме  T T Г . Здесь также σ  первый инвариант тензора напряжений; ε  

первый инвариант тензора деформаций; T  интенсивность касательных напря-

жений; Γ  интенсивность деформаций сдвига. 
 

 

                          a                                                                              b 

Рис. 1. Диаграммы объемного и сдвигового деформирования: 

а – диаграмма σ = σ(ε); b – диаграмма T = T(Γ). Пунктирные толстые линии –  

исходные кривые объемного и сдвигового деформирования; сплошные  

толстые линии – аппроксимирующие отрезки парабол 

Fig. 1. Diagrams of volumetric and shear deformation: 

а – diagram σ = σ(ε); b – diagram T = T(Γ). Dotted thick lines are original curves of volume  

and shear deformation; solid thick lines are approximating segments of parabolas 
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При плоской деформации в декартовых координатах xx yy      и 
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Физические уравнения запишем в следующем виде: 
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   ;j
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2
.

3

i j
zz K G Г

 
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Значения величин i и j определяются как взаимным расположением точек из-

лома на диаграммах объемного и сдвигового деформирования, так и текущими 

значениями первого инварианта тензора деформации и интенсивности деформаций 

сдвига. При этом следует иметь в виду, что в результате нагружения тела его напря-

женно-деформированное состояние может быть таковым, что точки излома графи-

ков на квадратичных диаграммах объемного и сдвигового деформирования при 

некотором значении параметра внешней нагрузки могут достигаться одновременно 

(состояние 1) или не одновременно: когда первый инвариант тензора деформации 

уже достиг величины, соответствующей точке излома диаграммы объемного де-

формирования, а интенсивность деформаций сдвига еще на достигла величины, 

соответствующей точке излома диаграммы сдвига (состояние 2); когда первый 

инвариант тензора деформации еще не достиг величины, соответствующей точке 

излома диаграммы объемного деформирования, а интенсивность деформаций 

сдвига уже достигла величины, соответствующей точке излома диаграммы сдви-

га (состояние 3); когда первый инвариант тензора деформации уже превысил ве-

личину, соответствующую точке излома диаграммы объемного деформирования, 

а интенсивность деформаций сдвига еще только достигла величины, соответству-

ющей точке излома диаграммы сдвига (состояние 4); когда первый инвариант 

тензора деформации достиг величины, соответствующей точке излома диаграм-

мы объемного деформирования, а интенсивность деформаций сдвига уже превы-

сила величину, соответствующую точке излома диаграммы сдвига (состояние 5). 

Случай 1: 
   

1 1

1 1,   

I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 
 


, т.е. диаграммы и объемного, и 

сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. При этом возможны три состояния диаграмм объ-

емного и сдвигового деформирования. 

Состояние 1. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам A  и ГA . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам 

 10      и 
1

0 ГГ  . (6) 

Состояние 2. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам A  и ГB . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам  

 10      и 0 10 Г Г Г   .  (7) 
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Здесь, интенсивности 0Г  соответствуют такие компоненты деформации, что 

 1xx yy    . (8) 

Состояние 3. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам B  и 
Г

A . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам   

 0 10        и 10 .Г Г   (9) 

Здесь объемной деформации 0  соответствуют такие компоненты деформации, 

что 

  
2 2 2 2

1

2 3

3 2
xx yy xx yy xy Г          . (10) 

В этом случае в физических уравнениях (5) величины i  и j  будут равны 

 ,    i I j I  . (11) 

Случай 2: 
   

1 1

1 1,   

I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 
 


, т.е. диаграммы и объемного, и 

сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. При этом возможно одно состояние диаграмм 

объемного и сдвигового деформирования. 

Состояние 4. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам C  и 
Г

A . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам 

 1 0      и 0 1.Г Г Г   (12) 

Здесь объемной деформации 0  соответствуют такие компоненты деформации, 

что выполняется соотношение (10), а интенсивности 0Г  соответствуют такие 

компоненты деформации, что выполняется соотношение (8). 

В этом случае в физических уравнениях (5) величины i  и j  будут равны 

 ,    i II j I  . (13) 

Случай 3: 
   

1 1

1 1,   

I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 
 


, т.е. диаграммы и объемного, и 

сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. При этом возможно одно состояние диаграмм 

объемного и сдвигового деформирования. 

Состояние 5. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам A  и 
Г

C . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам  

 0 1      и 1 0.Г Г Г   (14) 

Здесь объемной деформации 0  соответствуют такие компоненты деформации, 

что выполняется соотношение (10), а интенсивности 0Г  соответствуют такие 

компоненты деформации, что выполняется соотношение (8). 
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В этом случае в физических уравнениях (5) величины i  и j  будут равны 

 ,    i I j II  . (15) 

Случай 4: 
   

1 1

1 1,   

I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 
 


, то есть диаграммы и объём-

ного и сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами 

каждая, имеют точки излома графиков. При этом возможны три состояния диа-

грамм объёмного и сдвигового деформирования. 

Состояние 1. На рис. 1 это состояние соответствует точкам A  и 
Г

A . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам: 

 1    и 1Г Г . (16) 

Состояние 4. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам C  и 
Г

A . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам 

 0    и 1Г Г . (17) 

Здесь объемной деформации 0  соответствуют такие компоненты деформации, 

что выполняется соотношение (10). 

Состояние 5. На рис. 1 данное состояние соответствует точкам A  и ГC . При 

этом и первый инвариант тензора деформации, и интенсивность деформаций 

сдвига удовлетворяют неравенствам  

 1    и 0.Г Г  (18) 

Здесь интенсивности 0Г  соответствуют такие компоненты деформации, что вы-

полняется соотношение (8).  

В этом случае в физических уравнениях (5) величины i  и j  будут равны 

 ,    i II j II  . (19) 

Случай 5: 
   

1 1

1 1,   

I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 
 


, т.е. точка излома графика на 

квадратичной диаграмме объемного деформирования отсутствует, и второй уча-

сток графика       является продолжением первого участка. При этом если 

10 Г Г  , то физические уравнения для плоской деформации в декартовых ко-

ординатах будут иметь вид (5) с коэффициентами (11); если 1Г Г , то физиче-

ские уравнения для плоской деформации в декартовых координатах будут иметь 

вид (5) с коэффициентами (15). 

Случай 6: 
   

1 1

1 1,   

I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 
 


, т.е. точка излома графика  

на квадратичной диаграмме сдвигового деформирования отсутствует, и второй 

участок графика  T T Г  является продолжением первого участка. При этом 

если 10     , то физические уравнения для плоской деформации в декарто-
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вых координатах будут иметь вид (5) с коэффициентами (11); если 1   , то 

физические уравнения для плоской деформации в декартовых координатах будут 

иметь вид (5) с коэффициентами (13). 
 

Построение дифференциальных уравнений  

для геометрически линейной модели 
 

Подставляя физические уравнения (5) с коэффициентами (11), (13), (15), (19)  

в дифференциальные уравнения равновесия плоской деформации сплошной сре-

ды в декартовых координатах: 

 
  

0;    0,
xy yx yyxx

x yF F
x y x y

  
     

   
 (20) 

получим четыре вида разрешающих уравнений в перемещениях, имеющих одну 

и ту же структуру: 

 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

0;

0.

x

y

u u u v v v
A B C D E F F

x y x yx y x y

u u u v v v
A B C D E F F

x y x yx y x y

      
      

      


     
             

 (21) 

Коэффициенты 1 1 1 1 1 1,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  и 2 2 2 2 2 2,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  в уравнени-

ях (21) зависят от вида физических уравнений и определяются соотношениями: 

     1

4 4 1
2 ;

3 3 3

i j
xx xx yyA K G Г

Г

  
         

 
   2

1 ;j
xyB G Г

Г


    

 1

4
2 ;

3
xy xx yyC

Г


     1

2 1
;

3
xy xxD

Г

  
     

 
  1

2
2 ;

3
xy yy xxE

Г


     

      2
1

1 4 1
2 .

3 3 3

i j
xx yy xx xyF K G Г

Г Г

  
           

 
 

 2

2
2 ;

3
xy xx yyA

Г


     2

2 1
;

3
xy yyB

Г

  
     

 
 

      2
2

1 4 1
2 ;

3 3 3

i j
yy xx yy xyC K G Г

Г Г

  
           

 
  

  2

2 ;j

xyD G Г
Г


         2

4 4 1
2 ;

3 3 3

i j
yy yy xxE K G Г

Г

  
         

 
 

  2

4
2 .

3
xy yy xxF

Г


     (22) 

В формулах (22) для физических уравнений (5) 

– с коэффициентами (11): 01 01;    ;    ;    i I j I K G      ; (23) 

– с коэффициентами (13): 1
1 012

;    ;    ;    
c

i II j I a G
 

       
 

; (24) 

– с коэффициентами (15): 2
01 2 2

;    ;    ;    
c

i I j II K a
Г

 
       

 
; (25) 
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– с коэффициентами (19): 1 2
1 22 2

;    ;    ;    
c c

i II j II a a
Г

   
          

   
. (26) 

Таким образом, дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях 

для плоской деформации сплошной среды в прямоугольных декартовых коорди-

натах при биквадратичной аппроксимации замыкающих уравнений для физиче-

ских соотношений без учета геометрической нелинейности построены. 

 
Построение физических уравнений для геометрически нелинейной модели 

 
Замыкающие уравнения для геометрически нелинейной модели сплошной 

среды [15, 35] описываются соотношениями, устанавливающими в самом общем 

случае перекрестные зависимости между первыми инвариантами тензоров и вто-

рыми инвариантами девиаторов обобщенных напряжений и нелинейных дефор-

маций: 

  * * * * *,K Г    ,   * * * * *,T G Г Г   . (27) 

Здесь *   первый инвариант тензора обобщенных напряжений; *   первый 

инвариант тензора нелинейных деформаций; *T   интенсивность обобщенных 

касательных напряжений; *Г   интенсивность нелинейных деформаций сдвига. 

Аппроксимируя зависимости (27) биквадратичными функциями, нетрудно 

получить секущие модули объемного расширения (сжатия)  * * * *,K K Г   и 

сдвига  * * * *,G G Г   на первом и втором криволинейных участках диаграмм 

 * * *     и  * * *T T Г , аналогичных соотношениям (1)–(4). При этом все 

величины, входящие в формулы (1)–(4) следует записывать со звездочками. 

Таким образом, *
0K   геометрически нелинейный аналог начального модуля 

объемного расширения (сжатия); *
0G   геометрически нелинейный аналог 

начального модуля сдвига; *
1K   геометрически нелинейный аналог начального 

модуля упрочнения при объемном расширении (сжатии); *
1G   геометрически 

нелинейный аналог начального модуля упрочнения при сдвиге; * *
1 1,       коорди-

наты конечной точки первого участка (координаты начальной точки второго 

участка) на диаграмме  * * *    ; * *
1 1,   T Г   координаты конечной точки пер-

вого участка (координаты начальной точки второго участка) на диаграмме 

 * * *T T Г ; * *
2 2,       координаты конечной точки второго участка на диа-

грамме  * * *    ; * *
2 2,   T Г   координаты конечной точки второго участка на 

диаграмме  * * *T T Г . 

Физические соотношения для геометрически нелинейной модели сплошной 

среды для случая плоской деформации будут записываться в форме, аналогичной 
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соотношениям (5) (если у всех величин, входящих в эти формулы, проставить 

звездочки), с коэффициентами i  и j , определяемыми соотношениями (11), (13), 

(15), (19). 

 
Построение дифференциальных уравнений  

для геометрически нелинейной модели 

 
Система дифференциальных уравнений равновесия для геометрически нели-

нейной модели сплошной среды для случая плоской деформации в прямоуголь-

ных декартовых координатах имеет вид [17, 40]: 

 

 
1 1 0;

 
1 1 0.

1

.

1

xx xy yx yy x

xx xy yx yy y

u u u u
DF

x x y y x y

v v v v
DF

x x y y x y

u u

x y
D

v v

x y

   

   

           
                

           


          
                         

 

 


 


 

 (28) 

При плоской деформации в декартовых координатах с учетом геометрической 

нелинейности * * *
xx yy     и  

2
* * * *2 *2 *22 3

3 2
xx yy xx yy xyГ          , причём 

2 2
* 1

;
2

xx

u u v

x x x

      
       

       

 

2 2

* 1

2
yy

v u v

y y y

      
       

       

; 

* * .xy yx

u v u u v v

y x x y x y

     
      

     
 

Подставляя физические уравнения для геометрически нелинейной модели 

сплошной среды в систему дифференциальных уравнений равновесия плоской 

деформации в декартовых координатах (28), получим четыре вида разрешающих 

уравнений в перемещениях, имеющих структуру уравнений (21). 

Коэффициенты 1 1 1 1 1 1,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  и 2 2 2 2 2 2,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  в гео-

метрически нелинейном аналоге уравнений (21) зависят от вида физических 

уравнений и определяются соотношениями: 

*

1 1 ;xx

u u
A F B

x y

  
     

  
 

*

1 1 ;yy

u u
B C G

x y

  
     

  
 

*

1 2 1 1 ;xy

u u u u
C K C B H

x y x y

      
          

      
 1 1 ;

u u
D L D

x y

  
   

  
  

 1 1 ;
u u

E E M
x y

  
   

  
 1 1 1 .

u u u u
F N E D P

x y x y

      
        

      
  (29) 
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2 1 ;
v v

A F B
x y

  
   
  

 2 1 ;
v v

B C G
x y

  
   
  

 

2 1 1 ;
v v v v

C K C B H
x y x y

      
        
      

 

*

2 1 ;xx

v v
D L D

x y

  
     

  
 

*

2 1 ;yy

v v
E E M

x y

  
     

  
 

*

2 2 1 1 .xy

v v v v
F N E D P

x y x y

      
          

      
 

Здесь    * * * * *2

3

i jA K G Г     ; 

   
* *2

* * * *

* *

2
2 1

3

xy xy j

xx yy

u u u
B G Г

x y yГ Г

      
          

    

; 

   
* *2

* * * *

* *

2
2 1 1

3

xy xy j

yy xx

u u u
C G Г

y x xГ Г

        
            

     

; 

   
* *2

* * * *

* *

2
2 1 1

3

xy xy j

xx yy

v v v
D G Г

x y yГ Г

        
            

      

; 

   
* *2

* * * *

* *

2
2 1

3

xy xy j

yy xx

v v v
E G Г

y x xГ Г

      
               

; 

   * * * * * *

*

*

* *

*

1 4
1 2 1 2 1

3 3

1
2 ;

3

j

xx xx yy

xy

xx

u u u
F A G Г

x x xГ

u

yГ

          
                     

         

  
      

  

 

   * * * * * *

*

*

* *

*

1 4
2 2

3 3

1
2 1 ;

3

j

yy yy xx

xy

yy

u u u
G A G Г

y y yГ

u

xГ

    
           

   

     
        

   

 

 
*

* * * * * *

* *

1 4 1
1 2 1 2 ;

3 33

xy

yy xx yy yy

u u u
H A

x x yГ Г

           
                       

          
 

 
*

* * * * * *

* *

1 4 1
2 2 1 ;

3 33

xy

xx yy xx xx

u u u
K A

y y xГ Г

         
                    

       
 

   * * * * * *

*

*

* *

*

1 4
2 2

3 3

1
2 1 ;

3

j

xx xx yy

xy

xx

v v v
L A G Г

x x xГ

v

yГ

    
                 

   
        

   
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   * * * * * *

*

*

* *

*

1 4
1 2 1 2 1

3 3

1
2 ;

3

j

yy yy xx

xy

yy

v v v
M A G Г

y y yГ

v

xГ

         
                     

        

  
      

  

 

 
*

* * * * * *

* *

1 4 1
1 2 1 2 ;

3 33

xy

xx yy xx xx

v v v
N A

y y xГ Г

          
                                

 

 
*

* * * * * *

* *

1 4 1
2 2 1 .

3 33

xy

yy xx yy yy

v v v
P A

x x yГ Г

        
                            

 

В формулах (29) для геометрически нелинейного аналога физических уравне-

ний (5) 

– с коэффициентами (11): * *
01 01;    ;    ;    i I j I K G      ; (30) 

– с коэффициентами (13): 
*

* *1
1 01*2

;    ;    ;    
c

i II j I a G
 

         

; (31) 

– с коэффициентами (15): 
*

* * 2
01 2 *2

;    ;    ;    
c

i I j II K a
Г

 
        

 

; (32) 

–  с коэффициентами (19): 
* *

* *1 2
1 2*2 *2

;    ;    ;    
c c

i II j II a a
Г

   
                

. (33) 

Таким образом, дифференциальные уравнения в перемещениях для плоской 

деформации сплошной среды в прямоугольных декартовых координатах при би-

квадратичной аппроксимации замыкающих уравнений для физических соотно-

шений с учетом геометрической нелинейности построены. 
 

Заключение 
 

Построенные в статье дифференциальные уравнения равновесия в перемеще-

ниях в прямоугольных декартовых координатах могут найти применение при 

определении напряженно-деформированного состояния сплошных сред как  

с учетом, так и без учета геометрической нелинейности, находящихся в условиях 

плоской деформации, замыкающие уравнения физических соотношений для ко-

торых аппроксимированы биквадратичными функциями.  
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Аннотация. При изучении динамики резонансных астероидов возникает необхо-

димость классификации критических аргументов в зависимости от поведения  

на циркуляцию, либрацию и смешанный случай. Для автоматизации этой задачи 

предлагается использовать методы машинного обучения, такие как искусственные 

нейронные сети и HDBSCAN (Hierarchical Density-Based Spatial Clustering of 

Applications with Noise). В результате экспериментов по подбору параметров полу-

чена обученная модель, способная классифицировать резонансное движение. 
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Abstract. When studying the resonant asteroid dynamics, it is necessary to classify time 

series of critical arguments on circulation, libration, or mixed case depending on their 

behavior. It is logical to use modern methods of machine learning to automatize this pro-

cess. Earlier, a similar problem was solved for artificial satellites of the Earth.  

The purpose of this paper is to adapt the software attended for distinguishing resonant 

and nonresonant motion of satellites to solving asteroid dynamics problems. To achieve 

this goal, it is necessary to modify the program code and to train the created model on 

time rows obtained during the study of the asteroid orbital evolution.  

Operation of the modified software can be divided into three stages. At the first stage, to 

simplify the model-classifier, we make coding of time series of asteroid resonant argu-

ments by vectors of lower dimension using an artificial neural network – an autoencoder. 

The second stage includes automatic clustering time series of asteroid resonant argu-

ments by the HDBSCAN method (Hierarchical Density-Based Spatial Clustering of  

Applications with Noise) and their manual labeling to learn the classifier. At the third stage, 

based on the obtained training set, the artificial neural network-classifier is learned. 

The results of the classifier operation are estimated by visual comparison of graphs of the 

time series and received assessments. We may conclude that the classifier works correctly 

in most cases; some inaccuracies are observed in case of extreme amplitude and in the 

mixed case when libration passes to circulation. 
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Введение 
 

В настоящее время динамика астероидов, сближающихся с Землей (АСЗ), 

привлекает все большее внимание ученых, что связано с рядом причин, одна из 

которых – их опасность для нашей планеты [1]. На сегодняшний день выявление 

потенциально опасных для Земли астероидов и исследование эволюции их орбит 
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является важной и актуальной задачей, поскольку на крайне высоких скоростях 

падение даже небольшого небесного тела может привести как к региональной, 

так и к глобальной катастрофе.  

Необходимо также отметить, что орбитальные резонансы играют существен-

ную роль в изучении движения рассматриваемых объектов. Способствуя поддер-

жанию геометрической конфигурации «астероид–планета», устойчивый резонанс 

является своего рода механизмом защиты астероида от сближения с соответ-

ствующей планетой, в то время как неустойчивый резонанс приводит к регуляр-

ным сближениям и хаотичности движения. Таким образом, неустойчивые орби-

тальные резонансы могут вызывать тесные и многократные сближения АСЗ  

с большими планетами, что, в свою очередь, приводит к существенным измене-

ниям параметров орбит астероидов и увеличивает вероятность их столкновений  

с планетами [2]. 

При исследовании большого числа реальных или виртуальных астероидов 

возникает необходимость визуально оценить значительное количество графиков 

с целью классификации движения на резонансное, нерезонансное или смешан-

ное. Использование ручного труда не только занимает много времени, но и мо-

жет приводить к ошибкам вследствие невнимательности, свойственной людям 

при выполнении монотонной работы. Естественным является желание привлечь 

современные методы машинного обучения для автоматизации данного процесса. 

Ранее подобная задача была решена для искусственных спутников Земли [3, 4]. 

Цель настоящей работы – адаптировать программно-алгоритмическое обеспе-

чение, предназначенное для разделения резонансного и нерезонансного движения 

спутников, к решению задач астероидной динамики. Для достижения указанной 

цели требуется модифицировать программный код и обучить созданную модель 

на временных рядах, полученных в ходе исследования орбитальной эволюции 

астероидов. 

 

Резонансные характеристики 

 

Явление орбитального резонанса возникает вследствие соизмеримости перио-

дов (или средних движений) астероида и большой планеты. Это значит, что если 

отношение периодов астероида и планеты можно представить как отношение 

двух взаимно простых целых чисел, то эти небесные тела движутся в орбиталь-

ном резонансе. В таком случае возмущения, вызванные взаимным гравитацион-

ным влиянием тел друг на друга, имеют периодический характер и усиливаются 

в момент соединения астероида и планеты. В зависимости от определенных 

условий резонансы могут оказывать как стабилизирующее воздействие на орби-

ту, тем самым защищая астероиды от сближений и столкновений с планетами, 

так и дестабилизирующее, что значительно изменяет орбиту и приводит к хао-

тичности движения [2]. 

Резонансный (критический) аргумент  и его производная по времени , 

называемая резонансной щелью [5], являются основными характеристиками ре-

зонансного движения. Следует отметить, что при нахождении  производными 

аргумента перицентра 0 и долготы восходящего узла 0 пренебрегают, так как 

изменения этих величин несущественны по сравнению с изменениями средних 

долгот астероида и планеты. Усиление возмущений происходит в момент соеди-
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нения астероида и планеты, откуда следует, что выражение для долготы соедине-

ния является основным [2]. Тогда резонансный аргумент определяется как 

  = k11 – k22 – (k1 – k2)1 – (k1 – k2)1, (1) 

а резонансная щель имеет вид: 

   k1n1 – k2n2. (2) 

где n1, n2 – средние движения, 1, 2 – средние долготы астероида и планеты со-

ответственно, ω1 – аргумент перицентра астероида, 1 – долгота восходящего 

узла астероида, k1, k2 – целые положительные числа. Порядок резонанса опреде-

ляется величиной k = k1 + k2. 

В соответствии с [2], если  и  испытывают колебания около значения точ-

ной соизмеримости, так что срβ β 180    и maxα α , то астероид движется  

в окрестности резонанса. Здесь ср – центр либрации резонансного аргумента,  

а величина max характеризует границы резонансного движения и определяется 

по максимальной амплитуде колебаний резонансного аргумента . 

Таким образом, либрация резонансного аргумента говорит о наличии устой-

чивого резонанса, в то время как при его циркуляции резонанс отсутствует. Су-

ществует также смешанный случай, когда либрация сменяется циркуляцией или 

наоборот, что указывает на наличие неустойчивого резонанса. 

 
Используемые методы  

 
Машинное обучение – это подход к анализу данных, который включает в себя 

построение и адаптацию математических моделей, позволяющих программам 

«учиться» на опыте. Алгоритмы машинного обучения можно разделить на четы-

ре основных категории: обучение с учителем, обучение с частичным привлечени-

ем учителя, обучение без учителя и обучение с подкреплением [6, 7]. В данной 

работе используются методы обучения с учителем и без учителя, поэтому далее 

представим описание только для них. 

Задачу одного из основных видов машинного обучения, а именно задачу обу-

чения с учителем, можно описать следующим образом [8]. Пусть имеется множе-

ство объектов, которые описываются парой переменных – признаковой и целевой. 

Пусть X – это множество допустимых признаковых переменных, а Y – множество 

допустимых целевых переменных. Пусть также имеется некоторая целевая функ-

ция  :f X Y . Вид этой функции, вообще говоря, неизвестен, она не обязатель-

но является математической функцией, но известны ее значения  i iy f x  на 

некотором подмножестве  1, , tx x X  . При этом пары объектов  , i ix y  фор-

мируют множество     1 1,  , , , t tT x y x y  , называемое обучающей выборкой. 

Задача машинного обучения заключается в том, чтобы подобрать некоторую па-

раметрическую функцию  :p X Y , которая наилучшим образом приближала 

бы целевую функцию f на всем множестве T, а также ее параметры. 

При обучении без учителя обучающая выборка содержит только множество 

признаковых объектов  1' , , tT x x  . Целью алгоритма обучения без учителя 

является создание модели, которая принимает на вход объект xi и затем преобра-
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зует его в некоторое значение или вектор в зависимости от типа рассматриваемой 

проблемы. 

В данной работе решаются задачи кодирования временных рядов векторами 

низкой размерности, кластеризации и классификации кодов временных рядов 

резонансных аргументов астероидов. Для этого применяются такие методы ма-

шинного обучения, как искусственные нейронные сети (классификация), автоко-

дировщики (уменьшение размерности), k-means и HDBSCAN (Hierarchical 

Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) (кластеризация). 

Искусственная нейронная сеть (ИНС) – это математическая модель, постро-

енная по принципу организации и функционирования биологических нейронных 

сетей, а также ее программное воплощение. Структура ИНС представляет собой 

совокупность узловых слоев, содержащую входной слой, один или несколько 

скрытых слоев и выходной слой. Через входной слой внешние данные поступают 

в сеть, в скрытых слоях выполняется основная обработка данных, а выходной 

слой выполняет финальные вычисления и несет в себе результат работы сети.  

Как и любой алгоритм машинного обучения, искусственная нейронная сеть 

обучается на наборе данных. В зависимости от вида обучения (с учителем, с ча-

стичным привлечением учителя, без учителя, с подкреплением) процесс обучения 

ИНС будет происходить по-разному, однако в качестве основных его принципов 

можно выделить обработку данных нейронами, обновление значений весов в со-

ответствии с определенным правилом и повторение всех шагов обучающего ал-

горитма до тех пор, пока не будет минимизирована некоторая функция потерь. 

Автокодировщик – это искусственная нейронная сеть, которая обучается вос-

станавливать входной сигнал на выходе. Такую ИНС можно рассматривать как 

сеть, состоящую из двух частей: кодировщика и декодировщика. Искусственные 

нейронные сети с данной архитектурой имеют симметричную по количеству 

нейронов в слоях структуру относительно среднего слоя. Этот слой описывает 

так называемый код (или же скрытое представление), являющийся отображением 

исходного сигнала в пространство меньшей размерности. 

Процесс обучения автокодировщика заключается в следующем: на вход сети 

подается набор признаков X, кодировщик переводит этот входной набор в его 

скрытое представление   Z f X , а декодировщик затем производит реконструк-

цию сигнала, получая на выходе набор  X f Z  . Таким образом, автокоди-

ровщик стремится получить выходные значения, близкие к целевым, т.е. к X,  

минимизируя функцию потерь. В данной работе функция потерь представляет 

собой логарифм гиперболического косинуса ошибки прогнозирования и имеет 

следующий вид: 

  log(cosh i
i

L g , (3) 

где 
'

i i i
j

g x x  , '
ix  – выходное значение, ix  – целевое, 1.. ,   1..i t j d  ,  

t – размер обучающей выборки, а d – размерность признаковой переменной. 

Метод k-means, или же метод k-средних, является алгоритмом машинного 

обучения без учителя, используемым для кластеризации объектов. Цель данного 

алгоритма – разбить множество объектов  1' , , mT x x   на k кластеров таким 

образом, чтобы каждый объект в своем кластере походил на другие объекты  
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из этого же кластера больше, чем на объекты из какого-либо другого кластера. 

Метод k-средних использует итеративный подход для получения конечного ре-

зультата.  

HDBSCAN – это основанный на плотности расположения объектов алгоритм 

иерархической пространственной кластеризации приложений с шумом. Основан-

ные на плотности алгоритмы кластеризации объединяют объекты в кластеры  

путем поиска таких областей в пространстве данных, которые имеют высокую 

плотность и при этом окружены областями с меньшей плотностью. Особенность 

HDBSCAN как алгоритма иерархической кластеризации состоит в том, что он 

способен идентифицировать кластеры с переменной плотностью благодаря со-

зданию иерархии вложенных кластеров. 

 
Описание программно-алгоритмического обеспечения 

 
Язык программирования Python наилучшим образом подходит для написания 

программ в сфере машинного обучения вследствие наличия большого числа биб-

лиотек и больших возможностей для визуализации данных и результатов. Работу 

модифицированной программы можно разделить на три этапа. На первом этапе 

для упрощения модели классификатора и ускорения его обучения проводится 

кодирование временных рядов резонансных аргументов астероидов векторами 

более низкой размерности. Второй этап заключается в автоматической кластери-

зации временных рядов резонансных аргументов астероидов и их последующей 

ручной разметке для обучения классификатора. На основе полученной обучаю-

щей выборки на третьем этапе происходит обучение классификатора. 

Перед выполнением вышеперечисленных задач входные данные, которые 

представляют собой текстовые файлы с временными рядами, разбиваются на 

обучающую и тестовую выборки в процентном соотношении 80/20. Это осу-

ществляется запуском отдельной программы, которая каждый файл случайным 

образом определяет в одну из выборок. Обучающая выборка предназначена для 

построения модели, в то время как тестовая – для проверки построенной модели. 

Решение первой задачи осуществляется путем обучения автокодировщика. 

Для этого запускается основной скрипт с набором параметров, необходимых для 

задания конфигурации программы, который, в свою очередь, вызывает скрипт  

с алгоритмом автокодировщика. После завершения обучения и тестирования по-

лучаем модель, которая позволяет преобразовывать временные ряды, уменьшая 

их размерность до заданного значения. Далее осуществляется запуск программы, 

используемой для получения скрытых представлений временных рядов и записи 

их в файл. 

Для решения второй задачи используется отдельная программа, которая выпол-

няет кластеризацию скрытых представлений временных рядов методами k-means 

и HDBSCAN, а также их разметку. Для разметки вручную указываются номера 

кластеров, относящихся к либрации (метка 1), циркуляции (метка 0) или смешан-

ному типу движения (метка 0.5), после чего каждый временной ряд сопоставляется 

с соответствующей ему меткой с помощью цикла. В результате получается набор 

данных, состоящий из размеченных скрытых представлений временных рядов. 

Третья задача решается с помощью программы, реализующей искусственную 

нейронную сеть, способную классифицировать временные ряды. На данном эта-
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пе используются методы обучения с учителем, где обучающей выборкой служат 

данные, полученные на предыдущем шаге. Обученная ИНС позволяет сопоста-

вить временной ряд уменьшенной размерности с числом в диапазоне от 0 до 1, 

которое определяет близость объекта к одному из трех классов. 

 
Результаты и обсуждение 

 
Исходные данные представляют собой 27 432 текстовых файла, содержащих 

временные ряды критических (резонансных) аргументов астероидов в радианах. 

Каждый временной ряд состоит из 1 024 элементов, что существенно усложняет 

работу с данными, поэтому выполняется несколько экспериментов по их кодиро-

ванию векторами меньшей размерности, направленных на подбор оптимального 

размера скрытого представления. Чем больше размер скрытого представления, 

тем более сложные временные ряды удается представлять с его помощью. В ка-

честве начального приближения берется любое число, а затем в зависимости от 

полученных результатов необходимо либо повышать размерность, либо пони-

жать. Если результат представления временных рядов получается неудовлетво-

рительным, то выполняется повышение размерности. Если же результат получа-

ется хорошим или даже отличным, то осуществляется понижение размерности, 

так как всегда есть вероятность, что выбранная размерность скрытого представ-

ления является избыточной. 

Результаты работы автокодировщика просматриваются с помощью графиков, 

изображающих исходные и восстановленные ряды для обучающей и тестовой 

выборок. Эти графики отбираются случайным образом и отражают разное поведе-

ние критического аргумента. Кроме того, строятся графики функции потерь L (3) 

для тестовой выборки в зависимости от номера эпохи. Эпоха в машинном обуче-

нии представляет собой одно полное прохождение обучающего набора данных 

через алгоритм.  

Первый эксперимент проводился с размерностью скрытого представления, 

равной 24. Пример графиков исходного и восстановленного рядов для обучаю-

щей и тестовой выборок, полученных в этом случае, представлен на рис. 1 (а – 

обучающая, b – тестовая), а график функции потерь изображен на рис. 2. На рис. 1 

исходный ряд отмечен серым цветом, а восстановленный – черным.  

Из рис. 1 видно, что при данном размере скрытого представления автокоди-

ровщик очень хорошо восстановил временной ряд, о чем к тому же свидетель-

ствует низкое значение ошибки. По окончании данного эксперимента сформиро-

вался набор весов модели, который принимался за основу при обучении моделей 

в последующих экспериментах. За счет этого уменьшилось количество эпох, что 

позволило сократить время обучения c четырех дней до одного. 

Далее эксперимент был повторен для значений размерности скрытого пред-

ставления 16, 12 и 8. Значения функции потерь на последней эпохе для всех 

экспериментов по уменьшению размерности вынесены в табл. 1, что позволяет 

более наглядно представить ошибку в каждом эксперименте. После сравнения 

всех результатов становится очевидным, что наилучшая точность достигалась 

при размере скрытого представления, равном 24, поэтому модель, полученная 

при таком значении, использовалась при последующей работе с временными 

рядами. 
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Рис. 1. Исходный (серый) и восстановленный (черный) ряды для (а) обучающей выборки 

и (b) тестовой выборки (размер скрытого представления равен 24)  

Fig. 1. Original (gray) and reconstructed (black) series for (a) training and (b) test sets  

(the dimension of the hidden representation is 24) 

 

 

Рис. 2. График функции потерь для тестовой выборки  

(размер скрытого представления равен 24) 

Fig. 2. Graph of the loss function for the test set (the dimension of the hidden representation is 24) 
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Т а б л и ц а  1  

Значения функции потерь на последней эпохе 

Размеры скрытого представления Значения функции потерь 

8 0.02515 

12 0.02273 

16 0.02271 

24 0.01663 

 

Первый эксперимент по кластеризации проводился с использованием метода 

k-means, основным параметром которого является количество кластеров k. В ходе 

эксперимента данный метод вызывался три раза для различных значений k, рав-

ных 20, 25 и 30. Остальные параметры метода оставались постоянными при всех 

запусках, чтобы имелась возможность провести сравнение между результатами.  

Использование метода k-means для кластеризации данных временных рядов 

не принесло достаточно хороших результатов. Во всех трех случаях самые боль-

шие кластеры содержат не единообразные объекты, т.е. объекты, не относящиеся 

к одинаковому типу движения. Это говорит о том, что многие объекты определе-

ны алгоритмом в неподходящие кластеры. Подобные результаты прослеживают-

ся и во многих меньших кластерах, однако кластеры с единообразными объекта-

ми все же присутствуют. Следует отметить, что для применения данного метода 

необходимо хотя бы примерно понимать, какое количество кластеров должно 

образоваться. Это делает его неудобным и слабо применимым к данным текущей 

задачи, так как в ней невозможно предугадать точное количество кластеров. 

Для следующего эксперимента использовался более мощный метод кластери-

зации HDBSCAN, важной особенностью которого является то, что он учитывает 

шум в данных путем объединения объектов, не отнесенных ни к одному класте-

ру, в кластер с меткой –1. При необходимости объекты из кластера с такой мет-

кой можно пропустить через метод повторно. Параметрами метода [9], которые 

требуют экспериментального подбора, являются следующие величины: 

1) min_cluster_size (минимальный размер кластера): определяет минимальное 

число объектов, которое алгоритм рассматривает как кластер; 

2) min_samples (минимальное количество образцов): определяет, какое коли-

чество образцов должно находится в окрестности объекта, чтобы он рассматри-

вался как основной. Чем больше это число, тем больше точек принимается за шум; 

3) cluster_selection_epsilon (величина ε): выступает как некоторое граничное 

значение для разделения кластеров на меньшие группы. Например, если ε = 0.5, 

то алгоритм не разделяет кластеры, расстояние между которыми меньше этого 

значения. 

Описанные параметры оказывают влияние друг на друга и имеют несколько 

неочевидный эффект, поэтому необходимо многократно запустить алгоритм 

HDBSCAN для выявления их наиболее оптимального сочетания. В данной работе 

алгоритм запускался 7 раз для различных значений min_cluster_size, min_samples 

и cluster_selection_epsilon, которые подбирались опытным путем с опорой на их 

смысл и выдаваемый результат. Эти значения приведены в табл. 2 вместе с соот-

ветствующим им количеством кластеров, образовавшихся по завершении работы 

HDBSCAN. 



Механика / Mechanics 

96 

Т а б л и ц а  2  

Значения параметров HDBSCAN и соответствующее им количество  

получившихся кластеров 

Номер  

эксперимента 
min_cluster_size  min_samples cluster_selection_epsilon  

Количество 

кластеров 

1 20 1 0.5 58 

2 50 5 0.5 39 

3 100 1 0.5 29 

4 100 1 0.7 25 

5 150 50 0.3 23 

6 200 15 0.5 24 

7 200 15 0.7 23 

 

Оценка результатов кластеризации осуществляется визуально с помощью 

графиков временных рядов, отобранных случайным образом из каждого класте-

ра. Наименее пригодные результаты получились в эксперименте 7, так как в двух 

из самых больших кластеров оказались объекты, не относящиеся к одному типу 

движения. Наиболее удачным оказался эксперимент 3, по завершении которого 

как самые крупные, так и более мелкие кластеры содержали объекты с единым 

типом движения, хотя некоторая неточность в одном небольшом кластере все же 

присутствовала. Примеры объектов, отнесенных в данном эксперименте к одно-

му кластеру, показаны на рис. 3, где каждый столбец представляет собой отдель-

ный кластер. Из рис. 3 видно, что кластер 11 соответствует смешанному типу 

движения, 9 – либрации, 4 – циркуляции. 
 

 

Рис. 3. Примеры объектов в кластерах 11, 9 и 4, получившихся в эксперименте 3 

Fig. 3. Examples of objects in clusters 11, 9, and 4 obtained in experiment 3 

 

Отметим, что в данном эксперименте менее 10% всех данных алгоритм опре-

делил в кластер –1. В связи с небольшим размером этого кластера было принято 
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решение не проводить его повторную кластеризацию и, соответственно, не вклю-

чать объекты этого кластера в обучающую выборку для ИНС-классификатора,  

а затем использовать их в качестве тестовых объектов. 

Кластеры, полученные в эксперименте 3 (см. табл. 2), использовались далее 

для разметки объектов в соответствии с типом движения, что является необходи-

мым шагом перед обучением ИНС-классификатора. Каждый временной ряд со-

поставляется с меткой 0 (циркуляция), 1 (либрация) или 0.5 (смешанный тип)  

в соответствии с технологией, описанной выше. Результаты обученной ИНС-

классификатора на данный момент можно оценить только зрительным способом 

с помощью графиков, где изображен временной ряд критического аргумента 

астероида. На каждом графике подписано число в диапазоне от 0 до 1, определя-

ющее близость движения к либрации, циркуляции или смешанному типу. Это 

число также можно интерпретировать как вероятность того, что конкретный вре-

менной ряд соответствует устойчивому резонансу. 
 

 

Рис. 4. Примеры объектов, оцененных ИНС в процессе классификации 

Fig. 4. Examples of objects evaluated by an artificial neural network during  

the classification process 
 

На рис. 4 представлены некоторые примеры объектов, оцененных ИНС в про-

цессе классификации, где видно, что присвоенные объектам значения соответ-

ствуют типам их движения. В процессе визуальной оценки результатов опреде-

лено, что большинству объектов классификатор присвоил корректные метки, 

однако в некоторых случаях присутствуют явные неточности. Примеры неудач-

ной классификации приведены на рис. 5, где можно увидеть, что ИНС дает оши-

бочную оценку типа движения в случаях, когда амплитуда колебаний критиче-

ского аргумента является предельной.  
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Рис. 5. Примеры неудачной классификации объектов 

Fig. 5. Examples of unsuccessful classification of objects 

 
Заключение 

 
В данной работе выполнена адаптация программно-алгоритмического обеспе-

чения, предназначенного для разделения резонансного и нерезонансного движения 

спутников, к решению задач астероидной динамики, полученная модель обучена 

на выборке временных рядов резонансных аргументов астероидов. На первом 

этапе с целью выбора оптимального размера скрытого представления проведен 

эксперимент с разными значениями, лучшие результаты показала размерность 24. 

На следующем этапе кластеризации протестированы методы k-means и HDBSCAN 

с различными значениями параметров. HDBSCAN показал лучшие результаты, 

которые были использованы для ручной разметки кластеров. На третьем этапе  

на основе полученной разметки проводилось обучение ИНС-классификатора, 

результатом работы которого является число от 0 до 1, которое можно интерпре-

тировать как вероятность наличия устойчивого резонанса. Результат работы 

классификатора оценивается визуально сопоставлением графиков временных 

рядов и полученных оценок. Можно сделать вывод, что в большинстве случаев 

классификатор работает корректно, некоторые неточности наблюдаются в случае 

либрации с предельной амплитудой и в смешанном случае, когда предельная 

либрация переходит в циркуляцию. 
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Аннотация. Малошумный вентилятор как многопараметрическая электромехани-

ческая система подвергается целому комплексу периодических механических воз-

действий: статических, динамических, электромагнитных, акустических. 

Аналитически показано, что на степень эффективности демпфирования колебаний 

механической системы (малошумного вентилятора) влияет структура схемы демп-

фирования. 

Рассмотрен алгоритм минимизации виброактивности малошумного вентилятора  

с внутренним источником вибрации. 
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Abstract. Reducing the vibration activity of low-noise fans is becoming the most  

important direction in the creation of their new modifications. 

It is analytically shown that the efficiency of vibration damping of a mechanical system 

depends not only on the ratio of natural frequencies, vibration frequencies and damping 

coefficient, but also on technical solutions for installing dampers, for example, on an 

elastic or rigid foundation. 

The article proposes an algorithm for minimizing the vibration activity of a mechanical 

system which is an axial low-noise fan. 

To solve the problem of minimizing noise in the operating mode of the fan, an innovative 

technical solution for the construction of the case is being considered – the walls are 

made in the form of a "sandwich" consisting of layers of structural materials that provide 

strength characteristics, as well as noise and vibration protection. 

Keywords: fan, low noise, vibration, amplitude, noise, acoustic, impeller 
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Введение 
 

По мере развития техники все чаще приходится иметь дело с колебательными 

явлениями. Все механизмы (устройства, аппараты), имеющие подвижные части, 

совершающие периодические движения, являются генераторами колебательного 

движения, т.е. обладают определенным уровнем виброактивности [1–4]. 

Вибрация в любых устройствах оказывает отрицательное воздействие на их 

функционирование. Кроме того, вибрация вредна также с экологической точки 

зрения, так как является источником шума. Поэтому в определенных случаях 

борьба с вибрацией (шумом) становится одной из главных технологических задач 

и зачастую превращается в научно-техническую проблему. 

Малошумный вентилятор, будучи неотъемлемой частью системы жизнеобес-

печения, является электромеханической системой, содержащей элементы массы 
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и упругости, поэтому при воздействии периодических сил (моментов) от внут-

реннего источника (электродвигателя) в рабочем режиме он находится в вибра-

ционном состоянии [5, 6]. 

В настоящей статье показано влияние взаимосвязанных параметров мало-

шумного вентилятора: собственной частоты элементов конструкции, частоты 

возбуждающих воздействий, разницы этих частот, коэффициента демпфирова-

ния, – на уровень виброактивности механической системы, которой является 

электровентилятор. 

 

Общий принцип вибродемпфирования 

 

Малошумный вентилятор является многопараметрической электромеханиче-

ской системой, математическая модель которой представляет систему дифферен-

циальных и алгебраических уравнений, содержащую десятки параметров, свя-

занных прямой и обратной зависимостями [7–9]. 

Технически малошумный вентилятор представляет собой электродвигатель  

с закрепленной на валу крыльчаткой (лопастным колесом), который через систе-

му амортизаторов зафиксирован в корпусе вентилятора (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Конструктивная схема вентилятора: 1 – корпус, 2 – крыльчатка,  

3 – амортизированный узел крепления вентилятора к корпусу, 4 – электродвигатель 

Fig. 1. Design diagram of the fan: (1) housing, (2) impeller, (3) damped fan  

attachment unit to the housing, and (4) electric motor 

 

Расчетная схема рассматриваемого малошумного вентилятора представлена 

на рис. 2. 

Для составления уравнения движения технической системы (см. рис. 2) восполь-

зуемся вторым методом Лагранжа. Эту систему можно с достаточной степенью 

точности рассматривать как систему с одной степенью свободы. 

Электродвигатель, имеющий ротор в качестве рабочей части, является рота-

ционной машиной, в которой центр тяжести ротора не совпадает с его осью вра-

щения. Неуравновешенность измеряется произведением неуравновешенной мас-

сы m на эксцентриситет e. Эксцентричная масса вращается со скоростью ω, и ее 

вертикальное перемещение равно 
0 sinx e t  . 

3 1 2 4 
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Рис. 2. Расчетная схема малошумного вентилятора (вариант 1) 

Fig. 2. Calculation diagram of a low-noise fan circuit (option 1) 

 

Рассмотрим уравнение движения такой механической системы [1, 2, 7]: 

 
экв sinDMx k x kx F t    .  (1) 

Здесь 
эквF  – амплитуда вынуждающей силы, равная 

2me ; 
Dk  – коэффициент 

демпфирования; M – масса механической системы, k – коэффициент упругости 

конструкции. 

Уравнение (1) – неоднородное дифференциальное уравнение, решение кото-

рого равно сумме решений – общего x1, описывающего собственные колебания 

системы, и частного решения x2, определяющего ее вынужденные колебания. 

Для практики инженерного проектирования важно знать не только значения 

амплитуды и частоты колебательного движения, но и степень эффективности 

демпфирования этих колебаний. 

Общее решение уравнения (1) имеет вид: 

       экв

1 2 sin( ) sin( )ct F
x t x t x t Ae t t

k



         , (2) 

где  – круговая частота при демпфировании, равная 21 с    ; ξ – без-

размерный коэффициент демпфирования, равный 
2

Dk

kM
  ; λ – коэффициент 

передачи (динамический коэффициент), равный 2 2 21 (1 ) (2 )r r     ; r – от-

ношение вынужденной частоты к собственной, 
c  ; с – собственная частота 

системы, равная k M ; φ – сдвиг фаз между перемещением и приложенной си-

лой, равный  2arctg 2 (1 )r r  . 

Константы A и  в решении (2) находятся из начальных условий   00x x , 

  00x x . 

Так как при проектировании интересен только установившийся процесс с не-

затухающими колебаниями, решение (2) следует рассматривать при t  . 

   экв

2 sin( )
F

x t t
k

    . (3) 

k 

M 

kD 

Fэкв 
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Если в (3) числитель и знаменатель умножить на М, а амплитуду обозначить 

через X, то это решение можно записать в виде:  

   2

2 2sin( ) sin( )
m

x t er t X t
M

       . (4) 

В результате из (4) следует удобное для проектирования соотношение 

 
 

 2 2
,

,
MX r

r r
me


   . (5) 

Представление решения установившегося режима в виде (4), (5) удобно исполь-

зовать при расчете параметров вентилятора, так как оно позволяет регулировать 

параметры уровня шума через подбор отношения собственных частот конструк-

ции и вынуждающих сил, а также коэффициента демпфирования. 

Для удобства восприятия на рис. 3 представлена зависимость левой части  

соотношения (5) (относительная амплитуда колебания системы) от отношения 

частот r. Вид графического представления определяется коэффициентом передачи 

(динамическим коэффициентом) λ, который зависит от отношения частот r и от 

безразмерного коэффициента демпфирования ξ. При резонансе, r = 1, динамиче-

ский коэффициент λ будет зависеть только от ξ.  

Амплитуда установившейся реакции есть функция амплитуды и частоты воз-

буждающих сил; чем больше упругость конструкции, тем амплитуда реакции 

больше [2]. 
 

  

Рис. 3. Установившаяся реакция на инерционное возмущение системы: 

1 –  = 0, 2 –  = 0.2, 3 –  = 0.3, 4 –  = 0.5, 5 –  = 1, 6 –  = 2 

Fig. 3. Steady-state reaction to the inertial perturbation of the system: 

 = (1) 0, (2) 0.2, (3) 0.3, (4) 0.5, (5) 1, and (6) 2 
 

Изменение фазового угла φ с изменением частоты происходит вследствие 

процесса демпфирования в технической системе (
2

2
arctg

1

r

r


 


). На рис. 4, 5 
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представлено изменение фазового угла и динамического коэффициента соответ-

ственно в зависимости от отношения частот r. 
 

  

Рис. 4. Зависимость фазового угла φ от отношения частот r при разных значениях коэф-

фициента затухания ξ: 1 –  = 0.2, 2 –  = 0.5, 3 –  = 1, 4 –  = 2, 5 –  = 5 

Fig. 4. Dependence of the phase angle φ on the ratio of frequencies r at different values of the 

attenuation coefficient ξ:  = (1) 0.2, (2) 0.5, (3) 1, (4) 2, and (5) 5 

 

  

Рис. 5. Зависимость коэффициента передачи сил от отношения частот r при разных  

значениях безразмерного коэффициента затухания ξ: 1 –  = 0, 2 –  = 0.2, 3 –  = 0.3,  

4 –  = 0.5, 5 –  = 1, 6 –  = 2 

Fig. 5. Dependence of the force transfer coefficient on the frequency ratio r at different values  

of the dimensionless attenuation coefficient ξ:  = (1) 0, (2) 0.2, (3) 0.3, (4) 0.5, (5) 1, and (6) 2 
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Виброактивность механических систем без демпфирования 

 

Предлагаемый метод минимизации виброактивности предполагает, что 

начальным эталоном является определение исходных данных на базе схемы не-

демпфированной конструкции электродвигателя. В нем минимальная величина 

коэффициентов демпфирования обеспечивается материалом элементов кон-

струкции последнего, поэтому в алгоритме расчета параметров малошумного 

вентилятора следует начинать со схемы, представленной на рис. 6. На этой схеме 

показано, что вентилятор испытывает вынужденные механические воздействия 

без демпфирования. Тогда уравнение (1) преобразуется к виду: 

 
экв sinMx kx F t   . (6) 

Соответствующее перемещение x(t) при начальных условиях
0(0)x x , 

0(0)x x  

определяется решением  

 0 экв экв

0 2 2

1
cos sin sin

1 1
c c

c

x F Fr
x x t t t

k kr r

 
       

   
. (7) 

 

 
 

Рис. 6. Расчетная схема вентилятора без демпфирования колебаний 

Fig. 6. Design scheme of the fan without vibration damping 

 

Если принять начальные условия нулевыми, то из (7) следует, что установив-

шиеся колебания системы будут определяться частотой колебаний внешней силы 

и частотой собственных колебаний: 

       экв

2

1
sin sin

1
c c

F
x t r t r t

k r
   


. (8) 

Установившаяся реакция проиллюстрирована на рис. 3 для коэффициента за-

тухания  = 0. 

Так же, как и в предыдущем случае, коэффициент передачи λ зависит от от-

ношения частот и может быть больше или меньше единицы. При резонансе  

отношение частот равно единице и теоретически коэффициент передачи – беско-

нечная величина. 

Для таких систем амплитуда увеличивается пропорционально времени и, как 

следует из (8), при r  1 решение имеет вид:  

     sin cos
2

экв

r c c c

F
x t t t

k
    . (9) 

k/2 k/2 

 

M 

 
Fэкв 
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То есть теоретически амплитуда может возрастать до бесконечности, а прак-

тически амплитуда возрастает до величины, при которой механизм становится 

неработоспособным.  

Дополнительно следует иметь в виду, что резонанс наступает через опреде-

ленное время, и поэтому, если пройти быстро зону резонанса, механизмы могут 

работать в зарезонансной зоне и при частотах значительно выше резонансной, 

при этом коэффициент передачи будет меньше единицы. При остановке меха-

низм снова проходит через критическую точку. Поэтому режим работы «разгон–

остановка» для зарезонансной зоны работы весьма нежелателен.  

 

Вибродемпфирование с демпфером, установленным  

на упругое основание 

 

При минимизации (редуцировании) уровня шума для повышения эффектив-

ности целесообразно использовать установку демпфера на упругую основу (рис. 7) 
 

 
                           а                                        b                                          c 

Рис. 7. Установка демпфера на упругом основании: 

а – вариант 2; b – расчетная схема прибора; c – расчетная схема демпфера 

Fig. 7. Installing the damper on an elastic base:  

(a) option 2; (b) design diagram of the device; and (c) design diagram of the damper 

 

Динамика технической системы (см. рис. 7) описывается уравнением  

 
1 экв( ) sinDMx k x x kx F t     . (10) 

Демпфер с пружиной устанавливается последовательно, поэтому  

 
1 1 1( )Dk x x k x  . (11) 

В результате получаем уравнение в виде: 

 1 экв

1

1
( sin )x F t Mx kx

k
    . (12) 

Подставляя производные по времени уравнения (12) в уравнение (10), получа-

ем дифференциальное уравнение 3-го порядка: 

 1 1 1 1

экв эквsin cos .
D D D

k k k k k k
x x x x F t F t

k M k M k M M

 
        (13) 

Таким образом, движение массы М описывается дифференциальным уравне-

нием 3-го порядка, получение общего решения которого весьма затруднительно,  

в отличие от получения решения дифференциального уравнения 2-го порядка, 

для которого математический аппарат довольно хорошо разработан для различ-

ного вида технических систем. 
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Однако установившуюся реакцию для уравнения (13) сравнительно просто 

получить методом импеданса с одновременным решением уравнений (10) и (11). 

Для этого возмущение представим комплексной функцией экв

j tF e 
, а соответ-

ствующие перемещения x(t) и x1(t) – функциями 
j tXe 

 и 1

j tX e 
, где X и 1X  – 

комплексные амплитуды. 

Подставив эти выражения в уравнения (10) и (11) и сократив на 
j te 

, получаем  
2

1 экв( )D Dk M jk X jk X F       , 

 1 1( ) 0D Djk X k jk X      . (14) 

Далее комплексные амплитуды определяются по правилу (признаку) Крамера 

через определители: 

экв 1

2 2

1 1

( )

( ) ( )

D

D

F k jk
X

k k M jk k k M

 


      
, 

 1 2 2

1 1( ) ( )

D

D

jk F
X

k k M jk k k M




      
. (15) 

Используя отношение коэффициентов 1k
N

k
 , c

k

M
  , 2D

c

k

M
  , 

c

r





, 

в выражении (15) получаем 

2

экв

2
2

2 2

2
1

1
(1 ) 2 1

j j

r

NF
X e Xe

k
r

r r
N N

   

 
  
 

 

  
      

  

, 

 1 1экв

1 1
2

2
2 2

2

1
(1 ) 2 1

j j

r
F NX e X e
k

r
r r

N N

   



 

  
      

  

, (16) 

где 

2

2

1
2 1

2
arctg arctg

1

r
r

N N r

Nr

 
   

 
  


, 

2

1 2

1
2 1

arctg
21

r
r

N N

r

 
   

 
  


. 

Так как возмущение задается синус-функцией, то установившуюся реакцию 

можно записать в виде: 

  sinx X t    ,    1 1 1sinx X t    . (17) 

Далее приведем выражение реакции Х к виду, удобному для инженерного  

использования в методе минимизации. Выразим силу 
эквF  через составляющие  

и разделим числитель и знаменатель на массу М, получим выражение аналогич-

ное (5), отличающееся только динамическим коэффициентом : 

 
 

 2
, ,

, ,
MX r N

r r N
me


   , (18) 
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где  
 

 

2

2
2

2
2

21

, , .

1
1 2 1

r
N

r N

r
r r

N N



  

  
      

  

 

На рис. 8 для сравнения представлены в графическом виде решения уравне-

ния (5) и уравнения (18), при этом видна разница в эффективности виброгашения 

для варианта, представленного на рис. 2, и варианта на рис. 7, а. Из представлен-

ных сравнительных результатов вариантов кинематических схем демпфирующих 

устройств видно заметное преимущество эффективности схемы устройства  

с установленным демпфером на упругом основании (см. рис. 8, кривая 3). 
 

 

Рис. 8. График сравнительных результатов эффективности виброгашения: 

1 – система без демпфирования, 2 – система демпфирования по варианту 1, 

3 – система демпфирования по варианту 2, 0.25, 0.5N    

Fig. 8. Graph of comparative results of vibration damping efficiency: 

(1) system without damping, (2) damping system according to option 1, 

(3) damping system according to option 2, 0.25, 0.5N    

 

Определим параметры N, , r, при которых амплитуда колебания системы для 

схемы демпфирования на упругом основании будет меньше амплитуды колеба-

ния системы для схемы демпфирования на жестком основании, т.е.  

    2 2, , ,r r N r r     . (19) 

Из неравенства (19) после преобразований получается следующее:  

 

1
2 22

1r
N



 
  
 

. (20) 

Неравенство (20) означает, что безразмерная частота вращения вентилятора r 

должна быть меньше величины, зависящей от квадрата коэффициента демпфиро-



Дмитриев В.С., Миньков Л.Л., Костюченко Т.Г. и др. Минимизация виброактивности  

111 

вания  и отношения жесткостей пружин N. Поскольку правая часть неравен-

ства (20) меньше единицы, то получается, что частота вращения вентилятора  

должна быть меньше собственной частоты механической системы с. 

Рассмотрим величину относительной разности амплитуд колебаний вентиля-

торов, демпфируемых по разным схемам, которая может быть представлена  

в виде:  
 

 

, ,
, , 1

,

r N
g r N

r

 
  

 
. Ее значение в диапазоне 

1
2 22

0 1r
N



 
   

 
 

меньше нуля. 

На рис. 9 показаны характерные зависимости относительной разности ампли-

туд колебаний от относительной частоты вращения вентилятора для относитель-

ной жесткости пружин N = 0.1 и коэффициента демпфирования , изменяющегося 

в диапазоне от 0.01 до 0.06.  

Видно, что для указанного диапазона параметров существуют такие значения 

относительной скорости вращения вентилятора r, при которых относительная 

разность амплитуд колебания достигает минимального значения. Уменьшение 

коэффициента  сначала ведет к уменьшению минимального значения относи-

тельной разности амплитуд (кривые 1–3), а затем – к увеличению (кривая 4)  
 

  

Рис. 9. Влияние коэффициента демпфирования на зависимость относительной  

разности амплитуд колебаний от отношения частот r, N = 0.1:  

1 –  = 0.01, 2 –  = 0.02, 3 –  = 0.04, 4 –  = 0.06 

Fig. 9. Influence of the damping factor on the dependence of the relative difference  

of oscillation amplitudes on the frequency ratio r, N = 0.1: 

 = (1) 0.01, (2) 0.02, (3) 0.04, and (4) 0.06 
 

Численное решение задачи минимизации функции  , ,g r N   показывает, что 

ее минимальное значение равно  3 2 1 –0.134   , и оно достигается на мно-

жестве значений , ,r N  , между которыми существуют функциональные связи 
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( )N N r  и ( )r   , представленные на рис. 10. Это означает, что уменьшение 

амплитуды колебаний рассматриваемой механической системы на 13.4% при 

использовании демпфирования на упругом основании по сравнению с демпфиро-

ванием на жестком основании возможно при любых относительных скоростях 

вращения вентилятора, лежащих в диапазоне от 0 до 1. И для каждой относи-

тельной скорости вращения r существует единственная пара значений  и N, при 

которых относительная амплитуда колебаний уменьшится на 13.4%. 
 

   

Рис. 10. Оптимальные зависимости параметров от отношения частот r: 

а – отношение коэффициентов жесткости пружин; б – относительный коэффициент  

демпфирования  

Fig. 10. Optimum dependences of parameters on the frequency ratio r: 

(a) the spring stiffness ratio and (b) the relative damping factor 

 
Минимизация виброактивности механической системы (вентилятор)  

с внутренним генератором колебаний (электродвигатель) 

 
Суть метода заключается в поэтапном редуцировании (уменьшении) уровня 

виброактивности в кинематической цепи малошумного вентилятора «вал элек-

тродвигателя – подшипниковые опоры – блок крепления электродвигателя – кор-

пус вентилятора – основание вентилятора». Конструктивно в каждое звено этой 

цепи можно встраивать демпфирующее устройство, тем самым как бы создавая 

виброгасящие ступени «звукового редуктора». 

На рис. 11 приведена 3D-модель малошумного вентилятора с круглым корпу-

сом. Такая форма корпуса обусловлена конструкторскими и технологическими 

соображениями.  

В рассматриваемом вентиляторе электродвигатель с крыльчаткой находится  

в специальном шумоизолированном корпусе, что обеспечивает его малошумную 

работу. Корпус имеет геометрическую форму, максимально устойчивую к внеш-

ним нагрузкам, а стенки корпуса представляют собой «сэндвич», состоящий  

из слоев конструкционных материалов, обеспечивающих одновременно механи-

ческую прочность и шумозащищенность окружающей среды, а также виброза-
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щищенность от внешних дополнительных механических периодических воздей-

ствий электродвигателя. 
 

 

Рис. 11. 3D-модель осевого канального вентилятора 

Fig. 11. 3D-model of the axial channel fan 

 

Расчетная силовая схема минимизации приведена на рис. 12, где M1 – мас-

са ротора, M2 – масса статора и корпуса электродвигателя, M3 – масса всего элек-

тродвигателя, M4 – масса вентилятора, M5 – вентилятора с основанием. 
 

 

Рис. 12. Силовая схема каскадов 

Fig. 12. Power scheme of the cascades 

 

Схема малошумного вентилятора, представленная на рис. 12, является меха-

нической системой со многими степенями свободы, реакция которой определяет-

ся решением дифференциального уравнения n-го порядка.  

Для решения практических задач при проектировании механических систем, 

подобных малошумному вентилятору, связанных с регулированием виброактив-

ности, предлагается метод редуцирования виброактивности. Суть метода заклю-
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чается в следующем: механическая система разбивается на каскады, в каждом  

из которых находится демпфирующее устройство. 

В дифференциальных уравнениях движения каждого каскада амплитуда вы-

ходной реакции является входным воздействием для последующего каскада. При 

этом условно принимается, что масса предыдущего каскада неподвижна, а меха-

ническая связь каскадов осуществляется через реакцию предыдущего каскада, 

физически являющегося входным воздействием для последующего. 

При таком подходе очевидно, что подготовительная работа для расчетов зна-

чительно упрощается. 

Что касается определения количества собственных частот, а соответственно,  

и зон резонанса, то оно будет равно количеству степеней свободы, а величина 

смещения значения 
с  от принятого допущения будет с достаточной точностью 

соответствовать реальному объекту, потому что уровень виброактивности меха-

нической системы зависит не от значения вынуждающей частоты, а от разницы 

частоты вынуждающих воздействий и собственной частоты рассматриваемой 

системы с учетом коэффициентов демпфирования каскадов, которые легко 

определяются. Тем более что в практике проектирования таких механических 

систем практически всегда пользуются результатами механических испытаний, 

при этом уровень виброактивности регулируется, руководствуясь опытом раз-

работчика. 

Еще одним доводом допустимости такого подхода является то, что техниче-

ская задача состоит в отыскании не значений параметров вибрации рабочего  

режима малошумного вентилятора (амплитуды и частоты), а их отношения в кас-

кадах кинематической цепи «источник возбуждения вибрации – основание вен-

тилятора», и в итоге получении суммарного отношения. 

В таблице приведена структура редуцирования виброактивности малошумно-

го вентилятора. 

Структура редуцирования виброактивности малошумного вентилятора 

Каскад 
Кинематическая 

схема каскада 

Отношение 

параметров 

Описание результата 

эффективности каскада 

1-й 

каскад 
Рис. 7 

1

2

1

1

1

A

F r
k




 
Эффективность конструкционного 

демпфирования в роторе электродвига-

теля 

2-й 

каскад 
Рис. 2 

22
2 2

1

x
r

x
   

Эффективность жидкостного демпфиро-

вания в шарикоподшипниковой опоре 

электродвигателя 

3-й 

каскад 
Рис. 2 

23
3 3

2

x
r

x
   

Эффективность демпфирования в блоке 

крепления электродвигателя в корпусе 

вентилятора 

4-й 

каскад 
Рис. 2 

24
4 4

3

x
r

x
   Эффективность демпфирования  

в корпусе вентилятора 

5-й 

каскад 
Рис. 2 

25
5 5

4

x
r

x
   Эффективность вибродемпфирования  

в основании корпуса вентилятора 

Суммарный коэффициент передачи 
2 2 2 2

2 2 3 3 4 4 5 5i r r r r          



Дмитриев В.С., Миньков Л.Л., Костюченко Т.Г. и др. Минимизация виброактивности  

115 

Величина коэффициента передачи каждого каскада меньше единицы, поэтому 

суммарно можно реализовать реакцию выходного воздействия в сотни раз мень-

ше входного так, что, используя предложенный метод, можно изготавливать 

электромеханическую часть вентилятора бесшумной в части наличия причин 

механической природы. Для проектирования в целом бесшумного вентилятора 

необходим другой принципиальный подход решения проблемы – устранение 

причин аэродинамической природы. 

 

Заключение 

 

Изложенные в статье [7] результаты исследования показывают, что ключевым 

в регулировании уровня виброактивности механических систем, содержащих 

источник вибрации, является соотношение вынужденных и собственных частот 

объекта исследования. 

В основу результата минимизации виброакивности малошумного вентилятора 

положено отношение реакции механической системы на входящее воздействие, 

которое, в свою очередь, зависит от отношения частот и динамического коэффи-

циента.  

Предложен способ минимизации уровня виброактивности с учетом техниче-

ской компоновки узлов малошумного вентилятора. 

Для этапа проектирования предложен способ редуцирования виброактивно-

сти, зависящей от причин механической природы. 

Предложен алгоритм минимизации виброактивности, реализуемый с исполь-

зованием технического решения [8]. 

Магистральным направлением НИОКР по уменьшению уровня шума аэроди-

намической природы следует считать результаты аналитических исследований, 

разработку малошумной крыльчатки, а также корпуса вентилятора с максималь-

ным вибро- и шумопоглощением. 

Перспективной схемой устройства для практического применения снижения 

виброактивности в механической системе является схема с демпфером, установ-

ленным на упругом основании. 
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Аннотация. Проведено исследование механизмов формирования структуры и свойств 
в ходе консолидации аддитивным методом прямого лазерного сплавления никель-

хромового сплава системы Ni–Cr–CrN с повышенным содержанием азота. Сплав был 
получен путем добавления нитрида хрома, синтезированного методом самораспро-

страняющегося высокотемпературного синтеза, в качестве лигатуры в никель-

хромовый сплав. Произведена атомизация полученного сплава с целью получения 

сферических порошков, пригодных для использования в технологии прямого лазер-

ного сплавления. Исследован химический состав полученных порошков, свидетель-
ствующий о высоком итоговом содержании азота в сплаве (0.5%). Методом прямого 

лазерного сплавления порошков получены компактные образцы на основе Ni–Cr–CrN. 
Проведено исследование структуры полученных образцов, предела прочности при 

трехточечном изгибе и микротвердости по Виккерсу. Максимальное значение предела 
прочности при трехточечном изгибе составило 1 500 МПа, микротвердости 450 HV. 

Ключевые слова: аддитивные технологии, прямое лазерное сплавление металлов, 
самораспространяющийся высокотемпературный синтез, азотированный никель-

хромовый сплав, микротвердость, прочность на изгиб 
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Study of the structure and properties of products made  

of heat-resistant alloys based on Ni-Cr-CrN with a high  

nitrogen content by direct metal laser sintering 
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Abstract. This work presents a study of the preparation of additive materials based on  

a nickel–chromium alloy of the Ni–Cr–CrN system by direct metal laser sintering 

(DMLS). The additive materials were produced on the EOS M270 setup (with the option 

of open editing modes). The research range: laser radiation from 100 to 200 W, the speed 
of the laser beam from 600 to 1100 mm/s. The chemical composition of the obtained ma-

terials is investigated. The composition indicates a high final content of nitrogen in the 
alloy (0.5%). The structure of the obtained samples and their mechanical characteristics, 

namely, the bending strength (1500 МPa) and Vickers microhardness (450 HV), have 
been investigated. The morphology, microstructure, and elemental analysis of the initial 

powder and the resulting additive materials were studied by scanning electron microsco-
py and X-ray spectral microanalysis on the TESCAN Vega research complex. Analysis 

of the structure shows that the elements Ni, Cr and Fe are distributed evenly over the en-
tire area of the samples, which indicates a uniform Ni–Cr–CrN melt. 

Keywords: additive technologies, direct metal laser sintering, self-propagating high-
temperature synthesis, nitrided nickel-chromium alloy, microhardness, bending strength 
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На сегодняшний день при стремительном развитии технологий возрастают 

требования к эксплуатационным характеристикам узлов и агрегатов, в частности 

для таких областей, как авиастроение, атомная энергетика, в которых широко 

применяются газотурбинные двигатели. Такие агрегаты должны отвечать ряду 

требований: обладать высокими показателями жаропрочности, жаростойкости, 

износостойкости. Это формирует ряд научных проблем, связанных с разработкой 

новых конструкционных материалов, обладающих повышенными механически-

ми характеристиками, сохраняющимися при высокотемпературных воздействи-

ях. При этом ресурс материалов, применяемых в настоящий момент, исчерпан, их 

дальнейшее усовершенствование дает незначительные результаты при суще-

ственных затратах, в связи с чем актуальностью обладает разработка принципи-

ально новых материалов и подходов к их изготовлению, способных существенно 

повысить механические характеристики деталей газотурбинных установок при 

высокотемпературных воздействиях. 

В настоящее время в машиностроении широко применяются жаропрочные ни-

келевые сплавы, рабочие температуры которых находятся в области 1 100°С. Одним 

из таких жаростойких сплавов является Ni–Cr [1–4]. Он обладает высокой стойко-

стью к окислению до 1 200°С [5]. Однако прочность и износостойкость никель-

хромовых сплавов невысока, особенно при высоких температурах. Так, по данным 

работы [6] прочность на изгиб Ni–Cr достигает 660 МПа при содержании пор око-

ло 15%, что вдвое превосходит прочность на изгиб чистого Ni (330 МПа) [7]. 

Для улучшения механических характеристик в систему Ni–Cr вводятся раз-

личные добавки. Одним из перспективных путей повышения механических 

свойств никель-хромовых сплавов является легирование их азотом [8]. Азот 

наряду с никелем является стабилизатором γ-фазы системы Cr–Ni–N. Это позво-

ляет повысить концентрацию хрома в нихроме с сохранением γ-структуры и зна-

чительно улучшить эксплуатационные характеристики: высокую прочность при 

высокой вязкости и высокую прочность при высоких температурах. 

Для выплавки азотированного нихрома используется нитрид хрома, добавля-

емый в расплав в качестве лигатуры. Для синтеза нитридов хрома возможно ис-

пользование свободного спекания и метода самораспространяющегося высоко-

температурного синтеза (СВС) [9]. Метод СВС более эффективен: во-первых, он 

более экономичен (отсутствие затрат электроэнергии), во-вторых, позволяет по-

лучать более чистые нитриды хрома, в особенности данный метод способствует 

снижению содержания кислорода. Низкое содержание кислорода обеспечивает 

высокое и стабильное усвоение азота никель-хромовым расплавом. 

Новый уровень развития газотурбинных установок в будущем могут обеспе-

чить только принципиально новые материалы и технологии, так как традиционные 

уже исчерпали себя, и дальнейшее их использование дает незначительные резуль-

таты при существенных затратах. Наряду с разработкой материалов не менее важ-

ной задачей является разработка способов формирования изделий из них, так как  
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с развитием техники возрастает сложность геометрии отдельных функциональных 

узлов; при этом подходы к изготовлению изделий должны обладать высокой эко-

номической эффективностью. В области развития методов изготовления сложно-

профильных изделий аддитивные технологии, активно развивающиеся в настоя-

щий момент, представляют собой инновационный инструмент для решения задач 

различных отраслей промышленности. Одно из важнейших направлений аддитив-

ных технологий – лазерное выращивание металлических изделий. Особенно акту-

альным является производство деталей сложных узлов аэрокосмической техники,  

в частности жаростойких элементов турбореактивных двигателей. На сегодняшний 

день одним из наиболее развитых и перспективных методов для изготовления 

сложнопрофильных металлических изделий является технология послойного ла-

зерного спекания порошков (технология SLS) [6]. При помощи SLS разрабатыва-

ются точные сложнопрофильные детали для работы в составе узлов и агрегатов. 

Данный процесс способен успешно заменить традиционные методы производства, 

так как физико-механические свойства изделий, построенных по технологии SLS, 

зачастую превосходят свойства изделий, изготовленных по традиционным техно-

логиям. Кроме того, в некоторых случаях сложнопрофильные детали невозможно 

получить традиционными методами [10].  

Важнейшими проблемами при изготовлении изделий аддитивными методами 

являются определение технологических параметров выращивания и соответствие 

характеристик исходного порошкового материала определенным требованиям, 

одно из которых – форма частиц, которая должна быть близка к сферической. 

Имеется ряд работ, в которых исследуется получение изделий из хром-никелевых 

сплавов аддитивными методами. Так, в работе [11] экспериментальные образцы 

системы Ni–Cr с микротвердостью 320 HV получены методом селективного ла-

зерного сплавления. В работе [12] проводилась лазерная наплавка (метод LMD) 

лабораторных образцов из Ni–Cr–N при различных технологических параметрах; 

микротвердость по Виккерсу полученных образцов достигала 310 HV. В работе [13] 

приведены исследования микроструктуры и механических свойств одного из ва-

риантов никель-хромовых сплавов – сплава марки Inconel 625, полученного ме-

тодом аддитивной дуги (WAAM): средняя микротвердость сплава Inconel 625 

составила 264 HV. 

В результате развития SLS-технологии появляются новые модификации, осно-

ванные на данной методике, позволяющие достичь большей точности и повысить 

технологические характеристики формируемых изделий. Одной из таких модифи-

каций является методика прямого лазерного сплавления металлов (DMLS), разра-

ботанная и запатентованная компанией EOS и позволяющая увеличить точность 

выращивания изделия и повысить сложность геометрии за счет нанесения нового 

материала для каждого слоя [10]. Несмотря на существующие исследования по 

получению изделий из сплавов Ni–Cr аддитивными методами (SLM, SLS, WAAM), 

а также большой интерес различных групп авторов к системам Ni–Cr и Ni–Cr–N, 

отсутствуют работы в области получения изделий Ni–Cr–N методом DMLS. Одна-

ко такой метод достаточно эффективен, а определение режимных параметров при 

получении аддитивных изделий данным методом является актуальной задачей.  

Таким образом, целью настоящей работы является аддитивное выращивание 

материалов Ni–Cr–CrN методом DMLS и исследование их структуры и физико-

механических характеристик. 
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Материалы и методика эксперимента 

 
Процесс получения исходного композиционного порошка системы Ni–Cr–CrN 

и аддитивных образцов на его основе включал в себя четыре основных техноло-

гических этапа (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Схема получения Ni–Cr–CrN материалов 

Fig. 1. Main stages of obtaining Ni–Cr–CrN materials 
 

Первый этап – получение нитрида хрома. Синтез нитрида хрома осуществлен 

при помощи метода самораспространяющегося высокотемпературного синтеза 

(СВС) в реакторе высокого давления. Для синтеза CrN использовали порошок 

алюмотермического хрома с чистотой 99.0%. Подробно процесс получения CrN 

методом СВС описан в работе [14]. 

Второй этап – получение азотированного никель-хромового сплава Ni–Cr–CrN. 

Для этого CrN, полученный на первом этапе, вводился в расплав Ni–Cr в качестве 

лигатуры. Температура расплава никель-хромового сплава марки Х20Н80 состав-

ляет ~ 1 500°С. При получении порошков азотированного нихрома (0.3–0.5% N) 

температура расплава повышалась до 1 550–1 600°С, затем в расплав добавлялся 

порошок нитрида хрома, полученный методом СВС. В результате был получен 

никель-хромовый азотистый сплав Ni 55%; N 0.5–0.7%; Cr – ост. 

На третьем этапе производилась атомизация полученного легированного 

сплава для получения порошков сферической формы, обладающих высокой те-

кучестью и пригодных для формирования изделий аддитивными методами по-

слойного лазерного выращивания. Процесс сфероидизации Ni–Cr–CrN осуществ-

лялся в колонне распыления с вакуумной камерой с дальнейшей классификацией 

и сфероидизацией композиционного порошка в индукционно связанной плазме. 

В результате был получен порошок Ni–Cr–CrN сферической формы с диаметром 

частиц 20–80 мкм. Химический состав полученного порошка, который являлся 

исходным компонентом при создании аддитивных изделий, представлен в табл. 1.  

Т а б л и ц а  1  

Химический состав порошка Ni–Cr–CrN после сфероидизации 

Химический состав, мас. % 

Ni Cr N C Fe Al Si P S O 

основа 45.0 0.5 0.014 0.17 0.05 0.12 0.01 0.0012 0.15 
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Содержание азота и кислорода определялось методом инфракрасной спектро-

скопии на установке ТСН600 фирмы LECO. Полученный легированный сплав в 

порошковой форме содержал 45% хрома, 0.5% азота и 0.5% примесей, находив-

шихся в исходном никель-хромовом сплаве и внесенных на этапе легирования. 

Четвертым технологическим этапом являлось аддитивное лазерное выращи-

вание образцов из сферического композиционного порошка системы Ni–Cr–CrN 

методом прямого лазерного сплавления металлов DMLS. Для выращивания ад-

дитивных образцов в настоящей работе использовалась установка EOS M270 

(Германия) с опцией открытого редактирования режимов, расположенная в НИЦ 

«Курчатовский институт» – ЦНИИ КМ «Прометей». Выращивание образцов 

производилось в атмосфере воздуха. Мощность лазерного излучения варьировала 

в диапазоне 100–200 Вт, скорость движения лазерного луча – в диапазоне 600–

1 100 мм/с. В результате были изготовлены экспериментальные образцы в форме 

балок размером 5 × 5 × 25 мм. 

Гранулометрический состав порошков определялся при помощи анализатора 

Analysette 22 MicroTec plus фирмы FRITSCH методом лазерной дифракции.  

Рентгенофазовый анализ проводился с использованием многофункционального 

рентгеновского дифрактометра Rigaku Ultima IV с CuKα-излучением на основе 

базы данных PDF-2. Исследование морфологии, микроструктуры и элементный 

анализ исходного порошка и полученных аддитивных материалов проводили 

методами сканирующей электронной микроскопии и микрорентгеноспектрального 

анализа на исследовательском комплексе TESCAN Vega. Определение микротвер-

дости по Виккерсу проводилось на микротвердомере ПМТ-3М при нагрузке 300 г  

и времени выдержки 10 с. Определение прочности полученных образцов произво-

дилось путем испытания на трехточечный изгиб в соответствии с ГОСТ 24409–80  

с помощью универсальной испытательной машины Zwick Roell. 
 

Результаты и обсуждение 
 

В настоящей работе выращены экспериментальные образцы из полученного 

композиционного порошка системы Ni–Cr–CrN.  

Дифрактограммы поверхности исследуемых образцов № 1 и № 2 приведены 

на рис. 2. Согласно результатам рентгенофазового анализа, фазовый состав об-

разцов № 1 и № 2 представлен фазой Cr2Ni3 с гранецентрированной (ГЦК) кри-

сталлической решеткой с параметром решетки a = 3.579 Å. При этом фазовый 

состав исходного порошка и полученных образцов идентичен. 

В результате проведенных механических испытаний определены предел 

прочности на изгиб и микротвердость по Виккерсу аддитивных материалов. Ре-

зультаты испытаний образцов в зависимости от использования стандартных ре-

жимов селективного лазерного сплавления порошков Ni–Cr–CrN (применяемых 

при сплавлении стальных материалов) на установке EOS представлены в табл. 2. 

Из табл. 2 видно, что наибольшее значение микротвердости и предела проч-

ности на изгиб достигается при мощности лазера 200 Вт и скорости движения 

луча 800 мм/с. Очевидно, это связано с большим временем теплового воздей-

ствия, в результате чего частицы порошка проплавляются более однородно, что 

приводит к более плотной структуре материала и увеличению его механических 

характеристик. На рис. 3 показан внешний вид образцов после испытаний на из-

гиб. Исходя из характера деформирования образцов и разрушения с сохранением 
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целостности образца при образовании трещины, возможно сделать вывод, что 

полученные материалы обладают высокой пластичностью. 
 

 

Рис. 2. Дифрактограммы поверхности полученных образцов: а – № 1, b – № 2 

Fig. 2. Diffraction patterns of the surface of samples nos. (a) 1 and (b) 2 
 

Т а б л и ц а  2  

Механические свойства исследуемых образцов, полученных из порошка  

Ni–Cr–CrN при сплавлении в стандартных режимах DMLS 

№  

образца 

Скорость движения 

лазерного луча, мм/с 

Мощность лазерного 

излучения, Вт 

Предел прочности 

на изгиб, МПа 

Микротвер-

дость, HV 

1 800 200 1 500 450 

2 1 000 200 1 400 380 

3 800 150 1 380 370 

4 900 170 1 350 370 

 

 
 

Рис. 3. Внешний вид образцов после испытаний на изгиб 

Fig. 3. Appearance of specimens after bending tests 
 

В табл. 3 приведено сравнение микротвердости образцов, полученных в на-

стоящей работе, и микротвердости образцов, полученных в работах [12, 13, 15] 

аддитивными методами, а также сравнение предела прочности на изгиб с данны-

ми работ [6, 7] для образцов из чистого никеля и сплава Ni–Cr. 

Из таблицы видно, что полученные образцы имеют высокую микротвердость, 

в то время как предел прочности на изгиб более чем в 2 раза превосходит предел 

прочности сравниваемых образцов, полученных другими авторами. 
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Т а б л и ц а  3  

Сравнение механических характеристик полученных  

аддитивных материалов с аналогами 

Образец Метод получения Микротвердость, HV 
Предел прочности 

на изгиб, МПа 

Источники 

данных 

Ni–Cr–CrN DMLS 450 1 500 

Настоящая 

работа 

Ni–Cr–CrN DMLS 380 1 400 

Ni–Cr–CrN DMLS 370 1 380 

Ni–Cr–CrN DMLS 370 1 350 

Ni–Cr SLM 280–320 – [12] 

Ni–Cr–CrN LMD 310 – [13] 

Inconel 625 WAAM 264 – [15] 

Ni–Cr традиционный – 660 [6] 

Ni традиционный – 330 [7] 
 

На рис. 4 показан внешний вид аддитивных образцов № 1 и № 2 в поперечном 

сечении. 
 

 

Рис. 4. Внешний вид аддитивного образца № 1 (a) и № 2 (b) в поперечном сечении 

Fig. 4. Cross-sectional view of samples nos. (a) 1 and (b) 2 
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Наличие порообразования вызвано в первую очередь наличием крупных ча-

стиц порошка (диаметр частиц более 60 мкм). В процессе DMLS при нанесении 

порошка лезвием оно цепляло и смещало порошок в сторону, что могло привести 

к несплошности в слое и повышенному порообразованию. Таким образом, для 

уменьшения порообразования в процессе DMLS необходимо использовать ча-

стицы меньшего диаметра, предположительно 20–60 мкм [16], и осуществить 

более тщательный подбор режима сплавления. 

На рис. 5 для примера приведено ЭДС-изображение (поперечное сечение) об-

разца № 1. 
 

 
 

   

Рис. 5. ЭДС-изображение, поперечное сечение, образец № 1 

Fig. 5. EDS, cross section, sample no. 1 

 

Из рис. 5 видно, что элементы Ni, Cr и Fe распределены равномерно по всей 

площади образца, что свидетельствует о равномерном расплаве Ni–Cr–CrN. 
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Заключение 

 

В работе проведено исследование механизмов формирования структуры и 

свойств в ходе консолидации аддитивным методом прямого лазерного сплавле-

ния никель-хромового сплава системы Ni–Cr–CrN с повышенным содержанием 

азота. Сплав был получен путем добавления нитрида хрома, синтезированного 

методом самораспространяющегося высокотемпературного синтеза, в качестве 

лигатуры в никель-хромовый сплав. Произведена атомизация полученного спла-

ва с целью получения сферических порошков, пригодных для использования  

в технологии прямого лазерного сплавления. Исследован химический состав по-

лученных порошков, свидетельствующий о высоком итоговом содержании азота 

в сплаве (0.5%). Методом прямого лазерного сплавления порошков получены 

компактные образцы на основе Ni–Cr–CrN. Проведено исследование структуры 

полученных образцов, предела прочности при трехточечном изгибе и микротвер-

дости по Виккерсу. Максимальное значение предела прочности при трехточеч-

ном изгибе составило 1 500 МПа, микротвердости 450 HV. Анализ структуры 

показал, что элементы Ni, Cr и Fe распределены равномерно по всей площади 

образцов, что говорит о равномерном расплаве Ni–Cr–CrN. Анализ структуры 

также показал наличие пор, что связано с наличием крупных частиц порошка 

(более 60 мкм). Для уменьшения порообразования предполагаются использование 

частиц меньшего диаметра (~ 20–60 мкм) и более тщательный подбор режима 

сплавления. Ожидается, что при использовании сферического порошка Ni–Cr–CrN 

диаметром 20–60 мкм возможно получить более плотные аддитивные изделия  

с большим пределом прочности на изгиб и более высоким значением микротвер-

дости. Таким образом, азотированные порошки нихрома пригодны для получения 

изделий как традиционными методами порошковой металлургии, так и сложно-

профильных изделий методами 3D-печати. 
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allowing effective fire suppression in large tanks with a volume of up to 20000 m3 are 

theoretically predicted. On this basis of theoretical conclusions, a new method of foam 

fire extinguishing in large fuel tanks has been developed. To obtain the required intensi-

ties and supply rates, fire extinguishing foam is formed in a special container with the use 

of solid-fuel gas generators. The theoretical predictions were confirmed in 21 full-scale 

successful experiments, in which fire suppresion system based on the new method was 

able to extinguish a fully developed gasoline fire in tanks with a volume of 5000 m3 and 

20 000 m3 just for 30–90 seconds. The required amount of the foaming agent to extin-

guish a fire in a 20 000 m3 tank is only 450 liters, which is at least 100 times less than for 

traditional foam fire fighting 
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Введение 
 

Склады нефти и нефтепродуктов являются объектами повышенной опасности. 

Пожары на таких объектах обычно носят затяжной характер, приводят к огромно-

му экономическому ущербу и ущербу для окружающей среды, часто сопровожда-

ются гибелью людей и вызывают большой негативный общественный резонанс 

не только на национальном, но и на мировом уровне. Примерами таких пожаров 

являются крупнейшие пожары на складах нефти и нефтепродуктов в Бансфилде, 

Великобритания, 11 декабря 2005 г., когда 23 больших резервуара были уничто-

жены, а 43 человека получили ранения [1], в Конде, Ханты-Мансийский автоном-

ный округ, Россия, 22 августа 2009 г. (3 больших резервуара объемом 20 тыс. м3 

уничтожено, 3 повреждено; погибли 3 человека, 5 ранены [2]), на нефтебазе  

в Крячках, Киевская область, Украина, 8 июня 2015 г. (все 17 больших топливных 
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резервуаров были уничтожены, 1 человек погиб, 5 ранены [3]), на нефтеперера-

батывающем заводе НОРСИ в Кстово, Нижегородская область, Россия, 5 октября 

2017 г. (повреждено 6 резервуаров объемом 10 тыс. м3, 4 человека погибли [4]);  

и этот список можно продолжать. Как показывает опыт, топливные резервуары ем-

костью более 10 тыс. м3 практически не тушатся, а резервуары объемом 5 тыс. м3 

тушатся с вероятностью менее 50%, особенно резервуары с современными топ-

ливами, содержащими спирты. Поскольку практически каждый топливный ре-

зервуар в мире защищается автоматической системой пенного пожаротушения, 

можно утверждать, что традиционное пенное пожаротушение неэффективно при 

таком применении. Для ответа на вопрос: «Почему так происходит?» – выполне-

на настоящая работа.  
 

Расчет объема взрывоопасной зоны и давления взрыва  

в больших топливных резервуарах 
 

Одной из главных причин неэффективности способов тушения пожаров, ис-

пользуемых на складах нефти и нефтепродуктов, является неустойчивость систем 

пенного пожаротушения, установленных на резервуарах, к давлению взрыва га-

зовоздушных смесей под крышей резервуара. Известно, что более 90% пожаров 

на резервуарах начинаются со взрыва [5]. 

Давление врзыва рассчитывается по следующей формуле [6]: 

 0

0 Н

1

К

v Т

a р

m H p Z
р

V С Т

  
  

  
, (1) 

где mv – масса паров горючего во взрывоопасной зоне, кг; HT – теплота сгорания 

топлива, Дж/кг; p0 – начальное давление, кПа (допускается использовать значе-

ние 101 кПа); Z – коэффициент участия горючих газов и паров в процессе горе-

ния (допускается использовать значения Z из [6, табл. A.1]; V – свободный объем 

топливного резервуара (под крышей), м3; T0 – начальная температура воздуха, К; 

a – плотность воздуха при температуре T0, кг/м3; Cp – теплоемкость воздуха, 

Дж/(кг∙K) (допускается принимать равным 1,01103 Дж/(кг∙K)); КH – коэффици-

ент, учитывающий утечки и неадиабатичность процесса горения (допускается 

использовать КH = 3). 

 mv = пVвок,  (2) 

где п – плотность взрывоопасной смеси, кг/м3; Vвок – объем взрывоопасной сме-

си, м3.  

Объем горючей (взрывоопасной) смеси в газовом пространстве резервуаров 

Vвок можно оценить по следующей формуле [7]: 

 в н

вок
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1

t

s s s

D
V F

   
       

, (3) 

где F – площадь поверхности испарения горючей жидкости, м2; Dt – коэффици-

ент диффузии, м2/с; s – насыщенная концентрация паров углеводородов, г·м–3; 

н – нижний концентрационный предел распространения пламени, г·м–3; в – 

верхний концентрационный предел распространения пламени г·м–3;  – время, с. 

Согласно предложенному методу были выполнены расчеты для резервуаров 

объемом 5 тыс. и 20 тыс. м3, заполненных бензином Aи-93. Результаты расчетов 

представлены на рис. 1. 
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Рис. 1. Зависимости давления взрыва: a – от времени испарения для резервуара 5 000 м3;  

b – от уровня взлива топливного резервуара объемом 20 000 м3 с крышей 

Fig. 1. Dependence of explosion pressure: a – on evaporation time for a 5 000 m3 tank;  

a – on the filling level of a roofed fuel tank with a volume of 20 000 m3 
 

Как следует из полученных значений давления взрыва, пеногенераторы си-

стемы пожаротушения, установленные в верхней части топливного резервуара,  

с высокой вероятностью будут повреждены или уничтожены взрывом под кры-

шей топливного резервуара. Это означает, что огнетушащая пена не будет сфор-

мирована при выпуске огнетушащего вещества, и, соответственно, пожаротуше-

ние будет однозначно безуспешным.  

 

Полевая математическая модель пожара в больших топливных резервуарах 

 

Для оценки значений параметров пожара проведено математическое модели-

рование горения нефтепродуктов, хранящихся в резервуарах. 

Математическая модель, реализованная с помощью программного комплекса 

SOFIE [8] включала следующие основные уравнения: 

– уравнения неразрывности и сохранения импульса 
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  (5) 

– уравнения k– модели турбулентности [9] с поправкой на влияние естественной 

конвекции [10] 
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– уравнение сохранения энергии 

 

,

  

,

yx z

t t t

h rad

h t h t h t

u hu h u h h 

x y z

h h h
S

x x y y z z

  
   

   

                    
                                          

 (8) 

где 

0

0

T

p k k

kT

h h c dT Y H    – удельная массовая энтальпия смеси, h0 – удельная 

массовая энтальпия воздуха при начальной температуре, kY  – массовая доля  

k-го компонента смеси, Hk – теплота образования k-го компонента смеси; 

– уравнение сохранения массы горючего 

 

 

;

f x f y f z f

f f ft t t

f

t t t

 Y  u Y u Y u Y

x y z

Y Y Y
S

x Sc Sc x y Sc Sc y z Sc Sc z

       
   

   

                   
                                    

 (9) 

– уравнение для функции смешения 
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Значения констант были приняты согласно [11]: 

С = 0.09; С1 = 1.44; С2 = 1.92; k = 1.0;  = 1.3; t = h = Sch = Sct = 0.7. 

Для моделирования горения был применен вариант диффузионно-вихревой 

модели горения Магнуссена [12]: 
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где C = 4, B = 2. 
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менная Шваба–Зельдовича, а индексы f и o относятся к топливу и окислителю 

соответственно.  
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где стехиометрическое значение  
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Y
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
, Yox,0 – массовая доля кислоро-

да в потоке окислителя, Yf,f  – массовая доля топлива в потоке топлива. 

Теплоперенос излучением учитывался средствами метода дискретного радиа-

ционного переноса (DTRM) [13]. Для него характерны некоторые черты методов 

Монте-Карло, а именно прохождение «лучей» электромагнитного излучения че-

рез вычислительную область между границами. Однако в отличие от методов 

Монте-Карло, где направления лучей генерируются случайным образом, в этой 

модели они выбираются предварительно, таким же образом, как выбирается рас-

положение гидродинамической сетки. Метод включает в себя решение уравнения 

радиационного переноса вдоль путей этих лучей, выбираемых обычно таким об-

разом, чтобы они приходили в центры граничных поверхностей гидродинамиче-

ских контрольных объемов. 

Число и направление лучей для каждой точки выбирается предварительно, 

чтобы обеспечить желаемый уровень точности, аналогично тому, как выбирается 

конечно-разностная сетка для проведения гидродинамических расчетов. Полусфе-

ра вокруг каждой точки разбивается на сегменты с равными площадями поверх-

ностей на полусфере, в пределах которых интенсивность считается однородной. 

Для каждого луча при его прохождении от одной границы до другой решается 

уравнение радиационного переноса  
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, (13) 

где I – интенсивность радиационного излучения в направлении , S – расстояние 

в направлении , 4

g gE T   – энергия, излучаемая абсолютно черным газом при 

температуре газа Tg, ka и ks – коэффициенты поглощения и рассеяния,  , 'P    – 

вероятность того, что излучение в направлении ' после рассеяния попадет в те-

лесный угол d в окрестности направления . 

Если для краткости ввести коэффициент ослабления 
e a sk k k  , оптическую 

глубину элемента 
*

edS k dS  и модифицированную энергию излучения 
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то уравнение переноса можно переписать в виде: 

 
dI E

I
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
. (14) 

Для элементарного контрольного объема, в котором температуру можно считать 

постоянной, уравнение (13) можно проинтегрировать и привести к виду: 

 .S SE
Ie e const

 


  


  (15) 

Если считать величину E* постоянной внутри контрольного объема, что 

вполне согласуется с обычной практикой применения конечно-разностного под-

хода к уравнениям динамики жидкости, получается простое рекурентное соот-

ношение: 



Механика / Mechanics 

138 

  1 1 s

n n

E
I I e






   


, (16) 

где In и In+1 – соответственно значения интенсивности излучения, входящего и 

выходящего из n-го контрольного объема, 
*S  – оптическая длина контрольного 

объема. 

Затем в каждом контрольном объеме, с учетом всех пересекающих его лучей, 

вычисляется величина чистого поглощения или выделения энергии излучения, 

которая, как упоминалось выше, может использоваться в уравнении сохранения 

энергии. Для n-го контрольного объема 

  , 1

1

,
N

h rad n n

n

S I I



    (17) 

где N – общее количество лучей, A – площадь поверхности ячейки. 

Радиационные свойства продуктов горения были определены согласно моде-

ли взвешенной суммы серых газов [14] с коэффициентами аппроксимации 

Трюлава [15].  

Плотность смеси газов вычислялась из уравнения состояния идеального газа. 

Температурные зависимости теплофизических свойств веществ учитывались  

с помощью кусочно-полиномиальной аппроксимации. Давление определялось  

с использованием уравнения для поправок давления согласно итерационной схе-

ме SIMPLEC[16], являющейся модификацией процедуры SIMPLE [17].  

Для приведения исходной системы к алгебраической форме в большинстве 

исследовательских работ по пожарам и в большинстве случаев практического 

применения полевого моделирования, когда конвекция преобладает над диффу-

зией, используются разностные схемы «против потока» и «комбинированная» 

для описания конвективного члена и центральная разностная схема для описания 

диффузионного. Схема «против потока» более строгая и стабильная, но дает зна-

чительную ошибку усечения и численную диффузию, когда линии течения про-

ходят под углом к линиям сетки. Хотя ошибка усечения для центральной раз-

ностной схемы меньше, чем для схемы «против потока» первого порядка, она 

менее приемлема для потоков, где конвекция преобладает над диффузией. Ком-

бинированная схема [18] сочетает в себе достоинства центральной схемы и схе-

мы «против потока» первого порядка. Она состоит в переключении с централь-

ной разностной схемы на схему «против потока» при сеточном числе Пекле 

   i im m

m

m

u x
P

 



 больше 2, т.е. когда конвективный поток более чем в 2 раза 

превышает диффузионный поток. Поэтому в данной работе была использована 

комбинированная разностная схема. 

Для дискретизации производной по времени использовалась полностью неяв-

ная разностная схема первого порядка. При решении системы уравнений были 

применены сильно неявная процедура Стоуна SIP [19] для уравнения поправки 

давления и метод прогонки для остальных уравнений. 

На свободной границе расчетной области в вариантах без ветра использова-

лось граничное условие p = 0. При этом для касательных составляющих скорости 

использовались условия 0 nv , а нормальная составляющая определялась из 

уравнения Бернулли [8]. Для уменьшения влияния граничного условия на зону 
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горения в соответствии с рекомендациями [20] расчетная область была выбрана 

таким образом, чтобы свободная граница располагалась на удалении от резервуара. 

В вариантах с наличием ветра на границах, нормальных к направлению ветра, 

нормальные составляющие скорости принимались равными скорости ветра. При 

этом рассматривался равномерный профиль скорости ветра по высоте. Значение 

кинетической энергии турбулентности на свободной границе принималось рав-

ным 0.01u2. Значение  =110–4 м2с–3.  

Особое внимание необходимо уделить заданию граничных условий для тур-

булентных параметров k и  на поверхности горючей жидкости. Как показывают 

экспериментальные исследования [21], в тонком слое вблизи границы горючего 

происходит резкое снижение величины турбулентной кинетической энергии от 

значений, характерных для процессов, протекающих в области пламени, до зна-

чений, характерных для потока паров горючего. Стандартная k– модель турбу-

лентности не позволяет смоделировать этот эффект, поэтому использование  

в качестве граничных условий значений k и , соответствующих параметрам по-

тока горючего, приводит к занижению значений турбулентной вязкости в обла-

сти пламени и, как следствие, к завышению значений скоростей и температур  

в области пламени и восходящей свободно-конвективной струи [22]. Строгого 

решения задачи о постановке этих граничных условий на данный момент не су-

ществует. Для практических расчетов в качестве граничных условий используют 

искусственные значения k и  [23–25], обеспечивающие разумные значения тур-

булентной вязкости в области пламени без рассмотрения процессов, протекающих 

в тонком слое вблизи поверхности горючего. Так, проведенные исследования [22] 

показали, что хорошие результаты при использовании k– модели в сочетании  

с диффузионно-вихревой моделью горения [12] дает использование значений  

k = 0,3 м2с–2 и  = 110–6 м2с–3. 

Начальное значение температуры соответствовало 293 К. Начальные значения 

скоростей соответствовали скорости ветра. 

 

Результаты моделирования пожара в больших топливных резервуарах 

 

С использованием этого модельного подхода для двух типов топливных ре-

зервуаров (5 тыс. м3 и 20 тыс. м3) в зависимости от времени были рассчитаны 

температурное поле над горящим резервуаром, плотность теплового потока на 

поверхность горючего, скорости потоков в конвективной колонке. Расчеты учи-

тывают скорость ветра 0 мс–1 и 10 мс–1, а также уровень взлива топливного ре-

зервуара. Некоторые из полученных результатов представлены на рис. 2–6. 

Полученные результаты показывают, что если при анализе учитывать только 

фактор скорости, то для топливного резервуара объемом 5 тыс. м3 существуют 

некоторые возможности тушения пожара с помощью классической технологии 

пенного тушения (интенсивность подачи пены 27.4 л·с–1, скорость подачи  

2–3 м·с–1). В этом случае для полностью заполненного топливного резервуара 

скорость потока пены превышает скорости потоков в конвективной колонке 

(около 0.5 м∙с–1; см. рис. 3), но уже при более низком уровне заполнения сильные 

вертикальные потоки (10 м∙с–1 и более), действующие на половине расстояния  

от верхней кромки резервуара, не позволят пене достичь поверхности горящей 

жидкости (см. рис. 3, b). 
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                           a                                                                             b 

Рис. 2. Температурное поле (К) при пожаре в топливном резервуаре объемом 5 000 м3 

(время горения 60 с) при отсутствии ветра: а – полностью заполненный резервуар;  

b – уровень заполнения 2 м 

Fig. 2. Temperature field (K) in case of fire in a fuel tank with a volume of 5000 m3 in the  

absence of wind (combustion time is 60 s): (a) fully filled tank and (b) the filling level is 2 m 

 

                  
                                         a                                                                     b 

Рис. 3. Скорости потоков (м∙с–1) над горящим резервуаром объемом 5 000 м3  

(время горения 60 с) при отсутствии ветра: a – полностью заполненный резервуар;  

b – уровень заполнения 2 м 

Fig. 3. Flow velocities (m∙s–1) over a burning tank with a volume of 5 000 m3 in the absence  

of wind (combustion time is 60 s): a – fully filled tank, b – filling level is 2 m 
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Рис. 4. Графики температуры и вертикальной скорости потоков (м∙с–1) на оси симметрии 

горящего резервуара объемом 5 000 м3 (время горения 300 с) при отсутствии ветра  

Fig. 4. Dependencies of temperature and vertical flow velocity (m∙s–1) along the symmetry axis 

of a burning tank with a volume of 5000 m3 in the absence of wind (combustion time is 300 s) 

 

                   
                            a                                                                                  b 

Рис. 5. Горение в резервуаре объемом 20 000 м3 (время горения 60 с) при отсутствии ветра, 

уровень заполнения 2 м: a – температурное поле (К); b – скорости потоков (м∙с–1) 

Fig.5. Combustion in a tank with a volume of 20000 m3 (combustion time is 60 s), no wind,  

filling level is 2 m: a – temperature field (K), b – flow velocities (m∙s–1) 

 

При горении в резервуаре объемом 20 тыс. м3 возникают постоянно действу-

ющие сильные вертикальные потоки (имеющие скорость 5–10 м∙с–1 при отсутст-

вии ветра; см. рис. 4, b) или горизонтальные потоки (имеющие скорость 7–10 м∙с–1 

при скорости ветра 10 м∙с–1, см. рис 5, b) на кромке резервуара, которые будут 

предотвращать попадание пены к поверхности горящей жидкости (нормативная 

интенсивность подачи пены 114 л∙с–1, скорость подачи 2–3 м∙с–1). 
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                   a                                                                                     b 

Рис. 6. Горение в полностью заполненном резервуаре объемом 20 000 м3 (время горения 

60 с), скорость ветра 10 мс–1: a – температурное поле (К); b – скорости потоков (мс–1) 

Fig. 6. Combustion in a fully filled tank with a volume of 20000 m3 (combustion time is 60 s), 

the wind speed is 10 ms-1: (a) temperature field (K) and (b) flow velocities (m∙s–1) 
 

  
d = 21 м, vв = 0 м∙с–1, высота свободного 

борта 0 м, момент времени 300 с 

d = 21 м, vв = 10 м∙с–1, высота свободного 

борта 0 м, момент времени 270 c 

  
d = 40 м, vв = 0 м∙с–1, высота свободного 

борта 0 м, момент времени 180 с 

d = 40 м, vв = 10 м∙с–1, высота свободного 

борта 0 м, момент времени 180 с 

Рис. 7. Результаты расчетов плотности теплового потока qnetf (Вт∙м–2) на уровне зеркала 

жидкости для резервуаров диаметром d = 21 и 40 м (объем 5 000 м3 и 20 000 м3 ) при  

скорости ветра 0 и 10 м∙с–1 

Fig. 7. Results of calculations of the heat flux density qnetf (W∙m–2) at the liquid surface level for 

tanks with diameters d = 21 and 40 m (the volumes are 5000 m3 and 20000 m3) at wind speeds of 

0 and 10 m∙s–1 
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Если учесть при анализе пожара также фактор высокой температуры, то легко 

видеть, что если пена будет подана спустя 3 мин свободного горения (макси-

мально допустимое время задержки подачи пены), то она будет контактировать  

с температурной зоной 1 000–1 100°C и будет интенсивно разрушаться (см. рис. 2, 

4, 5). Разрушение пены присходит также при воздействии на нее теплового излу-

чения от факела пламени (см. рис. 7 и данные статьи [26]). Плотность теплового 

потока на поверхности горючего для резервуаров объемом более 5 тыс. м3 имеет 

значение 50–100 кВт∙м–2. Известно, что даже если огнетушащая пена образует слой 

на поверхности горящей жидкости, то она разрушается со скоростью 0,2–0,4 см∙с–1 

[27]. На этом основании можно заключить, что традиционный подход, когда 

предполагается, что пена подается на холодный свободный борт резервуара, не 

работает в случае больших топливных резервуаров.  

Все полученные результаты показывают, что нормативные интенсивности по-

дачи пены недостаточны для преодоления эффектов деструкции пены и потери 

пены через конвективную колонку при тушении пожаров в резервуарах с объе-

мом более 5 тыс. м3. 

Для определения параметров подачи пены, которые были бы достаточны для 

преодоления указанных выше эффектов, были выполнены дополнительные рас-

четы. Для того чтобы исключить унос пены вертикальными потоками, формиру-

ющимися при пожаре в резервуаре, вектор направления движения пены должен 

отклоняться от горизонтали в пределах допустимой погрешности, т.е. на величи-

ну угла α ≤ 10°. Скорость вертикальных потоков, как показали приведенные вы-

ше расчеты, составляет Vв = 6–7 м∙с–1. Тогда скорость выхода пены из подающего 

устройства Vп = Vв/tgα ≈ 35 м∙с–1. Объемный расход огнетушащего вещества при 

подаче на тушение должен быть таким, чтобы компенсировать его потери от раз-

рушающего действия теплоизлучения. Выбрав диаметр подающего трубопровода 

в 159 мм, получим расход Q = Vп∙S ≈ 700 л∙с–1 (S = 0,02 м2 – площадь отверстия 

трубы).  

 
Новая технология пенного пожаротушения 

 
Используя уравнение Бернулли для горизонтального течения жидкости, мож-

но определить, какое давление необходимо создать в емкости при работе твердо-

топливных газогенераторов: 
2 2

н п

1 2
2 2

 V  V
Р Р

 
   , 

где  – плотность раствора; Vн – начальная скорость движения раствора; Vп – 

скорость движения раствора на выходе; Р1 – давление, создаваемое газогенерато-

рами; Р2 – атмосферное давление. 

Vн = 0, тогда  
2

п

1 2
2

V
Р Р


  . 

Полагая, что Vп = 35 м∙с–1,  = 1 000 кг∙м–3, Р2 = 1 бар, получим Р1 ≈ 7 бар. 

На основе сделанных теоретических прогнозов был разработан новый метод 

пенного пожаротушения в больших топливных резервуарах. Чтобы получить 

требуемые интенсивности и скорости подачи пены, огнетушащая пена формиру-
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ется внутри специальной емкости при помощи твердотопливных газогенерато-

ров. Вода с добавлением 3% пенообразователя заливается в емкость (стальную 

или пластиковую). После того как внутри емкости срабатывают газогенераторы, 

происходит насыщение газом раствора пенообразователя, давление в емкости 

растет до 7 бар. В ходе этого процесса газы и аэрозоли растворяются (сорбиру-

ются) в растворе пенообразователя. 

Когда давление в сосуде достигает 7 бар, вскрывается мембрана, и смесь 

направляется по трубопроводу на тушение пожара. Из-за разницы между давле-

нием в растворе и атмосферным давлением происходит десорбция газа из раство-

ра (аналогично эффекту при вскрытии бутылки с шампанским) и образуется пена 

низкой кратности (кратность пены 10–18). Пузырьки пены заполнены не возду-

хом, а CO2 и N2, при этом тонкодисперсный аэрозоль оседает на поверхности 

пузырьков, обеспечивая их большую стабильность [28].  

Параметры подачи пены в описанном методе имеют значения: интенсивность 

подачи пены 700 л∙с–1, скорость подачи около 35 м∙с–1. Необходимо также отме-

тить, что предложенный способ нечувствителен к взрыву в топливном резервуа-

ре, так как пена формируется вне резурвуара, и способ не требует применения 

пеногенераторов.  

 
Натурные эксперименты и их результаты 

 
Для подтверждения теоретических результатов по оценке эффективности но-

вого метода пенного пожаротушения была проведена серия натурных экспери-

ментов по тушению полностью развитого пожара бензина в резервуарах объемом 

5 тыс. и 20 тыс. м3 при различных уровнях заполнения. Время свободного горе-

ния перед подачей пены составляло 180 с. В экспериментах была использована 

одна емкость с раствором пенообразователя общим объемом 7,5 м3. 

В 21 успешном эксперименте было показано, что эффективное тушение по-

жара достигается всего за 30–90 секунд (рис. 8). Требуемое количество пенообра-

зователя для тушения пожара в топливном резервуаре объемом 20 тыс. м3 со-

ставляет всего 450 л, что несопоставимо с традиционным пенным пожаротуше-

нием, когда десятки тысяч литров пенообразователя расходуются в неэффектив-

ных попытках тушения пожара (например, при тушении пожара в Бансфилде  

на 1 резервуар расходовалось приблизительно 32,5 тыс. литров пенообразователя 

и 2,4 млн литров воды [1]). 

 

   

Рис. 8. Эффективное тушение пожара новым методом в полностью  

заполненном топливном резервуаре объемом 20 000 м3 

Fig. 8. Effective fire extinguishing with a new method in a fully filled  

fuel tank with a volume of 20000 m3 
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Эксперименты также подтвердили результаты математического моделирова-

ния по значениям температуры свободного борта, скорости потоков на кромке 

резервуара, высоты конвективной колонки. Скорость выхода пены совпала с рас-

четными значениями с точностью 10–20%. 

  
Выводы 

 
1. Расчетами давления взрыва газовоздушных смесей под крышей топливного 

резервуара установлено, что пеногенераторы автоматической системы пожаро-

тушения с высокой вероятностю будут повреждены или уничтожены и огнету-

шащая пена не будет подана на тушение. 

2. Методами математического моделирования показано, что в зависимости от 

уровня взлива топлива в резервуарах объемом более 5 тыс. м3 на их кромке фор-

мируются постоянно действующие сильные вертикальные потоки, имеющие  

скорость 5–10 м·с–1 при отсутствии ветра, или горизонтальные потоки, имеющие 

скорость 7–10 м·с–1 при скорости ветра 10 м·с–1, которые будут предотвращать 

попадание пены к поверхности горящей жидкости (нормативная интенсивность 

подачи пены от 27,4 до 114 л·с–1, скорость подачи 2–3 м·с–1. Проведенные расче-

ты также показывают, что поданная на тушение пена будет контактировать с вы-

сокотемпературной зоной 1 000–1 100°С и подвергаться воздействию теплового 

излучения от факела пламени (плотность теплового потока 50–100 кВ·м–2.  

В результате пена будет разрушаться со скоростью 0,2–0,4 см·с–1. 

На этом основании можно утверждать, что традиционный подход при туше-

нии пожара в больших резервуарах не работает. 

3. Теоретически и экспериментально показано, что пенное пожаротушение  

в больших резервуарах будет эффективным, если пена будет подаваться с интен-

сивностью 700 л·с–1 и более и скоростью 35 м·с–1 и более. 

4. Разработан инновационный метод пенного пожаротушения в больших  

резервуарах. Для получения требуемых интенсивностей и скоростей подачи ог-

нетушащая пена в этом методе формируется внутри специальной емкости при 

помощи твердотопливных газогенераторов. 

5. В 21 успешном эксперименте подтверждено, что тушение пожара достига-

ется за 30–90 секунд. Для тушения пожара в резервуаре объемом 20 тыс. м3 ис-

пользуется емкость объемом 7,5 м3, а количество пенообразователя составляет 

450 л. 
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Аннотация. Рассматривается механизм очистки зерновых смесей с приводом от 

линейного асинхронного электродвигателя. На основе уравнений Лагранжа выпол-

нено математическое описание движения звеньев механизма. Найдена требуемая  

в соответствии с технологией очистки электромагнитная сила, создаваемая в об-

мотках линейного электродвигателя электронным коммутатором. При применении 

предлагаемого механизма создаются более благоприятные условия просеивания 

зерновой смеси по сравнению с традиционно используемыми машинами, приводи-

мыми двигателями вращения. 
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Abstract. An experimental mechanism for cleaning grain mixtures with a drive from a 

linear asynchronous electric motor has been developed and manufactured in the Bashkir 

State Agrarian University.  More favorable conditions for sifting the grain mixture are 

created as a result of the use of an asynchronous linear electric motor for its drives in 

comparison with traditionally used machines driven by rotation motors. Based on the  

Lagrange equations, a mathematical description of the movement of the links of  

the mechanism is carried out and the electromagnetic force required in accordance with 

the cleaning technology is found. It is created in the windings of a linear electric motor 

by an electronic switch. It is found that the shape of the pulse of the required electromag-

netic force is close to sinusoidal. However, it is possible to replace the electromotive 

force varying according to the sinusoidal law by a force constant in modulus and equal in 

impulse. 
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Введение 
 

Традиционно сепарация зерновой смеси осуществляется на установках, при-

водимых асинхронными электродвигателями вращения [1, 2]. При этом техноло-

гический процесс просеивания осуществляют на зарезонансных режимах с отно-

сительно высокой частотой, малой амплитудой колебаний и при фиксированном 

угле наклона решет. 

Такие зерноочистительные машины имеют недостатки, наиболее существен-

ными из которых являются сложность конструкции, трудности запуска и оста-

новки работы, повышенные динамические нагрузки на детали и узлы, вызванные 

высокочастотной вибрацией. При работе на высоких частотах вследствие боль-

шой инертности привода создается дополнительный динамический момент со-

противления, что приводит к увеличению потребления электроэнергии. 
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Имеются исследования и опытно-конструкторские разработки, в которых по-

казано, что более благоприятные условия для просеивания зерновой смеси по 

сравнению с существующими машинами обеспечиваются при использовании 

режимов колебаний решет с относительно большими амплитудами (0.01 м и бо-

лее) и малыми частотами (2–3 Гц и менее) [3, 4]. Способствуют качеству очистки 

периодическое изменение угла качания решет и перетряхивание зерновой смеси. 

При указанных условиях существенно снижаются энергетические затраты на 

сепарацию зерновой смеси. Имеется возможность повысить качество разделения 

сыпучих смесей при использовании машин, допускающих регулируемые режимы 

колебаний. Поэтому создание управляемого привода для воспроизведения ука-

занных параметров движения качающихся решет является актуальной задачей. 

Другая важная задача – создание электропривода с автоколебаниями непо-

средственно от ротора электродвигателя, что позволяет существенно упростить 

конструкцию и снизить массоемкость зерноочистительной машины.  

Достичь этого можно путем применения в управляемом приводе качающихся 

решет линейного синхронного или асинхронного электродвигателя [5]. В устрой-

ствах на основе таких электроприводов отпадает необходимость в массоемких и 

энергозатратных элементах: редукторе, устройстве преобразования вращательно-

го движения в поступательное. Линейный асинхронный двигатель отличается 

простотой конструкции, технологичностью изготовления, легкостью монтажа и 

демонтажа, низкой ценой, надежностью и разнообразием конструктивного ис-

полнения, более широкими возможностями управления.    

Некоторые сложности применения линейных электродвигателей в различных 

областях связаны с необходимостью разработки электронного блока управле-

ния [5–7]. Такое устройство должно обеспечивать требуемый в соответствии  

с технологическими условиями работы машины закон движения ротора линейно-

го электродвигателя относительно его статора. 

Для создания устройства управления составляется математическая модель 

движения разрабатываемой машины. Во многих случаях для моделирования 

движения машины используют дифференциальные уравнения движения системы 

в обобщенных координатах (уравнения Лагранжа второго рода).  

Цель исследования – разработка и исследование путем математического мо-

делирования безредукторного механизма с приводом от линейного асинхронного 

электродвигателя, позволяющего воспроизводить и регулировать режимы коле-

баний решет большой амплитуды (0.1 м и более) и малой частоты (2–3 Гц и ме-

нее) без остановки процесса сепарации.  

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие конкрет-

ные задачи исследования: 

1) выбрать кинематическую схему механизма привода решетного стана, опре-

делить его рациональные геометрические и кинематические параметры; 

2) рассмотреть динамику очистительной машины и составить математиче-

скую модель ее движения; 

3) получить выражение управляющей силовой функции (электромагнитной 

силы) линейного асинхронного электродвигателя. 

Методика исследования. Применена аналитическая методика исследования, 

основанная на законах и положениях теоретической механики и теории механиз-
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мов и машин. В частности, для исследования динамики механизма с одной сте-

пенью свободы составлялось уравнение Лагранжа второго рода. 

Поскольку в данном исследовании определялась силовая управляющая функ-

ция, создаваемая блоком управления электродвигателя, то в качестве обобщен-

ной координаты был выбран ход h его ротора относительно статора. 

 

Расчетная схема 
 

В Башкирском ГАУ на базе цилиндрического линейного асинхронного элек-

тродвигателя был спроектирован и изготовлен опытный вариант механизма ка-

чающегося сепаратора [8]. На рис. 1 приведена его кинематическая и расчетная 

схема.  
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Рис. 1. Схема механизма привода качающегося сепаратора  

Fig. 1. Oscillating separator drive mechanism diagram 
 

Механизм состоит из пяти подвижных звеньев и стойки: 1 – коромысло; 2 – 

шатун, выполненный как одно звено с ротором электродвигателя; 3 – коромысло; 

4 – ползун, составляющий одно звено со статором двигателя: 5 – штанга. Коромыс-

ла 1 и 3 совершают вращательные движения соответственно вокруг неподвиж-

ных осей О и С; шатун 2 движется плоскопараллельно; ползун 4 также движется 

плоскопараллельно, вращаясь вместе с шатуном 2 и перемещаясь относительно 

него поступательно; статор 4 мотора закреплен на движущейся поступательно 

штанге 5; 6 – неподвижная стойка (корпус механизма). Механизм качающегося 
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сепаратора приводится линейным электродвигателем в соответствии с законом, 

заданным коммутатором (электронным блоком управления).    

Геометрические размеры показанного на рис. 1 плоского пятизвенного меха-

низма с одной степенью свободы, определенные предварительными расчетами, 

равны: 
1 0.056OA L   м, 

2 1AB L   м, 
3 0.059BC L   м, 0.028OC   м,

0,014c   м. Положение центра тяжести качающегося сита S2 определяется ука-

занными на схеме параметрами: 
2 0.5АS   м, 

2 20°.S    

Определены также характеристики инертности звеньев: 
1 0.004АI   кгм2, 

2 2.0SI   кгм2,
 3 0.005СI   кгм2, 

4 0.1SI   кгм2, 
2 100m   кг, 

4 20m   кг,  

5 10m   кг. 

Угловые координаты звеньев φ1, φ2, φ3 и положительные направления их от-

счета показаны на рис. 1, мгновенный центр скоростей звена 2 обозначен на схе-

ме как Р.  

Частота колебаний и ход ротора линейного электродвигателя относительно 

его статора обеспечиваются настройкой коммутатора – электронного блока 

управления машиной. Был выбран гармонический колебательный закон движе-

ния ротора электродвигателя, обеспечиваемый коммутатором:  

  sinh a k t   , (1) 

где a – амплитуда колебательного движения ротора; k – частота его колебаний.  

В последующих вычислениях принимались значения 0.1a   м, 12 рад/с .k   

 

Вычисление геометрических параметров механизма 
 

Составляем, пользуясь расчетной схемой на рис. 1, следующие геометриче-

ские соотношения: 
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2 2 2 1 2 22 cos .SРS AP AS AP AS        (2)   

Ордината точки D, принадлежащей звеньям 4 и 5, равна  

 1 1 2sin sin .D L AD        (3) 

Результаты вычислений по зависимостям (2), (3) сведены в табл.1. 
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Т а б л и ц а  1  

Геометрические параметры исследуемого механизма 

№ 

п.п. 

φ1, 

град 

φ2, 

град 

φ3, 

град 

γS2, 

рад 

PS2,  

мм 

γD,  

мм 

AP,  

мм 

BP,  

мм 

AD,  

мм  

h,  

мм 

1 30 16.05 70.59 0.631 774.79 459.80 828.67 732.43 650.32 – 

2 40 9.23 61.88 0.635 788.58 452.43 812.36 773.92 576.45 –100.00 

3 45 5.76 57.27 0.638 792.30 450.05 801.06 792.62 538.70 –62.25 

4 50 2.24 52.49 0.643 793.64 448.50 787.48 809.69 500.34 –23.89 

5 53.07 0.037 49.45 0.647 793.21 447.98 777.95 819.29 476.45 0 

6 55 –1.36 47.51 0.650 792.44 447.81 771.50 824.94 461.33 15.12 

7 60 –5.03 42.23 0.659 788.53 448.02 753.02 838.22 421.62 54.83 

8 65 –8.80 36.94 0.670 781.81 449.23 732.00 849.38 381.15 95.30 

9 65.57 –9.24 36.30 0.672 780.86 449.84 729.42 850.52 376.45 100.00 

10 70 –12.69 31.31 – 772.19 451.60 708.40 858.33 339.83 – 

11 75 –16.71 25.43 – 759.60 455.37 682.26 865.01 297.50 – 

12 80 –20.90 19.27 – 744.04 460.89 653.63 869.40 253.96 – 

13 90 –29.91 5.97 – 704.14 479.46 589.27 871.53 161.51 – 

14 100 –40.04 –8.96 – 653.15 515.56 516.39 865.79 55.85 – 

15 110 –51.82 –26.13 – 592.30 591.75 436.00 854.63 –83.36 – 

16 120 –66.15 –46.73 – 523.40 801.60 347.10 843.21 –346.2 – 

Примечание. Жирным шрифтом показан рабочий диапазон 

 

На рис. 2 показаны зависимости углов качания звеньев 2 и 3, а также относи-

тельного положения шарнира D на шатуне АВ от угловой координаты φ1 коро-

мысла ОА.  

Анализируя полученные результаты вычислений, выбираем рабочий диапазон 

исследуемого экспериментально-лабораторного механизма. При значениях хода 

ротора относительно статора 0.1мh    угол качания звена 1 меняется в преде-

лах 
140 65.6     , чем обеспечиваются благоприятные углы давления в шар-

нире А. Также удовлетворительные значения имеет угол давления в шарнире В.  

В выбранном рабочем диапазоне угол качания решет сепаратора φ2 периодически 

меняется в пределах от 9,23 до –9,23°, т.е. в диапазоне, рекомендованном в лите-

ратурных источниках [3, 4].  

В механизме амплитуда линейного колебательного движения исполнительно-

го второго звена соответствует ходу h ротора электродвигателя. 

В проводимых исследованиях нам более интересны зависимости геометриче-

ских параметров механизма не от угла φ1, а от обобщенной координаты h (рис. 3). 

В результате анализа расчетных данных из табл. 1 установлено, что углы ка-

чания φ1, φ2 = φ4, φ3 звеньев механизма в пределах его рабочего диапазона меня-

ются линейно, подчиняясь зависимостям 

 
1 2.227 0.924h    , 

2 1.613 0.0003h     , 
3 2.241 0.860h     . (4) 

В уравнениях (4), которые в дальнейшем будем называть эмпирическими, ход 

h в метрах, углы φ в радианах. 
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Рис. 2. Зависимости геометрических параметров механизма от положения звена 1 

Fig. 2. Dependences of geometric parameters of the mechanism on the position of link 1 
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Рис. 3. Зависимости углов положений звеньев механизма  

от хода h ротора линейного электродвигателя 

Fig. 3. Dependences of position angles of the mechanism links  

on the stroke of the rotor of the linear electric motor 
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Аналогичным образом в результате статистической обработки данных, пред-

ставленных в табл. 1, получены следующие соотношения:  

2 0.0484 0.7894PS h    , 20.3 0.0142 0.448D h h      , 

 
2 0.1911 650S h    . (5) 

Здесь также линейные размеры в метрах, угол γS2 в радианах. 

Расстояние DP в выбранном рабочем диапазоне изменяется незначительно – 

от 0,617 до 0,622 м. 

Значения геометрических параметров механизма, вычисленные по эмпириче-

ским зависимостям (4), (5), практически не отличаются от данных в табл. 1. 

 
Определение линейных и угловых скоростей 

 
Исходя из эмпирических уравнений (4), (5) определялись линейные и угловые 

скорости механизма как функции от обобщенной скорости, времени, а также 

обобщенной координаты. 

Зависимости скоростей звеньев от обобщенной скорости h  получаем диффе-

ренцированием эмпирических соотношений (4):  

1 2.227 h   ,  2 1.613 h    ,  3 2.241 h    , 

2 2 2

2 2 2 1.613 0.0484 0.789S

a k h
PS h

k

  
           
 
 

, 

 
2 2 2

4 5

   
0.6  0.0142S S D

k h
h h

k

  
          
 
 

. (6) 

Здесь обобщенная координата равна  sinh a k t   , обобщенная скорость 

 cosh a k k t    . Переписываем выражения (6) для скоростей как функции вре-

мени: 

 1 2.227 cosa k k t      ,   2 1.613 cosa k k t       , 

 3 2.241 cosa k k t        , 

   2

2 0.0390 sin 2 0.0142 cosS a k k t a k k t           , 

    2

4 5 0.3 sin 2 0.0142 cosS S a k k t a k k t             . (7) 

Также выражаем скорости звеньев механизма как функции обобщенной коор-

динаты h: 

2 2h k a h   ,  2 2

1 2.227 ,k a h      

2 2

2 1.613 k a h      ,  2 2

3 2.241 k a h      , 

 2 2

2 1.613 0.0484 0.789S k a h h          , 

  2 2

4 5 0.6 0.0142S S k a h h         . (8) 

Для проверки правильности и точности вычислений эти же скорости в иссле-

довании [8] определяли и традиционным способом [9], предусматривающим постро-
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ение планов скоростей и составление передаточных отношений. Расхождение 

результатов, определенных различными способами, не превышает 2–3%. 

 

Определение кинетической энергии механизма 

 

С учетом характера движения звеньев механизма составлено выражение для 

вычисления его кинетической энергии: 

1 2 3 4 5T T T T T T     , 

 2 2 2 2 2 2 2

10 1 2 2 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
S S С S S ST I m I I m I m              . (9) 

Результаты вычислений кинетических энергий звеньев и всего рычажного ме-

ханизма приведены в табл. 2. 

 
Т а б л и ц а  2  

Зависимости кинетических энергий звеньев и механизма в целом  

от обобщенной координаты и обобщенной скорости 

№  

п.п. 

h,  

м 

υD2D,  

м/с 

T1,  

Дж 

T2П,  

Дж 

T2BP,  

Дж 

T3,  

Дж 

T4П,  

Дж 

T4BP,  

Дж 

T5,  

Дж 

T,  

Дж 

1 0 1.200 0.014 116.58 3.747 0.018 0.003 0.187 0.001 120.6 

2 0.050 1.039 0.011 86.896 2.810 0.014 0.003 0.140 0.001 89.86 

3 0.087 0.600 0.006 28.835 0.937 0.005 0.005 0.047 0.003 29.83 

4 0.100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

5 0.087 –0.600 0.006 28.835 0.937 0.005 0.005 0.047 0.003 29.83 

6 0.050 –1.039 0.011 86.896 2.810 0.014 0.003 0.140 0.001 89.86 

7 0 –1.200 0.014 116.58 3.747 0.018 0.003 0.187 0.001 120.6 

8 –0.050 –1.039 0.011 86.896 2.810 0.014 0.003 0.140 0.001 89.86 

9 –0.087 –0.600 0.006 28.835 0.937 0.005 0.005 0.047 0.003 29.83 

10 –0.100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

11 –0.087 0.600 0.006 28.835 0.937 0.005 0.005 0.047 0.003 29.83 

12 –0.050 1.039 0.011 86.896 2.810 0.014 0.003 0.140 0.001 89.86 

13 0 1.200 0.014 116.58 3.747 0.018 0.003 0.187 0.001 120.6 

 

Расчеты показали, что в наибольшей степени на кинетическую энергию меха-

низма влияет кинетическая энергия T2 исполнительного звена, а слагаемые T1, T3, 

T4 и T5, входящие в выражение (9), пренебрежимо малы.  

С учетом сказанного и с учетом соотношений (6) зависимость кинетической 

энергии механизма от обобщенной координаты h и обобщенной скорости h  бу-

дет иметь вид: 

  
22 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
130,1 0.0484  0.789 2.602 .

2 2
S ST T m I h h h             (10)  
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Составление уравнения Лагранжа 

 

Уравнение Лагранжа составляем в форме 

 
h

d T T
Q

dt hh

  
  
 

. (11) 

Производные в левой его части равны: 

 
2

260.2 0.0484  0.789
T

h h
h


    


,   12.59 0.0484 0.789

T
h h

h


    


, 

   260.2 0.0484 0.789 260.2 2 0.0484 0.789
d T

h h h h h
dt h

 
            

 
, 

 
2 2h k a h   , 

2 2

k n h
h

a h

 
 


. (12) 

Для определения обобщенной силы Qh составляем расчетную схему. На рис. 4 

показано звено 2 механизма, на которое действуют сила тяжести 2m g , электро-

магнитная сила F , действующая между обмотками ротора и статора электродви-

гателя и направленная по линии AB. Реакции 
12R , 

32R  на звено 2 соответственно 

со стороны звеньев 1 и 3, весом которых пренебрегаем, направлены по стержням 

ОА и ВС. Массы звеньев 4 и 5 также пренебрежимо малы, поэтому реакция

42 0R  .  

 

φ1 +s2

A
B

О

Р

1
2

R12

R54

G2

S2S2

F

R42 SD2

h

SD

φ2

D

S2

D

С

SD2

h

SD

D(D2 )
φ2

φ1 +D

а б

φ1 +s2

A
B

О

Р

1
2

R12

R54

G2

S2S2

F

R42 SD2

h

SD

φ2

D

S2

D

С

SD2

h

SD

D(D2 )
φ2

φ1 +D

а б

 

                                                               a                                                             b 

Рис. 4. К определению обобщенной силы: а – действующие на второе звено силы  

и малые перемещения его точек; b – перемещение точки D  

Fig. 4. To the definition of the generalized force: (a) forces acting on the second link  

and small displacements of its points and (b) moving point D 
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Выразим перемещения точек приложения действующих на шатун 2 активных 

сил F  и 2m g  через вариацию h  обобщенной координаты.  

При повороте звена 2 вокруг его мгновенного центра скоростей Р на малый 

угол 
2  центр тяжести S2 и точка D получат элементарные перемещения, связан-

ные соотношением 
2 2 2 /DS PS DP    . Из векторного треугольника на рис. 4, b 

получим  

 2 1 2sin cosD DS h         . 

Таким образом,  

 
 

2

2

1

cos

sin
D

D

h
S

  
 

  
,   

 
2 2

2

1

cos

sin
S

PS
h

DP D


    

  
. (13) 

Активные силы 2G  и F , действующие на шатун, на вариации обобщенной 

координаты совершат малые работы: 

     2 2 2 1 2cos SA A F A G F h m g S              

 
 

 
1 2 22

2

1

cos cos
.

sin

S

D

PS
F m g h

DP

     
     

    

 (14) 

Отсюда обобщенная сила равна в уравнении Лагранжа (11) равна 

 
 

 
1 2 22

2

1

cos cos
.

sin

S

h

D

PS
Q F m g

DP

    
   

  
 (15) 

 
Обсуждение результатов 

 
Из уравнения Лагранжа (11) с учетом (12), (15) получим выражение для 

управляющей силовой функции F (электромагнитной силы линейного асинхрон-

ного электродвигателя) 

 
 

 
1 2 22

2

1

cos cos

sin

S

D

PSd T T
F m g

dt h DPh

      
     

    
. (16) 

Были выполнены многократные вычисления по выражениям (11), (12) и по-

строен график зависимости электромагнитной силы от времени в диапазоне од-

ного периода (рис. 5).  

Если посредством коммутатора в обмотках электродвигателя создается сила, 

меняющаяся по установленному (близкому к синусоидальному) закону, обеспе-

чивается требуемый закон движения исполнительного звена 2 машины и проис-

ходит эффективная очистка зерновой смеси. 

Однако создание такого управляющего электронного устройства, обеспечи-

вающего синусоидальное изменение электродвижущей силы, является достаточ-

но сложной технической задачей. На практике в большинстве случаев применяют 

более простое и дешевое устройство, обеспечивающее постоянное по модулю 

значение электродвижущей силы, показанное на рис. 5 пунктирной линией.  

Значение постоянной электродвижущей силы определяется из условия равенства 

за полупериоды 2T  импульсов (соответствующих площадям подынтегральных 

линий) вычисленной и заменяющей сил.   
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Рис. 5. Изменение электромагнитной силы линейного электродвигателя 

Fig. 5. Variation in the electromagnetic force of a linear electric motor 
 

Как показывает опыт создания технологических машин с приводом от линей-

ного асинхронного электродвигателя, такая замена закона изменения электро-

движущей силы на показателях их работы существенно не отражается [10, 11].   
 

Заключение 
  

1. Предложена кинематическая схема и изготовлен опытно-лабораторный  

экземпляр механизма качающегося сепаратора для просеивания зерновой смеси. 

В результате применения для его привода асинхронного линейного электродви-

гателя создаются более благоприятные условия просеивания зерновой смеси по 

сравнению с существующими машинами, приводимыми двигателями вращения. 

Достоинствами разрабатываемого механизма являются возможность безостано-

вочного регулирования режимов колебательного плоскопараллельного движения 

решетных станов (амплитуды, частоты и углов качания), снижение энергоемко-

сти процесса сепарации зерновой смеси, отсутствие необходимости применения 

энергозатратных, массоемких элементов привода (редуктора, устройства преоб-

разования вращательного движения в поступательное и др.). 

2. Предложено для системы с одной степенью свободы в качестве обобщен-

ной координаты, определяющей положения звеньев механизма, использовать 

перемещение ротора линейного электродвигателя относительно его статора. 

Определены линейные и угловые скорости звеньев рычажного механизма в зави-

симости от обобщенной координаты h и обобщенной скорости h . Составлены 

выражения кинетической энергии механизма в форме уравнений (10), (11), что 

удобно для составления входящих в уравнения Лагранжа частных производных 

T h   и T h  . 

3. Найдена из уравнения Лагранжа второго рода требуемая электромагнитная 

сила, создаваемая в обмотках линейного электродвигателя электронным комму-

татором. По форме импульс требуемой электромагнитной силы близок к синусо-

идальному. 
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4. Показано, что возможна замена меняющейся по синусоидальному закону 

электродвижущей силы на постоянную по модулю и равную по импульсу силу.  

В этом случае упрощается и удешевляется электронное коммутирующее устрой-

ство, а на эффективности очистки зерновой смеси такая замена существенно не 

отражается.  
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Аннотация. Представлены результаты моделирования основных этапов техноло-

гического процесса производства крупногабаритной оболочки методом непрерыв-

ной намотки. Сформулирована система граничных и начальных условий для ко-

нечно-элементного анализа. На основе экспериментальных данных и концепции 

многоуровневого моделирования получены эффективные вязкоупругие характери-

стики для материала оболочки. Описана физическая модель из пакета ANSYS 

Mechanical APDL для имитации термомеханического поведения материалов оправ-

ки и оболочки, получены параметры выбранной модели. 
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Abstract. The aim of this work is to obtain the evolution of contact pressure on the sur-

face of the forming mandrel during the manufacture of large-scale composite shells by 

continuous winding. A numerical analogue of a real structure is built in the form of a sys-

tem of assembly equipment, a forming mandrel and a shell. Effective viscoelastic charac-

teristics for the shell material are obtained on the basis of experimental data and the con-

cept of multilevel modeling. A series of computational experiments has been carried out 

to verify the model of thermoviscoelastic behavior of a composite material; the model  

is a combination of anisotropic elastic behavior of a medium with one independent  

viscoelastic operator. It has been found that, at the stage of winding, the influence of the 

behavior model of the shell material is not significant because viscoelasticity of the  

mandrel material makes the greatest contribution to the reduction of the contact pressure 

on the mandrel surface. Based on the data obtained, a conclusion is made that it is advisable 

and important to take into account the rheological properties not only of the material  

of the forming mandrel but also of the multilayer shell. The methods of finite element 

analysis presented in the work and the computational modules and programs implemented 

on their basis, as well as the calculation results, are of great practical importance for  

automating the process of predicting the evolution of the stress-strain state at the techno-

logical stages of manufacturing structures of the mandrel–shell type. 
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Введение 

 
Полимерные композиционные материалы занимают одно из лидирующих 

мест среди конструкционных материалов. Улучшенные физико-механические и 

эксплуатационные характеристики позволили значительно расширить примене-

ние полимерных композитов в машиностроении [1], строительстве [2], авиастро-

ении [3], недропользовании [4] и других отраслях промышленности. Полимерные 
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материалы применяются в качестве защитных и защитно-упрочняющих покры-

тий и прослоек [5], для создания элементов конструкций [6], а также для созда-

ния изделий с использованием метода намотки [7–8]. Намотка – это процесс из-

готовления высокопрочных армированных изделий, форма которых определяется 

вращением произвольных образующих (оправок). Для связующей матрицы вы-

бирают эпоксидные или полиэфирные смолы, полимеры сложных виниловых 

эфиров. Выбор связующего зависит от типа армирующего материала [9–10]. 

Оправки для намотки должны иметь форму и размеры, точно соответствующие 

внутренней поверхности наматываемых изделий, эффективно воспринимать си-

ловые и температурные воздействия при намотке и отверждении связующего. 

При производстве крупногабаритных изделий преимущественно используются 

разрушаемые оправки, для их изготовления возможно применение песчано-

полимерных смесей или легкоплавких материалов [11]. 

В процессе роста объемов производства изделий из композитных материа-

лов, в том числе и способом мокрой намотки, актуальной становится проблема 

точного прогнозирования несущей способности конструкций, что тесно связано 

с разработкой эффективных математических моделей поведения как композици-

онных материалов в целом, так и матрицы, связующего и армирующих элемен-

тов в частности. Качественные модели поведения композитов позволят оценить 

влияние наиболее значимых конструктивных и технологических факторов на 

напряженно-деформированное состояние и прочность конструкций [12].  

На протяжении последних десятилетий многие группы и отечественных, и 

зарубежных ученых занимались исследованием проблем, связанных с изготов-

лением намоточных изделий. Основные исследуемые вопросы можно разделить 

на три группы: определение эффективных механических характеристик [13]; 

определение усилий, реализуемых в материале в процессе намотки армирующих 

волокон на формообразующую оправку [14]; определение остаточных напряже-

ний после изготовления [15]. Отдельно стоит проблема изучения термовязко-

упругого поведения материалов, используемых в процессе производства кон-

струкций [16]. В силу особенностей процесса изготовления крупногабаритных 

намоточных изделий, таких как длительность процесса намотки (от 10 до 15 су-

ток) и высокотемпературный режим полимеризации связующего (до 170°С), 

целесообразно учитывать реологические процессы, протекающие в материале 

песчано-полимерных оправок и наматываемых оболочек, поскольку они оказы-

вают существенное влияние на напряженно-деформированное состояние изде-

лия. Экспериментальные методы определения характеристик достаточно доро-

гостоящие и имеют ряд физических ограничений, не позволяющих установить 

весь набор необходимых для проектирования характеристик [17]. Поэтому раз-

витие численных моделей является перспективным и быстроразвивающимся 

направлением в вопросах изучения и применения полимерных композиционных 

материалов. 

Объединение в единый расчетный модуль задач по определению эффектив-

ных характеристик материалов, усилий, реализуемых в процессе укладки арми-

рующих материалов, температурных полей и деформаций в процессе отвержде-

ния позволит рассмотреть поведение конструкции с технологической оснасткой 

на всех ключевых этапах процесса производства, а также локализовать зоны воз-

никновения дефектов.  
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Объект исследования 

 

Объектом данного исследования является крупногабаритное намоточное из-

делие, представляющее собой пластиковую оболочку типа «кокон» с технологи-

ческой оснасткой, состоящей из вала, песчано-полимерной оправки и прижима-

ющего устройства, обеспечивающего фиксацию оправки. На рис. 1 представлены 

схема рассматриваемой конструкции и модель для решения тестовых задач в ви-

де трехслойного сегмента цилиндра. Поскольку поставлена задача разработки 

комплексной методики прогнозирования напряженно-деформированного состоя-

ния конструкции в процессе изготовления, то в качестве предмета исследования 

выбраны два этапа технологического процесса – намотка и отверждение связую-

щего. 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема конструкции: 

a – схема реальной конструкции; b – тестовая модель 

Fig. 1. Scheme of the construction: 

(a) real construction and (b) simplified model 

 

Реальная конструкция не осесимметрична, так как секции формообразующей 

оправки укреплены ребрами жесткости и имеют технологические отверстия.  

Поэтому при численном моделировании разработан трехмерный конечно-

элементный аналог, учитывающий не только габариты конструкции, но и ее  

технические особенности. Конечно-элементная модель параметризирована  

по размерам, углам, схеме армирования оболочки, усилиям и режиму полимери-

зации, что значительно расширяет ее применимость на производстве.  

Подобные крупногабаритные изделия, как правило, малосерийные. К готовой 

оболочке предъявляются повышенные требования по прочности и точности гео-

метрической формы. Особенно важно, что готовое изделие не должно иметь  

геометрических дефектов на внутренней поверхности. На появление таких от-

клонений, прежде всего, влияют свойства и поведение оправки в процессе произ-

водства. Поэтому при проектировании изделий данного класса важно вычислить 

зависимость нормального давления на поверхности оправки от условий техноло-



Сахабутдинова Л.Р., Сметанников О.Ю., Ильиных Г.В. Численное моделирование процесса  

169 

гического процесса. Для этого применяют упрощенные модели в упругой поста-

новке, поскольку экспериментально измерить значения контактного давления на 

производстве трудоемко, нетехнологично и финансовозатратно [18]. Использова-

ние численных моделей позволяет как оценить эволюцию нормального давления 

в конкретных точках на поверхности оправки, так и получить интегральные 

оценки. В рамках исследования для первого этапа валидации модели выбрано три 

ключевых точки на поверхности оправки, обозначенные на рис. 1, для количе-

ственной и качественной оценки эволюции нормального давления. Точки 1 и 3 

расположены на полусферических донных участках, точка 2 – на цилиндрическом.  

Таким образом, разработка трехмерного численного аналога – новый этап  

для повышения точности расчетов и численных исследований напряженно-

деформированного состояния систем «оправка–оболочка». Основываясь на осо-

бенностях технологического процесса изготовления пластиковых оболочек, по-

строены расчетные схемы этапов технологического процесса. Определена систе-

ма внешних силовых и температурных воздействий. 
 

Постановка задачи 
 

Поскольку технологический процесс сопряжен с температурным воздействи-

ем, необходимо последовательно решать два типа задач. Для определения  

изменения температурных полей в конструкции на протяжении процесса поли-

меризации решается задача нестационарной теплопроводности в условиях кон-

вективного теплообмена с окружающей средой. Общая постановка представлена 

в [19]. Для определения эволюции напряженно-деформированного состояния 

конструкции в процессе изготовления решается квазистатическая краевая задача. 

В общем случае постановка задачи без учета объемных сил описана в [20]. В ка-

честве исходных данных для описания поведения материалов выступали экспе-

риментальные кривые релаксации материалов оправки [21], однонаправленного 

пластика и эпоксидного связующего, полученные при различных температурах. 

Согласно [22] рассматриваемые материалы можно принять линейновязкоупруги-

ми и термореологически простыми. В качестве определяющих соотношений вы-

брана вязкоупругая модель Prony, использующая в качестве релаксационного 

ядра сумму экспонент с постоянным модулем объемного сжатия.  

В выбранной модели предполагается, что материал испытывает только сдви-

говую релаксацию при постоянном значении модуля объемного сжатия. Для полу-

чения экспериментальных параметров удобно использовать данные испытаний 

на одноосное растяжение–сжатие. Модуль релаксации для одноосного растяже-

ния–сжатия имеет вид: 

   0 0
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здесь 
ic  – относительные модули растяжения–сжатия для времен релаксации i , 

eN  – количество времен релаксации растяжения–сжатия. 

Определяющее соотношение для одноосного случая: 
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где 
 

' i

i
A T


   – приведенное время,  TA  – функция сдвига. Поскольку матери-

ал предполагается термореалогически простым, то используется функция сдвига 

Вильямса–Ландела–Ферри 

   
 
 r

r

TTC

TTC
TA






2

1lg  (3) 

где T  – текущая температура, rT  – постоянная базовая температура, 1C , 2C  – 

эмпирические постоянные для материала.  

Механическое поведение материалов в среде ANSYS Mechanical можно опи-

сать средствами модели Prony, предполагающей для среды наличие одного вяз-

коупругого оператора. При этом данная модель допускает описание поведения 

материала в виде сочетания ортотропно-упругих характеристик и релаксации 

компонент пропорционально упругим значениям [23]. Параметрами модели 

Prony являются ,i ic   – коэффициенты аппроксимации обобщенной функции 

релаксации (1). Учет влияния температуры на скорость протекания релаксацион-

ных процессов описывается моделью Shift (в документации описана как 

Williams–Landel–Ferry Shift Function) с параметрами модели Вильямса–Ланделла–

Ферри (3). 

 

Особенности численного решения задачи 

 

Для разработки численного аналога исследуемой конструкции предложено 

несколько новых подходов к конечно-элементному моделированию ключевых 

технологических этапов изготовления оболочки вращения, получаемой методом 

непрерывной намотки. Одной из рекомендаций является разделение процесса 

изготовления оболочки на два основных этапа: намотку высокомодульных лент 

на формообразующую оправку и полимеризацию связующей матрицы оболочки 

в печи. Такой подход позволяет проводить последовательные расчеты и оператив-

но варьировать параметры технологических процессов – усилия натяжения арми-

рующих лент, усилия в прижимной оснастке, а также режим полимеризации.  

При численном моделировании процесса изготовления композиционной обо-

лочки необходимо определение эффективных вязкоупругих характеристик мате-

риала. Исходя из особенностей армирования, материал оболочки на макроуровне 

конструкции принято считать ортотропным. Для решения проблемы прогнозиро-

вания характеристик оболочки при изменении схемы армирования была разрабо-

тана и предложена комплексная экспериментально-расчетная методика, основан-

ная на решении краевых квазистатических задач термомеханики и принципах 

многоуровневого моделирования [24]. 

Моделирование технологического процесса изготовления осуществляется  

в четыре последовательных этапа. На первом этапе определяются усилия, возни-

кающие в конструкции при натяжении высокомодульных армирующих лент на 

формообразующую оправку. Для реализации первого этапа моделирования на 

тестовой схеме (см. рис. 1, b) решена квазистатическая задача механики дефор-

мируемого тела в упругой постановке, имитирующая послойное наращивание 

толщины оболочки с применением технологии «оживления» конечных элемен-
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тов. В каждом элементе слоя оболочки в качестве начальных условий вносились 

значения компонент тензора напряжений, возникающих от усилий наматывания 

армирующих лент. Для оценки возможности рационализации процедур числен-

ного моделирования проведено исследование влияния послойного и одномо-

ментного оживления наматываемых слоев на изменение значения контактного 

давления по толщине оболочки и на поверхности оправки во время процесса 

намотки (рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Динамика контактного давления: a – по толщине; b – в процессе намотки; 

1 – послойное оживление; 2 – одномоментное оживление 

Fig. 2. Contact pressure curve: (a) by the thickness and (b) on the surface of the mandrel during 

winding; (1) layer-by-layer activation; (2) single-step activation 

 

При одномоментном оживлении всех слоев значение максимального давления 

получилось на 10% ниже эталонного. Для коррекции данного значения было 

предложено ввести поправочный коэффициент для значений компонент тензора 

напряжений. На основе полученных данных сделан вывод о целесообразности 

объединения отдельных слоев в один слой с эффективными характеристиками и 

эффективными начальными напряжениями, которые обеспечивают необходимый 

уровень давления от оболочки на оправу. Для исследования реальной конструкции 

реализован параметризированный модуль для вычисления начальных напряжений 

в многослойной оболочке от действия силы натяжения армирующих волокон.  

На втором этапе решается нестационарная задача теплопроводности для 

определения эволюции температурных полей в конструкции «оправка–оболочка» 

на протяжении полимеризации. При решении задачи теплопроводности реализу-

ются граничные условия третьего рода, определяющие нагрев оболочки путем 

конвективного теплообмена с окружающей средой. Значения температуры внеш-

ней среды задаются на внешней поверхности оболочки и технологической 

оснастки, начальное распределение температур в конструкции постоянно. Коэф-

фициенты конвективного теплообмена определены из серии вычислительных 

экспериментов, в рамках которых проводилось сравнение получаемого решения  

с термометрией реальной конструкции в процессе полимеризации.  

Третий этап включает моделирование начального напряженного состояния  

в оболочке, возникающего от усилия натяжения ленты в процессе намотки, и 

расчет релаксации напряжений в материалах оправки и оболочки на протяжении 

времени, соответствующего процессу намотки. Вычисленные начальные дефор-

мации учитываются в материале оболочки как преднапряженное состояние.  
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Затем проводится решение квазистатической задачи. На четвертом этапе прово-

дится расчет по определению эволюции напряженно-деформированного состоя-

ния конструкции в процессе полимеризации с использованием итерационной 

процедуры, в которой для последовательных моментов времени подгружается 

соответствующее решение задачи нестационарной теплопроводности в качестве 

объемной нагрузки.  

Полученные таким образом результаты, основанные на экспериментальных 

данных и предложенных приемах конечно-элементного моделирования, позво-

ляют оценить вклад релаксации напряжений в оправке и оболочке на эволюцию 

напряженно-деформированного состояния в процессе изготовления реальной 

конструкции. 

 

О многоуровневом подходе к прогнозированию  

вязкоупругих характеристик материала оболочки 

 

В рамках численного моделирования процесса изготовления исследуемой 

конструкции при изменении схемы армирования материала многослойной обо-

лочки каждый раз необходимо решать проблему определения эффективных вяз-

коупругих характеристик. Выбранный метод многоуровневого моделирования 

позволяет выделить этот этап решения в отдельную расчетную процедуру в рам-

ках решения общей задачи. В исследовании выбрано два масштабных уровня.  

На первом уровне определяются свойства ячейки периодичности однонаправле-

ного армированного слоя. На втором уровне определяются механические харак-

теристики пластиковой оболочки, рассмотренной на представительном объеме 

наматываемого композита в виде набора отдельных слоев с постоянными углами 

армирования.  

В композиционных оболочках слои в зависимости от угла укладки арматуры 

разделяют на два вида – кольцевые и спиральные. Кольцевые слои – слои с арма-

турой, уложенной перпендикулярно оси изделия. Спиральные слои представляют 

собой переплетенные ленты арматуры с симметричным относительно оси обо-

лочки углом. Традиционно [13, 25] при решении задач по определению эффек-

тивных характеристик спиральные слои принято разделять на два слоя с симмет-

ричными углами армирования. Направление армирования в каждом слое  

соответствует заранее определенной схеме укладки волокон. Данный подход 

успешно применяется при прогнозировании эффективных упругих характеристик 

материалов. Численная процедура прогнозирования вязкоупругих характеристик 

материала реализована в ANSYS Mechanical APDL. На каждом масштабном 

уровне решался набор квазистатических задач итерационным методом [26]. Ме-

тод основан на решении задач линейной вязкоупругости с помощью квазикон-

статных операторов. При численной реализации задачи методом конечных эле-

ментов выбранный подход вырождается в решении упругой задачи на каждой 

итерации (каждом шаге) интегрирования по времени.  

При рассмотрении первого масштабного уровня предполагаем, что волокна 

уложены параллельно друг другу и материал имеет однонаправленную структуру. 

Такой материал описывается в литературе [13, 25] как трансверсально-изотропный 

в плоскостях, перпендикулярных направлению армирования. В упругой поста-

новке поведение такого композита характеризуется пятью независимыми кон-
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стантами. Для определения необходимых констант формулируется три вычисли-

тельных эксперимента для трехмерной ячейки периодичности: исследование 

продольной, поперечной и сдвиговой продольной деформаций ячейки. Для опре-

деления коэффициентов линейного температурного расширения формулируется 

вычислительный эксперимент по вычислению температурной деформации. Для 

обобщения метода квазиконстантных операторов на данный случай упругие  

константы заменяются соответствующими вязкоупругими операторами. В таком 

случае ставятся вычислительные эксперименты на исследование релаксации 

ячейки периодичности при продольном, поперечном и сдвиговом продольном 

деформировании. 

Исходными данными для моделирования ячейки периодичности выступают 

результаты аппроксимации экспериментальных кривых продольной релаксации 

однонаправленного пластика и эпоксидного связующего, полученные при раз-

личных температурах. Для материала связующего функция релаксации была по-

строена ранее на основе экспериментальных данных [27]. Однако для численной 

реализации первого уровня необходимо выделить функцию релаксации волокна. 

При моделировании механических свойств материал волокна считается изотроп-

ным и термореологически простым. Для получения функции релаксации матери-

ала используются соотношения для определения эффективного продольного мо-

дуля однонаправлено-армированного композиционного материала в операторной 

форме [13, 25]. Выделенная в результате кривая функции релаксации волокна 

представлена на рис. 3, a. Результаты реализации предложенного алгоритма ре-

шения задачи по прогнозированию эффективных характеристик в виде кривой 

ядра продольной релаксации для однонаправленного органопластика представ-

лены на рис. 3, b. Значение мгновенного модуля *

yE  в поперечном направлении 

однонаправленного пластика получено равным 33 ГПа, а длительного – 2 ГПа.  
 

 

Рис. 3. Кривые ядра релаксации при различных температурах (справа налево) 20°С, 40°С, 

60°С, 80°С, 100°С, 120°С, 140°С, 160°С: а – волокно, б – уровень монослоя 

Fig. 3. Relaxation kernel curves at different temperatures (from right to left) 20°С, 40°С, 60°С, 

80°С, 100°С, 120°С, 140°С, 160°С: (a) fiber and (b) laminar monolayer 
 

Определение эффективных вязкоупругих характеристик материала оболочки 

в виде представительного объема многослойного пакета проведено на основе 

вычислительных экспериментов, в рамках которых исследуется эволюция напря-

женно-деформированного состояния с использованием метода конечных элемен-

тов. Поскольку исследуемый материал на макроуровне в глобальной системе ко-
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ординат конструкции принято считать ортотропным, то для определения всех 

искомых операторов требуется проведение следующих вычислительных экспе-

риментов: релаксация ячейки при деформировании в направлении кольцевого 

армирования; релаксация ячейки при деформировании в направлении, перпенди-

кулярном кольцевому армированию; релаксация ячейки при деформировании  

в направлении, перпендикулярном плоскости слоев; сдвиговая релаксация ячейки 

в трех плоскостях.  

Результаты реализации предложенного алгоритма решения задачи по прогно-

зированию эффективных вязкоупругих характеристик на уровне многослойного 

пакета представлены на рис. 4. Для операторного продольного модуля *
xE  мгно-

венное и длительное значения на 40% ниже, чем у однонаправленного пластика. 

Мгновенное значение операторного поперечного модуля *
yE  получено на уровне 

55 ГПа, а длительное значение равно 26 ГПа, что выше значений для монослоя на 

порядок. Таким образом, рассматриваемая схема армирования приводит к более 

равномерному распределению прочностных характеристик и повышению проч-

ности при повышенных температурах и / или длительных периодах эксплуатации. 
 

 

Рис. 4. Операторные ядра релаксации оболочки при различных температурах (справа 

налево) 20°С, 40°С, 60°С, 80°С, 100°С, 120°С, 140°С, 160°С: a – модуль *
xE , b – модуль *

yE  

Fig. 4. Relaxation kernels at different temperatures (from right to left) 20°С, 40°С, 60°С, 80°С, 

100°С, 120°С, 140°С, 160°С: Young's moduli (a) *
xE  and (b) *

yE  

 

Для адаптации полученных кривых релаксации в вычислительном комплексе 

конечно-элементного анализа выбрана методика обработки данных методами не-

линейного программирования. Параметры коэффициента температурно-временного 

сдвига (3) определяются решением системы линейных алгебраических уравнений, 

составляемых из сравнения кривых релаксации при трех различных температурах. 

Коэффициенты аппроксимации (1) определяются минимизацией среднеквадра-

тичной невязки. 

Поскольку в ANSYS Mechanical APDL модель вязкоупругого поведения мате-

риалов Prony предполагает наличие для среды одного ядра релаксации, исходя из 

особенностей деформирования исследуемой конструкции сделано предположение, 

что наиболее существенным на эволюцию напряженно-деформированного состо-

яния будет влияние релаксационных процессов в направлении кольцевого арми-

рования. Параметры модели Prony определялись аппроксимацией ядра оператор-

ного модуля *
xE . Для вычисления коэффициентов аппроксимации выбрана тем-

пература приведения Tb = 80°С, и рассмотрен временной интервал, на котором 
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происходит достижение длительного модуля. Параметры аппроксимации опреде-

лялись из решения задачи о поиске минимума среднеквадратичной невязки, от-

носительная погрешность аппроксимации не превысила 0,6%.  

 
Анализ влияния модели поведения оболочки на значение  

нормального давления на поверхности оправки 

 
Для оценки влияния модели Prony с полученными параметрами на эволюцию 

напряженно-деформированного состояния конструкции проведено сравнение 

релаксации напряжений, возникающих от усилия укладки лент, на поверхности 

оправки при температуре 80°C. Серия вычисленных экспериментов с тремя раз-

личными вариантами представления материала оболочки выполнена на тестовой 

модели (рис. 1, b). Методом переменных параметров упругости были реализова-

ны расчеты для послойного представления оболочки и оболочки с эффективными 

вязкоупругими характеристиками слоев. Третьим вариантом было однородное 

представление материала оболочки с набором упругих характеристик, описыва-

ющих ортотропность материала, и одним ядром релаксации посредством модели 

Prony с учетом влияния температуры на скорость протекания релаксационных 

процессов. Результаты решения задач представлены на рис. 5 в виде средних 

напряжений на поверхности оправки в трех направлениях. Обозначения соответ-

ствуют цилиндрической системе координат.  
 

 

Рис. 5. Эволюция средних напряжений при температуре 80°C 

Fig. 5. Evolution of mean stresses at temperature of 80°C 
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Решения тестовой задачи для многослойного представления и для осредненного 

методом переменных параметров упругости полностью идентичны. При сравне-

нии с решением квазистатический задачи с моделью Prony получено, что откло-

нения длительных значений средних напряжений модели с аппроксимацией со-

ставляют: x  – 3,7%, 
y  – 23%, z  – 34%. На интервале времени до 107 с 

максимальные погрешности для разных направлений равны 3,7, 8,7 и 6,5% соот-

ветственно.  

Сходимость решений по радиальному напряжению наиболее значима, по-

скольку оправка подвергается сжатию со стороны оболочки. Таким образом, вы-

бранная модель описания поведения материала оболочки в исследуемой кон-

струкции применима при решении задач по оценке прочности формообразующей 

оправки в процессе изготовления композиционной оболочки. 
 

Сравнение нормального давления на поверхности оправки  

для двух моделей поведения оболочки 
 

Используя вышеизложенные приемы конечно-элементного моделирования, 

реализовано решение комплексной задачи прогнозирования эволюции напря-

женно-деформированного состояния формообразующей оправки в процессе из-

готовления композиционной оболочки. Для оценки влияния релаксационных 

процессов в материале оболочки на значение нормального давления на поверхно-

сти оправки решено провести сравнение с упругой моделью, применяемой сего-

дня на производстве. Для этого моделирование этапов намотки и полимеризации 

оболочки реализовано с двумя моделями поведения материала оболочки – упру-

гой и термовязкоупругой. Материал оправки описан как термовязкоупругий, па-

раметры модели Prony и Shift определены по аналогичному алгоритму, что и для 

оболочки. В качестве исходных данных выступали результаты натурных экспе-

риментов на сжатие при различных температурах [21]. Сравнение результатов 

расчетов проводится по значениям нормального давления в трех контрольных 

точках. Поскольку результаты, полученные для точек 1 и 3, идентичны, для каче-

ственного сравнения взято их среднее значение. Для наглядности и интерпрета-

ции полученных результатов оценка проведена для двух временных интервалов – 

этапа намотки оболочки и процесса полимеризации связующего. Результаты 

сравнения на этапе намотки представлены на рис. 6, a, на этапе полимеризации – 

на рис. 6, b. 

На этапе намотки влияние модели поведения материала оболочки несуще-

ственно, поскольку наибольший вклад в снижение контактного давления на по-

верхности оправки вносит вязкоупругость материала оправки. Это подтверждается 

и реологическим поведением материала при нормальной температуре. По резуль-

татам экспериментальных данных при температуре 22°С снижение напряжений  

в образцах к моменту времени 105 с составило порядка 70%, с 8,5 до 2,5 ГПа.  

На этапе полимеризации значения контактного давления на поверхности 

оправки, полученные для вязкоупругой модели оболочки, ниже на 10–15%,  

что также соответствует снижению продольного модуля материала многослой-

ной оболочки. Например, для продольного модуля оболочки падение составляет 

14,5% при всех рассмотренных температурах, с 70 до 60 ГПа. 
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Рис. 6. Сравнение эволюции нормального давления на поверхности оправки: 

a – в процессе намотки, b – в процессе полимеризации 

Fig. 6. Comparison of evolution of normal pressure on the surface of the mandrel: 

(a) winding process and (b) polymerization process 

 

На основе полученных данных можно сделать вывод о целесообразности и 

важности учета термовязкоупругого поведения в композиционном материале 

многослойной оболочки при прогнозировании эволюции напряженно-дефор-

мированного состояния конструкции в целом и оценке прочности формообразу-

ющей оправки в процессе изготовления изделий. 
 

Заключение 
 

В результате численного моделирования для реальной конструкции получены 

количественные и качественные закономерности эволюции нормального давле-

ния на поверхности формообразующей оправки на протяжении процесса намотки 

и полимеризации с учетом реологического поведения ключевых элементов кон-

струкции – многослойной оболочки и оправки.  

Предложенные методы и разработанные программные модули позволят в даль-

нейшем количественно оценивать влияние на напряженно-деформированное со-

стояние конструкции таких технологических параметров, как схема армирования, 

усилия натяжения армирующего материала, усилия, возникающие от действия 

технологической оснастки, режима термообработки. Планируемые в дальнейшем 

исследования по совершенствованию и верификации разрабатываемой модели 

позволят оптимизировать технологические процессы и повысить качество полу-

чаемых изделий. Предложенные методы и подходы к конечно-элементному мо-

делированию дадут возможность существенно расширить области применения 

изделий из полимерных композиционных материалов, получаемых методом не-

прерывной намотки.  
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