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Аннотация. Данная публикация продолжает серию работ М.С. Бухтяка о модели-

ровании формы ортотропного упругого материала, принимающего равновесную 

форму внутри области, граница которой указана. М.С. Бухтяк в ряде публикаций 

2016–2020 гг. предложил подход к построению модели, основанный на использо-

вании поверхностей с постоянным отношением главных кривизн. Эти поверхности 

названы псевдоминимальными поверхностями. В указанный период доказана тео-

рема существования, построена конечно-элементная модель. Условие, выделяющее 

класс псевдоминимальных поверхностей, примененное к линейчатым поверхностям, 

либо выполняется тождественно (тривиальные подклассы), либо выполняется вдоль 

семейства линий. Соответствующим классам линейчатых поверхностей дана исчер-

пывающая геометрическая характеристика. Дифференциальное уравнение в частных 

производных, задающее (в локальном смысле) класс псевдоминимальных поверх-

ностей, весьма сложно для анализа, что делает актуальным вопрос о приближен-

ных решениях. В предложенной работе рассматриваются псевдоминимальные по-

верхности вращения. Построение приближенных решений осложняется тем, что 

формальный полином Тейлора проявляет склонность расходиться. Тем не менее 

приближенные решения (разумеется, не идеальные) строятся. 

Ключевые слова: поверхность вращения, меридиан, дифференциальное уравне-

ние, расходящийся ряд, аппроксимация решения 
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Abstract. This paper is a follow-up to the first author’s series of works about shape 

modeling of orthotropic elastic material that takes the equilibrium form inside the area 

with the specified boundaries. M.S. Bukhtyak, in a number of his publications of 2016–

2020, proposed an approach to the model building based on the application of surfaces 

with a constant ratio of principal curvatures. These surfaces are named pseudo-minimal 

surfaces. The theorem of existence has been demonstrated and the finitely-element model 

has been built. The condition distinguishing the class of pseudo-minimal surfaces, as  

applied to ruled surfaces, is either satisfied identically (trivial subclasses) or is satisfied 

along a family of lines. The corresponding classes of ruled surfaces have been compre-

hensively characterized geometrically. A partial differential equation that defines (in the 

local sense) the class of pseudo-minimal surfaces is very complex for analysis, which 

makes it relevant to consider approximate solutions. The current paper considers  

the pseudo-minimal surfaces of revolution. Generation of the approximate solutions 

is complicated by the tendency of the formal Taylor polynomial to diverge. However,  

the approximate solutions (of course, not ideal) have been generated. 
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approximation of the solution 
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Вступительные замечания 
 

Отражающая поверхность орбитального рефлектора – трикотажное полотно 

из вольфрамовых либо молибденовых нитей, которому с помощью поддержива-

ющих конструкций придают форму, по возможности близкую к вырезке из пара-

болоида вращения. Описание реальной поверхности сетеполотна предполагает 

наличие модели поверхности тонкого упругого материала внутри некоторого 

ограничивающего контура. В случае изотропного материала подходящей моде-

лью является минимальная поверхность (сумма главных кривизн равна нулю). 

Сетеполотно, однако, ортотропно (коэффициенты растяжения в двух ортогональ-

ных направлениях постоянны и неодинаковы). Для моделирования в случае орто-

тропности М.С. Бухтяком предложен класс поверхностей с постоянным отноше-

нием главных кривизн (они названы псевдоминимальными). 

Ототропность сетеполотна как существенное его качество указано еще в 2011 г. 

А.П. Жуковым [1], хотя для зонтичного рефлектора он счел возможным ортотроп-

ностью пренебречь. Класс поверхностей с постоянным отношением главных кри-

визн отмечен С.Г. Гаспаряном [2] (со ссылкой на Пауля Штекера) как подкласс 
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изотермических поверхностей. Поверхность с постоянным отношением главных 

кривизн упомянута в монографии [3, с. 143] при описании формы деформирован-

ной пластины из (в основном) механических соображений. Следует отметить, что 

главные кривизны, входящие в классическое уравнение теплопроводности 

Лапласа (в трактовке А.И. Русанова [4]) подразумевают анизотропию поверхности 

по кривизне, и ее следует дополнить анизотропией по поверхностному натяжению. 

Моделирование формы сетеполотна должно учитывать подверженность его так 

называемому «матрасному эффекту», который сопровождает раскрытие зонтика: 

прогиб ткани внутрь купола. Решение этой задачи для изотропного сетеполотна, 

прикрепленного к соседним ребрам осесимметричного рефлектора, предложено  

в [5]. В основу положены уравнения равновесия тонкой упругой оболочки. Рабо-

ты М.С. Бухтяка 2016–2017 гг. призваны распространить моделирование на орто-

тропные материалы, а также на области, границы которых могут быть заранее не 

указаны. Это привело к понятию «псевдоминимальная поверхность» – попросту 

поверхность с постоянным отношением главных кривизн. Такое отношение вы-

ражается через экстремальные значения коэффициентов растяжения упругого 

материала в двух ортогональных направлениях (для ортотропного материала).  

Первое применение указанной конструкции (в ограниченном смысле) – в ра-

боте [6], где, по примеру [5], давалась оценка формы сетеполотна лепестка осе-

симметричного рефлектора, но для ортотропного материала и путем построения 

поверхности, для которой условие псевдоминимальности выполнено вдоль линии 

симметрии (осевой линии) точно, а на лепестке в целом – приближенно. 

Отметим, что алгоритм конечно-элементного моделирования псевдоминималь-

ной поверхности разработан в [7]. Наконец, в [8] исследован вопрос о постоянстве 

отношения главных кривизн вдоль семейства линий линейчатой поверхности. 

Пусть сетеполотно ортотропно, и коэффициент его растяжения в радиальном 

направлении равен коэффрад, а вдоль окружностей, ортогональных радиусам, – 

коэффокр. В статье [9] введен коэффициент ортотропности сетеполотна  
2

рад

окр

коэфф

коэфф
a

 
   
 

. 

Таким образом, этот коэффициент вводился как существенно положительный. 

В работе [10] определена псевдоминимальная поверхность веса a  как гладкая 

поверхность, главные кривизны которой 1k  и 2k  связаны (в случае упорядочен-

ности) соотношением  

1 2 0k ak   при a const . 

Если отвлечься от первоначального смысла коэффициента a, то нет оснований 

связывать его условием положительности, приводящим к поверхности неполо-

жительной гауссовой кривизны. В данной работе мы считаем его произвольным 

вещественным числом. 

Интерес к поверхностям вращения обусловлен (кроме прочего) тем внимани-

ем, которое уделяется им в строительстве и архитектуре. Вполне адекватное суж-

дение по этому вопросу можно получить благодаря монографии трех авторитет-

ных специалистов [11]. Стоит отметить, что детальное описание частных классов 

поверхностей сопровождается основательными ссылками на источники сведений 

о применениях в строительстве и механике. В диссертации З.В. Беляевой [12] 
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детально прослеживаются особенности применения поверхностей вращения.  

О глубине проникновения геометрии поверхностей в архитектуру (хотя и кос-

венным образом) свидетельствуют [13–15]. Свойства линейчатых поверхностей, 

делающие эти поверхности привлекательными для строителя, обоснованы, 

например, в статье [16]. Локальную близость к поверхностям вращения можно 

обнаружить у поверхностей, рассмотренных в [17–19]. 

Авторы полагают, что характеризация ортотропных свойств упругого материа-

ла может иметь значение для конструкций, использующих поверхности вращения.  

Все функции, рассматриваемые в данной работе, предполагаются имеющими класс 

гладкости, достаточный для корректности тех конструкций, где они применены. 
 

1. Меридиан псевдоминимальной поверхности вращения.  

Аналитические решения 
 

Рассмотрим поверхность вращения. Индивидуализация главных кривизн  

совершается естественным путем: 1k  – кривизна меридиана, 2k  – кривизна  

(с обратным знаком) параллели.  

Пусть координатная ось Ox  – ось вращения, и уравнения начального мериди-

ана имеют вид: 
20, ( ), ( )z y y x y x C   . 

Тогда 

 

 

2

2

1 3/2
2

1

d
y x

dxk

d
y x

dx


  
     

,      

   

2
2

1

1

k

d
y x y x

dx




 
  
 

. 

Псевдосредняя кривизна, согласно [9], равна 

        
22

2
( ), 1

d d
H y x a y x y x a y x

dxdx

    
           

. (1) 

Для отыскания псевдоминимальных поверхностей следует решить дифференци-

альное уравнение  

  ( ), 0H y x a  . (2) 

Исключая очевидно тривиальное решение, полагаем 0a  . 

Уравнение искомого начального меридиана, таким образом, имеет вид: 

    

 

 

2

2

2

1

( ), 0

d
a y x

dxd
U y x a y x

y xdx

  
       

   
 

.  (3) 

Общее решение уравнения (3) определяется неявным образом уравнением 

 

       

2
2 1

2 2
1 1

1 1 2 1
( ) , , , ( ) 1 0,

2 2 2

1 1 1
sgn sgn ( ) sgn ( ) sgn .

2 2 2

a

a a

a
x c y x hypergeom iy x c i

a a

c c i c y x i c y x i c c i

    
        

    

    

 

Ясно, что такое задание бесполезно для инженерных целей.  
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Вернувшись к (3), видим, что при 1a   (изотропное сетеполотно) линии 

( )y y x  суть цепные линии (что видно и без (3), поскольку, как отмечено выше, 

в этом случае имеем минимальную поверхность вращения – катеноид). Тем са-

мым исчерпан вопрос о форме меридиана для изотропного упругого материала. 

Еще один класс решений мы получим, полагая 
1

2
a  . Общее решение дает се-

мейство парабол 

 2 2
1

1 2
2

1
( )

4

p x
y x p x p

p


   ,   2 0p  . 

Очевидная подстановка ( )
dy

g y
dx

  позволяет свести решение уравнения (3)  

к интегралу 

 
2

1

( )
1a

dy
x y

c y



 . (4) 

Имеются два семейства значений параметра a, позволяющих решить уравнение (4) 

в элементарных функциях.  

 

Первое семейство  

 

Первое семейство получаем, полагая 

1
, , 0

2
a s s

s
   . 

Замена переменной 
1

2 22

1 1

1 1
( )

s
a

s

t t
y Y t

c c

    
     

   
 

сводит задачу к вычислению интеграла 

 
1

2
1 2( ) 2 1

s
s

sX t c s t dt c


   . 

Получаем для различных значений s параметрические задания линий 

( ), ( )s sx X t y Y t  . 

В частности,  

   
 

3 3 3
31 1 1

3 1 23 2 2
2 2

5 15 15
arctan

8 811 4 1

c t c t c t
X c t c

tt t
      

 
,  

 

3
1

3 3
2 1

c
Y

t
 


, 

 
 

2 2 2
1 1 1

2 22 2
2

3
arctan

2( 1)1

3

2

c t c t c
X t c

tt
     


,  

 

2

2
2

2
1

1

c
Y

t
 


, 

 1
1 1 22

arctan
1

c t
X c t c

t
    


.  1

1 2 1

c
Y

t
 


. 

Полагая 1 21, 0c c  , изобразим соответствующие линии (рис. 1). 
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Рис. 1. Линии для значений s, равных –1, –2, –3 (снизу вверх) 

Fig. 1. Lines for the values of s equal to –1, –2, and –3 (from bottom to top) 

 

Аналогично, для положительных значений параметра a  
2

1 2 1
1 1

,
2 1t t

X c Y
c c


   , 

   
2

2 2

2 2 22 2
1 1

4 3 1

3
,

t t t
X c Y

c c

 
   , 

   
3

4 2 2

3 2 33 3
1 1

2 15 3 10
,

1

5

t t t t
X c Y

c c

  
   . 

При тех же значениях констант 1 21, 0c c   получаем линии, изображенные на 

рис. 2. 
 

 

Рис. 2. Линии для значений s , равных 1, 2, 3 (сверху вниз) 

Fig. 2. Lines for the values of s equal to 1, 2, and 3 (from top to bottom) 

 

Второе семейство 

 

Еще одно счетное семейство получаем при 

1
,

2 1
a k

k
 


. 
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Замена переменной в (4) 
1

2

2
1

1
( )

k

ky Y z
c z


 

     
 

позволяет находить, согласно (4), 

   
1

2
1 2( ) 2 1

k

kX z k c z dz c
 

    . 

В частности, 

  5 3 2
3 1 1 2

10
5

3
X z z c z c z c      ,   

  3
2 1 23X z z c z c     ,    1 2X z z c    , 

 0 2 1

1 1

1
arctanh

z
X z c c

c c

  
   

  
  

, 

 

 

3 5

2 22 2
1 1 1 2 1 2 1

1 1

3
1

22
1 1

1
3 3arctanh 3arctanh 2 2

2

,

z z
X z z c z c c c z c c

c c

c z c
 

    
          

    
    

 

 

 2
1

2
3

5

( ) cY z z    ,   2
1

2
2

3

( ) cY z z   ,  
2

1 1( )Y z c z   , 

0
2

1

1
( )Y z

z c


 
,   

3

2
1

2
1( )Y z zc


  . 

Полагая 1 21, 0c c  , изобразим соответствующие линии (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Линии для значений с указанием значения параметра k  

Fig. 3. Lines of the values indicating the parameter k  
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2. Полиномиальная аппроксимация 

 

Уравнение (3) позволяет производную от искомой функции выразить через 

саму функцию и ее первую производную и, следовательно, построить для ( )y x  

формальный полином Тейлора. В частности, для начальных условий 

(0) , (0) 0y c y   

соответствующий полином восьмой степени имеет вид: 

 

    

  

2 4 3 62

8 3 5

4 2 8

7

2 1 2 1 8 7
( )

2 24 720

2 1 262 127 136
.

40320

a a x a a a xax
p x c

c c c

a a a a x

c

  
    

   


 (5) 

Использовать полиномы (5) (и с иными степенями) можно лишь в очень огра-

ниченных пределах. Если функция удовлетворяет уравнению (1), то она не имеет 

вещественных нулей. С полиномами вида (5) дело обстоит совсем не так.  

Указанные полиномы могут иметь пару вещественных нулей, симметричных  

относительно начала координат. Для положительных значений a и различных 

степеней n полинома укажем промежуток  1 2,x x , заключающий в себе положи-

тельный корень уравнения ( ) 0np x    

Для 4( )p x :          

1 2

1 1 1 3 1 3 2 9 49

.100 20 10 20 5 10 5 20 100

[ , ] [37,38] [17,18] [12,13] [11,12] [10,11] [12,13] [37,38] [16,17] [35,36]

a

x x

 

 

Для 8( )p x :         

1 2

1 1 1 3 1 3 2 9 49

100 20 10 20 5 10 5 20 100

[ , ] [25,26] [11,12] [8,9] [7,8] [6,7] [5,6] [6,7] [16,17] [8,9]

a

x x

. 

 

Для 20( )p x :  

1 2

51 3 4 17 43 9 99

100 5 5 20 50 100 100

[ , ] [4,5] [3,4] [3,4] [3,4] [3,4] [3,4] [3,4]

a

x x

. 

Полиномы, очевидно, если и пригодны для аппроксимации решения диффе-

ренциального уравнения (1), то «не слишком далеко» от начала координат, и чем 

выше степень полинома, тем пригодность меньше. Имеется и ограничение на 

параметр a. Определим невязку приближенного решения ( )f x  уравнения (1) на 

интервале ( , )  : 

   21
( ), , ( ( ), )

2
f x a H f x a dx





  
  . (6) 
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Для полинома четвертой степени при 1.05   графики зависимости невязки 

 4( ), ,1.05p x a  от a представлены на рис. 4, 5. 

 

 

Рис. 4. График зависимости невязки 

 4( ), ,1.05p x a  от a 

Fig. 4. Dependency graph for residual  

 4( ), ,1.05p x a  of a 

 

Рис. 5. График зависимости невязки 

 6( ), ,1.02p x a  от a 

Fig. 5. Dependency graph for residual  

 8( ), ,1.05p x a  of a 

 

Ясно, что аппроксимации вида (5) непригодны для значений x, больших еди-

ницы, и значений a – тоже заметно превосходящих единицу.  

Рассмотрим полиномы вида (5). Список коэффициентов при четных степенях 

0, 2, 4, 6, 8, 10 переменной х 

 0 2 10: ( , ), ( , ),..., ( , )P p a c p a c p a c . 

Здесь 

0( , ) 1p a c  , 2 ( , )
2

a
p a c

c
 , 

 2

4 3

2 1
( , )

24

a a
p a c

c


, 

  3

6 5

2 1 8 7
( , )

720

a a a
p a c

c

 
 , 

  4 2

8 7

2 1 136 127 262
( , )

40320

a a a a
p a c

c

  
 , 

  5 2 3

10 9

2 1 12570 12168 4369 3968
( , )

3628800

a a a a a
p a c

c

   
 , 

  6 4 2 3

12 11

2 1 176896 243649 884108 1216668 753104
( , )

479001600

a a a a a a
p a c

c

    
 … 

Представление о величинах вида (6) дают графики (рис. 6–9), где представлены 

линии, соединяющие точки  

 2, ( , )k j iM k p A C . 

Здесь 

 0.75,0.8,0.8333,1.,1.2,1.4,1.6,2C  ,  0.8,1,1.4,1.6,1.8,2.0,2.2,2.3A  . 
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Диаграммы коэффициентов для с = С[i]: по горизонтальной оси – номер k ко-

эффициента полинома; по вертикальной оси – числовое значение коэффициента 

полинома при степени x, равной номеру параметра A[i]. Ломаные линии нумеро-

ваны индексом i. Номера снизу вверх. 

 

 

Рис. 6. Номер i = 1, c = C1  

Fig. 6. Number i = 1, c = C1  

 

Рис. 7. Номер i = 2, c = C2  

Fig. 7. Number i = 2, c = C2  

 

 

Рис. 8. Номер i = 3, c = C3  

Fig. 8. Number i = 3, c = C3 

 

Рис. 9. Номер i = 4, c = C4  

Fig. 9. Number i = 4, c = C4  

 

Ясно, что при определенных сочетаниях параметров а и с коэффициенты по-

линома даже не убывают. Авторы не возьмутся утверждать, что формальный ряд 

Тейлора для искомой функции расходится, поскольку не располагают формулой 

коэффициента общего члена 2 ( , )np a c . Однако поведение этих величин для не 

слишком далеких номеров (авторы проверили до 40n  ) вполне соответствует 

тенденции, проявленной на рис. 6–9.  
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3. Экспоненциальная аппроксимация 

 
Видно, что при малых c (меньше единицы) и больших a (более единицы)  

полиномиальная аппроксимация непригодна. Авторы предприняли попытку  

построения приближения к решению уравнения (1) в виде функций вида: 

  
2

( , , , ) 1 exp
2

bx
f x a b p a apx  . (7) 

Параметры b и p подбирались из соображений согласованности с численным 

решением уравнения (7) при различных значениях параметра a (решение ослож-

нено жесткостью уравнения [20]). На этом пути получены модели, описываемые 

табл. 1 и 2 и показанные на рис. 10, 11. Интегральная невязка вычислялась на 

промежутке [0, 2.3]x   

Т а б л и ц а  1  

Параметры b и p, отвечающие значениям a ≤ 1. Интегральная невязка 

Номер i a b p 
Интегральная  

невязка 

1 0.1 0 0 0.0044 

2 0.2 0 0 0.0116 

3 0.3 0 0 0.0152 

4 0.4 0 0 0.0119 

5 0.5 0 0 0.39∙10–9 

6 0.6 0.4 0.05 0.0128 

7 0.7 0.8 0.0625 0.0259 

8 0.8 1.0 0.0833 0.0384 

9 0.9 1.45 0.0833 0.0318 

10 1.0 1.64 0.10417 0.0234 

 
Т а б л и ц а  2  

Параметры b и p, отвечающие значениям a ≤ 1. Интегральная невязка  

вычислялась на промежутке 1[0, ]x x . 

Номер i a b p 
Правая 

граница x1  

Интегральная 

невязка 

1 1.0 1.64 0.10417 2.0 0.037 

2 1.1 1.81 0.11696 2.0 0.048 

3 1.2 2.0 0.13158 2.0 0.069 

4 1.3 2.3 0.13755 1.9 0.087 

5 1.4 2.69 0.13812 1.7 0.081 

6 1.5 2.70 0.17241 1.4 0.083 

7 1.6 2.78 0.20833 1.2 0.089 
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Рис. 10. Пунктирные линии – численные решения ОДУ для значений а = 0.1, 0.2, …, 1.0 

(снизу вверх). Налагающиеся на них сплошные линии – имитационные модели 

Fig. 10. The dotted lines are numerical solutions of the ODE for the values а = to 0.1, 0.2, …, 1.0 

(from bottom to top). The superimposing unbroken lines are the simulation models 

 

 

Рис. 11. Пунктирные линии – численные решения ОДУ для значений а = 1.1, …, 1.6  

(снизу вверх). Налагающиеся на них сплошные линии – имитационные модели 

Fig. 11. The dotted lines are numerical solutions of the ODE for the values а = to 1.1, …, 1.6 

(from bottom to top). The superimposing unbroken lines are the simulation models 
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Заключение 

 
Меридиан псевдоминимальной поверхности вращения определяется диффе-

ренциальным уравнением, неудобным и для точного решения (допустимые для 

этого значения параметра заключены в узкий интервал), и для приближенного  

(в виде полинома). Тем не менее некоторые модели, по-видимому, пригодны для 

приложений. Во всяком случае экспоненциальная аппроксимация (7) в известных 

границах работоспособна. Мы полагаем, что эти границы не слишком стесни-

тельны для возможных инженерных приложений модели. 

Авторы считают, что предложенная работа (наряду с предшествующими) 

служит прояснению понятия псевдоминимальности применительно к поверхно-

стям вращения, и надеются на внимание к этому вопросу со стороны заинтересо-

ванных лиц. 
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