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РЕАЛИЗАЦИЯ ТЕОРИИ ЛЕВНЕРА – КУФАРЕВА
В ВОПРОСЕ ПОСТРОЕНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО МНОЖЕСТВА

ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ НЕКОТОРОГО ВИДА

Данная работа относится к теории дифференциальных уравнений Левнера –
Куфарева, являющихся частью геометрической теории функций комплекс-
ного переменного. Рассматривается вопрос о реализации известного второго
дифференциального уравнения Левнера – Куфарева в вопросе построения
параметрического семейства однолистных в единичном круге функций g(z,t)
при каждом фиксированном неотрицательном значении параметра t, t ≥ 0,
обобщающих известные параметрические семейства. В статье также исполь-
зуются различные альтернативные подходы, дается их сравнительный ана-
лиз. Результаты исследования считаются как одна из форм достаточных ус-
ловий однолистности регулярных в единичном круге функций.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, уравнение Левнера – Ку-
фарева, однолистные функции, формула Базилевича.

Дифференциальные уравнения Левнера – Куфарева имеют большой класс
применимости [1–9], а именно, с их помощью решены многие проблемные зада-
чи, ранее считавшиеся не поддающимися исследованию. Интегралы дифференци-
альных уравнений Левнера – Куфарева рассматриваются как достаточные условия
однолистности функций. Уравнения Левнера – Куфарева считаются формой ва-
риационных формул как эффективный метод исследований.

Большой вклад в развитие геометрической теории функций комплексного пе-
ременного, создание вариационно-параметрического метода исследования функ-
ционалов, рассмотрение случаев интегрируемости дифференциального уравнения
Левнера – Куфарева внесли ученые ведущих научных центров Томска, Казани,
Краснодара, Санкт-Петербурга, Саратова и др.

Дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева.
Формула Базилеваича

Введем обозначения:
• С – множество регулярных в { :| | 1}E z z= <  функций p(z), удовлетворяющих

условию [ ]Re ( ) 0p z >  в E;
• P – множество функций p(z) класса С, удовлетворяющих условию p(0) = 1;
• C(T) – множество функций p(z,t), принадлежащих классу С при каждом фик-

сированном { : 0}t T t t∈ = ≥  и непрерывных по t T∈ ;
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• S  – класс выпуклых в E функций ( ), (0) 0, (0) 1z ′ϕ ϕ = ϕ = , отображающих E
на выпуклую область Dw;

• S – класс регулярных и однолистных в E функций f(z), удовлетворяющих ус-
ловию (0) 0, (0) 1f f ′= = .

Дифференциальное уравнение вида

( , ), | | 1,f f p f t f t T
t

∂
= − < ∈

∂
называется первым дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева, а диф-
ференциальное уравнение в частных производных

( , ), ( , ) ( )z

t

zg
p z t p z t C T

g
′

= ∈
′

– вторым дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева.
Рассматривая первое дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева

И.Е. Базилевич доказал, что функция

1 1 1
01

1
( ) (0) (0)

(0) 1 21
0 1

0 0

(0)
( ) ( ) ...

(0)

z p z p pz dz
zpp

f z p z z e dz z a z
p

−
−

∫⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ = + +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

принадлежит классу S, где f(z) – однозначная ветвь данного разложения,
0 1( ), ( )p z p z C∈ .
Функции вида

1( )
0 ( )

( ) , ( )
p z dz

zp z
v z dz v z e

z
∫

=∫
назовем составляющими функциями формулы Базилевича, а функцию

( , ) ( )p z t C T∈  – ядром уравнения Левнера – Куфарева.
Построение однопараметрического множества однолистных функций вида

0
( , ) ( ) , 0

n
k

k
k

g z t a z t t
α

=

⎛ ⎞
= >⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (*)

сводится к построению ядра p(z,t) класса C(T) с учетом исходной позиции

0

1

1

( )
( , )

( )

n
k

k
kz

n
kt

k
k

z a z t
zg

p z t
g

ka z t

=

−

=

′
′

= ≡
′

∑

∑
.

Работа состоит из трех параграфов. Первый метод изложен в первом парагра-
фе при рассмотрении g(z,t) в (*) последовательно при m = 1, 2, 3, n. Кроме того,
получено, что

• показатель α зависит от n;
• функции ( ), 0,ka z k n=  выражаются в терминах составляющих функций Ба-

зилевича.
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Во втором параграфе вводится специальное множество функций вида

0

( ) 1

0

( ) ( )

z p zz dz
zg z h z e dz

−
∫

= ∫ ,

где ( ) , ( )h z С p z P∈ ∈ , и исследуются некоторые свойства:
• однолистность;
• линейность.
Третий параграф посвящен изложению в обзорной форме некоторых альтерна-

тивных методов построения ядра в случае функций вида (*) при n = 3.

§ 1. Первый способ построения однопараметрического множества

однолистных функций вида 
n

k
k

k
w g z t a t

0
( , )

α

=

⎧ ⎫
= = ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

1 . 1 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а
( )0 1( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t α= = +

Относительно функции вида

( )0 1( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t α= = + (1.1.1)
составим отношение

0 1

1 1
( , )z

t

zazg za
t p z t

g a a
′′ ′

= + ≡
′

. (1.1.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).
Полагая

1
1

1
( )

za
p z C

a
′

= ∈ , (1.1.3)

0
0

1
( )

za
p z C

a
′

= ∈ , (1.1.4)

выражение в (1.1.2) перепишем в виде

0 1( ) ( ) ( , ) ( )z

t

zg
p z p z t p z t C T

g
′

= + ≡ ∈
′

,

являющемся вторым дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева.
Проинтегрируем (1.1.3):

1( )

1( )
p z dz

za z e
∫

=

или
1 1

01

( ) (0)
(0)

1( )

z p z p dz
zpa z z e
−

∫
= . (1.1.5)

Из (1.1.4), с учетом (1.1.5), имеем

0
0 1

0

( )
( ) ( )

z p z
a z a z dz

z
= ∫
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или
1 1

01

( ) (0)
(0) 1

0 0
0

( ) ( )

z p z pz dz
zpa z p z z e dz
−

−
∫

= ⋅ ⋅∫ . (1.1.6)

Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.
Утверждение 1. Пусть
1) функции 0 1( ), ( )p z p z C∈ ;
2) функции 1 0( ), ( )a z a z  вычисляются по формулам (1.1.5), (1.1.6) соответст-

венно.
Тогда однозначная ветвь функции g(z,t)

( ) 1

1
(0)0 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ...pw g z t a z a z t b t z= = + = + (1.1.7)

с фиксированным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по
степеням z регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

Заметим, что функция
( , )( , ) ,
(0, )z

g z tФ z t S z E
g t

= ∈ ∈
′

,

при каждом фиксированном t T∈ , где Ф(z,0) = f(z), является функцией И.Е. Бази-
левича, которая хорошо изучена в геометрической теории функций комплексного
переменного и для которой указаны функциональные и геометрические свойства.
Поэтому в данной статье ограничимся лишь указанием факта, что И.Е. Базилевич
получил свой результат рассмотрением первого дифференциального уравнения
Левнера – Куфарева. Фундаментальной же основой данной статьи является второе
дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева.

Укажем, с учетом (1.1.5), (1.1.6), развернутую запись выражения в (1.1.7)

1 1 1 1 1
0 01 1

1
( ) (0) ( ) (0) (0)

(0) 1 (0)
0

0

( , ) ( )

z zp z p p z p pz dz dz
z zp pw g z t p z z e dz tz e
− −

−
∫ ∫⎛ ⎞

⎜ ⎟= = ⋅ ⋅ + ⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ .

При t = 0 это выражение перепишется в виде

1 1 1
01

1
( ) (0) (0)

(0) 1
0

0

( ,0) ( )

z p z p pz dz
zpg z p z z e dz
−

−
∫⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⋅ ⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ,

которое при 1(0) 1p =  примет вид

1

0

( ) 1

0
0

( ,0) ( )

z p zz dz
zg z p z e dz

−
∫

= ⋅∫

или 0

( ) 1

0

( ) ( )

z p zz dz
zg z h z e dz

−
∫

= ⋅∫

при 0 1( ) ( ), ( ) ( )p z h z p z p z= = .
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З а м е ч а н и е .  При t = 0 выражение в (1.1.7) совпадает с ненормированной
формулой Базилевича, являющейся функцией в то время, как в (1.1.7) имеем се-
мейство функций, что является некоторым обобщением.

1 . 2 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а

( )2
0 1 2( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t a t

α
= = + +

Относительно функции вида

( )2
0 1 2

2

1( , ) ( ) ( ) ,
2 (0)

w g z t a z a z t a t
p

α
= = + + α = , (1.2.1)

составим отношение
2

0 1 2

1 2
( , )

2
z

t

za za t za tzg
p z t

g a a t
′ ′ ′′ + +

= ≡
′ +

. (1.2.2)

Проблема состоит в построении функции p(z,t) класса C(T).
Полагая

2
2

2
( )

2
za

p z C
a
′

= ∈ (1.2.3)

или 2 2 22 ( )za p z a′ = , (1.2.4)
интегрированием (1.2.3), (1.2.4) получим

2 2

02

( ) (0)2
2 (0)

2 ( )

z p z p dz
zpa z z e
−

∫
= ⋅ . (1.2.5)

Пусть

2
0

( )
( ) ( ) , 0,1, ( )

z
k

k k
p z

a z a z dz k p z C
z

= = ∈∫ , (1.2.6)

откуда имеем

2k kza p a′ = . (1.2.7)
Используя (1.2.4), (1.2.7), преобразуем правую часть (1.2.2) к виду

2
0 2 1 2 2 2

1 2

2
( , )

2
p a p a t p a t

p z t
a a t

⋅ + ⋅ + ⋅
=

+
. (1.2.8)

Разделим на a2 числитель и знаменатель в (1.2.8)
2

0 1 2

1

2

2
( , )

2

p p t p t
p z t

a t
a

+ +
=

+
.

Разделим теперь числитель на знаменатель последнего выражения

1
1 2 0

2
2

1

2

( , )
2

ap p t p
a

p z t p t
at
a

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

. (1.2.9)
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Приравнивая к нулю выражение в скобках в правой части данного выражения

1
1 2

2
0

a
p p

a
− = ,

получим соотношение

1 1

2 2

a p
a p

= ,

подставив которое в (1.2.9), получим

0
2 2

1 1

2 0 0 2

1( , )
2 2

p
p z t p t p t

p ptt
p p p p

= + = +
+ +

.

Это выражение при 0
2

1p
p

=  примет вид

2
2 1

1( , )
2

p z t p t
p t p

= +
+

.

Построенная функция ( , )p z t  принадлежит классу C(T) и, следовательно,
уравнение (1.2.2) является вторым дифференциальным уравнением Левнера – Ку-
фарева.

Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.

Утверждение 2. Пусть

1) функции 1 2 0
2

1( ), ( ) ,p z p z C p
p

∈ = ;

2) функция 2a  определяется по формуле (1.2.5);
3) функции 1 0( ), ( )a z a z  вычисляются по формуле (1.2.6) с учетом того, что

0
2

1p
p

= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.2.1) при 
2

1
2 (0)p

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

З а м е ч а н и е. При 1
0

0 2

p
h C

p p
= ∈  имеем также ( , ) ( )p z t C T∈ .

1 . 3 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а

( )2 3
0 1 2 3( , ) ( ) ( )w g z t a z a z t a t a t

α
= = + + +

Построим биективные интегралы вида
2

3
3

30

1( , ) ( ) ( ) ,
3 (0)

k
k

k
w g z t a z t a z t

p

α

=

⎛ ⎞
= = + α =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1.3.1)



Реализация теории Левнера – Куфарева в вопросе построения параметрического множества 11

дифференциального уравнения
2

3
3

0
2

1 2
3

1

( ) ( )
( , )

( ) 3 ( )

k
k

kz

kt
k

k

z a z t za z t
zg

p z t
g

ka z t a z t

=

−

=

′ ′+
′

= ≡
′

+

∑

∑
. (1.3.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).
При

3
3

3
( )

3
za

p z C
a

′
= ∈ (1.3.3)

или при
3 3 33 ( )za p z a′ = , (1.3.4)

в результате интегрирования (1.3.4), имеем
3 3

3 0

( ) (0)
3

3 (0)
3 ( )

z p z p
dz

zpa z z e
−

∫
= . (1.3.5)

Пусть

3
0

( )
( ) ( ) , , 0, 2

z
k

k k
p z

a z a z dz p C k
z

= ∈ =∫ . (1.3.6)

Откуда имеем

3k kza p a′ = . (1.3.7)
Подставляя (1.3.4) и (1.3.7) в (1.3.2), с последующим делением на а3, выражение

в правой части (1.3.2) приведем к виду
2

3
3

0
2

1 2

31

3
( , )

3

k
k

k

kk

k

p t p t
p z t

a
k t t

a

=

−

=

+
=

+

∑

∑
. (1.3.8)

Разделим числитель на знаменатель в (1.3.8)
2

0 3
31

3 2
2 1

31

( , )
3

kk
k

k

kk

k

a
p p kp t

a
p z t p t

a
t k t

a

=

−

=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

∑

∑
. (1.3.9)

Приравнивая к нулю выражение в скобках, получим соотношения

3 3
, 1, 2k ka p

k k
a p

= = . (1.3.10)

При условии (1.3.10), выражение в (1.3.9) примет вид

0
3

2 2 1

3 3

( , )
3

p
p z t p t

p pt t
p p

= +
+ +
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или вид

0 3
3 2

3 2 1

( , )
3

p p
p z t p t

p t p t p
⋅

= +
+ +

,

а также вид

3 2
3 2 1

1( , )
3

p z t p t
p t p t p

= +
+ +

, (1.3.11)

при 0
3

1p
p

= .

Построенная функция ( , )p z t  в (1.3.11) принадлежит классу C(T).
Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.
Утверждение 3. Пусть

1) функции 1 2 3 0
3

1( ), ( ), ( ) ,p z p z p z C p
p

∈ = ;

2) функция 3a  определяется по формуле (1.3.5);
3) функции 0 1 2, ,a a a  определяются по формулам (1.3.6), с учетом того, что

0
3

1p
p

= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.3.1) при 
3

1
3 (0)p

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z,
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

1 . 4 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а
3

4
4

0
( , ) ( ) ( )k

k
k

w g z t a z t a z t
α

=

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Построим биективные интегралы вида
3

4
4

40

1( , ) ( ) ( ) , ,
4 (0)

k
k

k
w g z t a z t a z t z E

p

α

=

⎛ ⎞
= = + α = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1.4.1)

дифференциального уравнения в частных производных
3

4
4

0
3

1 3
4

1

( ) ( )
( , )

( ) 4 ( )

k
k

kz

kt
k

k

z a z t za z t
zg

p z t
g

ka z t a z t

=

−

=

′ ′+
′

= ≡
′

+

∑

∑
. (1.4.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).

При

4
4

4
( )

4
za

p z C
a
′

= ∈ (1.4.3)
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или при

4 4 44 ( )za p z a′ = (1.4.4)
в результате интегрирования (1.4.4) имеем

4 4

04

( ) (0)
4

4 (0)
4 ( )

z p z p dz
zpa z z e
−

∫
= . (1.4.5)

Пусть

4
0

( )
( ) ( ) , , 0,3

z
k

k k
p z

a z a z dz p C k
z

= ∈ =∫ . (1.4.6)

Откуда

4 , 0,3k kza p a k′ = = . (1.4.7)
Подстановкой (1.4.4), (1.4.7) в (1.4.2), с последующим делением на а4, выраже-

ние в правой части (1.4.2) приведем к виду
3

4
4

0
3

1 3

41

4
( , )

4

k
k

k

kk

k

p t p t
p z t

a
k t t

a

=

−

=

+
=

+

∑

∑
. (1.4.8)

Делением числителя на знаменатель в (1.4.8) получим
3

0 4
41

4 3
3 1

41

( , )
4

kk
k

k

kk

k

a
p p kp t

a
p z t p t

a
t k t

a

=

−

=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

∑

∑
. (1.4.9)

Полагая равными нулю выражения в скобках в числителе (1.4.9), последую-
щими арифметическими операциями находим соотношения

4 4
, 1,3k ka p

k k
a p

= = . (1.4.10)

При условии (1.4.10), выражение в (1.4.9) преобразуем к виду

0
4

3 23 2 1

4 4 4

( , )
4

p
p z t p t

p p pt t t
p p p

= +
+ + +

или к виду

0 4
4 3 2

4 3 2 1

( , )
4

p p
p z t p t

p t p t p t p
⋅

= +
+ + +

, (1.4.11)

при 0
4

1p
p

= .

Функция ( , )p z t  в (1.4.11) принадлежит классу C(T).
Объединяя вышеизложенное, сформулируем утверждение.
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Утверждение 4. Пусть

1) функции 1 2 3 4 0
4

1( ), ( ), ( ), ( ) ,p z p z p z p z C p
p

∈ = ;

2) функция 4a  определяется по формуле (1.4.5);
3) функции 0 1 2 3, , ,a a a a  определяются по формулам (1.4.6) с учетом того, что

0
4

1p
p

= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.4.1) при 
4

1
4 (0)p

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .

1 . 5 .  С л у ч а й  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й  в и д а
1

1 (0)

0
( , ) ( ) ( ) n

n npk n
k n

k
w g z t a z t a z t

−

=

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Построим биективные интегралы вида
1

0
( , ) ( ) ( ) , ,

n
k n

k n
k

w g z t a z t a z t z E t T
−

=
= = + ∈ ∈∑ (1.5.1)

дифференциального уравнения в частных производных
1

0
1

1 1

1

( ) ( )
( , )

( ) ( )

n
k n

k n
kz

n
k nt

k n
k

z a z t za z t
zg

p z t
g

ka z t na z t

−

=
−

− −

=

′ ′+
′

= ≡
′

+

∑

∑
. (1.5.2)

Проблема сводится к построению функции p(z,t) класса C(T).
При

( )n
n

n

za
p z C

na
′

= ∈ (1.5.3)

или при
( )n n nza np z a′ = (1.5.4)

в результате интегрирования (1.5.4) получаем

0

( ) (0)
(0)( )

z
n n

n

p z p
n dz

znp
na z z e

−
∫

= ⋅ . (1.5.5)
Пусть

0

( )
( ) ( ) , , 0, 1

z
k

k n k
p z

a z a z dz p C k n
z

= ∈ = −∫ . (1.5.6)

Откуда имеем

4 , 0, 1k kza p a k n′ = = − . (1.5.7)
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Подстановкой (1.5.4), (1.5.7) в (1.5.2) с последующим делением на аn выраже-
ние в правой части (1.5.2) приведем к виду

1

0
0
1

1 1

41

( , )

n
n k

n k
k
n

n kk

k

np t p t p
p z t

a
nt k t

a

−

=
−

− −

=

+ +
=

+

∑

∑
. (1.5.8)

Делением числителя на знаменатель в (1.5.8) получим
1

4 0
1

1
1

1

( , )

n
kk

k
nk

n n
n kk

nk

a
p kp t p

a
p z t p t

a
nt k t

a

−

=
−

−

=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠= +
+

∑

∑
. (1.5.9)

Приравнивая к нулю выражения в скобках в числителе (1.5.9), с последующи-
ми арифметическими операциями, находим соотношения

, 1, 1k k

n n

a p
k k n

a p
= = − . (1.5.10)

При условии (1.5.10), выражение в (1.5.9) преобразуем к виду

0
1

1 1

1

( , ) n n
n kk

nk

p
p z t p t

p
nt t

p

−
− −

=

= +
+ ∑

.

Откуда умножением на pn числителя и знаменателя последнего выражения,

полагая 0
1

n
p

p
= , будем иметь

1
1 1

1

1( , ) n n
n k

n k
k

p z t p t
np t p t

−
− −

=

= +
+ ∑

. (1.5.11)

Функция ( , )p z t  в (1.5.11) принадлежит классу C(T).
Объединяя вышеизложенное, сформулируем общее утверждение.
Утверждение (общее). Пусть

1) функции 0
1( ) , 1, ,k
n

p z C k n C p
p

∈ = ∈ = ;

2) функция na  определяется по формуле (1.5.5);

3) функции , 0, 1ka k n= −  определяются по формулам (1.5.6) с учетом того,

что 0
1

n
p

p
= .

Тогда однозначная ветвь функции g(z,t) в (1.5.1) при 1
(0)nnp

α =  с фиксиро-

ванным коэффициентом при z в первой степени в разложении g(z,t) по степеням z,
регулярна и однолистна в E при каждом фиксированном t T∈ .
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§ 2. Подмножество функций типа Базилевича
с фиксированной выпуклой функцией и некоторые его свойства

Обозначим через:
B – ненормированное в Е множество функций вида

0

( ) 1

0

( ) ( )

z p zz dz
zg z h z e dz

−
∫

= ∫ , (2.2.1)

где ( ) , ( )h z C p z P∈ ∈ ;
Bφ – множество функций ( )g z B∈  с фиксированной производной

0

( ) 1

( )

z p z dz
zz e

−
∫

′ϕ = (2.2.2)
выпуклой функции

0

( ) 1

0

( )

z p zz dz
zz e dz

−
∫

ϕ = ∫ . (2.2.3)

Заметим, что записанная как определенный интеграл функция g(z) в (2.2.1)
может быть представлена как неопределенный интеграл в виде

( )( )( )
p z dz

zh zg z e dz
z

∫
= ∫ . (2.2.4)

Аналогично, в случае (2.2.2) имеем
( )

( )

p z dz
zez
z

∫

′ϕ = . (2.2.5)

Запись в виде (2.2.4), (2.2.5) удобна при выкладках.
Приведем доказательство однолистности функции g(z) в (2.2.1), отличное от

ранее известных вариантов.
Теорема 2.1. Пусть ( ) , ( )h z C p z P∈ ∈ . Тогда функция g(z) вида (2.2.1) регу-

лярна и однолистна в E.
Доказательство. Пусть ( ) : ww z E D= ϕ →  есть выпуклая функция вида

(2.2.3), отображающая единичный круг { :| | 1}E z z= <  на выпуклую область Dw.
Так как функция w = φ(z) однолистна в Е, то существует обратная функция

1( ) : wz w D E−= ϕ → , которая определена и однолистна в выпуклой области Dw.
Пусть точкам 1 2 1 2, ,z z E z z∈ ≠  соответствуют точки 1 1( ) ww z D= ϕ ∈ ,

2 2( ) ww z D= ϕ ∈ , 1 2w w≠ .

Обратно, точкам 1 2 1 2, ,ww w D w w∈ ≠  соответствуют точки 1
1 1( )z w−= ϕ ,

1
2 2( )z w−= ϕ , 1 2z z≠  (в силу однолистности).
С учетом (2.2.1), (2.2.2) рассмотрим разность при 1 2z z≠ , 1 2,z z E∈ ,

2

1

1
2 1( ) ( ) ( ( ))

w

w

g z g z h d−− = ϕ ϕ ϕ∫ . (2.2.6)
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В силу регулярности подынтегральных функций, интеграл в правой части
(2.2.6) не зависит от пути интегрирования в Dw, а зависит только от концевых то-
чек 1 2,w w , соответствующих 1 2,z z . В качестве пути интегрирования в Dw возь-
мем отрезок с концевыми точками 1 2,w w :

1 2( ) (1 ) , 0 1w t t w tw t= − + ≤ ≤ . (2.2.7)

Заметим, что 1 2(0) , (1)w w w w= =  и

2 1( ) ( )d dw t w w dtϕ = = − . (2.2.8)
С учетом (2.2.7), (2.2.8) выражение в (2.2.6) перепишется в виде

1

2 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( )g z g z w w h t dt− = − ∫ � . (2.2.9)

Так как по условию ( )h z C∈ , то Re[ ( )] 0h z >  в Е (по определению). В этом

случае Re[ ( )] 0h z >�  и, следовательно, правая часть в (2.2.9) отлична от нуля.
В силу этого, с учетом (2.2.9), имеем

2 1 2 1( ) ( ) 0, ( ) ( )g z g z g z g z− ≠ ≠ ,

при любых 1 2 1 2, ,z z E z z∈ ≠ , а это означает, что функция g(z) вида (2.2.2) одноли-
стна в Е. Теорема 2.1. доказана.

Л и н е й н о с т ь  к л а с с а  B φ

Известно, что в общем случае класс однолистных функций не является линей-
ным множеством, что является препятствием при решении некоторых экстре-
мальных задач геометрической теории функций комплексного переменного,
теории однолистных функций и конформных отображений. Поэтому указание и
исследование линейных подклассов класса однолистных функций представляет
научный интерес.

Теорема 2.2. Класс Bφ является линейным подмножеством.
Доказательство. Пусть 1 2( ), ( )g z g z Bϕ∈ , с1, с2 – произвольные неотрицатель-

ные числа.
Рассмотрим

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
z z z

c g z c g z c p z d c p z d c p z c p z d+ = ϕ + ϕ = + ϕ∫ ∫ ∫ . (2.2.10)

Полагая
1 1 2 2( ) ( ) ( )c p z c p z p z+ = , (2.2.11)

имеем ( )p z C∈ . В этом случае, с учетом (2.2.11), правая часть в (2.2.10) принад-
лежит классу Bφ. Следовательно, левая часть тоже принадлежит классу Bφ, что оз-
начает линейность множества Bφ. Теорема 2.2 доказана.

Следствие 1. Сумма

0
( ) ( ), 0,

n

k k k
k

g z c g z c z E
=

= ≥ ∈∑ ,

функций ( ) , 0,kg z B k nϕ∈ = , является функцией класса Bφ.
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Следствие 2. Сумма сходящегося в Е ряда

0
( ) ( ), 0, 0,k k k

k
g z c g z c k

∞

=
= ≥ = ∞∑ ,

функций ( ) , 0,kg z B kϕ∈ = ∞ , является функцией класса Bφ.
Следствие 3. Сумма

0
0

( , ) ( ) ,0 , 0
n

k
k k k

k
g z t c g z t t t c

=
= ≤ ≤ < ∞ >∑ ,

функций ( ) , 0,kg z B k nϕ∈ = , является функцией класса Bφ при каждом t,

00 t t≤ ≤ < ∞ .

§ 3. Альтернативные методы построения однопараметрического множества

однолистных функций вида k
k

k
w g z t a t

3

0
( , )

α

=

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Для функции вида
3

0
( , ) k

k
k

w g z t a t
α

=

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ (3.3.1)

составим соотношение
3

0 ( , )

k
k

kz

t

za t
zg

p z t
g s

=

′
′

= =
′

∑
, (3.3.2)

где
3

1

1

k
k

k
s ka t −

=
= ∑ . (3.3.3)

Проблема состоит в построении функции p(z,t) класса C(T).
Полагая

3
3

33
za

p C
a

′
= ∈ , (3.3.4)

2 2 3
2

3

2
3

za a p
p C

a
′ −

= ∈ , (3.3.5)

1 1 3 2 22za a p a p a′ − − = , (3.3.6)

0 1 2za a p b′ − = , (3.3.7)

делением числителя на знаменатель в (3.3.2) получим, с учетом (3.3.3), (3.3.6),
(3.3.7),

3 2( , ) at bp z t p t p
s
+

= + + . (3.3.8)
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Очередная проблема состоит в построении функции

1( , ) at bp z t
s
+

= (3.3.9)

класса C(T) при a≠0, b≠0.
Рассмотрим сначала выражение в (3.3.8) при a = 0, b = 0.
При

1 1 3 2 22 0a za a p a p′= − − = ; (3.3.10)

0 1 2 0b za a p′= − = (3.3.11)

выражение в (3.3.8) перепишется в виде

3 2 ( )z

t

zg
p t p C T

g
′

= + ∈
′

. (3.3.12)

В данном случае уравнение (3.3.2) в виде (3.3.12) является уравнением Левне-
ра – Куфарева. Функции 3 2 1 0( ), ( ), ( ), ( )a z a z a z a z  в (3.3.1) определяются простей-
шим интегрированием выражений в (3.3.4), (3.3.5), (3.3.10), (3.3.11).

Пусть теперь выражения a и b отличны от нуля a ≠ 0, b ≠ 0.

Проблема построения функции класса C(T) в случае функции 1( , ) at bp z t
s
+

=

решаема и имеет несколько вариантов. В обзорной форме укажем один из них.
Преобразуем

1
1( , )p z t
s

at b

=

+

. (3.3.13)

Делением s на at+b и введением новой функции 1h p∈  построим выражение
вида

1
s th t

at b at b
α + β

= +
+ +

. (3.3.14)

Делением tα + β  на at b+ , преобразованием и введением новых функций

2 3 4, ,h h h p∈  строим с учетом (3.3.14) выражение вида

1 2
3 4

1s h t h
at b h t h

= + +
+ +

. (3.3.15)

Подставляя (3.3.15) в (3.3.13), получим

1

1 2
3 4

1( , )
1

p z t
h t h

h t h

=
+ +

+

. (3.3.16)

Таким образом, выражение (3.3.8), с учетом (3.3.16), запишется как

3 2

1 2
3 4

1( , )
1

p z t p t p
h t h

h t h

= + +
+ +

+

.
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З а м е ч а н и е .  В дополнение к сказанному, заметим, что конструирование
1( , )p z t  в (3.3.9) можно рассмотреть в случае, когда a = 0, b ≠ 0, получим

1( , ) bp z t
s

= ,

а также в случае, когда a ≠ 0, b = 0,

и также в виде 1
1 2

( , ) , 0at b kp z t k
s h t h
+

= = >
+

,

где 1 2,h h P∈ , a ≠ 0, b ≠ 0.
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This work relates to the theory of Loewner–Kufarev differential equations, which are a part of
the geometric function theory. We apply the well-known second Loewner–Kufarev differential
equation to construct a parametric family of univalent functions in the unit disk g(z, t) for each
fixed non-negative value of the parameter t generalizing the known parametric families. The
article also uses various alternative approaches and provides their comparative analysis. The
results of the study can be considered as one sufficient condition for the uniqueness of regular
functions in a unit disk. Leading Russian scientists made a great contribution to the development
of the geometric function theory based the variational-parametric method for studying functionals
and found some Loewner–Kufarev differential equations.

There are three sections in the work. The first one applies the Loewner–Kufarev equation to
construct a parametric set of univalent functions of a certain type. In the second section, we
introduce a special class of regular functions in the unit disk with a fixed convex function, and
prove the univalence property for functions of this class. Here we also show one more method for
constructing a parametric family of univalent functions different from the methods described in
the first paragraph. The third section is devoted to alternative methods for constructing one-
parameter sets of univalent functions.
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