
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2022 Математика и механика № 75

УДК 534.222  MSC 35M10, 35M12
DOI 10.17223/19988621/75/8

Х.Х. Имомназаров, А.Э. Холмуродов, А.Т. Омонов

ПРЯМАЯ И ОБРАТНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ПОРОУПРУГОСТИ1

Получено фундаментальное решение системы уравнений теории пороупру-
гости для бездиссипативного случая. Показано, что при исчезновении по-
ристости полученное фундаментальное решение переходит к фундаменталь-
ному решению системы уравнений теории упругости. Также рассмотрена
обратная задача об определении распределенного источника из системы
уравнений теории пороупругости по режиму колебаний свободной поверх-
ности. Используя метод сферических средних, получена формула решений
рассматриваемой обратной динамической задачи теории пороупругости.
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В прикладных задачах распространения упругих волн часто возникает потреб-
ность учесть пористость, флюидонасыщенность среды и гидродинамический фон.
В частности, эти вопросы возникают в разведочной геофизике при поиске нефтя-
ных слоев и при выборе параметров волнового воздействия на месторождения
нефти и газа с целью интенсификации добычи. Аналогичные вопросы имеются и
в сейсмологии при геофизическом мониторинге свойств очаговой зоны с целью
прогноза землетрясений.

В геофизике динамические и кинематические характеристики упругих волн,
распространяющихся в фрагментированных флюидонасыщенных горных поро-
дах, несут в себе информацию о строении, составе и условиях залегания пород,
они также содержат сведения о литологии пород и характере их границ, трещино-
ватости, пористости, наличии различного рода нарушений и локальных включе-
ний, а также о составе и фазовом состоянии флюидов-заполнителей порового
пространства коллекторов. Математические модели в теории волн дают инстру-
мент для определения численных значений скоростей распространения и коэффи-
циентов поглощения упругих сейсмических волн в зависимости от вещественного
состава флюидозаполненного коллектора, его строения и влияния окружающей
среды. Определяемые значения скорости распространения и коэффициента по-
глощения упругих сейсмических волн тем точнее, чем реалистичнее и адекватнее
математическая модель.

Выявленные в настоящее время особенности поглощения сейсмических волн в
трещиновато-пористых средах с одновременным проявлением множественных
электросейсмических эффектов не удается согласовать с простейшими моделями
идеально упругой гуковской среды и среды Био. Реальные геологические среды

                                                          
1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (18-51-41002). Работа выполнена
при частичной финансовой поддержке Министерства инновационного развития Республики Узбеки-
стан (ОТ-Аtex-2018-340).
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являются многофазными, электропроводящими, трещиноватыми, пористыми и
т.д. При распространении сейсмических волн происходит их диссипация, связан-
ная с поглощением энергии.

Квазилинейная система уравнений теории пороупругости

В работe [1] построена нелинейная математическая модель насыщенной жид-
костью пористой упругодеформируемой среды. Модель основана на трех основ-
ных принципах: выполнение законов сохранения, принцип относительности Га-
лилея, согласованность уравнений движения насыщающей жидкости с условиями
термодинамического равновесия.

Обозначим через u – скорость движения упругой пористой среды; gik – метри-
ческий тензор упругой деформации; v – скорость движения жидкости, заполняю-
щей пористую среду; , ,s lρ ρ ρ  – плотность континуума, парциальная плотность
пористого тела, парциальная плотность жидкости соответственно; ,e S – энергия и
энтрoпия единицы объeма; μ – химический потенциал; T – температура; p – дав-
ление.

Пусть плотность равна сумме парциальных плотностей

s lρ = ρ + ρ ,

для которой выполняется закон сохранения

div 0,j
t

∂ρ
+ =

∂
 s lj u v= ρ + ρ . (1)

Должна сохранятся энтропия всей системы. Имея в виду, что поток энтропии ра-

вен  ,S j
ρ

 запишем уравнение сохранения энтропии в виде

d  0S Siv j
t

∂ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠
. (2)

Деформацию пористого пространства опишем уравнением для метрического
тензора деформации ikg

( )

0,       

const det .         

ik
kj i j ij k j j j ik

s ik

g g u g u u g
t

g

∂
+ ∂ + ∂ + ∂ =

∂
ρ =

(3)

В (3) второе соотношение означает, что парциальную плотность sρ  упругоде-
формируемого континуума следует связать с определителем метрического тензо-
ра деформации ikg .

Закон сохранения импульса имеет вид

Π 0i
k ik

j
t

∂
+ ∂ =

∂
; (4)

поток импульса Πik определяется по формуле

Π ,ik s i k l i k ik ij jku u v v p h g= ρ + ρ + δ +

где ikh − тензор напряжений.
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Одновременно в уравнение движения насыщающей жидкости следует вклю-
чить силу, обусловленную термодинамическими условиями равновесия,

( ),v Sv v T
t

∂
+ ∇ = −∇μ − ∇

∂ ρ
. (5)

Законы сохранения (1), (2) и уравнения (3) – (5) в качестве следствия допуска-
ют тождественное выполнение закона сохранения энергии, выраженного уравне-
нием вида

div 0,e Q
t

∂
+ =

∂
(6)

где поток энергииQ определяется формулой

( )
2

, .
2k k s k i km mi
v TSQ j u u v u u h g

⎛ ⎞
= μ + + + ρ − +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

При этом выполняется первое начало термодинамики для рассматриваемой
системы

( )0 0
1,    .
2 ik ikde TdS d u v dj h dg= + μ ρ + − + (7)

Здесь «0» помечены величины, относящиеся к системе отсчета, в которой насы-
щающая жидкость покоится.

Давление для системы определяется стандартным способом
( )0 0,  .p e TS u v j= − + + μρ + −

Уравнение движения жидкости принимает вид

( ) 2, ( ) .
2 2

s ik
ik

hv pv v u v g
t

ρ∂ ∇
+ ∇ = − + ∇ − − ∇

∂ ρ ρ ρ

Распространение нелинейных акустических волн в насыщенной жидкостью по-
ристых средах можно записать как

( )

( ) 2

div 0, ,

div 0,

0,  

const det ,      ,

div 0,

, ( ) .
2 2

s l

ik
kj i j ij k j j j ik

s ik l s

s ik
ik

j j u v
t
S S j
t
g

g u g u u g
t

g
e Q
t

hv pv v u v g
t

∂ρ
+ = = ρ + ρ

∂
∂ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠
∂

+ ∂ + ∂ + ∂ =
∂

ρ = ρ = ρ − ρ

∂
+ =

∂
ρ∂ ∇

+ ∇ = − + ∇ − − ∇
∂ ρ ρ ρ

(8)

Система уравнений (8) замыкается уравнением состояния
( )0 0 0, , , .ike e S j g= ρ
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Линейная система уравнений теории пороупругости

Показана гиперболичность линеаризованной относительно произвольного
гидродинамического фона системы уравнений в обратимом гидродинамическом
приближении (в отсутствие диссипации энергии). Эта линеаризованная система
уравнений для произвольного гидродинамического фона в случае однородной
среды имеет вид [3–5]

( )
2

2 2
1 22 ∆ div div ,s t

u c u a c u a v f
t

∂
− − − ∇ + ∇ =

∂
(9)

2

4 32 div div ,v a v a u f
t

∂
− ∇ + ∇ =

∂
(10)

где f − массовая сила.
Основным отличием линеаризованной модели Доровского от хорошо извест-

ных моделей Френкеля – Био [6–9] является то, что модель Доровского описыва-
ется тремя упругими постоянными [1–3]. Как показано в [10, 11], коэффициенты

, 1,4ka k = , выражаются через скорости поперечной sc , продольных 
mpc  (m = 1,2)

волн, а также отношения парциальной плотности жидкости lρ  к парциальной
плотности упругого пористого тела sρ  с помощью формул

( )1 2

2
2 2 2

1 2
4 ,  
3

l s s l
p p sa c c c zρ ρ ρ − ρ

= + + +
ρ ρρ

�

1 2

2 2 2
2

42 ,
3

l
p p sa c c z cρ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

�

1 2

2 2 2
3

42 ,    
3

s
p p sa c c z cρ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

�

1 2

2 2 2
4

4 ,
3

s s l
p p sa c c c zρ ρ − ρ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

�

( )1 2 1 2

22 2 2 2 2 4
2

1 8 1 16 ,     .
2 3 4 9

s l s
p p s p p s s lz c c c c c cρ ρ ρ⎛ ⎞= + − + − − ρ = ρ + ρ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

�

Следует отметить, что, в принципе, нельзя использовать теорию Френкеля –
Био для постановки обратных задач и замкнутого численного моделирования раз-
личных процессов в пористой среде, зная распределения скоростей распростране-
ния сейсмических волн

1 2
, ,s p pc c c и плотностей ,l sρ ρ [12].

Фундаментальное решение системы уравнений пороупругости

При изучении свойств решений уравнений в частных производных большое
значение имеет фундаментальное решение. Анализ свойств этих волн представля-
ет интерес для изучения сложных геофизических процессов, протекающих в гео-
логических средах с присутствием пористости и флюидонасыщенности. Для про-
ведения таких исследований может оказаться полезным использование явных
формул для изучаемых волновых полей. Эти формулы могут быть получены из
фундаментального решения системы уравнений теории пороупругости.
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В данном разделе построено фундаментальное решение системы уравнений
теории пороупругости для однородной среды с использованием подхода, предло-
женного в работе В.Г. Романова [13].

Для удобства напишем систему уравнений теории пороупругости (9), (10) в
матричном виде

( ), 0,L w t x =

где ( )
2 2

1 2
2

3 4

 ∆   div   div  ,
  div   div 

t t

t

u c u a u a vL w t x
v a u a v

⎧∂ − + ∇ + ∇
= ⎨

∂ + ∇ − ∇⎩

Здесь ( , ) ( ( , ), ( , )) ,Tw t x u t x v t x=  а знак T означает транспонирование.

Пусть 1,t R∈  3;x R∈  матрица ( ) ( )( )6x3
, ,ijG t x G t x= −  фундаментальное ре-

шение задачи Коши для системы уравнений теории пороупругости, т.е. вектор
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 6 , , ,  , , ,  ,j j j jG t x G t x G t x G t x= …  есть решение системы уравнений тео-

рии пороупругости

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x u t x=

( ) ( ) ( )( ) ( )4 5 6, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x v t x= (11)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3,     ,j jL G t x e t x x x= δ δ δ δ

удовлетворяющее условию
( ) 0, | 0.j tG t x < = (12)

В системе (11) je − базисный вектор в 3R ; ( )δ ⋅  – функция Дирака. Далее через

( )θ ⋅  обозначим функцию Хевисайда.
Теорема. Фундаментальное решение системы уравнений теории пороупруго-

сти имеет вид

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x u t x=

( ) ( ) ( )( ) ( )4 5 6, ,  , ,  , , ,j j j jG t x G t x G t x v t x=

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 2
1

1 2

1
2 2 1

1 2

2 2 2
4 2

4 322 2
3

2
4 2

4 3
3

2 2

 1,   /  
 4  

div  /   div  /

 div  ;

l l l
t l

tl l

l
l l l

l l
t

c c e a c
u t x t x c c a a

ac xc c

a ce et x c c a a t x c
x a x

xec c t
x c

⎡ − −
⎢= δ − + − +
⎢π − ⎣

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ θ − − − + ∇ θ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎛ ⎞⎞⎤

− − ∇ θ −⎜ ⎜ ⎟⎟⎥
⎝ ⎝ ⎠⎠⎦

(13)

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2 1

2
4 32 2

2
4 3 1 2 3

1,   div  /
4  

div  /  ,     ,  ,   .  

l l
l l

l l

ev t x c a a t x c
xc c

ec a a t x c e e e e
x

⎡ ⎛ ⎞
= − + ∇ θ − −⎜ ⎟⎢π − ⎣ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎤
− − + ∇ θ − =⎜ ⎟⎥

⎝ ⎠⎦
(14)
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Доказательство. Следуя [13], введем скалярные ,l lu v  и векторные ,t tu v  по-
тенциалы

div  lu u= ; (15)

rot  tu u= ; (16)

div  lv v= ; (17)

rot  tv v= . (18)

Функции ,u v связаны с ,l lu v , ,t tu v  равенствами
rot rotl tu u u∆ = ∇ − ; (19)

rot rotl tv v v∆ = ∇ − . (20)
Используя перестановочность волновых операторов с операторами rot,  ,∇  полу-
чим относительно ,t tu v , ,l lu v  задачу Коши с нулевыми данными. Решая получен-
ную задачу Коши, находим

( )2
10 ,    rot  /

4  t t t
t

ev u t x c
xc

⎛ ⎞
= = δ −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

; (21)

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 2 2

2
1

1 2 1

2
4 3

2 2 2

2
4 3

2 2 2

 div  /
4   

div  /  ;
4   

l
l l

l l l

l
l

l l l

c a a ev t x c
xc c c

c a a e t x c
xc c c

− + ⎛ ⎞
= δ − −⎜ ⎟

π − ⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞
− δ −⎜ ⎟

π − ⎝ ⎠
(22)

( )

( )

2 1
2

2 1 2

1 2
1

1 1 2

2 2
4 4 3

2 2 2
3

2 2
4 4 3

2 2 2
3

  div  /
4   

 div  / . 
4   

l l
l l

l l l

l l
l

l l l

a c c a a eu t x c
xa c c c

a c c a a e t x c
xa c c c

− − + ⎛ ⎞
= δ − −⎜ ⎟π − ⎝ ⎠

− − + ⎛ ⎞
− δ −⎜ ⎟π − ⎝ ⎠

(23)

Используя формулы (15) – (18), запишем системы (19), (20) для ,  u v  в виде

( )
( ) ( )2

1
21 2

2
4 2

4 32 22 2
3

1 /   
4    4  

l
t l

t ll l

a ceu t x c c a a
c x a cc c

⎡ −⎛ ⎞
∆ − δ − = − +⎢⎜ ⎟⎜ ⎟π π − ⎢⎝ ⎠ ⎣

( ) ( ) ( )

( )

1
2 2 1

1

1 2

2
4 2

4 32
3

2 2

2

div  /   div  /
 

 div  / ;

l
l l l

l

l l
t

t

a ce et x c c a a t x c
x xa c

c c e t x c
xc

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ δ − − − + ∇ δ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎤− ⎛ ⎞
− ∇ δ − ⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠⎦
(24)

( ) ( )

( )

1
2

21 2

2
1

1

2
4 3
22 2

2
4 3
2

1  div  /
4  

  div  /  .  

l
l

ll l

l
l

l

c a a ev t x c
xcc c

c a a e t x c
xc

⎡ ⎞− + ⎛ ⎞
⎟∆ = ∇ δ − −⎢ ⎜ ⎟⎟π − ⎝ ⎠⎢⎣ ⎠

⎤− + ⎛ ⎞
− ∇ δ − ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎥⎦
(25)
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Решением уравнений (24), (25) являются функции [13]

( )
( )

( ) ( )1 2 2
1

1 2

2 2 2
4 2

4 322 2
3

 1   /  
 4  

l l l
t l

tl l

c c e a c
u t x c c a a

ac xc c

⎡ − −
⎢= δ − + − +
⎢π − ⎣

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 1

1 2

2
4 2

4 3
3

2 2

div  /   div  /

 div  / ; 

l
l l l

l l t

a ce et x c c a a t x c
x a x

ec c t x c
x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ θ − − − + ∇ θ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎤

− − ∇ θ −⎜ ⎟⎥
⎝ ⎠⎦

(26)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 2

2 1

2
4 32 2

2
4 3

1  div  /
4  

 div  /  .

l l
l l

l l

ev c a a t x c
xc c

ec a a t x c
x

⎡ ⎛ ⎞
= − + ∇ θ − −⎜ ⎟⎢π − ⎣ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎤
− − + ∇ θ −⎜ ⎟⎥

⎝ ⎠⎦
Теорема доказана.

Отметим, что при исчезновении пористости формула (26) переходит к фунда-
ментальному решению системы уравнений теории упругости [13, 14].

Обратная динамическая задача для системы уравнений пороупругости

Пусть полупространство ( )3 2
1 2 3{ :  ,  ,    0}R x x x R x+ = ∈ > заполнено изотропной

пористой средой.
Задача А. Требуется по режиму колебаний свободной поверхности

( ) ( )
3

0 2
0 1 2| , ,       0,     ,  xu u t x t x x x R= = > = ∈′ ′ (27)

определить вектор-функцию ( )f x  в системе уравнений теории пороупругости

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
1 1 2

2
2 3 4

,  ∆     ,  

,     
t t t

t

L u v u c u c a u a v g t f x

L u v v a u a v g t f x

≡ ∂ − + − ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ = ⋅

≡ ∂ + ∇ ∇ ⋅ − ∇ ∇ ⋅ = ⋅
(28)

с начальными и граничными условиями

  0   0| | 0 t tu v< <= ≡ ; (29)

0,
13 23 33 3

0
0,     0,      0,     0lh h h P P x

ρ
= = + = = =

ρ
; (30)

( ) 3
3

3
   ,     ,  1,2;k

s l k
k

u uP K u v h k
x x

∂ ∂⎛ ⎞
= − ρρ α ∇ ⋅ − ρρ α ∇ ⋅ = −μ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

3
33

3

22     ,      .
3

s luh K u K v K
x

∂ ρ ρ⎛ ⎞= − μ − λ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = λ + μ⎜ ⎟∂ ρ ρ⎝ ⎠

Здесь функция ( )g t  известна; ( )g t  – параметры Ламе; 3
3ρ ⋅α  – второй модуль

всестороннего сжатия; , ,∆ ∇ ∇ ⋅ и x∇  – операторы Лапласа, градиента, диверген-

ции и ротора по ( )1 2 3, ,x x x x=  соответственно; 2
3 / .Kα = ρα + ρ
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Удобно представить систему дифференциальных уравнений (28) в виде

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2

2
2 3 4

,      ,
,     .
t t x x

t

L u v u c u a u a v g t f x
L u v v a u a v g t f x

≡ ∂ + ∇ ∇ − ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ = ⋅

≡ ∂ + ∇ ∇ ⋅ − ∇ ∇ ⋅ = ⋅
(28`)

Здесь мы воспользовались хорошо известной формулой векторного анализа
∆  .x xu u u= ∇ ∇ ⋅ − ∇ ∇

Пусть ( , ) ,Tw u v=  ( )3
3,  0, 0u v C t x∈ ≥ ≥  есть решение задачи А. Из условий

(27), (30) находятся функции

3 3

1
( ) ( 0)| ( , ),x xu u t x= ′= ( )

3 3

1
3 0 3| , .x xv v t x= = ′

Положим 1
3 ,u u x u= −  1

3 ,v v x v= −  где 
3 3

1
( ) ( 0)( ) | ,k k x xv v ==  1,2.k =  Тогда

( )2
30, 0w C t x∈ ≥ ≥  и ,L w g f G= ⋅ −  где ( , ,)Tf f f=  1

3 G L x w⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦ =

( ) ( )1 1 1 1
1 3 3 1 3 3(  ,  ,  ,  )TL x u x v L x u x v= , причем 

3 3 0| 0.x xw = ≡  Обозначим через w

четное продолжение w  в полупространстве 3  0x < . Положим w qω = + , где
 ,L q G= 0| 0.tq < ≡   Тогда приходим к следующей задаче (задача В):

[ ] ( ) ( ) 3 ,     L g t f x x Rω = ⋅ ∈

0| 0.t<ω ≡

Требуется по известной функции ( )
3

0
0| ,xu u t x= = ′  восстановить ( )f x  (g(t) – за-

данная функция).
Прежде чем сформулировать результаты, введем ряд понятий и обозначений:

uP −  ортогональный проектор ( ) ( )1 1, , , 1,, , 2u v u ij ijP w u P I P T t T t i j− −= = − = = =� �� �  та-

кие, что

( )1 2

1 2 21 2

3 4
 diag , .l l

a aT T c ca a
−−⎡ ⎤ =⎢ ⎥−⎣ ⎦

� �

Далее, следуя [15], определим ,0C∞  – класс вектор-функций со следующими
условиями:

( ) ( ) ( )3 ,     lim   
x

f x C R x f x∞

→∞
∈ ⋅ < ∞ ; (31)

( )3
0,     xf f C R∞∇ ⋅ ∇ ∈ ; (32)

( ) 3supp  supp  {  |  0}  .xf f x x∇ ⋅ ∪ ∇ ∩ = = ∅ (33)

Класс функций, удовлетворяющих первым двум условиям, обозначим через ,0
1 .C∞

Пусть 0F − множество матриц ( ) ( )( ),ijF x F x= ( 1, 1,2, ji j F= − вещественные

функции, ( )1 2 3
2 2 2 2, ,j j j jF F F F= −  вектор-функции, такие, что

( ) ( ) ( )3 3 0 1 2, , ,     ,     ,ij ij ijF x x F x x F C x x x∞= − ∈ =′ ′ ′ , (34)

0J F = , (35)
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12 3 22 3 2
0 0

,  ,  ,J F F dx F dx F
∞ ∞⎛ ⎞

= ∇ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫

( ) ( )1 2 3
0

,  1,2k k kF x F x F dx k
∞

= + =∫ ,

3supp  {  |  0} .F x x∩ = = ∅

Класс матриц, удовлетворяющих условиям (34), (35), обозначим 0,1.F

Для произвольной вектор-функции 1 3( )f C R∈  положим

( ) ( ) ( )( )3 3, , / 2.f x f x x f x x+ = + −′ ′ (36)

Тогда функция f  восстанавливается по функциям 
3
), ( xf f+ +  по формуле

( ) ( )
3

3 3
0

( ) .
x

xf x f x f dx+ += + ∫ (37)

( )( )3
2, ,  L R xρ + ρ −  пространство функций, суммируемых с квадратом на 3R+  с весом

( ) 1
3 .x x−ρ =

Обозначим через F замыкание 0 2, F L ρ⊆  по норме ( )0F F∈

2,

2 2

, 1
ij L

i j
F F

ρ=

= ∑ .

Введем также операторы ˆˆ, , , , :c c H SH AS

( )( ) ( )2 2 2 2
3 3  2   (| |  ) ,cH u x i c x x y c t x u t y dy dt= π ′ ′ ′ ′ ′δ − − −∫ ; (38)

( )( ) ( )2 2 2 2
3 , 2   (| |  ) cS f t x c t x y c t y f y dy′ ′ ′= −′− π δ − +∫ ; (39)

1 2 1 211 12 11 12  ,      ˆˆ  
l l t l l tc c c c c cH t H t H H S t S t S S= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ;

( ) 3

3

( ) ( )
 ,     ,     

( x ) ( x )
x

x

f f
A f F F x f C

f f
+ + ∞

+ +

∇ ⋅ ∇ ⋅⎡ ⎤
= = ∈⎢ ⎥∇ ∇⎣ ⎦

. (40)

Лемма 1. Имеет место тождество  , 1 2ˆ ,j jA L L A j= = , где

1 2 1 2

2
1 11 12 2 21 22  ,    ˆ ˆ .   

l l t l lc c c c c tL t H t H H L t H t H= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ∂

Доказательство леммы следует, из коммутируемости операторов 2, , ,x c tH∇⋅ ∇ ∂
и " ".+

Рассмотрим задачу Коши:

[ ] 30,     ,       0L w x R t= ∈ > ; (41)

( )0 0| ,     | 0 t t tw f x w= == ∂ = . (42)
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Лемма 2. Для любой ,0f C∞∈  существует единственное решение задачи Коши

(41), (42) ( ),w t x  из класса ,0
1C∞  для любого  0.t >

Доказательство леммы 2 следует из леммы 1 [15], следствий 3 [15] и решения
волнового уравнения при фиксированном t  с начальными данными из 0 .C∞

Введем оператор S с областью определения 0F  переводящий матрицу 0F F∈
в матрицу

( ) 3
3

3
0,   0

( ) ( )
, |

( x ) ( x )
x

x t
x

u u
U t x

u u
+ +

= >
+ +

∇ ⋅ ∇ ⋅⎡ ⎤
= ⎢ ⎥∇ ∇⎣

′
⎦

(43)

где ( ) ,  ,uu P w w t x= − решение задачи Коши (41), (42) и 1 .f A F−=
Таким образом задача В свелась к следующей задачи :C  по заданной матрице

( ),U t x′  найти F  из уравнения .A F U=  Для этой задачи справедлива.
Теорема [15]. Имеют место утверждения:
1. Оператор S  продолжается по непрерывности до изометрического оператора

2, :  ,S F L ρ→ т.е.

   .SF F F F= ∀ ∈

2. Матрица ( ),U t x′  из 2,L ρ принадлежит области значения оператора
ˆ 0S HU⇔ =  и * 0ˆ .JS U =

3. Если ,SF U=  то *ˆF S U=  (формула обращения).
Пусть

( ) ( ),g
tWu u t x= ∂ ,

где ( ),  ,g
g g g

u
u P w w t x=  – решение задачи 0 , | 0.g g

tL w g f w <= ⋅ ≡

По вектору ( ) 33 0,  |g g
t t xxu u =∂ ∂  можно найти

( ) ( )3 3 33

1
0 0 .,  |  ,  |g g

x x t t xxu u W u u−
= == ∂ ∂ (44)

Следовательно из 0L w =  , с учетом (44), найдем 
3 3 3 0| .x x xu =  Для этого доста-

точно вектор w представить в виде суммы потенциальной и соленоидальной час-
ти. Тем самым 

3 0 .|xAu =  Из теоремы вытекает

Следствие [16]. Если ,0(0, ), 0,g C g f C∞∈ ∞ ≠ ∈ , то решение задачи В един-
ственно, причем вектор-функция f определяется следующей цепочкой отображе-
ний:

( ) ( ) ( )

( )

1

3 3 3 33 3
1 1

3

0 0 0

0 0

,  | ,  | ,  |

 |  | .

t W
g g g g

x t t x x xx x

S A

x t

u u u u u u

A u A u f x

−

− −

∂

= = =

= =

→ ∂ ∂ → →

→ → →

Замечание. Задача А возникает при рассмотрении коэффициентных обратных
задач для системы уравнений теории пороупругости с помощью метода линеари-
зации.
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Заключение

В данной работе моделирование ведется в терминах
1 2

, ,s p pc c c  и парциальных
плотностях ρl, ρs с использованием факта установленного существования
взаимно-однозначного соответствия между упругими параметрами , ,λ μ α  теории
В.Н. Доровского [1–3] и скоростями распространения сейсмических волн

1 2
, ,s p pc c c  в упруго-пористых средах. В первом разделе для полноты изложения

приведена полученная в [1–3] квазилинейная система уравнений теории пороуп-
ругости.

Во втором – получена линейная система уравнений теории пороупругости для
однородной среды.

В третьем разделе построено фундаментальное решение для системы уравне-
ний теории пороупругости в случае однородной среды.

В четвертом – рассмотрена обратная задача об определении источника в полу-
пространстве из системы уравнений теории пороупругости по дополнительной
информации о режиме свободной поверхности.
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In applied problems related to propagation of elastic waves, it is often necessary to take into
account porosity, fluid saturation of the media, and the hydrodynamic background. Real
geological media are multiphase, electrically conductive, fractured, porous, etc. When
propagating, seismic waves dissipate due to the absorption of energy. In this paper, the wave
propagation process occurs in terms of partial densities of phases, stress tensor, pore pressure, and
velocities of the corresponding phases. In the first section, for completeness, the presentation
presents a quasilinear system of equations of the poroelasticity theory [1–3]. In the second
section, the corresponding linear system of equations of the poroelasticity theory for a
homogeneous medium is obtained. In the third section, we construct a fundamental solution for
the system of equations of the poroelasticity theory obtained in the second section. In the final
section, the inverse poroelasticity problem of determining the distributed source in a half-space
using additional information about the free surface mode is considered.
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