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Аннотация. Рассматривается два варианта математического структурализма, один из 
которых строится на основании теории множеств, а второй – на основании модальной 
теории множеств. Показано, что теоретико-множественный структурализм сталкива-
ется с рядом трудностей. В частности, он вступает в конфликт с принципом неопреде-
ленной расширяемости и с теоретико-множественным плюрализмом. В последней ча-
сти статьи показывается, что конфликт с принципом неопределенной расширяемости 
решается при переходе к использованию модального теоретико-множественного под-
хода. При этом относительно адекватности решения трудностей с теоретико-
множественным плюрализмом в контексте модального теоретико-множественного 
подхода остаются сомнения. 
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Abstract. Mathematical structuralism is characterized by the acceptance of the thesis that the 
subject matter of mathematics is structures. These structures can be understood in various 
ways. Structures, whatever they are, are “implemented” by specific collections of objects. 
One of the ways to classify different variants of mathematical structuralism relates to the 
possibility of constructing a theory of structures and how such a theory should be 
constructed. In other words, this method concerns whether it is possible to describe any 
mathematical structures using some unified mathematical theory, and what kind of 
mathematical theory it is. From the point of view of the set-theoretic version of mathematical 
structuralism, mathematics is the science of structures, which can be described using the 
apparatus of set theory. Specific mathematical theories “grasp” various kinds of set-theoretic 
structures, and the relation of realization that takes place between these structures and 
mathematical theories is supposed to be described by model-theoretic means. This version of 
structuralism presupposes a non-structural understanding of set theory, and the axioms of 
structure theory have a fixed interpretation. This version of set theory assumes that the entire 
universe of sets has already been built, that all stages of the cumulative hierarchy have 
already been realized, which conflicts with the very idea that every stage in the cumulative 
hierarchy is followed by the next stage. Another consequence of understanding the axioms of 
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set theory as truths with respect to a fixed structure, as well as the fact that set theory as a 
basis receives a special status and is not interpreted in a structural way, is that such an 
approach does not imply any kind of set-theoretic pluralism. That is, only one set-theoretic 
structure is considered the only correct description of the universe of sets, while any 
alternative options proceeding from other axioms are discarded as false. In order to get rid of 
the conflict between the fact that the axioms of the theory of structures assume the universe 
of sets is already built, and all stages of the cumulative hierarchy of sets are already realized, 
and the principle of indefinite extendability, one can turn to modalities. Due to the fact that 
the axioms of set theory are understood in a modal way, it is possible to explain in a 
potentialist way the totality of all sets without the assumption that there is some universe of 
sets fixed once and for all. Accordingly, this is consistent with the principle of indefinite 
extendability. Set-theoretic pluralism still turns out to be significantly limited. That is, modal 
set-theoretic structuralism still does not provide a structuralist explanation for set theory. 
Keywords: mathematical structuralism; structure; set theory; modal set theory; modality; 
cumulative hierarchy 
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I 
Математический структурализм (МС) является в настоящее время до-

вольно интересной и перспективной позицией в философии математики. 
Считается, что его современная разновидность возникла после выхода рабо-
ты П. Бенацеррафа «Чем не могут быть числа» [1], опубликованной в 1965 г.  
В этой статье П. Бенацерраф предлагает критику теоретико-множественного 
варианта реализма (подробнее см.: [2, 3]) относительно натуральных чисел и 
стремится показать, что натуральные числа (и вообще математические «объ-
екты») не являются объектами в традиционном понимании этого термина, а 
представляют собой лишь позиции или места в структурах. Кроме того, 
П. Бенацерраф отказывает структурам в самостоятельном существовании и 
называет их лишь удобной метафорой для разговора о сходствах между раз-
личными наборами конкретных объектов. На основе этого позиция 
П. Бенацеррафа в дальнейшем была обозначена как элиминативный структу-
рализм. 

Вообще же МС во всем его многообразии характеризуется принятием те-
зиса о том, что предметом математики являются структуры. Эти структуры 
могут пониматься различными способами, что и определяет большое разно-
образие вариантов МС. Структуры, чем бы они ни были, «реализуются», или 
«проявляются», конкретными наборами объектов, а одни и те же структуры 
могут «реализовываться» на различных, даже разнородных, объектах, при 
этом последние «занимают» места или позиции в «реализуемых» структурах. 
С этой точки зрения удобно думать о структурах как об универсалиях, что 
позволяет подойти к задаче классификации разных вариантов структурализма 
по аналогии с классификацией разных позиций относительно универсалий.  
В соответствии с такой классификацией можно выделить уже упомянутый 
элиминативный структурализм, in re структурализм (структуры существуют 
в «реализующих» их наборах вещей или объектов) и ante rem структурализм 
(структуры понимаются как абстрактные объекты, существующие независи-
мо и до «реализующих» их наборов вещей или других объектов). Также ино-
гда последний вариант получает название sui generis структурализма. 
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Еще один способ классификации различных вариантов МС касается воз-
можности построения теории структур и того, каким образом такая теория 
должна строиться. Другими словами, вопросы, лежащие в основании указан-
ной классификации, состоят в том, можно ли описать любые математические 
структуры с помощью некоторой единой математической теории либо тео-
рии, лежащей на пересечении философии математики и непосредственно ма-
тематики. 

С одной стороны, ряд приверженцев МС полагают, что построение такой 
теории невозможно в силу того, что (1) не ясно, «как следует разработать по-
нятия вхождения [одного] шаблона [в другой шаблон] и эквивлентности 
шаблонов с помощью чисто второпорядковых терминов, так как они предпо-
лагают метатеоретическое понятие определимости» [4. Р. 256]1; (2) не ясно, 
«как выразить идею о том, что шаблон „состоит“ из домена позиций и отно-
шений на этом домене» [Ibid.]. Другими словами, любая подобная теория 
структур предполагает, что структуры описываются «структурным» образом, 
т.е. они занимают позиции в некоторой структуре, но сама эта структура тоже 
должна получить структурное объяснение, а кроме того, она может быть ча-
стью (то, что М. Резник называет «вхождением» шаблона в другой шаблон) 
некоторой другой, более широкой структуры, которая также требует своего 
объяснения. Описываемая ситуация подобна тому, что в теории множеств 
(например, в стандартных ZF / ZFC) невозможно рассматривать весь универ-
сум множеств как множество, иначе это привело бы к парадоксу Кантора. 

С другой стороны, приведенное затруднение не является препятствием 
для ряда других сторонников МС в их попытках построить собственные ва-
рианты теории структур. Предполагается, что даже если такая теория не бу-
дет описывать абсолютно все структуры, то по меньшей мере она может слу-
жить своего рода эвристикой или некоторым приближением к пониманию 
того, что же такое математические структуры и какими свойствами они обла-
дают. Разумно предположить, что роль теории структур может играть теория, 
используемая в качестве оснований математики. Например, это может быть 
теория множеств или теория категорий. Тем не менее имеются и совершенно 
другие подходы, в которых теория структур выстраивается на основе других 
математических теорий, не используемых напрямую для оснований матема-
тики. К примеру, такой подход развивает Х. Ляйтгеб [5, 6], который интер-
претирует непомеченные графы как структуры sui generis (т.е. как несводи-
мые, например, к теории множеств) и разрабатывает подходящую 
аксиоматическую теорию для описания таких структур. Конечно, для постро-
ения такой теории требуется использовать некоторый язык и дополнять его 
некоторой логической частью, например стандартной дедуктивной системой 
второпорядковой логики, предполагающей различные принципы (к примеру, 
схему свертывания, принцип тождества неразличимых, принцип экстенсио-
нальности и т.д.), однако при таких подходах все равно вводится набор нело-
гических терминов, которые понимаются как несводимые к множествам. 
Например, в выстраиваемой Х. Ляйтгебом теории используются следующие 
примитивные нелогические предикаты [5. Р. 333]: Graph(G), Vertex(v, G), 
Connected(v, w, G) для свойства «быть графом G», а также для отношений 

                            
1 М. Резник употребляет термин «шаблон» вместо (и как синоним) термина «структура». 
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«быть вершиной v некоторого графа G» и «иметь ребро между вершинами v и 
w графа G». Следует еще раз повториться, что эти нелогические термины 
представляются как несводимые к множествам. Другими словами, графы по-
нимаются «как примитивные теоретико-графовые структуры sui generis, [как] 
структурные абстрактные объекты собственного вида, описываемого и изоб-
ражаемого предтеоретико-множественным способом» [5. Р. 333]. 

В дальнейшем внимание будет сосредоточено на разновидностях МС,  
в которых роль теории структур играет теория множеств в ее стандартном и 
модальном понимании. 

II 
С точки зрения теоретико-множественного варианта МС (ТМС) матема-

тика представляется в качестве науки о структурах, описать которые можно  
с помощью аппарата теории множеств. Другими словами, конкретные мате-
матические теории «схватывают» различного рода теоретико-множественные 
структуры, а отношение реализации, имеющее место между этими структу-
рами и математическими теориями, предполагается описывать теоретико-
модельными (т.е., по сути, непосредственно сводимыми к теоретико-
множественным) средствами. В рамках ТМС можно говорить о множестве 
или классе множеств, на которых определены подходящие операции, и пред-
полагается, что эти множества или класс множеств представляют собой ин-
терпретацию примитивных нелогических терминов любой рассматриваемой 
математической теории. Соответственно, можно рассматривать структуры 
вплоть до изоморфизма, что означает, что если две разных математических 
теории «интерпретируются» на изоморфных структурах, то можно говорить, 
что эти теории «схватывают» одну и ту же структуру. В конце концов важ-
ными при структуралистском рассмотрении математики являются не кон-
кретные объекты, занимающие позиции в каких-то структурах, а именно 
структурные отношения между этими позициями. 

В силу того, что существует не один вариант логики и не один вариант 
теории множеств, необходимо отметить также и разнообразие вариантов 
ТМС (по меньшей мере возможное). Так, в качестве базовой логики может 
быть выбрана первопорядковая, второпорядковая (или высокопорядковая) 
классическая логика либо какая-нибудь неклассическая логика, а в качестве 
базовой теории множеств – традиционная ZF / ZFC, либо NBG, MK и т.д. По-
скольку обычно под теорией множеств подразумевают ZF / ZFC, а также из-
за того, что именно эти теории получили наибольшее распространение в ма-
тематической практике (в первую очередь в основаниях математики), по-
стольку и наиболее разработанным вариантом ТМС является вариант, в кото-
ром роль базовой теории множеств играет ZF / ZFC. Что касается выбора 
логики, то ситуация предполагает, скорее, выбор из двух «классических» аль-
тернатив: (1) с точки зрения теории доказательств первопорядковая логика 
имеет полную и корректную формализацию, но соответствующая теория мо-
делей для ZF / ZFC предполагает существование нестандартных моделей  
(и даже счетных моделей1 и даже моделей, которые не являются вполне  

                            
1 Это вытекает из теоремы Лёвенгейма-Скулема о понижении мощности и иногда называется 

«парадоксом Скулема»; см.: [7]. 
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фундированными1, т.е. содержат бесконечно убывающие цепи); (2) с точки  
зрения теории доказательств второпорядковая логика не является полной, 
однако она позволяет построить квазикатегоричную2 теорию моделей для 
ZF / ZFC. 

Поскольку структуры в ТМС понимаются как множества или классы  
с определенными на них операциями, постольку аксиомы самой теории 
структур получают статус истин, описывающих фиксированную структуру,  
а именно кумулятивную иерархию множеств (в случае принятия ZF / ZFC  
и некоторых родственных теорий) [8–10]. Математические теории получают 
структуралистскую трактовку за один важным исключением, а именно сама 
теория множеств такую трактовку не получает. Конечно, даже в рамках пер-
вопорядковой ZF / ZFC можно «говорить» о теоретико-множественных моде-
лях ZF / ZFC, однако в связи с ограниченными результатами (в частности, в 
связи с теоремами о неполноте) нельзя вывести существование подходящих 
теоретико-множественных моделей. Также нельзя вывести существование 
подразумеваемой максимальной кумулятивной иерархии множеств. Другими 
словами, в ТМС возникает то же самое затруднение, которое сторонниками 
невозможности построения теории структур используется для обоснования 
их позиции. Так как ТМС предполагает неструктурное понимание теории 
множеств (даже пусть и начиная с некоторой стадии), а также то, что аксио-
мы так понимаемой теории структур имеют фиксированную интерпретацию, 
это означает, что «универсум „всех множеств“ понимается абсолютно макси-
мальным образом, [то есть как] яркое исключение из принципа неопределен-
ной расширяемости» [11. Р. 38]. Однако какое бы число множеств ни было 
дано, идея кумулятивной иерархии и сама математическая практика предпо-
лагают, что множеств может быть больше любого определенного количества. 
Другими словами, теория множеств предполагает, что весь универсум мно-
жеств уже построен, все стадии кумулятивной иерархии уже реализованы,  
и это вступает в конфликт с самой идеей того, что за каждой стадией в куму-
лятивной иерархии идет следующая стадия, на которой «строятся» все воз-
можные множества из того, что имеется на предыдущей стадии. 

Еще одно следствие понимания аксиом теории множеств как истин отно-
сительно фиксированной структуры, а также того, что выбранная в качестве 
основания теория множеств получает особый статус и не интерпретируется 
структурным образом, состоит в том, что такой подход не предполагает како-
го-либо теоретико-множественного плюрализма. То есть только одна теоре-
тико-множественная структура (например, та же кумулятивная иерархия) 
считается единственно верным описанием универсума множеств, при этом 
какие-либо альтернативные варианты, исходящие из других аксиом (к при-
меру, теория гипермножеств [12] и другие теории множеств с отрицанием 
аксиомы фундирования), отбрасываются как ложные, ведь они не «схваты-
вают» предполагающуюся кумулятивную иерархию множеств, хотя и не яв-

                            
1 Это вытекает из теоремы компактности. 
2 Квазикатегоричность предполагает, что для любых двух моделей одна из них изоморфна кон-

цевому расширению второй. Другими словами, для любых двух моделей одна из них является под-
структурой второй, и вторая (при соответствующем ограничении функции интерпретации) не добав-
ляет никаких новых элементов к первой; см.: [8]. 
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ляются при этом противоречивыми, а математическая практика их исследо-
вания вполне заслуживает внимания. 

III 
Для того чтобы избавиться от предполагаемого конфликта между тем, 

что аксиомы ZF / ZFC предполагают универсум множеств уже построенным, 
а все стадии кумулятивной иерархии множеств уже реализованными, и прин-
ципом неопределенной расширяемости, т.е. тем, что любой набор множеств 
может быть расширен до набора с большим количеством множеств, можно 
обратиться к модальностям. Такой подход предполагает, что стандартный 
(например, перво- или второпорядковый) язык, используемый для формали-
зации теории множеств, дополняется множественными [13, 14] кванторами, 
связывающими множественные переменные (такая переменная за раз пробе-
гает по нескольким объектам, которые при этом не считаются единым объек-
том типа множества; так работает множественное число в естественном язы-
ке), и (интерпретационными) модальностями. При таком подходе 
кумулятивная иерархия множеств «реализуется» в виде последовательности 
возможных миров. В итоге строится модальная теория множеств1, которую 
можно использовать в качестве теории структур для формулировки модаль-
ного теоретико-множественного структурализма (МТМС). 

В качестве модальной логики используется S4.2, в которой выполняются 
следующие модальные аксиомы: 

(4) □p → □□p 
(G) ♢□p → □♢p 
Данные аксиомы соответствуют предполагаемому пониманию отно-

шения достижимости, которое должно представлять собой частичный по-
рядок (рефлексивность, антисимметричность, транзитивность), вполне 
фундированность (любое подмножество отношения достижимости имеет 
минимальный элемент), конвергентность (два расширения одного мира 
имеют общее расширение) и максимальность (все множества, которые мо-
гут быть построены, строятся сразу же). В этой логике выполняется обрат-
ная формула Баркан, соответствующая требованию того, что домены не 
могут уменьшаться. 

Помимо этой модальной логики и стандартных правил введения и удале-
ния множественных кванторов (для удобства они понимаются отличным от 
естественного языка образом и могут быть пустыми, хотя это и не обязатель-
но), выстраиваемая для модальной теории множеств логика содержит прин-
цип необходимости различия (в S4.2 можно вывести необходимость тожде-
ства, но для выведения необходимости различия требуется аксиома B, 
которая в этой логике не выполняется), а также принципы стабильности и 
нерасширяемости для отношения «быть одним из (некоторой множественно-
сти)». Стабильность и нерасширяемость предполагают, что если в каком-то 
возможном мире была сформирована определенная множественность, то во 
всех последующих мирах эта множественность составлена их тех и только 
тех объектов, из которых она изначально была сформирована. В этой логике 
                            

1 Модальная теория множеств разрабатывается в работах Ч. Парсонса; см.: [15]. Также см.: [16]. 
Подробное рассмотрение модальной теории множеств см. в 3-й и 12-й главах [17]. Еще один вариант 
модального понимания итеративной концепции множества см.: [18]. 
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множества формируются из множественностей и наследуют все их экстенси-
ональные характеристики. Потенциалистский перевод произвольной форму-
лы без модальностей получается предписыванием оператора необходимости 
каждому квантору общности и оператора возможности каждому квантору 
существования. 

Для выведения в этой системе потенциалистских аксиом ZF вводится 
еще несколько принципов: (1) аксиома фундирования, гарантирующая суще-
ствование элементов прежде, чем существуют содержащие их множества;  
(2) принцип экстенсиональной определенности множеств с модальностью, 
позволяющий сравнивать множества друг с другом не только внутри отдель-
но взятого мира, но и из разных миров; (3) категорический принцип суще-
ствования множеств, согласно которому для любых объектов на определен-
ной стадии на более поздней стадии существует множество из этих объектов; 
(4) экстенсиональная определенность для замещения, по которому экстенси-
ональная определенность касается размера; (5) принцип модальной рефлек-
сии, согласно которой, если условие выполняется в потенциальной иерархии 
множеств, то оно выполняется в некотором мире (стадии этой иерархии). 
Благодаря этим принципам удается вывести все потенциалистские переводы 
аксиом ZF1. 

Благодаря тому, что аксиомы теории множеств понимаются модальным 
образом, удается потенциалистски объяснить тотальность всех множеств без 
допущения того, что существует некоторый раз и навсегда зафиксированный 
универсум множеств. Соответственно, МТМС согласуется с принципом не-
определенной расширяемости. Кроме того, МТМС может быть комбиниро-
ван с модальным структурализмом в духе Дж. Хеллмэна [11. Р. 61–73; 19; 
20], для этого требуется дополнить МТМС атомарной мереологией, которая 
вместе с множественными кванторами дает теорию отношений2. Что же каса-
ется теоретико-множественного плюрализма, то ситуация не так проста.  
С одной стороны, МТМС не предполагает существования какой-то един-
ственной иерархии множеств, а значит, выбирая в качестве базовых различ-
ные принципы, можно строить различные варианты модальной теории мно-
жеств. Например, вариант с аксиомой выбора или ее отрицанием, с 
аксиомами больших кардиналов или их отрицаниями и т.д. С другой сторо-
ны, выбирая базовые принципы, в том числе из которых в дальнейшем выво-
дятся аксиомы модальной теории множеств, мы заранее предполагаем, как 
будут себя вести объекты выстраиваемой теории. Соответственно, теоретико-
множественный плюрализм все же оказывается существенно ограниченным, 
что мало чем отличается от подобной ситуации с ТМС. То есть МТМС все 
еще не дает структуралистского объяснения теории множеств, однако стоит 
надеяться, что его упомянутая выше комбинация с модальным структурализ-
мом может оказаться полезной в этом отношении. Как бы то ни было, в ситу-
ации выбора между ТМС и МТМС второй имеет важные преимущества. 
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