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Аннотация. Разрабатывается численный алгоритм поиска приближенного решения задачи оптимального 

управления химическим процессом с терминальными ограничениями. Сформулирована в общем виде поста-

новка задачи оптимального управления для химического процесса с ограничениями на параметр управления 

и фазовые переменные. Для ее решения описан пошаговый алгоритм, в основу которого положены метод 

штрафов и генетический алгоритм. Проведена апробация алгоритма на примере реакции аминометилирова-

ния тиолов. Определены приближенные оптимальные концентрации веществ и приближенный оптимальный 

температурный режим, обеспечивающий близкий к максимальному выход целевого продукта реакции при 

выполнении терминальных ограничений. 

Ключевые слова: задача оптимального управления; терминальные ограничения; метод штрафов; генети-

ческие алгоритмы; реакция аминометилирования тиолов 
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Abstract. The article is devoted to the development of a numerical algorithm for finding an approximate solution 

to the problem of optimal control by a chemical process with terminal constraints. One of the most important tasks  

of mathematical modeling of chemical processes is the task of determining the optimal conditions for their conduct, 

as well as the creation of automated complexes for their calculation. The search for optimal methods for conducting 

chemical processes leads to optimal control problems, including restrictions on phase variables and control parame-

ters, since their permissible values are limited by technological limits. The presence of restrictions on phase variables 

significantly complicates the search for solutions to optimization problems, including in the course of computer  

implementation of their numerical methods for finding optimal control. Therefore, the development of algorithms and 

programs for solving optimal control problems with phase constraints is an urgent problem and is of practical interest. 

To construct realizable algorithms for solving the optimal control problem with phase constraints, the penalty method 

is often used. The main idea of this method is to replace a problem with constraints on a problem without constraints 

by adding a "penalty" to the optimality criterion, the sequence of solutions of which gives a solution to the original 

problem. It is possible to overcome the difficulties arising from the use of classical optimization methods, such as  

the nonlinearity of mathematical models of processes, the requirements for the continuity of the objective function 

and its derivatives, the large dimension of the problem, by using genetic algorithms. Genetic algorithms make it pos-

sible to find an approximate solution to the optimal control problem, which is acceptable from a practical point of 

view. An important advantage of genetic algorithms is the independence of the solution found with their help from 

the choice of the starting point of the search. Genetic algorithms can be easily modified for different processes and 

tasks by changing the number of phase variables and control parameters. The article formulates a general formulation 

of the optimal control problem for a chemical process with constraints on the control parameter and phase variables. 

To solve it, a step-by-step algorithm is described, the operation of which is based on two methods: the method  

of penalties and the genetic algorithm. Using the penalty method, the original problem with terminal constraints is  

reduced to a problem without constraints on the phase variables. The resulting new optimal control problem with  

a new optimality criterion is solved using a genetic algorithm. This algorithm is implemented as a software tool in the 

Delphi visual programming environment, which allows the user to configure the parameters of the penalty method 

and the genetic algorithm. The algorithm was tested on the example of the aminomethylation reaction of thiols. The 

formulation of the problem of finding the optimal temperature regime for a given reaction with restrictions on the 

control parameter (reaction temperature) and terminal restrictions (selectivity of formation of the target substance, 

conversion of substances) is formulated to determine the maximum yield of the reaction product. The suboptimal 

temperature regime and the corresponding concentrations of substances at which the terminal restrictions are fulfilled 

have been calculated. The values of the selectivity of the target reaction product, the conversion of substances, and 

the values of the optimality criterion at some permissible temperature values are given. It is shown that the subopti-

mal concentration of the target substance calculated using the algorithm exceeds the values of its concentrations de-

termined under other temperature conditions. 

Keywords: optimal control problem; terminal restrictions; penalty method; genetic algorithms; thiol aminomethy-

lation reaction  
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Одной из важнейших задач математического моделирования химических процессов является 

задача определения оптимальных условий их ведения, а также создание автоматизированных ком-

плексов для их расчета. Математическую модель химического процесса можно представить системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений [1], включающей в себя фазовые переменные, опреде-

ляющие состояние процесса, но не поддающиеся непосредственному воздействию, и управляющие 

параметры, которые можно варьировать и влиять тем самым на течение процесса. В качестве фазо-

вых переменных для химических процессов можно выбрать концентрации веществ, количество ве-

ществ, адсорбированных на катализаторе, давление, температуру и т.д. Параметрами управления  

могут быть температура, скорость подачи или состав реакционной смеси. 

Поиск оптимальных способов ведения химических процессов приводит к задачам оптимально-

го управления, включающим ограничения на фазовые переменные и управляющие параметры,  
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поскольку их допустимые значения ограничены технологическими пределами. Если ограничения на 

переменные состояния заданы в конечный момент времени функционирования системы, то такие 

ограничения являются терминальными ограничениями. Наличие ограничений на фазовые переменные 

существенно усложняет поиск решения оптимизационных задач, в том числе и в ходе компьютерной 

реализации численных методов поиска оптимального управления. Поэтому разработка алгоритмов  

и программ для решения задач оптимального управления с фазовыми ограничениями является акту-

альной проблемой и представляет практический интерес. 

Общая схема вывода условий оптимальности для задач оптимального управления с ограниче-

ниями, накладываемыми на фазовые переменные, получена в работах [2, 3]. Однако при практиче-

ской реализации данного подхода возникают трудности, связанные с исследованием свойств решений 

и разработкой численных алгоритмов для их расчета. 

Для построения реализуемых алгоритмов решения задачи оптимального управления с фазовы-

ми ограничениями нередко применяют метод штрафов [4]. Основная идея данного метода состоит  

в замене задачи с ограничениями на задачу без ограничений путем добавления «штрафа» к критерию 

оптимальности, последовательность решений которой дает решение исходной задачи. В работе [5] 

показано решение задачи оптимального управления на основе метода штрафов, при этом решение 

задачи без ограничений найдено с помощью градиентного метода. Однако решения, найденные  

градиентными методами, зависят от выбора начальной точки поиска решения, что создает дополни-

тельные трудности, поскольку от исследователя требуется знание некоторого приближения этой 

начальной точки хотя бы из физических соображений поставленной задачи. 

Математическое описание химического процесса представляет собой систему нелинейных 

дифференциальных уравнений, причем высокой размерности, связанной со сложностью процесса. 

Это создает ряд трудностей для применения некоторых методов оптимизации, например линейного и 

динамического программирования [6–8]. Наличие ограничений на фазовые переменные и управление 

затрудняет использование методов вариационного исчисления.  

Преодолеть перечисленные трудности можно путем применения генетических алгоритмов. Гене-

тические алгоритмы позволяют найти приближенное решение задачи оптимального управления, но ко-

торое при этом является приемлемым с практической точки зрения. В процессе поиска решения опти-

мизационной задачи с помощью генетических алгоритмов обрабатывается одновременно несколько 

точек пространства поиска, в отличие от традиционных методов, в которых осуществляется последова-

тельный переход от точки к точке [9, 10]. Данная особенность генетических алгоритмов позволяет пре-

одолеть попадание решения в точку локального экстремума полимодальной целевой функции. В про-

цессе работы генетических алгоритмов не требуется вычисления производной целевой функции, а также 

отсутствуют требования ее непрерывности и непрерывности производных. Важным достоинством гене-

тических алгоритмов является независимость найденного решения от начального приближения. Показа-

телями эффективности работы генетического алгоритма являются скорость и устойчивость поиска. Ско-

рость работы генетического алгоритма определяется временем, затрачиваемым на достижение заданного 

количества итераций или качества популяции. Устойчивость поиска определяется возможностью пре-

одоления попадания в точки локальных экстремумов, а также способностью из поколения в поколение 

повышать качество популяции. Кроме того, генетические алгоритмы можно легко модифицировать для 

разных процессов и задач, изменяя количество фазовых переменных и параметры управления. 

 

1. Постановка задачи 

 

Сформулируем задачу поиска оптимального температурного режима химического процесса  

с терминальными ограничениями.  

Пусть динамика химического процесса на интервале [0, tend] описывается следующей системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений [11]: 

 ( ( ), ( ), )i
i

dx
f x t T t t

dt
  (1) 
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с начальными условиями 

 ,,1,)0( 0 nixx ii   (2) 

где 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nx t x t x t x t   – вектор концентраций (фазовых переменных), T(t) – температура 

(параметр управления), t – время, fi(x(t),T(t),t) – непрерывные вместе со своими частными производ-

ными функции.  

Управление T(t) принадлежит классу кусочно-постоянных функций T(t) = Tj, ],,[ 1 jj ttt  ,,0 Nj   

где N – число моментов переключений при разбиении ,... 1210  Ntttt  .1 endN tt   

Пусть на фазовые переменные (значения концентраций в конце протекания реакции) наложены 

ограничения вида равенств и (или) неравенств 

 
( ( )) 0, 1, ,

( ( )) 0, 1, ,

j end

j end

h x t j r

h x t j r m

 

  
 (3) 

где hj(x(tend)) – непрерывно-дифференцируемые функции по всем аргументам. 

На значения параметра управления (значения температуры реакции) наложены ограничения 

вида: 

 ,)( maxmin TtTT   (4) 

где Tmin, Tmax – минимальное и максимальное допустимые значения температуры соответственно. 

Пусть критерием оптимальности является некоторая функция от значений концентраций ве-

ществ в конечный момент времени протекания реакции 

 )).(()( 0 endtxhTI   (5) 

Необходимо определить температурный режим T*(t) из класса кусочно-постоянных функций 

для химического процесса, описываемого системой дифференциальных уравнений (1) с начальными 

условиями (2), такой что выполнены терминальные ограничения (3) и ограничения на температуру (4), 

при этом критерий оптимальности (5) должен достигать экстремального значения.  

Для определенности будем рассматривать задачу на поиск минимума критерия (5). Для того что-

бы решить задачу на максимум, нужно заменить знак перед функцией (5) на противоположный, т.е.   

 .))((min)((max)( 0
*

0
*

*

maxminmaxmin

end
TTT

end
TTT

txhtxhTI 


 

 

2. Алгоритм поиска приближенного решения задачи оптимального управления  

с терминальными ограничениями для химического процесса 

 

Сформулируем алгоритм поиска приближенного оптимального температурного режима с тер-

минальными ограничениями, применяя метод штрафов и генетический алгоритм.  

Введем в рассмотрение вспомогательную функцию [12]: 

 min,),()()(  kqTGTITW  (6) 

где G(T, qk) – штрафная функция, зависящая от управления T и параметра штрафа qk (k – номер ите-

рации). Чем больше значение параметра штрафа qk, тем больше штраф за нарушение ограничений.  

Построение штрафной функции осуществляется исходя из следующих условий: G(T, qk) = 0, ес-

ли ограничения (3) выполняются; G(T, qk) > 0, если ограничения (3) не выполняются.  

Если ограничения (3) нарушены и qk →  при k → , то G(T, qk) →  при k → .  

В качестве штрафной функции рассмотрим функцию вида: 

,)]([)]([
2

),(
1 1

22









 
 


r

j

m

rj
jj

k
k xhxh

q
qTG  

где )(xh j


 – срезка функции, определяемая по правилу: ,0)(  xh j  если ;0)( xh j  ),()( xhxh jj   если 

.0)( xh j  
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Задача оптимального управления (1)–(5) с терминальными ограничениями сводится к задаче 

оптимального управления без ограничений путем поиска управляющего параметра T*(t), который до-

ставляет минимум критерию оптимальности (6). При этом на каждой итерации метода штрафа 

найденный вектор T*(t) является начальным для следующей итерации. 

Для решения задачи без ограничений воспользуемся генетическим алгоритмом. Работа генети-

ческого алгоритма заключается в последовательной смене поколений особей, при котором наследу-

ются лучшие свойства родителей и приобретаются новые полезные свойства, позволяющие выживать 

наиболее приспособленным особям. Будем применять генетический алгоритм с вещественным коди-

рованием (Real-Coded Genetic Algorithm, RGGA) [13], поскольку применение вещественного кодиро-

вания повышает точность решения и скорость поиска глобального экстремума за счет отсутствия 

операций кодирования-декодирования. 

Пусть математическим аналогом особи выступает параметр управления (температура) 

),,...,,( 10 NTTTT   где Ti будем называть геном, ),( ii tTT   ],0[ endi tt   ii ttNi  1:),1(  ,,0 Ni   

,00 t  .1 endN tt   Тогда в качестве популяции из P живых организмов будем рассматривать набор 

векторов ),,...,,( 10 jNjjj TTTT   .,1 Pj   Функцией приспособленности будет выступать критерий оп-

тимальности (6), для вычисления значения которого необходимо решить систему дифференциальных 

уравнений (1) с начальными условиями (2). 

Сформулируем пошаговую работу алгоритма решения задачи поиска оптимального темпера-

турного режима химического процесса с терминальными ограничениями. 

Шаг 1. Задать начальные параметры для метода штрафов: номер текущей итерации k = 0, 

начальное значение штрафа q0, параметр для увеличения штрафа S (рекомендуется выбрать число от 

4 до 10 [14]), положительную константу ε для окончания работы алгоритма. Задать начальные пара-

метры генетического алгоритма: P – количество особей в популяции, N – количество генов, G_Max – 

максимальное количество поколений, номер текущей итерации генетического алгоритма G_k=0. Сге-

нерировать случайным образом на интервале [Tmin, Tmax] начальную популяцию ),,...,,( 00
1

0
0

0
Njjj TTTT   

.,1 Pj   Вычислить для каждой особи значение функции приспособленности. 

Шаг 2. Селекция. На данном шаге отбираются две особи – ),,,,( 10 Naaaa   ),,,( 10 Nbbbb   – 

из текущей популяции для последующего скрещивания. Оператор селекции «турнирный отбор» вы-

полняет случайный выбор двух особей из текущей популяции и последующий случайный отбор од-

ной особи из двух особей, выбранных на первом турнире.  

Шаг 3. Кроссовер. На данном шаге создаются потомки из двух особей-родителей, отобранных 

на предыдущем шаге. Арифметический кроссовер создает два потомка – ),,,,( 10 Ncccc   

),,,( 10 Ndddd   – по правилу [10]: 

,)1( iii bac    ,)1( iii abd    ,,0 Ni   

где )1,0(  – случайное число.  

Шаг 4. Мутация. На данном шаге преобразуются гены потомков с целью приобретения новых 

генов и повышения приспособленности популяции в целом. Случайная мутация осуществляет  

случайный выбор гена каждого из потомков c, d и его замену случайным значением из интервала 

[Tmin, Tmax]. Для каждой особи необходимо вычислить значение приспособленности. 

Шаг 5. Обновление популяции. Случайным образом выбрать один из потомков-мутантов и по-

местить в текущую популяцию вместо особи с наихудшей приспособленностью. Для задачи на ми-

нимум наихудшая приспособленность есть наибольшее значение критерия оптимальности (6). 

Шаг 6. Проверка условия окончания работы генетического алгоритма. Если значение текущего 

номера итерации G_k не превышает максимального количества поколений G_Max, то увеличить 

счетчик итераций G_k = G_k + 1 и перейти на шаг 2. В противном случае выбрать из последней попу-

ляции особь T*(t) с наилучшим значением функции приспособленности.  
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Шаг 7. Проверка условия окончания поиска решения. Если ,)),(( * kqtTG  то положить 

,1 kk qSq 
 ),()( *0 tTtTj   ,,1 Pj   ,0_ kG  ,1 kk  и перейти на шаг 2. Иначе остановить поиск. 

В качестве приближенного решения задачи оптимального управления (1)–(5) принять особь T*(t) из 

последней популяции с наилучшим значением функции приспособленности.  

Данный алгоритм реализован в виде программного средства в среде визуального программиро-

вания Delphi, которое позволяет пользователю осуществлять настройку параметров метода штрафов 

и генетического алгоритма.  
 

3. Вычислительный эксперимент 
 

Используя сформулированный алгоритм, решим задачу поиска оптимального управления с тер-

минальными ограничениями для реакции аминометилирования тиолов.  

Азот и серосодержащие органические соединения находят широкое применение в качестве эф-

фективных средств защиты растений, антиокислительных, противокоррозионных, противоизносных 

присадок к топливам и маслам. Экспериментальные исследования реакции аминометилирования тио-

лов проводятся с помощью тетраметилметандиамина. Механизм данной реакции описывается сово-

купностью стадий [14]: 

 1 2 3 3 4 2 5 6, ,X X X X X X X X       (7) 

где X1 = N2(CH3)4, X2 = Sm, X3 = N2(CH3)4·[Sm], X4 = HSC5H11, X5 = (CH3)2NSC5H11, X6 = (CH3)2NH. 

Кинетические уравнения скоростей стадий определяются согласно закону действующих масс и 

имеют вид: 

 1 1 1 2 2 2 3 4, ,k x x k x x     (8) 

где 1 2 6( , , , )x x x x   – вектор концентраций веществ (моль/л), k1, k2 – кинетические константы реак-

ции (л/(моль·ч)), рассчитываемые исходя из уравнения Аррениуса: 

0 exp , 1, 2,
j

j j

E
k k j

RT

 
   

 
 

где k0j – предэкспоненциальный множитель (л/(моль·ч)), Ej – энергия активации j-й стадии (Дж/моль), 

T – температура протекания реакции (К), R – универсальная газовая постоянная (Дж/(моль·К)). 

Динамика концентраций веществ описывается системой дифференциальных уравнений 

 
2

1

, 1, 6,i
ij j

j

dx
i

dt 

     (9) 

с начальными условиями 

 
0(0) , 1,6,i ix x i   (10) 

где (ij) – матрица стехиометрических коэффициентов веществ реакции (7). 

В системе дифференциальных уравнений (9) фазовыми переменными являются концентрации 

веществ xi ),6,1( i  управляющим параметром – температура в реакторе T(t). 

Целевым продуктом реакции (7) является вещество X5. В связи с этим критерий задачи опти-

мального управления – максимальный выход X5 в конечный момент времени протекания реакции: 

 .max)()( 5  endtxTI  (11) 

Поскольку выход X5 зависит от селективности его образования и конверсии веществ X3, X4, 

наложим на решение задачи следующие ограничения: 

1) селективность образования X5 не менее 60%:  

 ;6,0
5
XS  (12) 

2) конверсия X3, X4 в конце реакции составляет 90%:  

 3 4

3 4

( ) ( )
1 0,9.

(0) (0)

end endx t x t

x x


 


 (13) 
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Допустимые значения температуры задаются неравенством 

 293 К ( ) 333 К.T t   (14) 

Начальные концентрации веществ заданы значениями [14]: 

 ,445,0)0(1 x  ,223,0)0(2 x  ,0)0(3 x  ,367,0)0(4 x  .0)0()0( 65  xx  (15) 

Необходимо определить оптимальный температурный режим T*(t) реакции (7), описываемой 

системой дифференциальных уравнений (9) с начальными условиями (15), с учетом ограничений на 

параметр управления (14) и терминальных ограничений (12), (13), доставляющий максимальное зна-

чение критерию оптимальности (11).  

В ходе поиска решения поставленной задачи система дифференциальных уравнений (9) с на-

чальными условиями (15) решалась методом Рунге–Кутты четвертого порядка. Численные значения 

кинетических параметров реакции аминометилирования тиолов с помощью тетраметилметандиамина 

приведены в работе [14]. Время протекания реакции tend = 1 ч. Генетический алгоритм для поиска 

безусловного экстремума применен со следующими параметрами: количество особей в популяции  

P = 60, максимальное количество поколений G_Max = 2000, количество генов N = 450. Для метода 

штрафов установлены следующие параметры: начальное значение штрафа q0 = 0,1, параметр увели-

чения штрафа S = 10, параметр для окончания работы алгоритма  = 0,01. 

Результаты расчета показали, что для обеспечения максимального выхода продукта реакции X5 

и выполнения ограничений (12)–(14) необходимо на протяжении 0,75 ч удерживать температуру на 

постоянном уровне 298 К, а затем вести процесс оставшееся время при максимальной допустимой 

температуре 333 К (рис. 1).  
 

 

Рис. 1. Субоптимальный температурный режим 

Fig. 1. Suboptimal temperature regime 

 

Вычислены концентрации веществ, соответствующие субоптимальному температурному ре-

жиму. При соблюдении рассчитанного температурного режима концентрация целевого вещества со-

ставит 0,34 моль/л, селективность %,61
5
XS  конверсия X3, X4 в конце реакции 89,8%. 

Результаты расчета показателей реакции аминометилирования тиолов 

№ T, К Селективность образования X5, % Конверсия X3, X4, % Концентрация X5, моль/л 

1 293 59,1 89,7 0,217 

2 303 59,9 89,9 0,307 

3 313 60,1 89,6 0,311 

4 323 59,8 90,1 0,317 

5 333 60,2 89,8 0,321 
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Для реакции аминометилирования тиолов решена прямая кинетическая задача при некоторых 

значениях температуры из допустимого диапазона. На основе ее решения рассчитаны значения се-

лективности образования X5 и конверсии веществ X3, X4 (таблица). Видно, что концентрация целевого 

вещества X5 меньше соответствующей концентрации, полученной при температурном режиме, рас-

считанном с помощью сформулированного алгоритма.  

 

Заключение 

 

Таким образом, сформулированный алгоритм позволяет находить приближенное решение за-

дачи оптимального управления химическим процессом с терминальными ограничениями и ограниче-

ниями на управляющий параметр. В основу работы алгоритма положены два метода: метод штрафов 

и генетический алгоритм. С помощью метода штрафов исходная задача с терминальными ограниче-

ниями сводится к задаче без ограничений на фазовые переменные. Полученная новая задача опти-

мального управления с новым критерием оптимальности решается с помощью генетического алго-

ритма. Разработанный алгоритм позволяет преодолеть трудности, возникающие в ходе решения оп-

тимизационных задач для химических процессов, такие как нелинейность математических моделей 

процессов, требования непрерывности целевой функции и ее производных, большая размерность за-

дачи. При этом найденное решение не зависит от выбора начального приближения. 

С помощью разработанной на основе алгоритма программы проведен вычислительный экспе-

римент для реакции аминометилирования тиолов. Рассчитаны субоптимальный температурный режим 

и соответствующие ему концентрации веществ, при которых выполняются терминальные ограниче-

ния. Приведены значения селективности целевого продукта реакции, конверсии веществ и значения 

критерия оптимальности при некоторых допустимых значениях температуры. Показано, что вычис-

ленная с помощью алгоритма субоптимальная концентрация целевого вещества превосходит значе-

ния его концентраций, определенных при других температурных режимах. 
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Abstract. On solutions of a system of nonlinear difference equations of Volterra type 

        
0

, , , , , ,
t

t

x t f t x u v t T


       

define the terminal functional 

    1, .J u v x t   

Here  , , , ,f t x u v  is a given n-dimensional vector function continuous in  , ,x u v  for all  ,t   together with 

partial derivatives in x,  x is a given twice continuously differentiable scalar function. 

Consider a game problem. Suppose that control u(t)) is controlled by player A, striving to minimize functional, and 

control  v t  is controlled by player B, striving to maximize functional. 
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Consider the following game problem: among all admissible pairs     ,u t v t , on which functional is defined, 

find an admissible pair     0 0,u t v t  such that for any     ,u t v t   

     0 0 0 0, , , .J u v J u v J u v   

A pair     0 0,u t v t , satisfying condition, following the accepted terminology, is called a saddle point of func-

tional. A necessary condition for optimality controls is established. 

Keywords: Volterra difference equation; saddle point; terminal functional; analogue of the discrete maximum 

principle  

 

For citation: Mansimov, K.B., Chiragova, M.U. (2022) On necessary conditions for the existence of a saddle point in 

the problem of optimal control for systems of difference equations of Volterra type. Vestnik Tomskogo gosudarstven-

nogo universiteta. Upravlenie, vychislitelnaja tehnika i informatika – Tomsk State University Journal of Control and 

Computer Science. 59. pp. 13–22. doi: 10.17223/19988605/59/2 

 

В работах [1–2] и других найдены условия существования седловой точки в процессах, описы-

ваемых системами интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра.   

В предлагаемой работе, применяя модификацию методов, предложенных в работах [3–6], 

найдены различные необходимые условия существования седловой точки в задаче оптимального 

управления для систем, модели которых описываются системами нелинейных разностных уравнений.   

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть Rr, Rq, Rn – линейные пространства r-, q- и n-мерных векторов соответственно, 

    ,u t v t  – r(q)-мерный дискретный вектор управляющих воздействий со значениями из заданного 

непустого и ограниченного множества  U V , т.е., 

    0 0 1, , 1, , ,ru t U R t T t t t      (1) 

   , ,qv t V R t T    (2) 

где 0 1,t t  – заданные числа, причем разность 1 0t t  есть натуральное число. 

Пару     0 0,u t v t  с вышеприведенными свойствами назовем допустимой парой. На решениях 

системы нелинейных разностных уравнений типа Вольтерра  

         
0

, , , , , ,
t

t

x t f t x u v t T


       (3) 

определим терминальный функционал 

     1, .J u v x t  (4) 

Здесь  , , , ,f t x u v  – заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по  , ,x u v  при всех  ,t   вме-

сте с частными производными по x,  x  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая скаляр-

ная функция.  

Ясно, то функционал (4) определен для всех совокупностей (пар)     ,u t v t , для которых со-

ответствующее решение  x t  уравнения (3) определено на T.  

Перейдем к постановке следующей игровой задачи. Предположим, что управлением  u t  рас-

поряжается игрок А, стремящийся минимизировать функционал (4), а управлением  v t  распоряжа-

ется игрок В, стремящееся максимизировать функционал (4). 

Рассмотрим следующую игровую задачу: среди всех допустимых пар     ,u t v t , на которых 

определен функционал (4), найти такую допустимую пару     0 0,u t v t  чтобы при любых     ,u t v t   
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      0 0 0 0, , ,J u v J u v J u v  . (5)  

Пару     0 0,u t v t , удовлетворяющую условию (5), следуя принятой терминологии, назовем 

седловой точкой функционала (4). 

 

2. Аналог принципа максимума Понтрягина для существования седловой точки 

 

Пусть     0 0,u t v t  – седловая точка функционала (4). Это означает, что для любых     ,u t v t  

        0 0 0 0 0 0, , , , , .J u v J u v J u v J u v   (6)  

Предположим, что  0x t  – решение уравнения 

         
0

0 0 0 0, , , , ,
t

t

x t f t x u v


      (7) 

а множества 

             0 0 0 0, , , : , , , , , ,f t x U f t x u v u U             (8) 

             0 0 0 0, , , : , , , , ,f t x V f t x u v v V             (9) 

выпуклы при всех  ,t  . 

Пусть  0,1 ,   0,1 ,     , , , ,u t U t T v t V t T     – произвольные числа и произвольные 

допустимые управляющие функции соответственно.  

В силу выпуклости множеств (8), (9) следует, что существуют допустимые процессы 

             0 0 0; , , ; , , ; , ;u t v t x t u t v t x t    , такие что  

        
0

0; , , ; , ; ,
t

t

x t f t x u v


          

                
0

0 0 0, , ; , , 1 , , ; , , ,
t

t

f t x u v f t x u v


              
   (10) 

        
0

0; , , ; , , ;
t

t

x t f t x u v


          

                
0

0 0 0, , ; , , 1 , , ; , , .
t

t

f t x u v f t x u v


              
   (11) 

Введем обозначения 

  
 

 
 2

2

0 0

; ;
, ,

x t x t
a t b t

 

   
 

 
 (12) 

  
 

 
 2

2

0 0

; ;
, ,

x t x t
z t y t

 

   
 

 
 (13) 

        0 0 0, , , ,
u

f t x u v


       

              0 0 0 0 0, , , , , , , ,f t x u v f t x u v           (14) 

        0 0 0, , , ,
v

f t x u v


       

              0 0 0 0 0, , , , , , , , .f t x u v f t x u v           (15) 
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Используя (12), (13) и учитывая условия гладкости, наложенные на правую часть уравнений 

(10), (11), доказывается, что  

                    
0

0 0 0 0 0 0, , , , , , , , ,
t

x u
t

a t f t x u v a f t x u v




            
   (16) 

 
                   

          

0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

, , , , 2 , , , ,

, , , , ,

t

x xu
t

xx

b t f t x u v a f t x u v

a f t x u v a




            


      



 (17) 

                    
0

0 0 0 0 0 0, , , , , , , , ,
t

x u
t

z t f t x u v z f t x u v




            
   (18) 

 
                     

          

0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

, , , , 2 , , , ,

, , , , .

t

x xu
t

xx

y t f t x u v y f t x u v z

z f t x u v z




             


      



 (19) 

Используя (12), (13), вычислим специальные приращения 

          0 0 0; , , ,J u t v J u t v     (20) 

          0 0 0, ; ,J u t v t J u t v t   (21) 

функционала (4), соответствующие допустимым управлениям     0 , ;u t u t  ,     0 , ;u t v t   соответ-

ственно.  

Применяя формулу Тейлора, эти специальные приращения (20), (21) записываются в виде: 

                    0 0 0 0 0 0
1 1, ; , , ;u J u t v t J u t v t J u t v t x t x t          

       
  

 
02

12
1 1 1 12

0 0

; ;
x td d

x t x t o a t
d xd 


          

 
 

 
  

   
  

   
0 2 02 2

1 1 2
1 1 12

,
2 2

x t x t
b t a t a t o

x x

   
   

 
 (22) 

              0 0 0 0 0, , ; ,vJ u t v t J u t v t J u t v t      

       
  

 
02

12
1 1 12

0 0

1
; ;

2

x td d
x t x t o z t

d xd
 


          

 
 

 
  

   
  

   
0 2 02 2

1 1 2
1 1 12

.
2 2

x t x t
y t z t z t o

x x

   
   

 
 (23) 

Введем аналог функции Гамильтона–Понтрягина: 

                           
0

0 0 0 0 0
1 1, , , , , , , , , , , , ,

t

x

t

H t x t u t v t t t f t x t u t v t x t f t t x t u t v t




      

где  t  – n-мерная вектор-функция, являющаяся решением линейного разностного уравнения типа 

Вольтерра  

           0 0 0 0, , , , .xt H t x t u t v t t    (24) 

Из тождеств (16)–(19) получаем, что 

                
1 1

0 0 0

0 0 0 0 0 0, , , , ,
t t t

x

t t t t t

t a t t f t x u v t a
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1

0

0 0 0 0, , , , ,
t

u
t

t f t x u v






       


  (25) 

              
1 1

0 0 0

0 0 0 0 0, , , ,
t t t

x

t t t t t

t b t t f t x u v b
 

  


        


    

                          
1

0

0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , , ,
t

xxu
t

t f t x u v a z f t x u v z






                


  (26) 

              
1 1

0 0 0

0 0 0 0 0, , , ,
t t t

x

t t t t t

t z t t f t x u v z
 

  


        


    

           0 0 0 0, , , , ,
u

t f t x u v



     


 (27) 

              
1 1

0 0 0

0 0 0 0 0, , , ,
t t t

x

t t t t t

t y t t f t x u v y
 

  


        


    

                          0 0 0 0 0 0 0 02 , , , , , , , , .xxu
t f t x u v z z f t x u v z




                


 (28) 

Используя дискретный аналог формулы Фубини (см., напр.: [7, 8]), доказывается справедли-

вость тождеств 

          
1

0 0

0 0 0 0, , , ,
t t

x

t t t

t f t x u v a


 


      


   

           
1

0 0

0 0 0 0, , , , ,
t t

x

t t t

f t x t u t v t a t


 


   


   (29) 

          
1

0 0

0 0 0 0, , , ,
t t

xu
t t t

t f t x u v



 


      


   

           
1

0 0

0 0 0 0, , , , ,
t t

u t
t t t

f t x t u t v t


 


    


   (30) 

          
1

0 0

0 0 0 0, , , ,
t t

x

t t t

t f t x u v a


 


      


   

                       0 0 0 0 0 0 0 02 , , , , , , , ,xxu
t f t x u v a f t x u v a




                


 

          
1

0

0 0 0 0, , , ,
t t

x

t t t

f t x t u t v t a t


 


    


   

                        0 0 0 0 0 0 0 02 , , , , , , , , .xxu
t f t x u v a t t f t x t u t v t a t




         


 (31) 

Далее из соотношений (16), (19) следует, что 

                    
0

0 0 0 0 0 0
1 1 1, , , , , , , , ,

t

x u t
t t

a t f t t x t u t v t a t f t t x t u t v t


   
   (32) 

          
0

0 0 0
1 1, , , ,

t

x

t t

b t f t t x t u t v t b t


 
  

                      0 0 0 0 0 0
1 12 , , , , , , , , ,x xxu t

f t t x t u t v t a t a t f t t x t u t v t z t   


 (33) 
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0

0 0 0
1 1, , , ,

t

x

t t

z t f t t x t u t v t z t


 
  

         0 0 0
1, , , , ,

v t
f t t x t u t v t 


 (34) 

          
0

0 0 0
1 1, , , ,

t

x

t t

y t f t t x t u t v t y t


 
  

           0 0 0
12 , , , , .xv t

f t t x t u t v t z t  


 (35) 

Учитывая выражение аналога функции Гамильтона–Понтрягина, сопряженную систему (24)  

и тождества (25)–(35), после некоторых преобразований специальные приращения (22), (23) функци-

онала (4) по управляющим функциям     0 , ;u t u t   и     0 , ;v t v t   соответственно представляются 

в виде 

              0 0 0 0 0, ; , ,u J u t v t J u t v t J u t v t      

                 
1

0

2
0 0 0 0 0

1 1, , , ,
2

t

xxu t
t t

H t x t u t v t t a t x t a t


        
  

            
1

0

0 0 0 0
1, , , ,

t

xx

t t

a t H t x t u t v t t a t


    

               
1

0

0 0 0 0 22 , , , , ,
t

xu t
t t

H t x t u t v t t a t o



    


  (36) 

              0 0 0 0 0, , ; ,vJ u t v t J u t v t J u t v t      

                 
1

0

2
0 0 0 0 0

1 1, , , ,
2

t

xxv t
t t

H t x t u t v t t z t x t z t


       
  

            
1

0

0 0 0 0, , , ,
t

xx

t t

z t H t x t u t v t t z t


    

               
1

0

0 0 0 0 22 , , , , .
t

xt
t t

H t x t u t v t t z t o





    


  (37) 

Полученные разложения (36), (37) позволяют сформулировать необходимые условия опти-

мальности типа принципа максимума Понтрягина, а также исследовать случай их вырождения.  
 

3. Необходимые условия оптимальности для существования седловой точки 
 

По предположению     0 0,u t v t  является седловой точкой в рассматриваемой задаче. Поэто-

му из разложений (36), (37) следует, что  

             
1

0

0 0 0 0, , , , 0,
t

u t
t t

H t x t u t v t t o


       (38) 

             
1

0

0 0 0 0, , , , 0.
t

v t
t t

H t x t u t v t t o


       (39) 

Из неравенств (38), (39) в силу произвольности   и   получаем справедливость утверждения. 

Теорема 1. В случае выпуклости множеств (8), (9) для существования седловой точки 

    0 0,u t v t  в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенства  
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1

0

0 0 0 0, , , , 0,
t

u t
t t

H t x t u t v t t


    (40) 

           
1

0

0 0 0 0, , , , 0
t

v t
t t

H t x t u t v t t


    (41) 

выполнялись для всех     TtVtvTtUtu  ,,,  соответственно. 

Неравенства (40), (41) представляют собой необходимые условия оптимальности первого  

порядка, причем первое из них – типа принципа максимума Понтрягина, а второе – типа принципа 

минимума Понтрягина. 

Известно (см., напр.: [3, 6]), что часто различные необходимые условия оптимальности первого 

порядка вырождаются. Подобные случаи называются особыми, а соответствующие управления – 

особыми управлениями. В этом случае для исследования рассматриваемой задачи надо иметь новые 

содержательные условия оптимальности.  

Изучим случай вырождения необходимых условий оптимальности (40), (41).  

Определение. Допустимое управление     0 0,u t v t  назовем особым первого порядка управ-

лением, если для всех   ,u t U t T   и   ,v t V t T   

           
1

0

0 0 0 0, , , , 0,
t

u t
t t

H t x t u t v t t


    (42) 

           
1

0

0 0 0 0, , , , 0
t

v t
t t

H t x t u t v t t


    (43) 

соответственно.  

Из введенного определения ясно, что для особого управления необходимые условия оптималь-

ности теряют свое содержательное значение. 

Из разложений (36), (37) сразу следует  

Теорема 2. Пусть множества (8), (9) выпуклы. Тогда для того, чтобы особое допустимое управ-

ление     0 0,u t v t  было седловой точкой, необходимо, чтобы неравенства 

                   
1

0

0 0 0 0 0
1 1 , , , ,

t

xx xx

t t

a t x t a t a t H t x t u t v t t a t


      

             
1

0

0 0 0 02 , , , , 0,
t

xxu t
t t

H t x t u t v t t a t


     (44) 

                   
1

0

0 0 0 0 0
1 1 , , , ,

t

xx xx

t t

z t x t z t z t H t x t u t v t t z t


     

             
1

0

0 0 0 02 , , , , 0
t

xv t
t t

H t x t u t v t t z t


     (45) 

выполнялись для всех     TtVtvTtUtu  ,,,  соответственно.  

Неравенства (44), (45) являются довольно общими, но вместе с тем неявными необходимыми 

условиями оптимальности для особых седловых точек     0 0,u t v t . 

Однако с их помощью при некоторых предположениях можно получить необходимые условия 

оптимальности, явно выраженные через параметры рассматриваемой задачи. 

Пусть    ,R t n n    – матричная функция, являющаяся решением разностного матричного 

уравнения типа Вольтерра 
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                   0 0 0 0
0, , , , , , , , , , , .x x

s t

R t R s f s t x t u t v t f s t x t u t v t t t




        (46) 

Матричная функция  ,R t  называется резольвентой уравнения (18) (см., напр.: [7, 8]). 

Следуя [7, 8], можно показать, что резольвента  ,R t  является также решением уравнения 

                   0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , , .x x

s t

R t R s f s x s u s v s f t x t u t v t




       (47) 

Уравнения (46), (47) называются уравнениями резольвенты.  

Решения  ta  и  tz  уравнений (16), (18) допускают соответственно представления  

                      
0 0 0

0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , ,
t t

u u s
t t s t

a t f t x u v R t f s x s u s v s



  

 
          

  
    (48) 

                      
0 0 0

0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , .
t t

v v s
t t s t

z t f t x u v R t f s x s u s v s



  

 
          

  
    (49) 

Далее, принимая во внимание тождество 2 из [5. С. 45], представления (48), (49) записываются 

в следующей форме: 

                      
0 0

0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , ,
t t t

u u
t t s

a t f t x u v R t s f s x u v
 

  

 
            

 
    (50) 

                      
0 0

0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , .
t t t

v v
t t s

z t f t x u v R t s f s x u v
 

  

 
            

 
    (51) 

Предположим, что 

      , , , , , , , , ,f t x u v A t g x u v     (52) 

где  ,A t   – заданная  n n  дискретная матричная функция, а  , , ,g x u v  – заданная n-мерная век-

тор-функция, непрерывная по  , ,x u v  при всех τ. 

Пусть по определению  

       , , , , .
t

s

Q t A t R t s A s


      

Тогда представления (50), (51) примут вид: 

             
0

0 0 0, , , , ,
t

u
t

a t Q t g x u v




        (53) 

             
0

0 0 0, , , , ,
t

v
t

z t Q t g x u v




        (54) 

С помощью представлений (53), (46)–(54) убеждаемся в справедливости тождеств  

                    
1 1

0 0

0 0 0 0 0
1 1 1 1, , , ,

t t

xx xxu
t t

a t x t a t g x u v Q t x t


 

            

           0 0 0
1, , , , ,

u
Q t g x u v


        (55) 

            
1

0

0 0 0 0, , , ,
t

xu t
t t

H t x t u t v t t a t


    

                    
1

0 0

0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , ( ), ,
t t

xu t u
t t t

H t x t u t v t t Q t g x u v


 

 
         

  
   (56) 
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1 1 1

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0, , , , , , ,
t t t

xx u
t t t t

a t H t x t u t v t t a t g x u v


  

           

             
 

      
1

0 0 0 0 0 0 0

max

, , , , , , , , ( ), ,
t

xx u
Q t H t x t u t v t t Q t g x u v




 
         

  
  (57) 

                  
1 1

0 0

0 0 0 0 0
1 1 1( ) , , , ,

t t

xx xxv
t t

z t x t z t g x u v Q t x t


 

            

           0 0 0
1, , , , ,

v
Q t g x u v


        (58) 

            
1

0

0 0 0
0, , , ,

t

xv t
t t

H t x t u t v t t z t


    

                    
1 1

0 0

0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , ( ), ,
t t

xv t v
t t t

H t x t u t v t t Q t g x u v


 

 
         

  
   (59) 

                     
1 1 1

0 0 0

0 0 0 0 0 0
0, , , , , , ,

t t t

xx v
t t t t

z t H t x t u t v t t z t g x u v


  

           

             
 

      
1

0 0 0 0 0 0 0

max

, , , , , , , , ( ), .
t

xx v
Q t H t x t u t v t t Q t g x u v




 
         

  
  (60) 

Введем матричную функцию  ,K    формулой 

                     
 

1

0 0 0 0 0
1 1 1

max

, , , , , , , , , .
t

xx xxK Q t x t Q t Q t H t x t u t v t t Q t


            

Сейчас, принимая во внимание это обозначение и тождества (46)–(58) в неравенствах (44), (45) 

получаем, что  

                 
1 1

0 0

0 0 0 0 0 0, , , , , , ( ),
t t

u u
t t

g x u v K g x u v
 

 

              

                    
1

0 0

0 0 0 0 0 0 02 , , , , , , , ( ), 0,
t t

xu t u
t t t

H t x t u t v t t Q t g x u v


 

 
          

  
   (61) 

                 
1 1

0 0

0 0 0 0 0 0, , , , , , ( ),
t t

v v
t t

g x u v K g x u v
 

 

              

                    
1

0 0

0 0 0 0 0 0 02 , , , , , , , ( ), 0.
t t

xv t v
t t t

H t x t u t v t t Q t g x u v


 

 
          

  
   (62) 

Сформулируем полученный результат в виде следующей теоремы. 

Теорема 3. Если множества (8), (9) выпуклы, то для того, чтобы особое управление 

    0 0,u t v t  было седловой точкой функционала (4), при сделанных предположениях необходимо, 

чтобы неравенства (61), (62) выполнялись для всех    , , ,u t U t T v t V t T     соответственно. 

Таким образом, используя специфику (52) уравнения (3), удалось получить конструктивно про-

веряемое необходимое условие оптимальности особых управлений. 
 

Заключение 
 

В статье исследуется одна игровая задача оптимального управления, описываемая системой не-

линейных разностных уравнений типа Вольтерра. Доказано необходимое условие существования 
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седловой точки в рассматриваемой задаче управления. Отдельно изучен случай вырождения (особый 

случай) установленного необходимого условия оптимальности типа принципа максимума Понтряги-

на. При некоторых дополнительных предположениях установлено необходимое условие второго по-

рядка для существования седловой точки.   
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Аннотация. Винеровские деградационные модели с ковариатами широко используются для оценки 

функции надежности по данным об изменении показателя деградации во времени. В данной статье разработан 

алгоритм построения оптимального плана эксперимента на надежность, который предусматривает вычисление 

оптимальных величин нагрузок, количества исследуемых изделий и моментов времени измерения показателя 

деградации. Предложенный алгоритм основан на оптимизации функционала от информационной матрицы 

Фишера при заданных ограничениях на величину нагрузки, длительность проведения эксперимента и мини-
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мальный интервал между моментами времени измерения показателя деградации. Применение разработанного 

алгоритма рассмотрено на примере данных об исследовании светодиодов (LED). 

Ключевые слова: винеровская деградационная модель; ковариаты; информационная матрица Фишера; 

оптимальное планирование эксперимента; светодиоды 

 

Для цитирования: Чимитова Е.В., Осинцева Е.А. Оптимальное планирование эксперимента на основе вине-

ровской деградационной модели с ковариатами // Вестник Томского государственного университета. Управ-

ление, вычислительная техника и информатика. 2022. № 59. С. 23–33. doi: 10.17223/19988605/59/3 

 

Among all degradation models proposed in literature (see, for example, [1]), the most popular de-

gradation models are the Wiener, gamma and inverse Gaussian models [2, 3]. Gamma [4–6] and inverse 

Gaussian [7, 8] degradation models are widely used for describing the aging processes of equipment, if the 

degradation index changes monotonously.  On the contrary, the Wiener degradation model can be used in the 

case of non-monotonic degradation, when there are both positive and negative increments of the degradation 

index. The Wiener degradation models are widely used in various applications [9–14]. For example, in [12] 

it is applied for the reliability analysis of hard disk head units, in [13, 14] it is used to describe the degrada-

tion of LED. 

The modern world requires development of new high-tech devices during extremely restricted period 

of time. At the same time, productivity, reliability and overall quality must be constantly improved. It has 

encouraged the wider use of optimal design to improve the quality of devices and processes in general. High 

reliability requirements have increased the need for testing materials, components and systems in early stages.  

Evaluating the lifetime distribution and the reliability characteristics of components in high-tech  

devices is an essentially challenging task. Most modern devices are designed for operation without failure 

during long period of time. Thus, under normal conditions, most objects will maintain functionality. For  

example, in the design and construction of a communication satellite, there are only 6 months to test compo-

nents which are expected to operate for 15 – 20 years. For this reason, accelerated testing is widely used for 

industrial purposes, in particular for obtaining well-timed information on the reliability of components and 

product materials. Usually, results obtained from testing under high levels of stresses (such as temperature, 

voltage, pressure and others) are extrapolated using a physically based statistical model to provide estimates 

of reliability characteristics under normal conditions of use. 

The issue of constructing an optimal design has been raised by many scientists since the middle of the 

20th century. Over time, scientists have noticed that traditional research methods are ineffective and costly. 

Therefore, scientists began to look for new ways to speed up testing and ensure that made decisions are close 

to optimal. The English statistician Sir Ronald Aylmer Fisher introduced fresh ideas into the planning expe-

riments [15]. He was the first to show the expediency of simultaneous variation by all factors as opposed to 

the widespread ‘vary one factor at a time’ approach with other factors assigned fixed values. Since then,  

a new era of optimal design has begun, which is still relevant in our time. At the beginning of the 21st century, 

scientists discussed optimal design of degradation tests in the presence of cost constraint. In [16], the authors 

proposed an approach to determine the number of units to test and stress levels by minimizing the variance 

of estimated percentile of failure time distribution under determined cost of experiment and degradation test 

duration. An example of the optimal design for the accelerated reliability experiment on the basis of the 

Wiener degradation model was considered in [17]. However, there are no recommendations for the time 

moments for measuring the degradation index. 

In [18], we showed that the choice of time moments for measuring the degradation index significantly 

influence on the accuracy of maximum likelihood estimates of the Wiener degradation model parameters. 

The optimal distribution of measurement time points depends on the model describing the degradation pro-

cess as well as the experimental conditions, such as stress levels, experiment duration and minimum time 

interval between measurements of the degradation index [18–20]. Thus, the main purpose of the paper is to 

develop an algorithm for constructing A- and D-optimal designs based on the Wiener degradation model, 

which includes determining of optimal stress levels, number of tested devices and time moments for measuring 

the degradation index. 
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1. The Wiener degradation model in reliability analysis 

 

Let us assume that the observed stochastic process  Z t  is a stochastic process with independent  

increments and  0 0Z  . For the Wiener degradation model, increments have the normal distribution with 

the probability density function 
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where     1 t t t      is the shift parameter,    2 t t t      is the scale parameter, 0 , 

 t  is a positive increasing function. 

Let us denote the vector of stresses (which are also often referred to as covariates) as 
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1 2, ,..., mx x x x . The range of values for each covariate jx , 1,j m  is determined by the conditions  

of experiment. In this paper, the degradation process  Z t  is supposed to be observed under a constant in 

time stress. 

Here, we assume that the covariate x influences the degradation paths as in the accelerated failure time 

model [5]: 
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where  ;r x   is a the positive covariate function, 
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1( ,..., )m     is the vector of regression parameters. 

Denote the mathematical expectation of degradation process  xZ t  by 
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The time to failure, which depends on covariate x  is defined as: 

  0sup : xt Z t z   , 

where 0z  is the critical value of the degradation index. Then, the reliability function can be represented as: 
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Suppose the experiment is running over time T . The degradation index values are measured at time 

points 0 10 ... kt t t T    . 

Let us denote the sample of independent degradation index increments with covariates as following: 

      1 1 2 2, , , ,..., , , 1,n j j nj nZ x Z x Z x j k    X , 

where k is the number of measurements of the degradation index for each object, xi is the value of the covariate 

vector for the i-th object,    1ij i j i jZ Z t Z t     is the increment of the degradation index during the time 

from 1jt   to jt .  

Unknown parameters of the model can be estimated using the maximum likelihood method. The loga-

rithmic likelihood function for the parameters of the Wiener degradation model is defined as: 
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The maximum likelihood estimate (MLE) of an unknown parameter corresponds to maximum  

of the likelihood function (1). For solving the optimization problem, we have calculated the derivatives  

of the log-likelihood function with respect to the model parameters: 
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In the general case, system of equations (2) is solved using numerical methods. In the case of a model 

without covariates with the linear trend function, i.e. 1  , 0  , the MLE of parameters have the following 

form: 
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2. Optimal design of experiments 
 

As shown in [18], the accuracy of the estimates of unknown parameters significantly depends on  

the conditions of reliability experiment - stress levels, the number of tested devices and the time moments  

for measuring the degradation index. Therefore, the stage of experiment design is very important in practice. 
 

2.1. The problem of optimal design for reliability experiments 
 

We denote the experiment design as a set of values: 
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 , and 1 ... kt t  are the time moments for measuring the degradation index. All objects of the 
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sample are divided into q groups corresponding to different values of the covariate vector (reference points 

of the design). 

Thus, the problem of an optimal design can be written as follows: 
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where  M   is some functional of the Fisher information matrix, minx , maxx  are the minimum and maxi-

mum values of stress levels determined by the conditions of experiment, mint  is the minimum interval  

between adjacent time points of measuring the degradation index. 

There are various optimal designs: A, D, G, Q, etc. In this paper, we consider the problem of experi-

ment design from the standpoint of increasing the accuracy of the model parameters estimates. The proce-

dures for constructing A- and D- optimal designs make it possible to obtain a redistribution of suitable  

candidate points taking into account the extraction of the maximum information about the model parameters 

from the experimental data. 

The construction of the A-optimal design consists in minimizing the sum of the diagonal elements of 

the inverse Fisher matrix: 

     1TraceM I I    . 

The A-optimal design corresponds to the scattering ellipsoid of the parameter estimates with the least sum of 

squares of the axes lengths. 

The construction of the D-optimal design is based on maximizing the determinant of the Fisher infor-

mation matrix: 

     detM I I    . 

The scattering ellipsoid of the parameter estimates corresponding to the D-optimal design has the minimum 

volume. 

 

2.2. Fisher information matrix for the Winner degradation model 

 

To obtain the Fisher information matrix for the Wiener degradation model, it is necessary to calculate 

the mathematical expectation of the second derivatives with respect to the parameters of the likelihood func-

tion. The first-order derivatives of the likelihood function are represented by formula (2). 

Elements of the Fisher information matrix are given by the following formulas: 
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where  
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2.3. Algorithm of the direct search procedure for optimal design 
 

The direct approach assumes solving the optimization problem: 

  * argmin M I   . 

Step 1. Set the initial non-degenerate design: 
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Set 0iter  . 

Step 2. Calculate the Fisher information matrix  0I   for the initial design. 

Step 3. Fix the values of 0 0
1 ,..., q  , 

0 0
1 ,..., kt t  , and solve the optimization problem 
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Calculate  iterI   according to the received design: 

   
1 1

1

1

1

...
, ...

...

iter iter
qiter iter iter

k
iter iter

q

x x
t t

  
 

   
  

 

. 
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Calculate  iterI   according to the received design. 

Step 6. Check the termination condition for the obtained design 
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If for a small positive number   the inequality: 

   1iter iterM M      

holds, then the optimal design is obtained; else set 1iter iter   and repeat steps 3-6. 
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3. Optimal design for the light-emitting diodes reliability test 

 

Light-emitting diodes have higher brightness and lower power consumption than traditional light 

sources. In [21], the degradation of light-emitting diodes was studied under two electric current levels:  

35 mA and 40 mA, while the normal stress level is 25 mA. Light intensity data for 24 light-emitting diodes 

are shown in Table 1. As can be seen from the table, the output light intensity decreases with time. The data 

were recorded every 50 hours up to 250 hours. When the light intensity decreases by 50 percent the failure of 

unit is recorded. 
T a b l e  1  

Degradation data of LED 

№ I t0 = 0 t1 = 50 t2 = 100 t3 = 150 t4 = 200 t5 = 250 

1 

40 

100 86,6 78,7 76,0 71,6 68,0 

2 100 82,1 71,4 65,4 61,7 58,0 

3 100 82,7 70,3 64,0 61,3 59,3 

4 100 79,8 68,3 62,3 60,0 59,0 

5 100 75,1 66,7 62,8 59,0 54,0 

6 100 83,7 74,0 67,4 63,0 61,3 

7 100 73,0 65,0 60,7 58,3 58,0 

8 100 86,2 67,6 62,7 60,0 59,7 

9 100 81,2 65,0 60,6 59,3 57,3 

10 100 66,1 64,2 59,4 58,0 55,3 

11 100 76,5 61,7 61,3 59,7 56,0 

12 100 66,8 63,3 59,3 57,3 56,5 

13 

35 

100 95,1 86,0 77,6 70,0 66,7 

14 100 93,3 87,1 79,7 74,3 73,0 

15 100 98,3 92,4 89,0 84,3 83,0 

16 100 96,6 88,2 85,1 81,4 78,6 

17 100 95,8 89,0 84,0 81,0 80,0 

18 100 94,0 82,4 77,4 71,7 70,6 

19 100 88,2 78,7 75,0 70,0 69,3 

20 100 86,7 78,0 73,3 68,7 67,3 

21 100 89,0 80,0 76,3 72,3 71,3 

22 100 96,2 86,5 81,4 74,5 74,2 

23 100 97,5 84,5 81,0 75,0 74,1 

24 100 92,4 85,4 80,0 73,3 71,5 

 

The degradation model describing the reliability function can be constructed by the given preliminary 

data. Then, on the basis of the obtained model it is proposed to determine the optimal design, which enables 

to increase the precision of model parameters estimates. 

Let us consider the Wiener degradation model with the power-law trend function  t t  for different 

covariate functions: 

1. Log-linear model:    1 , expr x x    ; 

2. Power model:     2 , exp lnr x x x    , 0x  ; 

3. Arrhenius model:    3 , exp /r x x   . 

As the Wiener degradation model described above requires (0) 0Z   and the increasing trend func-

tion, the data were processed as follows: the values of degradation index are equal to 100 minus values of 

light intensity, given in Table 1. 

Maximum likelihood estimates of unknown parameters for the considered Wiener degradation models 

as well as obtained values of information criteria AIC and BIC are given in Table 2. 
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T a b l e  2   

Estimation Results of Unknown Parameters  , , ,     for the Wiener degradation model with the power-law trend 

Covariate function Log-linear Power Arrhenius 

Parameters estimates  [0,52; 0,13; 0,48; –6,46] [0,84; 0,33; 0,48; –1,72] [18,00; 156,45; 0,48; 24,16] 

AIC 646 648 644 

BIC 658 660 656 

 

As can be seen from Table 2, the more preferable model is the Wiener degradation model with power-

law trend function, where the influence of the current strength is described by log-linear covariate function. 

Figures 1 and 2 illustrate the graphs of trend functions and the values of degradation index under stress levels 

35 and 40 mA. 
 

 

Fig. 1. Degradation processes at a current of 35 

 

 

Fig. 2. Degradation processes at a current of 40 
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On the basis of the obtained Wiener degradation model we build the optimal design for the further ex-

periment. Let us find the optimal experiment design using the proposed algorithm presented in Section 2.3 as 

a result of solving the optimization problem  

     

( )

0 1

det min,

30 50, 1, ,
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where 2q   and 5k  . 

In Table 3, there are the initial design and obtained D-optimal design as well as the corresponding  

values of determinant of the Fisher information matrix. 
T a b l e  3  

D-Optimal Experiment Design 

Initial design Optimal design 

0 35 40
, 0 50 100 150 200 250

0,5 0,5

 
   

 
 * 30 50

, 0 10 44 150 360 500
0,5 0,5

 
   

 
 

  0det 6,7 09I e      *det 1 12I e    

 

The purpose of developing the proposed algorithm is to select the optimal experimental conditions in 

order to improve the accuracy of model parameters estimates. Let us analyze statistical properties of model 

parameters estimates using the Monte Carlo method. We generated 100000N   samples of degradation 

paths following the initial and optimal designs. In Table 4, there are the values of determinant of the estimated 

covariance matrix 
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N



   . 

T a b l e  4  

Determinant of the estimated covariance matrix  

Initial design Optimal design 

3,35e-08 1,75e-12 

 

As can be seen from Table 4, the determinant of the estimated covariance matrix has decreased tenfold 

for the optimal design, which confirms that the parameters estimates for the optimal design are indeed more 

accurate. 

 

Conclusion 

 

In this paper, we have proposed the algorithm for direct search of optimal design basing on the Wiener 

degradation model. The algorithm enables to determine the optimal stress levels, number of tested devices 

and time moments for measuring the degradation index. As an example, we have considered the problem  

of reliability analysis for light-emitting diodes. Following the proposed algorithm, the D-optimal design  

for testing reliability of light-emitting diodes has been obtained. It has been shown that the determinant  

of the estimated covariance matrix has decreased tenfold for the optimal design in comparison with the initial 

design, which confirms accuracy of parameter estimates has become higher. 
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However, in this paper we have not taken into account the fact that the object observation should  

be terminated when the degradation path reaches the threshold. Our further research is associated with the 

improvement of the algorithm on the basis of the conditional Fisher information matrix, which can result in 

the change of the optimal design. 
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Аннотация. Изучается однолинейная система массового обслуживания (СМО) с входящим коррелиро-

ванным синхронным дважды стохастическим потоком событий (запросов, сообщений и т.п.) с двумя состоя-

ниями. Приводятся явные аналитические формулы для стационарного распределения вероятностей состояний 

системы, а также явные аналитические выражения для числовых характеристик системы: средней длины оче-

реди, среднего числа запросов в системе, вероятности простоя системы. Приводятся численные результаты 

расчета характеристик системы, представленные в виде таблиц. Рассматривается частный случай входящего 

потока запросов – рекуррентный синхронный поток с двумя состояниями. 

Ключевые слова: синхронный поток событий (запросов, сообщений); однолинейная система массового 
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Abstract. In this article, we study a single-server queuing system with an incoming correlated synchronous dou-

bly stochastic two-state event stream, which is a special case of the MAP events stream. 

The mathematical expectation of the duration of the intervals between the events of the stream has the form: 

 
 

1 2

1 2

λ λ
.

λ λ
τ

p q
M

p q





 

The formula for the intensity of the considered synchronous flow is obtained: 

 
1 1 2 2

1
λ λ π λ π .

τM
    

An analytical stationary probability distribution of process states  ,i j  is derived, where i is the queue length  

in the system, 0,1,...i  , j, is the state of the synchronous events flow, 1,2j  , for three different cases: 1) 1p q  ,  
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2) 0 1p q   , 3) 1 2p q   , where p is the probability of transition of the synchronous flow from the first state 

(flow intensity in the first state λ1) to the second (flow intensity in the second state λ2, λ1 > λ2); q is the probability of 

a synchronous flow transition from the second state (flow intensity in the second state λ2) to the first (flow intensity 

in the first state λ2). 

Numerical characteristics of the system are found explicitly: the probability of the system downtime  1P  , the 

average queue length in the system  M I  and the average number of requests in the system  1M I  . Numerical 

calculations of characteristics with different initial data are given. The tables present the results of the dependence of 

the found numerical characteristics on the parameters of the investigated queuing system. 

Keywords: synchronous flow of events (requests, messages); single line queuing system (QS); stationary proba-

bility distribution of system states; numerical characteristics  

 

For citation: Gortsev, A.M., Bocharova, M.A. (2022) Analytical study of a single-line system queuing with  

incoming synchronous events flow. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Upravlenie, vychislitelnaja 

tehnika i informatika – Tomsk State University Journal of Control and Computer Science. 59. pp. 34–46. doi: 

10.17223/19988605/59/4 

 

Системы и сети массового обслуживания (СМО и СеМО) широко применялись и применяются 

в качестве математических моделей различных технических, физических, экономических и других 

систем. Случайные потоки событий, являющиеся основными элементами СМО и СеМО, в свою оче-

редь, применяются в качестве математических моделей различных реальных процессов, протекаю-

щих в таких системах. В частности, случайные потоки событий служили и служат математическими 

моделями информационных потоков запросов в телекоммуникационных сетях. 

Подавляющее число статей прошлого столетия посвящено изучению СМО и СеМО с входящими 

простейшими потоками событий. Однако в связи с интенсивным развитием (с конца XIX в.) теле-

коммуникационных сетей, беспроводных и мобильных сетей связи математическая модель простей-

шего потока перестала быть адекватной реальным информационным потокам запросов. 

Современными математическими моделями информационных потоков в телекоммуникационных 

сетях являются коррелированные дважды стохастические потоки запросов. Систематизированное 

описание СМО и СеМО с коррелированными потоками приведено в монографии [1], в своем роде 

единственной в мировой литературе. Здесь отметим, что одними из первых работ, положивших нача-

ло систематическому исследованию коррелированных потоков (дважды стохастических потоков, 

MC-потоков, MVP-потоков, MAP-потоков), были работы [2–8]. 

Аналитическое исследование СМО и СеМО с коррелированными потоками – достаточно за-

труднительный процесс [1], тем более нахождение, скажем, характеристик СМО и СеМО в явном виде 

представляет собой сложную задачу, порой неразрешимую. В настоящей статье проводится аналити-

ческое исследование однолинейной СМО с входящим синхронным дважды стохастическим потоком 

событий с двумя состояниями [9–12], с бесконечным числом мест для ожидания и экспоненциальным 

обслуживанием. Подчеркнем, что синхронный дважды стохастический поток является частным слу-

чаем MAP-потока событий [13–15]. Для стационарного режима функционирования СМО выводятся 

явные выражения для средней длины очереди, среднего числа запросов в системе и вероятности про-

стоя системы. 

 

1. Математическая модель системы. Постановка задачи 

 

Рассматривается однолинейная СМО с ожиданием и длительностью обслуживания, распреде-

ленной по экспоненциальному закону. На вход обслуживающего прибора поступает синхронный по-

ток событий (запросов, сообщений и т.п.), сопровождающий процесс (интенсивность) λ(t) которого 

есть кусочно-постоянный случайный процесс с двумя состояниями: λ(t) = λ1 (первое состояние) либо 

λ(t) = λ2 (второе состояние) (λ1 > λ2 > 0). Будем говорить, что имеет место j-е состояние процесса λ(t), 

если λ(t) = λj, j = 1, 2. Если имеет место j-е состояние процесса λ(t), то в течение временного интервала, 

когда λ(t) = λj, имеет место пуассоновский поток событий с параметром (интенсивностью) λj, j = 1, 2. 
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Пусть процесс λ(t) находится в первом состоянии. Тогда в момент наступления события пуассонов-

ского потока с параметром λ1 процесс λ(t) либо  переходит из первого состояния в первое (остается  

в первом состоянии) с вероятностью 1 – p, либо переходит из первого состояния во второе с вероят-

ностью p (0 < p ≤ 1). Если процесс λ(t) находится во втором состоянии, то в момент наступления  

события пуассоновского потока с параметром λ2 процесс λ(t) остается во втором состоянии с вероят-

ностью 1 – q или переходит в первое состояние с вероятностью q (0 < q ≤ 1). Таким образом, переход 

из состояния в состояние процесса λ(t) осуществляется только в момент наступления события пуас-

соновского потока с параметром λj, j = 1, 2 (свойство синхронности дважды стохастического потока 

событий). Рассматривается стационарный режим функционирования СМО. В сделанных предпосыл-

ках λ(t) – сопровождающий стационарный кусочно-постоянный скрытый (принципиально ненаблю-

даемый) транзитивный марковский процесс с двумя состояниями – λ1 и λ2. 

Обозначим 
1

τ
k k k

t t


  , k = 1, 2,… – значение длительности k-го интервала между двумя сосед-

ними событиями потока  τ 0
k
 . Так как рассматривается стационарный режим, то плотность веро-

ятности значений длительности k-го интервала    τ τ
k

p p , τ 0 , для любого k ≥ 1. В силу этого 

момент времени tk без потери общности можно положить равными нулю или, что то же самое, мо-

мент наступления события есть τ = 0. Тогда справедливо [9]  

 
   1 2λ λ

1 2

1 2

λ 1 λ , 0, ,

0 1, 0 1, λ λ .

q
p e e

p q

p q

   
         



    

 (1) 

Пусть  1,k kt t  ,  1 2,k kt t   – два смежных интервала, значения длительностей которых есть 

1τk k kt t  , 1 2 1τk k kt t     соответственно; их расположение на временной оси в силу стационар-

ности потока произвольно. Тогда, полагая k = 1, будем рассматривать два соседних интервала  1 2,t t , 

 2 3,t t  с соответствующими значениями длительностей 1 2 1τ t t  , 2 3 2τ t t  ; 1τ 0 , 2τ 0 . При 

этом 1τ 0  соответствует моменту 1t  наступления события потока; 2τ 0  соответствует моменту 2t  

наступления следующего события потока. Соответствующая совместная плотность вероятности при 

этом есть [16] 

 
          

 

1 1 2 1

1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

, 1 1

, 0, 0,

p p p p q e e

e e

   

   

              

       
 (2) 

где γ,  kp   определены в (1) для τ τk , k = 1, 2. 

Подчеркнем, что из (2) следует, что в общем случае синхронный поток является коррелирован-

ным потоком. Только в частных случаях он становится рекуррентным либо вырождается в простейший. 

Частный случай 1: p + q = 1 – рекуррентный синхронный поток с двумя состояниями. Тогда 

 τp  определяется формулой (1), где γ 1 p  , 1 γ p   (либо γ q , 1 γ 1 q   ). 

Из (2) получаем      1 2 1 2τ τ τ τ,p p p . Тогда, так как моменты наступления событий в потоке 

1,..., kt t  порождают вложенную цепь Маркова   λ kt , нетрудно показать, что  1τ ,...,τkp 

   1τ τkp p   , 2k  . Таким образом, синхронный поток с двумя состояниями в первом частном 

случае всегда является рекуррентным. 

Частный случай 2: γ = 0 – простейший поток с параметром λ2. Из (1) находим   2λ τ
2τ λp e , 

τ 0 . 

Частный случай 3: γ = 1 – простейший поток с параметром λ1. Из (1) находим   1λ τ
1τ λp e , 

τ 0 . 



Горцев А.М., Бочарова М.А. Аналитическое исследование однолинейной системы массового обслуживания  

37 

Задача анализа рассматриваемой СМО заключается в нахождении явного аналитического вида 

числовых характеристик системы: среднего числа сообщений в очереди; среднего числа сообщений  

в системе; вероятности простоя обслуживающего прибора. Обозначим  i t  – число сообщений в оче-

реди в произвольный момент времени t   0,1,...i t  . Случайный процесс  i t  не является марков-

ским, так как входящий синхронный поток обладает последействием. Для того чтобы построить мар-

ковский процесс, необходимо учесть состояние входящего потока. Введем дополнительную перемен-

ную  j t  – состояние входящего синхронного потока (состояние сопровождающего процесса λ(t)  

в произвольный момент времени t),   1,2j t  . Если   1j t  , то   1λ λt  ; если   2j t  , то   2λ λt  . 

Тогда двумерный процесс     ,i t j t  становится марковским. Так как рассматривается стационар-

ный режим  t  , то состояние системы будем обозначать  ,i j , 0,1,...i  , 1,2j  . Отметим, что 

возможны ещt два состояния:  1,1 ,  1, 2 , при которых в системе находится ноль сообщений 

(длина очереди равна нулю и прибор не обслуживает – прибор простаивает). 

Сделанные предпосылки позволяют представить математическую модель исследуемой СМО  

в виде связного стохастического графа (рис. 1) [17]. 
 

 

Рис. 1. Стохастический граф переходов процесса λ(t) из состояния в состояние 

Fig. 1. Stochastic graph of process λ(t) from state to state 

 

Вершинам графа (см. рис. 1) соответствуют состояния СМО; каждой дуге графа поставлены  

в соотвествие интенсивности переходов из состояния в состояние (инфинитезимальные характери-

стики), причем петли в каждом состоянии опущены; каждая вершина графа (каждое состояние)  

достижима и возвратна.  

 

2. Вывод числовых характеристик системы при входящем  

коррелированном синхронном потоке сообщений 

 

Обозначим P(i, 1), P(i, 2) – стационарные (финальные) вероятности состояний системы 

 1,0,1,...i   . Тогда для сечений стохастического графа 1iF  {(i – 1, 1; i, 1), (i, 1; i – 1, 1), (i, 1; i + 1, 1), 

(i + 1, 1; i, 1), (i, 1; i + 1, 2), (i –1, 2; i, 1)}, 2iF  {(i – 1, 2; i, 2), (i, 2; i – 1, 2), (i, 2; i + 1, 2), (i + 1, 2; i, 2), 

(i, 2; i + 1, 1), (i – 1, 1; i, 2)}, 0,1,...i  , имеет место бесконечная система разностных уравнений с по-

стоянными коэффициентами: 

 
           

           

1 1 2

2 2 1

λ 1 1,1 λ μ ,1 μ 1,1 λ 1,2 0,

λ 1 1,2 λ μ ,2 μ 1,2 λ 1,1 0, 0,1,... .

p P i P i P i qP i

q P i P i P i pP i i

        

         
 (3) 
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Решение системы (3) будем искать в виде [18]:  ,1 ξiP i  ,  ,2 ξiP i C   0,1,...i  . Тогда ха-

рактеристическое уравнение для системы (3) примет вид: 

 
       

 

2 3 2
1 2 1 2 1 2

1 2

ξ 1 μ ξ μ λ λ μ ξ λ λ λ 1 μ λ 1 μ ξ

λ λ 1 0.

p q

p q

            

   
 (4) 

Сначала рассмотрим условия существования вероятностей P(i, 1), P(i, 2), 1,0,1,...i   . Матема-

тическое ожидание τ – длительности интервала между двумя соседними событиями в синхронном 

потоке – определится в виде    
0

M p d


    , где плотность вероятности  τp  задана в (1). Под-

ставляя в выражение для  τM  плотность  τp , находим  
 

1 2

1 2

λ λ

λ λ
τ

p q
M

p q





. Тогда математическое 

ожидание числа сообщений во входящем коррелированном синхронном потоке в единицу времени 

определится в виде: 
 

1 1 2 2

1
λ λ π λ π

τM
   , где π j  – стационарная вероятность j-го состояния пото-

ка, 1,2j  ; при этом 2
1

1 2

λ
π

λ λ

q

p q



, 1

2
1 2

λ
π

λ λ

p

p q



 [9]. Рассмотрим ситуацию, когда λ μ . Подстав-

ляя 1 1 2 2μ λ π λ π   в (4), находим характеристическое уравнение для рассматриваемой ситуации: 

         
2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2ξ 1 λ π λ π ξ λ λ λ π λ π ξ λ λ 1 0p q         
 

. (5) 

Характеристическое уравнение (5) имеет кратные корни. Тогда общее решение системы раз-

ностных уравнений (3), в котором 1 1 2 2μ λ π λ π  , выражается в виде 

 
 

 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

,1 ξ ξ ξ ξ ,

,2 ξ ξ ξ ξ , 0,1,...

i i i i

i i i i

P i D D i D D

P i B D B D i B D B D i

   

    
 (6) 

В (6)  ,1 ξi
s s sP i D ;  ,2 ξi

s s s sP i B D , 1,3,4s  ,  2 2 2,1 ξiP i D i ,  2 2 2 2,2 ξiP i B D i  – частные решения 

системы (3); sB , sD  – некоторые константы, определяемые из граничных условий, 1,4s  ; 1 2ξ ξ 1,   

     

 

2

1 2 1 2 1 2

3,4
1 1 2 2

λ λ λ λ 4λ λ
ξ

2 λ π λ π

p q   



. Здесь возможно три случая: 1) 1p q  ; 2) 0 1p q   ; 

3) 1 2p q   .  

Рассмотрим первый случай. Тогда имеем 1 2ξ ξ 1  , 3ξ 0 , 1 2
4

1 1 2 2

λ λ
ξ

λ π λ π





, 4ξ 1 . Посколь-

ку P(i, 1), P(i, 2) – вероятности, то для них должно выполняться условие нормировки 

   
1 1

,1 ,2 1
i i

P i P i
 

 

   . Тогда необходимым условием его выполнения является выполнение пре-

дельных соотношений  lim ,1 0P i  ,  lim ,2 0P i   при i . В противном случае ряды  
1

,1
i

P i



 , 

 
1

,2
i

P i



  будут расходиться. С учетом сказанного в общем решении (6) константы D1, D2, D4 необ-

ходимо положить равными нулю. Тогда  ,1 0P i  ,  ,2 0P i  , 0,1,...i   Так как для сечений стохасти-

ческого графа F–1,1 = {(–1, 1; 0, 1), (0, 1; –1, 1), (–1, 1; 0, 2)}, F–1,2 = {(–1, 2; 0, 2), (0, 2; –1, 2), (–1, 2; 0, 1)} 

имеют место граничные уравнения 

    1λ 1,1 μ 0,1P P  ;      2λ 1,2 μ 0,2P P  , (7) 
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то и P(–1, 1) = 0, P(–1, 2) = 0. Таким образом, стационарные вероятности P(i, 1), P(i, 2), 0,1,...i  , для 

случая λ μ  и 1p q   все равны нулю, а это означает, что стационарного распределения не существует 

(и тем более не существует при λ μ ), и очередь в однолинейной СМО стремится к бесконечности. 

Рассмотрим второй случай. Тогда имеем 1ξ 1 , 2ξ 1 , 30 ξ 1  , 4ξ 1 . Аналогично первому 

случаю константы D1, D2, D4 в общем решении (6) нужно положить равными нулю. Тогда общее ре-

шение (6) запишется в виде: 

   3 3,1 ξiP i D ,   3 3 3,2 ξiP i B D , 0,1,...i   (8) 

Определим константу B3. Подставляя (8) в первое уравнение системы (3), в котором 1 1 2 2μ λ π λ π  , 

получаем 

 
 

         
2 2

3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

1
λ λ 2λ λ λ λ λ λ 4λ λ 0

2λ λ
B p q p q

p q

 
          

   
. (9) 

Таким образом, B3 < 0. Тогда из (8) следует, что D3 < 0. Последнее, в свою очередь, приводит  

к противоречию:  ,1 0P i  , 0,1,...i  ;  ,2 0P i  , 0,1,...i   Противоречие устраняется, если положить 

D3 = 0:     ,1 ,2 0P i P i  , 0,1,...i   Отсюда с присоединением граничных уравнений (7) следует, что 

при λ μ  и 0 1p q    стационарное распределение  ,1P i ,  ,2P i , 1,0,1,...i   , не существует,  

и тем более не существует при λ μ . 

Рассмотрим третий случай. Тогда имеем 1ξ 1 , 2ξ 1 , 31 ξ 0   , 4ξ 1 . Тогда по аналогии  

с первым случаем общее решение (6) запишется в виде (8). Константа B3 определится в виде (9). То-

гда имеем: 1) D3 > 0, B3 < 0, отсюда следует, что  ,1 0P i   для четных i и  ,1 0P i   для нечетных i; 

аналогично для P(i, 2); 2) D3 < 0, B3 < 0, отсюда следует, что  ,1 0P i   для нечетных i и  ,1 0P i   для 

четных i; аналогично для P(i, 2). Полученные противоречия снимаются, если положить D3 = 0: 

   ,1 ,2 0P i P i  , 0,1,...i   Тогда при λ μ  и 1 2p q    (с присоединением граничных уравне-

ний (7)) стационарное распределение  ,1P i ,  ,2P i , 1,0,1,...i   , не существует, и тем более не суще-

ствует при λ μ . 

Перейдём к случаю      1 1 2 2λ λ π λ π  . Общее решение системы (3) с учетом (4) выпишет-

ся в виде 

 
 

 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

,1 ξ ξ ξ ξ ,

,2 ξ ξ ξ ξ , 0,1,... ,

i i i i

i i i i

P i A A A A

P i C A C A C A C A i

   

    
 (10) 

где  ,1 ξi
s s sP i A ,  ,2 ξi

s s s sP i C A  – частные решения системы (3); Cs, As – некоторые константы, 

определяемые из граничных условий, 1,4s  ; 4 1  ; 1 2 3ξ ,ξ ,ξ  – корни кубического уравнения 

        2 3 2
1 2 1 2 1 2 1 2μ ξ μ λ λ μ ξ λ λ λ 1 μ λ 1 μ ξ λ λ 1 0.p q p q                (11) 

Рассмотрим случай: 0 1p q    ( 0 1p  , 0 1q   либо 0 1p  , 0 1q  ). Подчеркнем , во-

первых, что вероятности p, q не могут быть равными нулю одновременно, так как последнее приводит  

к вырождению коррелированного синхронного потока в некий простейший поток событий, во-вторых, 

ситуация, когда 0p  , 0q  , приводит (формула (1)) к вырождению коррелированного синхронного 

потока в простейший поток с параметром λ1, в-третьих, ситуация, когда 0p  , 0q  , приводит (фор-

мула (1)) к вырождению коррелированного синхронного потока в простейший поток с параметром λ2. 

Для рассматриваемого случая имеем три корня кубического уравнения (11): 1 2 30 ξ ξ 1 ξ    , при этом 

2
1

λ
ξ 0,

μ

 
 
 

, 2 1
2

λ λ
ξ ,

μ μ

 
 
 

, 1λ 1
μ
 . Тогда общее решение (10) (так как 3ξ 1 , 4ξ 1 , то 3 4 0A A  ) 

выпишется в виде: 
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   1 1 2 2,1 ξ ξi iP i A A  ,   1 1 1 2 2 2,2 ξ ξi iP i C A C A  , 0,1,...i   (12) 

Подставляя частные решения  ,1 ξi
s s sP i A ,  ,2 ξi

s s s sP i C A , 0,1,...i  , 1,2s  , в исходную систему (3) 

(сначала для s = 1, затем для s = 2), находим 

 
    2

1 1

2

λ 1 λ μ ξ μξ

λ

s s
s

p
C

q

    
 , 1,2s  . (13) 

Для определения констант iA , 1,2i  , и вероятностей P(–1, 1), P(–1, 2) нужно привлечь граничные 

условия (7) и граничное уравнение    1 2
1 1

λ ,1 λ ,2
i i

pP i qP i
 

 

  , определяемое сечением графа  

F = {(i, 1; i + 1, 2), (i, 2; i + 1, 1), i = –1, 0, 1, ...}; присоединяя сюда условие нормировки:  1,1P  

     
0

1,2 ,1 ,2 1
i

P P i P i




         , с учетом (12), получаем 

    1 2
1

μ
1,1

λ
P A A   ;    1 1 2 2

2

μ
1,2

λ
P C A C A   ; (14) 

1 2 2 2 1
1

1 1 2 2 1 2

π πb C a
A

C b b C a a





; 1 2 1 1 2

2
1 1 2 2 1 2

π πC b a
A

C b b C a a





; 1

1 1

μ 1

λ 1 ξ
a  


; 2

2 2

μ 1

λ 1 ξ
a  


; 1

1 2

μ 1

λ 1 ξ
b  


;  

2
2 1

μ 1

λ 1 ξ
b  


, 1π , 2π определены при выводе уравнения (5); 1C , 2C  определены в (13); 1ξ , 2ξ  – 

корни кубического уравнения (11), 1 20 ξ ξ 1   . 

Формулы (12), (14) позволяют определить числовые характеристики системы: P(–1) – вероят-

ность простоя обслуживающего прибора; M(I) – среднюю длину очереди в системе; M(I + 1) – сред-

нее число сообщений в системе: 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

1 2
1 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

1 1
1 μ ,

λ λ λ λ

ξ 1 ξ 1 1 1
, 1 ,

1 ξ 1 ξ 1 ξ 1 ξ

C C
P A A

A C A C A C A C
M I M I

    
        

     

   
    

   

 (15) 

где 1C , 2C  определены в (13); 1A , 2A  – в (14); 1ξ , 2ξ  – корни кубического уравнения (11), 

1 20 ξ ξ 1   . 

В табл. 1–3 в качестве иллюстрации приведены зависимости P(–1), M(I), M(I + 1) от парамет-

ра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p + q = 0,3 (p = 0,05, q = 0,25); 0,4 (p = 0,05, q = 0,35); 0,5 (p = 0,05, q = 0,45); 

0,6 (p = 0,05, q = 0,55); 0,7 (p = 0,5, q = 0,65) при фиксированных значениях параметров λ2 = 1, µ = 12, 

вычисленные по формулам (15). Поведение указанных характеристик в зависимости от параметра λ1 

соответствует физическим представлениям о процессе обслуживания в рассматриваемой однолиней-

ной СМО с входящим коррелированным синхронным потоком сообщений.  
Т а б л и ц а  1  

 Зависимость вероятности простоя P(–1) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, …, 11) для p + q = 0,3; 0,4; …; 0,7 

                  λ1 

p + q 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,3 0,8571 0,8125 0,7778 0,7500 0,7273 0,7083 0,6923 0,6786 0,6667 0,6563 

0,4 0,8519 0,8000 0,7576 0,7222 0,6923 0,6667 0,6444 0,6250 0,6078 0,5926 

0,5 0,8485 0,7917 0,7436 0,7024 0,6667 0,6354 0,6078 0,5833 0,5614 0,5417 

0,6 0,8462 0,7857 0,7333 0,6875 0,6471 0,6111 0,5789 0,5500 0,5238 0,5000 

0,7 0,8444 0,7812 0,7255 0,6759 0,6316 0,5917 0,5556 0,5227 0,4928 0,4653 

 



Горцев А.М., Бочарова М.А. Аналитическое исследование однолинейной системы массового обслуживания  

41 

Т а б л и ц а  2  

Зависимость средней длины очереди M(I) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, …, 11) для p + q = 0,3; 0,4; …; 0,7 

                  λ1 

p + q 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,3 0,0258 0,0539 0,0925 0,1432 0,2089 0,2936 0,4027 0,5427 0,7200 0,9390 

0,4 0,0275 0,0595 0,1049 0,1660 0,2466 0,3521 0,4899 0,6693 0,9000 1,1905 

0,5 0,0285 0,0633 0,1136 0,1825 0,2746 0,3967 0,5580 0,7706 1,0482 1,4037 

0,6 0,0292 0,0659 0,1199 0,1949 0,2962 0,4318 0,6129 0,8541 1,1733 1,5890 

0,7 0,0297 0,0679 0,1248 0,2046 0,3135 0,4604 0,6583 0,9246 1,2814 1,7532 

 

Т а б л и ц а  3  

Зависимость среднего числа сообщений в системе M(I + 1) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, …, 11) для p + q = 0,3; 0,4; …; 0,7 

                  λ1 

p + q 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,3 0,1687 0,2414 0,3147 0,3932 0,4816 0,5852 0,7104 0,8641 1,0533 1,2828 

0,4 0,1756 0,2595 0,3473 0,4438 0,5543 0,6855 0,8455 1,0443 1,2922 1,5979 

0,5 0,1800 0,2716 0,3700 0,4801 0,6079 0,7613 0,9502 1,1872 1,4868 1,8620 

0,6 0,1831 0,2802 0,3866 0,5074 0,6491 0,8207 1,0340 1,3041 1,6495 2,0890 

0,7 0,1853 0,2867 0,3994 0,5287 0,6819 0,8687 1,1028 1,4019 1,7886 2,2880 

  

Рассмотрим случай: 1 2p q     0 1, 0 1p q    . Для этого случая имеем три корня куби-

ческого уравнения (11): 1 2 31 ξ ξ 1 ξ     ; при этом  1ξ 1,0  , 2 1 1
2

λ λ λ
ξ , , 1

μ μ μ

 
  
 

. Тогда общее 

решение (10) (так как 1ξ 0 , 3ξ 1 , 4ξ 1 , то 1 3 4 0A A A   ) выпишется в виде: 

   2 2,1 ξiP i A ,   2 2 2,2 ξiP i C A , 0i  . (16) 

Константа C2 в (16) определится в виде (13) для s = 2. Для определения константы A2 и вероятностей 

P(–1, 1), P(–1, 2) привлекаются граничные уравнения (7) и условие нормировки. Тогда, с учетом (16), 

находим 

     2 1 2 2
2 2 2 2

1 2 1 2 2

λ λ 1μ μ
1,1 , 1,2 , 1/ μ ,

λ λ λ λ 1 ξ

C C
P A P C A A

  
      

 
 (17) 

в (17) величина C2 определена выражением (13) для s = 2; 2ξ  – корень уравнения (11), 2 1
2

 
  

 
. 

Формулы (16), (17) позволяют определить числовые характеристики системы: 

    
 

 
 

 

2 22 2
2 2 22 2

1 2 2 2

ξ 1 11
1 μ , , 1 ,

λ λ 1 ξ 1 ξ

CC C
P A M I A M I A

  
      

  
 (18) 

где 2C  определена в (13) для s = 2; 2A  – в (17); 2ξ  – корень уравнения (11), 2 1
2

λ λ
ξ

μ μ
  . 

Т а б л и ц а  4  

 Зависимость вероятности простоя P(–1) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p + q = 1,3; 1,4; …; 1,7 (p = q) 

                  λ1 

p + q 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1,3 0,8914 0,8812 0,8760 0,8729 0,8709 0,8695 0,8685 0,8677 0,8671 0,8666 

1,4 0,8920 0,8826 0,8781 0,8756 0,8740 0,8730 0,8722 0,8717 0,8713 0,8709 

1,5 0,8925 0,8838 0,8799 0,8779 0,8767 0,8759 0,8754 0,8750 0,8747 0,8745 

1,6 0,8929 0,8849 0,8815 0,8798 0,8789 0,8783 0,8780 0,8778 0,8776 0,8775 

1,7 0,8933 0,8858 0,8828 0,8814 0,8807 0,8804 0,8802 0,8801 0,8801 0,8801 
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Т а б л и ц а  5  

Зависимость средней длины очереди M(I) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p + q = 1,3; 1,4; …; 1,7 (p = q) 

                  λ1 

p + q 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1,3 0,0149 0,0212 0,0268 0,0320 0,0368 0,0412 0,0454 0,0492 0,0527 0,0560 

1,4 0,0147 0,0206 0,0257 0,0303 0,0345 0,0383 0,0418 0,0450 0,0480 0,0507 

1,5 0,0145 0,0201 0,0248 0,0289 0,0326 0,0359 0,0389 0,0417 0,0442 0,0465 

1,6 0,0144 0,0197 0,0240 0,0277 0,0310 0,0339 0,0365 0,0389 0,0411 0,0431 

1,7 0,0143 0,0193 0,0233 0,0267 0,0297 0,0322 0,0346 0,0366 0,0385 0,0402 

  

Т а б л и ц а  6  

Зависимость среднего числа сообщений в системе M(I + 1) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11)  

для p + q = 1,3; 1,4; …; 1,7 (p = q) 

                  λ1 

p + q 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1,3 0,1235 0,1400 0,1508 0,1591 0,1659 0,1717 0,1768 0,1815 0,1856 0,1894 

1,4 0,1227 0,1380 0,1476 0,1547 0,1604 0,1653 0,1696 0,1733 0,1767 0,1798 

1,5 0,1220 0,1363 0,1449 0,1510 0,1559 0,1600 0,1635 0,1667 0,1695 0,1720 

1,6 0,1215 0,1348 0,1425 0,1479 0,1521 0,1556 0,1585 0,1611 0,1634 0,1655 

1,7 0,1210 0,1335 0,1405 0,1453 0,1489 0,1519 0,1543 0,1565 0,1584 0,1601 

 

В табл. 4–6 в качестве иллюстрации приведены зависимости P(–1), M(I), M(I + 1) от параметра 

λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p + q = 1,3 (p = q = 0,65); 1,4 (p = q = 0,7); 1,5 (p = q = 0,75); 1,6 (p = q = 0,8);  

1,7 (p = q = 0,85) при фиксированных значениях параметров λ2 = 1, µ = 12, вычисленные по форму-

лам (18). Поведение указанных характеристик в зависимости от параметра λ1 соответствует физиче-

ским представлениям о процессе обслуживания в рассматриваемой однолинейной СМО с входящим 

коррелированным синхронным потоком сообщений.  

 

3. Частный случай. Входящий рекуррентный синхронный поток сообщений 

 

Для рассматриваемого случая имеем 1p q    0 1, 0 1p q    . Тогда система (3) примет вид: 

 
             

         

1 1 2

2 2 1

λ 1 1,1 λ μ ,1 μ 1,1 λ 1 1,2 0,

λ 1,2 λ μ ,2 μ 1,2 λ 1,1 0, 0,1,... .

p P i P i P i p P i

pP i P i P i pP i i

         

        
 (19) 

Ситуации p = 0, q = 1 и p = 1, q = 0 приводят к вырождению рекуррентного синхронного потока 

событий в простейший поток (формула (1)) с параметром λ1 либо с параметром λ2 соответственно. 

Решение системы (19) будем по-прежнему искать в виде  ,1 ξiP i  ,  ,1 ξiP i G   0,1,...i  . 

Тогда характеристическое уравнение для системы (19) примет вид: 

       2 2
1 2 1 2 1 2ξ 1 μ ξ μ λ λ μ ξ λ λ λ 1 μ λ μ 0p p         

 
. (20) 

Рассматривается случай λ < µ, где 
 

1 1 2 2

1
λ λ π λ π

τM
   ,   1 2

1 2

λ λ

λ λ
τ

p q
M


 ; 1π , 2π  определены при 

выводе формулы (5). Случай λ = µ приводит (аналогично рассмотренному в разделе 2 случаю λ < µ и 

p + q = 1) к ситуации, когда стационарного распределения  ,1P i ,  ,2P i , 0,1,...i  , не существует. 

Обозначим по-прежнему 1ξ , 2ξ , 3ξ  – корни характеристического уравнения (20), где 3ξ 1 , 

       2

1,2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
ξ λ λ μ λ λ μ 4 λ λ λ 1 λ μ

2
p p            , (21) 

при этом 1 20 ξ 1 ξ   . Тогда общее решение системы (19), с учетом (20), выпишется в виде: 
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   1 1 2 2 3 3,1 ξ ξ ξi i iP i R R R   ,   1 1 1 2 2 2 3 3 3,2 ξ ξ ξi i iP i G R G R G R   , 0,1,...i   (22) 

В общем решении (22), так как 2ξ 1 , 3ξ 1 , необходимо константы R2, R3 положить равными нулю. 

Тогда (22) примет вид: 

   1 1,1 ξiP i R ,   1 1 1,2 ξiP i G R , 0,1,...i   (23) 

Подставляя решение (23) в первое уравнение системы (19), находим константу G1: 

 
   

 

2
1 1 1 1

1
2

λ 1 λ μ ξ μξ

λ 1

p
G

p

    



. (24) 

Для нахождения константы R1 и вероятностей P(–1, 1), P(–1, 2) привлечем граничные уравне-

ния (7) и условие нормировки. Тогда получаем 

   1
1

μ
1,1

λ
P R  ,   1 1

2

μ
1,2

λ
P G R  , 

1

2 1 1 1
1

1 2 1

λ λ 1
μ

λ λ 1 ξ

G G
R


  

  
 

, (25) 

где 1ξ  определена в (21), G1 – в (24). 

Формулы (23), (25) позволяют определить числовые характеристики системы, введенные выше: 

    
 

 
 

 

1 11 1
1 1 12 2

1 2 1 1

ξ 1 11
1 μ ; ; 1 ,

λ λ 1 ξ 1 ξ

GG G
P R M I R M I R

  
      

  
 (26) 

где R1 определена в (25), G1 – в (24), 1ξ  – в (21). 

Т а б л и ц а  7  

 Зависимость вероятности простоя P(–1) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p = 0,3; 0,4; …; 0,7; q = 1 – p 

                  λ1 

p  
2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 

0,3 0,8718 0,8438 0,8246 0,8106 0,8000 0,7917 0,7849 0,7794 0,7748 0,7708 

0,4 0,8810 0,8611 0,8485 0,8397 0,8333 0,8284 0,8246 0,8214 0,8188 0,8167 

0,5 0,8889 0,8750 0,8667 0,8611 0,8571 0,8542 0,8519 0,8500 0,8485 0,8472 

0,6 0,8958 0,8864 0,8810 0,8775 0,8750 0,8732 0,8718 0,8707 0,8698 0,8690 

0,7 0,9020 0,8958 0,8925 0,8904 0,8889 0,8878 0,8870 0,8864 0,8858 0,8854 

 

Т а б л и ц а  8  

Зависимость средней длины очереди M(I) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p = 0,3; 0,4; …; 0,7; q = 1 – p 

                  λ1 

p 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,3 0,0209 0,0376 0,0566 0,0776 0,1000 0,1236 0,1480 0,1729 0,1980 0,2229 

0,4 0,0180 0,0298 0,0422 0,0550 0,0681 0,0811 0,0940 0,1067 0,1190 0,1310 

0,5 0,0156 0,0238 0,0319 0,0399 0,0476 0,0551 0,0623 0,0692 0,0758 0,0820 

0,6 0,0135 0,0191 0,0243 0,0292 0,0338 0,0381 0,0422 0,0461 0,0496 0,0530 

0,7 0,0117 0,0153 0,0185 0,0214 0,0240 0,0265 0,0288 0,0308 0,0328 0,0346 

  

Т а б л и ц а  9  

Зависимость среднего числа сообщений в системе M(I + 1) от параметра λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11)  

для p = 0,3; 0,4; …; 0,7; q = 1 – p 

                  λ1 

p 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,3 0,1491 0,1938 0,2321 0,2670 0,3000 0,3319 0,3631 0,3935 0,4232 0,4521 

0,4 0,1371 0,1687 0,1937 0,2153 0,2347 0,2527 0,2695 0,2853 0,3002 0,3143 

0,5 0,1267 0,1488 0,1652 0,1787 0,1905 0,2010 0,2105 0,2192 0,2273 0,2347 

0,6 0,1177 0,1327 0,1433 0,1517 0,1588 0,1650 0,1704 0,1754 0,1798 0,1839 

0,7 0,1098 0,1194 0,1260 0,1310 0,1352 0,1387 0,1418 0,1445 0,1469 0,1491 
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В табл. 7–9 в качестве иллюстрации приведены зависимости P(–1), M(I), M(I + 1) от параметра 

λ1 (λ1 = 2, 3, ..., 11) для p = 0,3; 0,4; ...; 0,7; q = 1 – p при фиксированных значениях параметров λ2 = 1, 

µ = 12, вычисленные по формулам (26). Поведение указанных характеристик в зависимости от пара-

метра λ1 соответствует физическим представлениям о процессе обслуживания в рассматриваемой од-

нолинейной СМО с входящим рекуррентным синхронным потоком сообщений.  

 

Заключение 

 

В настоящей статье изучена однолинейная СМО с входящим коррелированным синхронным 

дважды стохастическим потоком событий с двумя состояниями, являющимся частным случаем MAP-

потока событий. Немарковский процесс i(t) – число запросов в очереди в момент времени t – путем 

введения дополнительной переменной j(t) – состояние входящего синхронного потока в момент  

времени t – сводится к двумерному процессу     ,i t j t , являющемуся марковским процессом.  

С использованием метода диаграмм интенсивностей переходов находится явное аналитическое ста-

ционарное распределение вероятностей состояний процесса     ,i t j t   t  . Приводятся явные 

аналитические формулы для числовых характеристик системы и построенные на основании этих 

формул зависимости числовых характеристик от параметров СМО, представленные в таблицах.  

Рассмотрен также частный случай входящего потока запросов – рекуррентный синхронный поток  

с двумя состояниями. 
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Аннотация. Рассматривается задача синтеза экстраполятора для дискретного объекта с интервальными 

параметрами. Задача решена на основе вероятностного подхода, в основе которого лежит замена неопреде-

ленных параметров интервального типа на независимые случайные величины с равномерным законом рас-

пределения. Задача решена с использованием принципа разделения, рекуррентных алгоритмов, метода 

наименьших квадратов и сглаживающих процедур. 
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Abstract. A model with interval parameters and unknown input is described by the equation:  

 0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,x k Ax k Bu k f k q k x x       (1) 

where ( ) Rnx k   is the state vector, ( ) R pu k   is a known input, f(k) is an unknown input; x0 is a random vector  

(the variance T

0 0 0 0 0M{( )( ) }N x x x x    and the expectation 0 0M{ }x x  are assumed to be known); A  is an interval 

matrix, B is a known matrix; q(k) is a Gaussian random sequence with the following characteristics: M{ ( )} 0,q k   

M{ ( ) ( )} ( ) kjq k q j Q k   . 

The observation channel is described by the formula: 

 ( ) ( ) ( ),y k Sx k v k   (2) 
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where v(k) is a Gaussian random sequence with the following characteristics: M{ ( )} 0v k  , 
TM{ ( ) ( )} ( ) .kjv k v j V k   

It is assumed that the sequences q(k), v(k) are independent of each other, the systems (1), (2) are observed with para-

metric perturbations of the dynamics matrix of the system (1). It is also assumed that the matrices Q(k) and V(k) are 

unknown. 

The solution of the problem is proposed to be performed on the basis of the separation principle using the optimal 

recurrent extrapolation, the least squares method with additional smoothing and a probabilistic approach to accounting 

for interval uncertainty. The probabilistic method is based on the replacement of interval parameters by independent 

random variables distributed over their uncertainty intervals according to a uniform distribution.  

It is shown that the use of probabilistic approach, smoothing algorithms for estimating an unknown input for  

a discrete model with interval parameters allows to increase the prediction accuracy. 

Keywords: Robust extrapolation estimates; discrete system; unknown input; interval parameters; least-squares  

 

For citation: Kim, K.S., Smagin, V.I. (2022) Robust extrapolation in discrete systems with interval parameters using 

algorithms for estimating unknown input. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Upravlenie, vychislitelnaja 

tehnika i informatika – Tomsk State University Journal of Control and Computer Science. 59. pp. 47–54. doi: 

10.17223/19988605/59/5 

 

Задачи синтеза фильтров, экстраполяторов и наблюдателей для динамических систем с неопреде-

ленными параметрами, в частности с интервальными параметрами, рассматривались в работах [1–7], 

при этом использовались методы робастной обработки информации, методы интервальной математики, 

методы обработки информации с применением оценок неизвестного входа [8–13]. В работах [8–11] 

для вычисления оценок неизвестного входа использовался МНК, в работах [12, 13] для вычислений 

оценок неизвестного входа предложено использовать компенсационный подход, в работе [14] для 

повышения точности оценивания неизвестного входа применялись алгоритмы непараметрического 

сглаживания. 

В настоящей статье рассматривается задача робастной экстраполяции в дискретных системах  

с аддитивными возмущениями с неизвестными входом и интервальными параметрами. Задача реша-

ется на основе вероятностного подхода, принципа разделения с использованием алгоритмов оценивания 

неизвестного входа с помощью МНК и сглаживающих процедур непараметрического сглаживания. 

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть модель объекта с интервальными параметрами описывается разностным уравнением 

 0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,x k Ax k Bu k f k q k x x       (1) 

где ( ) R nx k   – вектор состояния, ( ) R pu k   – известный вход; f(k) – неизвестный вход, x0 – случайный 

вектор (предполагаются известными дисперсионная матрица T

0 0 0 0 0M{( )( ) }N x x x x    и математи-

ческое ожидание 0 0M{ }x x ); A  – интервальная матрица (с нижней и верхней границами A  и A   

соответственно), B – заданная матрица; q(k) – векторная гауссовская случайная последовательность 

со следующими характеристиками: 

M{ ( )} 0q k  , M{ ( ) ( )} ( ) kjq k q j Q k   . 

Здесь kj  – символ Кронекера.  

Канал наблюдений имеет вид: 

 ( ) ( ) ( ),y k Sx k v k   (2) 

где v(k) – гауссовская случайная последовательность с характеристиками: M{ ( )} 0v k  , 

TM{ ( ) ( )} ( ) kjv k v j V k  . Предполагается, что последовательности q(k), v(k) и 0x  независимы между 

собой, система (1), (2) наблюдаема при параметрических возмущениях матрицы динамики системы (1).  

По информации, поступившей в момент [0; ]k T , требуется найти оценку прогноза ˆ( 1)x k    

на основе минимизации следующего критерия: 
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0

(0; ) M{ ( ) ( ) ( )},
T

k

J T e k R k e k



   (3) 

где ( ) 0R k   – весовая матрица, ˆ( ) ( ) ( )e k x k x k  – вектор ошибок.  

 

2. Синтез оптимального экстраполятора  

 

Для решения задачи будем использовать рекуррентный экстраполятор Калмана (ЭК), при этом 

для нахождения его коэффициентов передачи воспользуемся вероятностным подходом. Вероятностный 

подход используется при анализе робастной устойчивости систем с интервальными параметрами [15] 

и может также использоваться для синтеза робастных систем управления [16]. Суть метода заключа-

ется в том, что интервальные параметры заменяются независимыми случайными величинами, рас-

пределенными на своих интервалах неопределенности по равномерному закону.  

Воспользовавшись вероятностным подходом, интервальную матрицу A  заменим на матрицу, 

элементы которой зависят от случайных величин: 

 
1

( ) ( )
m

s s

s

A A A


    , (4) 

где i   независимые случайные величины, распределенные по равномерному закону распределения 

на интервале [1, +1] ( 1 1( 1, )s s = m    ). Здесь мы будем предполагать, что случайные величины s  

не зависят от 0x , q(k) и v(k). В (4) матрица 
1

( )
2

A A A   является медианой интервальной матрицы 

(номинальная матрица). Значение 2m n  определяет количество интервальных элементов в матрице A  

(матрица sA , соответствующая ij-му интервальному элементу матрицы A , определится по следую-

щему правилу: ее ij-й элемент вычисляется по формуле    
1

2
s ij ij

A A A  , при этом все остальные 

элементы будут равны нулю). 

В этом случае исходная модель объекта описывается разностным уравнением 

 0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) .x k A x k Bu k f k q k x x        (5) 

Для построения оценки будем использовать рекуррентный алгоритм экстраполятора Калмана 

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )), (0) ,x k Ax k Bu k f k K k y k Sx k x x        (6) 

где K(k) – матрица коэффициентов передачи экстраполятора.  

Найдем матрицу K(k), обеспечивающую минимум критерия (3), с использованием принципа 

разделения. Для этого сначала построим оценки вектора ˆ( )x k  в предположении, что вектор ( )f k  из-

вестен точно, затем – оценки вектора неизвестного входа в предположении, что оценка вектора  

состояния ˆ( )x k  известна.  

Для этого запишем уравнение для вектора ошибок ( )e k , вычитая из уравнения (5) уравнение (6):  

 

1

ˆ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
m

s s

s

e k x k x k

A KS e k A x k k q k Kv k


     

     
 (7) 

Учитывая (7), уравнение для матрицы T( ) M{ ( ) ( ) }N k e k e k  с учетом того, что s  распределены  

по равномерному закону распределения, получим следующее матричное разностное уравнение: 

 
1

0

1

1
( 1) ( ( ) ) ( )( ( ) ) ( )

3

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , (0) .

3

m

s s

s

m

s s

s

N k A K k S N k A K k S A N k A

A x k x k A Q k K k V k K k N N

 



  



     

   





 (8) 
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Представим критерий (3) в виде:  

 0

1

(0; ) tr (0) tr ( ) ( ),
T

k

J T N R N k R k


   (9) 

где tr – след матрицы. Тогда, подставив в (9) формулу (8) со сдвигом на один такт, в результате 

имеем: 

 

0

1 1

1

1
(0; ) tr (0) tr (( ( 1) ) ( 1)( ( 1) ) ( 1)

3

1
ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ) ( ).

3

T m

s s

k s

m

s s

s

J T N R A K k S N k A K k S A N k A

A x k x k A Q k K k V k K k R k

 

 

  



         

        

 



 (10) 

Используя правила дифференцирования функции след (tr) от произведения матриц [17]: 

 
tr tr

, ,
AXB A XB

A B BA
X X

 
  

 
 

 (11) 

из уравнения  

 
(0; )

0
J T

K





, (12) 

учитывая, что матрица R(k) не вырождена, получим выражение для матрицы K(k):  

 1( ) ( ) ( ( ) ( ))K k AN k S SN k S V k    . (13) 

 

3. Оценка неизвестного входа 

 

В модели (6) в силу того, что в качестве матрицы динамики используется медиана интервальной 

матрицы (А), изменится вектор неизвестного входа (этот вектор обозначим r(k)): 

 
1

( ) ( ) ( )
s

s s

m

r k f k A x k


    1 1( 1, )s s = m    , (14) 

где второе слагаемое является дополнительным неизвестным входом, возникающим из-за неопреде-

ленности задания матрицы динамики объекта.  

В качестве алгоритма оценивания неизвестного входа r(k), будем использовать алгоритмы МНК, 

в этом случае оценку можно построить на основе минимизации дополнительного критерия [8, 9]: 

  2 2

1

( ) ( ) ( 1) ,
k

С D
t

I y t Sx t r t


     (15) 

где C, D – положительно определенные весовые матрицы, ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1)x t Ax t Bu t r t      . Постро-

енные на основе минимизации (15) МНК-оценки неизвестного входа примут вид: 

 
LSM 1ˆ ˆ( ) [ ] [ ( ) ( ( 1) ( 1))].r k S CS D S C y k S Ax k Bu k         (16) 

Для повышения точности оценивания неизвестного входа будем дополнительно использовать 

алгоритмы непараметрического сглаживания [14]: 

 
NP 1 ˆˆ ( ) [ ] ,r k S CS D S C      (17) 

где j-я компонента вектора ˆ ( )k  имеет вид: 

 
1

1

1
ˆ[ ( ) ( ( 1) ( 1))]

ˆ ( ) .
1

k

j

i j

j
k

i j

k i
y i S Ax i Bu i G

k
k i

G





  
     

  
 

  
 
  





 (18) 

В соотношении (18) ( )G   является ядерной функцией и j  – коэффициентом сглаживания.  



Ким К.С., Смагин В.И. Робастная экстраполяция в дискретных системах  

51 

Оценки экстраполяции в дискретных системах с интервальными параметрами определялись  

из рекуррентного уравнения 

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )), (0) ,x k Ax k Bu k r k K k y k Sx k x x        (19) 

где матрица коэффициентов передачи K(k) вычислялась по формулам (8) и (13), а оценка ˆ( )r k  опре-

делялась по формулам (16) или (17).  

 

4. Результаты моделирования 

 

Моделирование выполнено для следующих исходных данных: 

1 2

0 0 0,2 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 0 0,2
B A A

     
       
     

 

0,3 0 1 0 0,06 0
, , ,

0 0,4 0 1 0 0,02
Q S V

     
       
     

 

1 0 0,1 0 0,1 0
, , ,

0 1 0 0,1 0 0,15
C D R

     
       
     

 

 

 

 

 

 

0,3 0,2 [1;30],

0,6 0,1 [31;75],

( ) 0.1 0,3 [76;126],

0,8 0,6 [127;184],

0,2 0,1 [185;200].

if k

if k

f k if k

if k

if k











  

 


  


 




 

Варианты значений медианы интервальной матрицы А, для которых выполнено моделирова-

ние, приведены в таблице.  

Среднеквадратические ошибки оценок вектора состояния (σx,i) 

№  

п/п 

Матрицы медианы и реализации  

двумерной случайного вектора θ 
σx  Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 

1 1 2

0,8 0,15
, 0,75, 0,6

0,25 0,68
A

 
     

   

σx,1 

σx,2 

1,626 

1,303 

0,811 

0,672 

0,737 

0,575 

2 1 2

0,94 0,15
, 0,2, 0,65

0,25 0,62
A

 
      

    

σx,1 

σx,2 

2,248 

1,492 

0,930 

0,624 

0,759 

0,538 

3 1 2

0,8 0,15
, 0,75, 0,5

0,25 0,8
A

 
     

 
 

σx,1 

σx,2 

1,938 

1,892 

0,929 

0,797 

0,852 

0,671 

4 1 2

0,81 0,15
, 0,85, 1,0

0,25 0,52
A

 
     

   

σx,1 

σx,2 

1,632 

1,038 

0,888 

0,610 

0,771 

0,568 

5 1 2

0,6 0,15
, 0,9, 1,0

0,25 0,6
A

 
     

   

σx,1 

σx,2 

1,246 

0,932 

0,640 

0,617 

0,601 

0,575 

6 1 2

0,71 0,15
, 0,5, 0,5

0,25 0,92
A

 
       

 
 

σx,1 

σx,2 

1,948 

2,267 

0,633 

0,618 

0,585 

0,553 

 

В (18) использовалась ядерная функция гауссовского вида:  

2

exp
2

( ) .
2

z

G z
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В таблице приведены результаты сравнения среднеквадратических ошибок отклонений оценок 

вектора состояния для трех алгоритмов (при различных матрицах А и различных реализациях компо-

нент случайного вектора θ): 

– алгоритм 1 – ЭК с матрицей динамики А и с использованием оценок МНК неизвестного вхо-

да (16) (в этом случае в уравнении (8) в правой части исключены второе и третье слагаемые); 

– алгоритм 2 – ЭК с матрицей динамики А и с использованием оценок неизвестного входа МНК 

и дополнительного сглаживания (17) (в этом случае в уравнении (8) в правой части также исключены 

второе и третье слагаемые); 

– алгоритм 3 – ЭК с использованием оценок МНК, сглаживания и робастного подхода для оце-

нивания вектора состояния (8), (13). 

Усреднение производилось по 100 реализациям. Расчет среднеквадратических ошибок оцени-

вания выполнялся по формулам 

2

1
,

ˆ( ( ) ( ))

, ( 1,2).
1

N

i i

k
x i

x k x k

i
N





  



 

Из таблицы видно, что применение для оценок прогноза вектора состояния на 1 такт метода 

МНК для оценивания неизвестного входа с дополнительным сглаживанием с помощью алгоритма 

непараметрического сглаживания и робастного алгоритма экстраполяции (8), (13), позволяет умень-

шить среднеквадратические ошибки оценивания.  

 

Заключение 

 

С использованием вероятностного подхода, в основе которого лежит замена неопределенных 

параметров интервального типа на независимые случайные величины с равномерным законом распре-

деления, предложен алгоритм синтеза робастного экстраполятора для линейной дискретной модели  

с неизвестным входом. Задача решена с использованием принципа разделения, рекуррентных алго-

ритмов, метода наименьших квадратов и сглаживающих процедур. На численном примере показано, 

что применение алгоритмов сглаживания и робастного подхода позволяет повысить точность прогно-

зирования. 
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Аннотация. Рассмотрена экспертная система, советующая стратегию управления промышленной без-

опасностью на основе обработки в системе поддержки принятия решений экспертных данных аудита и экс-

пертизы промышленного объекта с использованием теории нечетких множеств. Критерием выбора эталонной 

ситуации является максимальное значение степени нечеткого равенства текущей и эталонной ситуаций, ко-

торая должна быть не менее 0,5.  

Ключевые слова: советующая экспертная система; стратегия управления; промышленная безопасность; 
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Abstract. Expert system AREOI.Expert was developed using fuzzy set theory. It gives a recommendation on  

the choice of an industrial safety management strategy based on the processing of expert audit data and a survey of 

the state of industrial safety at the facility in the AREOI Decision Support System. AREOI is part of AREOI.Expert. 

The expert system AREOI.Expert is implemented according to the principle of situational management of industrial safety, 

which is based on the formalization with the help of specialists of a number of reference (typical) industrial safety 

situations that are possible at the production facility, and comparison with each situation of any control action leading 

to an improvement in state indicators industrial safety. The criterion for choosing a strategy for a reference situation 

is the maximum value of the degree of fuzzy equality of the current and reference situations, which must be at least 0,5. 

To form a fuzzy inference system, the linguistic variables "DEGREE OF FULFILLMENT OF REQUIRE-

MENTS (aggregated estimates of the degree of fulfillment of classes of factors affecting industrial safety)" and 

"VALUE of a class of factors for the level of industrial safety" are used. The sets of terms and the main set of linguis-

tic variables are specified in the form: 

DEGREE OF FULFILLMENT OF REQUIREMENTS , bad, abnormal, normal, good ,[0...100] ,

VALUE, low, medium, high ,[0...100]
P

  
  
  

 

To determine the boundaries of term sets of the variable "DEGREE OF FULFILLMENT OF REQUIREMENTS",  

a triangular membership function is used, and for the variable "VALUE" is a trapezoidal membership function. 
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In the operating mode, AREOI.Expert works according to the following algorithm: reception of assessments of 

the current situation of the state of industrial safety, which are formed by the decision support system AREOI; trans-

formation of the assessment into the current fuzzy situation; comparison of the current fuzzy situation of the industrial 

safety state with reference situations and the search for the closest reference situation; comparison of the current 

fuzzy situation with reference situations and search for the nearest reference situation; if the degree of equality of  

the reference situation exceeds the confidence threshold ≥ 0,6, then the expert system generates a control decision 

characteristic of a similar reference situation. Otherwise, the network (knowledge base) of fuzzy situations should  

be expanded with an expert assessment of the current situation. Otherwise, the network (knowledge base) of fuzzy 

situations should be expanded by an expert assessment of the current situation. 

If the current situation is indistinctly equal to two or more reference situations, then the coefficient of the degree 

of preference α is additionally introduced to resolve this conflict. The value α = 1, if the strategy is always used, often –  

α = 0,9, sometimes – α ≈ 0,7. The degree of preference makes it possible to increase the influence on the choice of  

a particular situation when comparing the current industrial safety situation with the reference ones. 

Interfaces of AREOI.Expert and AREOI systems are created using WPF (Windows presentation foundation) 

technology based on frames. To separate the application logic from the user interface, the MVVM design pattern was 

applied, which ensures the separation of the application business logic and is implemented in the format of the entity 

class relationship system. The data storage was the free software of the SQLite DBMS. Using the Database-First  

approach in Entinity Framevork 6.0, an ORM is generated Object Relational Mapping of the Data Model. 

Keywords: advising expert system; management strategy; industrial safety; decision support system  
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На эффективность управления промышленной безопасности (ПБ) оказывают существенное 

влияние качество информационного обеспечения, служащего для сбора и анализа информации, необ-

ходимой для принятия решений по обеспечению ПБ [1, 2], культура безопасности, под которой по-

нимается психологическая и квалификационная подготовленность персонала [3], соблюдение требо-

ваний нормативных документов и регламента технологического режима, техническое состояние и 

своевременность технического обслуживания и ремонтов, оценка и разработка способов контроля 

риска аварии и др. В Указе Президента РФ № 198 «Об основах государственной политики РФ в области 

проммышленной безопасности на период до 2025 года и дальнейшую перспективу» от 6 мая 2018 г. 

также отмечается, что необходимы развитие, внедрение информационных технологий, которые осу-

ществляют взаимодействие с организациями, оптимизируют процесс получения, хранения, обработки 

и анализа информации о производственном контроле за соблюдением требований ПБ. Это подтвер-

ждает актуальность разработки экспертной системы выработки стратегий управления ПБ на основе 

проведения аудита и экспертизы ПБ на объектах железнодорожного транспорта (ОЖДТ). 

Опасные производственные объекты (ОПО) на протяжении всего жизненного цикла поднад-

зорны Ростехнадзору и подлежат постоянному мониторингу и контролю, что обосновывает актуаль-

ность задачи создания советующей системы выработки стратегий управления ПБ. К.В. Буйко и  

Ю.В. Пантюхова провели сравнительный анализ способов оценки ПБ ОПО, который продемонстри-

ровала следующие преимущества использования экспертных оценок для расчета уровня ПБ: простота 

использования и вычислений; объективность, применимость как для разных отраслей промышленно-

сти, так и для одного предприятия; полнота охвата влияющих факторов и наличие необходимых дан-

ных [4]. 

Актуальность проблемы обеспечения ПБ ОПО диктуется также старением используемого обо-

рудования, машин, установок, которое существенно обгоняет темпы их замены и модернизации [5]. 

Поэтому необходимо проводить их диагностику и техническое освидетельствование для обнаруже-

ния потенциально опасных элементов и принятия упреждающих решений, предотвращающих ката-

строфические отказы техники. Для повышения качества и эффективности обработки информации при 

проведении освидетельствования и диагностики необходимы формализация и структуризация пред-

метной области (ПрОб), а также разработка на основе прецедентного подхода системы поддержки 

принятия решений (СППР), что и выполнено в работе [5]. 
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В работе [6] осуществлена модификация редактора CLIPS баз знаний продукций, предназна-

ченного для анализа ПрОб, проектирования информационных моделей, описывающих причинно-

следственные взаимосвязи в задачах прогнозной оценки исходной дефектности, поврежденности, 

разрушения и отказа объектов нефтехимии при проведении экспертизы ПБ. 

В [7] отмечено, что экспертные системы (ЭC) способны вырабатывать логические выводы,  

используя знания специалистов предметной области, что позволяет использовать этот опыт для фор-

мирования рекомендаций. ЭС, разработанная в [8], автоматически анализирует параметры процесса 

производства полиакриловых волокон. В одном из блоков ЭС формируются и накапливаются в БД 

знания и правила эксперта по оптимальному проведению процесса с учетом изменяющегося сырья, 

состава оборудования и др. В другом блоке эти правила используются операторами-технологами. Все 

правила состоят из набора логических выводов: условный оператор перехода if, параметры или 

функции процесса then, результат работы ЭС. Предполагается, что правило не может зависеть от 

наименований и значений параметров процесса производства. 

Учитывая сложность системы управления ПБ, существенное число влияющих факторов, необ-

ходимость переработки большого объема качественной информации, преобладающей над количе-

ственной, актуальной задачей является использование методов обработки качественной информации 

на основе теории нечетких множеств и нечеткой логики [9–11]. 

В процессе поиска стратегий управления лицо, принимающее решение (ЛПР), обсуждает, фор-

мулирует и упрощает задачу поиска с применением таких нечетких понятий, как «много», «мало», 

«хорошо», «плохо» и т.д. По причине применения лингвистических и нечетких переменных целесо-

образно реализовать приведенные нечеткие понятия в модели принятия стратегии управления про-

мышленной безопасностью на основе советующей ЭС с помощью ситуационного подхода [9, 10].  

В разработанной ЭС стратегии выдаются на базе информации, получаемой в СППР AREOI, 

входящей в ЭС и описанной в [12–14]. 

 

1. Ситуационное управление промышленной безопасностью 

 

Предлагаемый в настоящей работе принцип ситуационного управления ПБ основан на форма-

лизации с помощью экспертов ряда эталонных (типовых) ситуаций ПБ, которые возможны на произ-

водственном объекте, и сопоставлении с каждой ситуацией некоторого управляющего воздействия, 

ведущего к улучшению показателей ПБ. 

Будем понимать под термином «ситуация ПБ» набор (множество) признаков Pj (j = 1..N), харак-

теризующих ПБ, и их значений j

kv  (k = 1..K), позволяющих различать и характеризовать уровень (ка-

чество) ПБ:  

 / , , ,j
i j k i is P v R s S   (1)

 
где Ri – управляющее решение или стратегия улучшения ПБ. В выражении (1) значения признаков j

kv  

дискретизированы на K интервалов с целью показать возможность использования дискретных, или 

интервальных, оценок для признаков. При этом множество S эталонных ситуаций в (1) представляет 

собой набор определенных экспертами ситуаций ПБ производственного объекта (назовем их эталон-

ными), которыми можно управлять, улучшая уровень ПБ. Множество S можно представить также  

в форме ситуационного графа, вершинами которого являются определенные экспертами ситуации 

is S , а дуги есть управляющие решения Ri, обеспечивающие изменение состояния ПБ. На рис. 1 

представлена структура ЭС для управления ПБ. 

В режиме эксплуатации ЭС работает по следующему алгоритму: 

1) прием оценок текущей ситуации ПБ, которые формирует СППР; 

2) преобразование оценки в текущую нечеткую ситуацию; 

3) сопоставление текущей нечеткой ситуации ПБ с эталонными ситуациями и поиск наиболее 

близкой эталонной ситуации; 
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4) если степень равенства эталонной ситуации превышает порог доверия (≥ 0,6), то экспертная 

система формирует управляющее решение, характерное для схожей эталонной ситуации. Иначе сеть 

(БЗ) нечетких ситуаций следует расширить экспертной оценкой текущей ситуацией. 
 

 

Рис. 1. Структура ЭС AREOI.Expert для управления ПБ 

Fig. 1. Structure of ES AREOI.Expert for fire safety management 

 

ЭС предлагает ЛПР стратегию R, соответствующую управляющему решению Ri эталонной си-

туации si, наиболее близкой к текущей ситуации s*: 

 ,Ss,ss:RR ii
*

i   (2)
 

где s* – некоторая текущая ситуация на производственном объекте, которая характеризуется уровнем 

«исполнения» класса факторов и «ценностью» для ПБ класса факторов, вычисляемыми в СППР,  

описанной в [12–14]. Выбор меры близости / равенства / включения *

is s  представляет отдельный 

вопрос исследования и будет освещен ниже. 

Особенность формализации управляющих решений Ri по обеспечению заданного уровня ПБ 

состоит в том, что они являются директивными («увеличить», «уменьшить» и т.п.) и плохо выража-

ются через какие-либо числовые оценки. Но, выраженные на естественном языке, управляющие ре-

шения наделяются однозначно трактуемым смыслом для ЛПР. Например: «Информационное обеспе-

чение существенно улучшить»; «Организационные меры оставить без изменения» и т.д.  

Также отметим, что и признаки, характеризующие ПБ, плохо трактуются ЛПР в количествен-

ной форме, но вполне естественно могут быть охарактеризованы с помощью качественных значений. 

Например, «ценность – низкая», «уровень выполнения – высокий». 

При переходе в область качественных значений и нечеткого логического вывода для (1) опре-

делим понятие нечеткой ситуации is : 

   / , ,i s i i is p p p P    (3)
 

где функция принадлежности     /i i

s i s j jp T T   . 

В выражении (3) P есть множество признаков, и каждый признак описывается кортежем: 

 , , ,i i iP p T D  (4)
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где Ti – терм-множество лингвистической переменной (ЛП) pi, описывающее качественное значение 

i-го признака, Di – базовое множество i-го признака. 

Для формирования нечеткой системы вывода зададимся лингвистическими переменными  

ИСПОЛНЕНИЕ (агрегированная оценка степени выполнения класса факторов) и ЦЕННОСТЬ (класса 

факторов для ПБ). Определим для каждой ЛП терм-множества и базовое множество: 

 
ИСПОЛНЕНИЕ, плохо, ненормально, нормально, хорошо , [0...100] ,

ЦЕННОСТЬ, низкая, средняя, высокая , [0...100]
P

  
  
  

. (5)
 

Для определения границ терм-множеств переменной ИСПОЛНЕНИЕ используются треугольная 

функция принадлежности, а для переменной ЦЕННОСТЬ – трапецеидальная функция принадлежности.  

Задавшись механизмом качественного описания ПБ в соответствии с (3), создадим базу знаний 

о нечетких ситуациях ПБ и стратегии управления, которые должны формироваться экспертами на 

этапе синтеза и настройки ЭС (см. таблицу).  

Нечеткие ситуации ПБ и ПР и стратегии управления (фрагмент) 

№ cитуации Значение ЛП ИСПОЛНЕНИЕ Значение ЛП ЦЕННОСТЬ Управляющая стратегия R 

1 хорошо высокая оставить без изменения 

2 хорошо cредняя оставить без изменения 

3 хорошо низкая ослабить контроль 

4 нормально высокая взять на контроль 

5 нормально средняя взять на контроль 

… … 

N ненормально высокая усилить контроль 

 

Чтобы облегчить экспертам процесс формирования нечеткой ситуационной сети, предложено 

описывать ситуацию в форме продукций вида: 

ЕСЛИ ИСПОЛНЕНИЕ = <НЕЧЕТКОЕ ЗНАЧЕНИЕ>  

И ЦЕННОСТЬ = <НЕЧЕТКОЕ ЗНАЧЕНИЕ>, ТО УПРАВЛЕНИЕ = R. 

Степень равенства текущей ситуации A
~

 и нечеткой эталонной ситуации B
~

 оценивается по вы-

ражению 

     Xx BAB
~

,A
~


 . (6)

 
В соответствии с определением нечеткой эквивалентности раскроем выражение (6): 

       ABBABA ,max,,maxmin  11 . (7)
 

В ряде источников предлагается считать, что если  , 0,5,A B   то ситуации нечетко равны [9–

11]. Если  , 0,5,A B   то ситуации будут нечетко индифферентными. 

В нечеткой ситуационной сети вполне возможна ситуация, когда две или более эталонных си-

туации будут иметь степень равенства ≥ 0,5. В этом случае алгоритмом должна быть выбрана ситуа-

ция с наибольшей степенью равенства. Но вероятен и случай, когда текущая ситуация будет нечетко 

равна двум или более эталонным ситуациям. Чтобы разрешить этот конфликт, дополним каждое пра-

вило, описывающее ситуацию, специальным коэффициентом α – степенью предпочтения. Значение  

α = 1, если стратегия используется всегда, часто – α = 0,9, иногда – α ≈ 0,7, как это предлагается в [9]. 

Степень предпочтения позволяет усилить влияние на выбор той или иной ситуации при сопоставле-

нии текущей ситуации ПБ с эталонными.  

Тогда с учетом степени предпочтения выражение (6) принимает вид: 

    , A Bx X
A B


    , (8)

 

где B
~

– нечеткая эталонная ситуация, A
~

 – текущая. Тогда выражение (7) примет вид: 

       min max 1 , ,max 1 ,A B A B B A       . (9)
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2. Описание ЭС AREOI.Expert 

 

Разработанная ЭС AREOI.Expert в качестве составной части включает СППР AREOI, чтобы 

иметь в своем распоряжении БЗ, БД, результаты работы СППР: оценки экспертов и аудиторов, агре-

гированные степени исполнения и ценность каждого класса факторов и базовых факторов каждого 

класса. Чтобы ЭС заработала, нужно предварительно ее настроить (рис. 2). Поскольку ЭС осована на 

системе нечеткого вывода, то требуется определить лингвистические переменные и терм-множества 

нечетких значений.  
 

 

Рис. 2. Настройка лингвистических переменных 

Fig. 2. Setting linguistic variables 

 

Лингвистические переменные используются в ЭС в качестве оценочных переменных: это уровень 

исполнения того или иного фактора ПБ, а также ценность этого фактора. В соответствии с теорией 

нечетких множеств каждая лингвистическая переменная наделена кортежем (4), где присутствуют 

также и терм-множества в качественных значениях. Например, для лингвистической переменной 

ИСПОЛНЕНИЕ определены терм-множества: «плохо», «ненормально», «нормально» и «хорошо». 

Функции принадлежности нечетких терм-множеств в редакторе лингвистической переменной могут 

быть заданы треугольной, трапецеидальной функцией либо функцией синглтоном. В редакторе не-

четких переменных можно выбирать параметры функции принадлежности терм-множеств, например 

можно сделать тот или иной терм пологим. Можно изменять тип функции принадлежности. Значения 

параметров функций принадлежности назначаются экспертами. 

Каждому набору значений качественных признаков, определяющих нечеткую ситуацию, долж-

на быть сопоставлена стратегия управления. В ЭС стратегия формируется вербальной директивой  

по управлению ПБ для каждого класса факторов. Словарь стратегий формируется экспертами (рис. 3). 

Представленный набор стратегий управления не является фиксированным, редактор стратегий позво-

ляет расширять набор стратегий управления. 
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Рис. 3. Словарь стратегий управления 

Fig. 3. Vocabulary of control strategies 

 

 

Рис. 4. Генератор нечетких ситуаций 

Fig. 4. Fuzzy generator 
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Далее следует сформировать сеть нечетких ситуаций с использованием модуля «Генератор не-

четких ситуаций» (рис. 4). Он позволяет пользователю сопоставить качественные значения признаков 

и требуемой стратегии управления. 

После настройки ЭС готова к эксплуатации. Главный экран программы ЭС содержит рабочую 

область, навигационное меню, которое позволяет управлять режимами работы программы (см. рис. 2). 

Если экспертиза не была проведена, то эксперты и аудиторы, выбрав в меню кнопку «Эксперты и 

аудиторы», могут зарегистрироваться, а затем, выбирая из справочника классов факторов требуемые 

классы, выставить требуемые оценки (рис. 5). Для каждого фактора выставляют: эксперт – ценность 

фактора и класса, аудитор – степень исполнения фактора. СППР вычислит агрегированные оценки 

ценностей классов факторов и агрегированный уровень ПБ. Ее результаты расчета будут записаны  

в БД и доступны ЭС. Результаты работы СППР представлены в наглядном виде: для ценности клас-

сов факторов использован красный цвет, для агрегированной оценки степени исполнения классов 

факторов – синий.  
 

 

Рис. 5. Запись результатов экспертизы информационного класса факторов 

Fig. 5. Recording the results of the examination of the information class of factors 

 

Важным качеством любой ЭС является возможность объяснения ситуации и причины выбора 

решения. Первый шаг к обеспечению этого свойства – создание системы комментариев, разъясняю-

щих и поясняющих условия формирования стратегии и порядок действий согласно данной стратегии. 

На рис. 6 показан фрагмент результатов экспертного вывода.  

Текущая ситуация ПБ была оценена экспертами ПБ, и их оценки размещены в СППР. По дан-

ным оценкам для каждого класса факторов ЭС пытается подобрать схожую эталонную ситуацию, 

которую предвидели эксперты и предложили стратегию управления. Критерием выбора эталонной 

ситуации является максимальное значение степени нечеткого равенства ситуации, которая должна 

быть не менее 0,5 (предпочтительнее выбирать ее более 0,7). Рассмотрим в качестве примера случай, 
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приведенный на рис. 6. Для текущей ситуации ПБ в информационном классе факторов ПБ  

ЭС определила наиболее нечетко близкой ситуацию «Обратить внимание». При этом ЭС рекоменду-

ет выбрать для этого класса стратегию управления «Взять на контроль». Высокая степень равенства 

ситуаций (0,67) позволяет ЛПР довериться ЭС в корректности выбранной стратегии. Кроме того, аг-

регированная оценка уровня исполнения класса (63%) также подтверждает вывод о необходимости 

предпринимать определенные действия. 

 

 

Рис. 6. Логические выводы ЭС по классам факторов 

Fig. 6. The logical conclusions of the ES by classes of factors 

 

Интерфейсы ЭС и СППР созданы по технологии WPF (Windows Presentation Foundation) на ос-

нове фреймов. Для разделения логики приложения от интерфейса пользователя был применен пат-

терн проектирования MVVM, обеспечивающий разделение бизнес-логики приложения и реализован-

ный в формате системы отношений классов сущностей. В качестве хранилища данных выступало 

свободное программное обеспечение СУБД SQLite. С помощью подхода Database-First в Entinity 

Framevork 6.0 сгенерировано ORM – объектно-реляционное отображение модели данных. 

 

Заключение 

 

ЭС относится к классу «ситуация → стратегия управления → действие». ЭС используется в слу-

чае, когда агрегированная оценка класса мала (т.е., с точки зрения ЛПР, система управления ПБ не  

в полной мере соответствует целевому назначению), или перед ЛПР стоит задача повысить целевую 

эффективность системы управления. В качестве советующего решения ЭС выбирает стратегию, 

характерную для эталонной ситуации с максимальной степенью ее нечеткого равенства с текущей,  
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т.е. критерий выбора эталонной ситуации – максимальное значение степени нечеткой эквивалентно-

сти текущей и эталонной ситуаций, которая должна быть не менее 0,5. Предпочтительно выбирать 

эталонную ситуацию со степенью эквивалентности более 0,7. Получены рекомендации по использо-

ванию ЭС: для настройки признаков ЭС смежные терм-множества нечетких значений должны взаим-

но пересекаться с ординатой ≥ 0,6; если для какой-либо входной ситуации нет эталонной ситуации 

со степенью равенства > 0,5, значит сеть нечетких ситуаций неполная и требует расширения. 
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The sensitivity coefficients (SC) are components of vector gradient from quality functional according 

to parameters. The problem of calculation of SC for dynamic systems is principal in the analysis and synthe-

ses of control laws, identification, optimization, stability [1–16]. The first-order sensitivity characteristics are 

mostly used. Later on we shall examine only SC of the first-order.  

Consider two vectorial outputs )(tx  and )(ty  of dynamic object model: interconnected ordinary dif-

ference equations and difference equations with distributed memory on phase coordinates under discrete time 

]1...,,1,0[  Nt  implicitly depending on vector   parameters  and )(I  is functional  constructed on )(tx , 

)(ty ,   under ]1...,,1,0[  Nt :  
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SC with respect to constant   parameters are called a gradient from )(I  on   vector: 

)()/)((  IddI T
. SC are a coefficients of single-line relationship between the first variation )( I  

of functional )(I  and the variations   of constant   parameters:  
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The direct method of SC calculation (by means of the differentiation of quality functional with respect 

to constant parameters) inevitably requires a solution of cumbersome sensitivity equations to sensitivity 

functions: .)()(,)()(   dtdytWdtdxtW yx
 For instance, for functional )(I  we have following SC 
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For variable parameters such method essentially becomes complicated and practically is not appli-

cable. 

At a choice of good initial approach of parameters at identification of objects and also at consecutive 

calculation of control actions on object often apply a gradient algorithm. It appears that for calculation of 

components of a gradient from an optimized functional to required variables and constant parameters, it is 

convenient to apply the conjugate equations (in relation to the dynamic equations of object). 

Variational method [6] makes possible to simplify the process of determination of conjugate equations 

and formulas of account of SC. On the basis of this method it is an extension of quality functional by means 

of inclusion into it dynamic equations of object by means of Lagrange’s multipliers and obtaining the first 

variation of extended functional on phase coordinates of object and on interesting parameters. Dynamic 

equations for Lagrange’s multipliers are obtained due to set equal to a zero (in the first variation of extended 

functional) the functions before the variations of phase coordinates. Given simplification first variation of 

extended functional brings at presence in the right part only parameter variations, i.e. it is got the sensitivity 

functional on concerning parameters. 

In difference from other papers devoted to calculation of SC in given paper the generalized difference 

models are used: interconnected ordinary difference equations and difference equations with distributed 

memory on phase coordinates and variable parameters. Besides variables and constant parameters enter into 

the right parts of difference equations of dynamic object, in an indicator of quality of system work and initial 

values of phase coordinates depend on constant parameters. At the right part of the equations of object model 

there are also phase coordinates and variable parameters during the previous moments of time. Such discrete 

equations are similar numerical decisions of integro-differential Volterra’s equations.  

It is proved that both methods to calculation of SC (with use of Lagrange's functions or with use of 

sensitivity functions) yield the same result, but the first method it is essential more simple in the computing 

relation. 
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1. Problem statement 

 

We suppose that the dynamic system is described by non-linear interconnected difference equations 

 )()0(,,,2,1,0),,),(~),(),(()1( 0  xxNttttytxftx  . (1) 

)()0(,,,2,1,0,),),(~),(),(,()1( 0

0

 


yyNtsssysxtKty
t

s

 . 

Here: ,x y  are a vector-columns of phase coordinates;  ),(~ t  are a vector-columns of interesting variable 

and constant parameters; )((), Kf  are known continuously differentiated limited vector-functions. 

The quality of functioning of system it is characterised of functional 

 )1,),1(~),1(),1((),),(~),(),((),~( 0

0

0  


NNNyNxftttytxfI
N

t

, (2) 

depending on )(~ t  and  . The conditions for function )(0 f  are the same as for )(),(  Kf . With use of  

a functional (2) the optimization problem (in the theory of optimal control) are named as the Bolts’s problem. 

With the purpose of simplification of appropriate deductions with preservation of a generality in all 

transformations (1), (2) there are two vectors of parameters  ),(~ t . If in the equations (1), (2) parameters 

are different then it is possible formally to unit them in two vectors  ),(~ t , to use obtained outcomes and 

then to make appropriate simplifications, taking into account a structure of a vectors  ),(~ t . 

It is shown also that the variation method allows to receive SC in relation to variable and constant  

parameters: 
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By obtaining of results the obvious designations: 

 Nttttytxftf ,,2,1,0),,),(~),(),(()(  , (4) 

tsNtsssysxtKstK ,,1,0,,,1,0),,),(~),(),(,(),(   , 

.1,,2,1,0),,),(~),(),(()( 00  Nttttytxftf   

are used.  

The index t  in functions ),),(~),(),((0 tttytxf  , indexes st,  in functions ),),(~),(),(,( sssysxtK   

and t  in functions ),),(~),(),((0 tttytxf   also reflects not only obvious dependence on step number, but also 

that the kind of functions from a step to a step can change. 

Let's receive the conjugate equations for calculation of Lagrange’s multipliers and on the basis of them 

formulas for SC calculation. 

 

2. Conjugate equations 

 

The dynamic equations (1) (written down in the form of restrictions of equalities type) by means  

of Lagrange’s multipliers )(),( tt yx 
 
are added to an initial indicator of optimality ),~( I . The size of  

the extended indicator of optimality always coincides with size initial functional on which judge an optimality  
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of work of system. SC for both functionals coincide also – section 4 of given paper see. Then for the received 

extended indicator we write down the first variation and the dynamic equations for )(),( tt yx   turn out 

from an additional conditions of equality to zero of the functions which are before variations of phase coor-

dinates ),0(),1(,...),1( xxNx 
 

)0(),1(,...),1( yyNy  . Coefficients before variations of parameters 

 ),(~ t in the first variation of the extended indicator I  represent required SC (3). 

Complement a quality functional (2) by restrictions-equalities (1) by means of Lagrange’s multipliers 

1,,2,1,0),(),(  Nttt yx   (column vectors) and get the extended functional: 
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Functional (5) is equal to ),~( I  when (1) is fulfilled. 

We consider equality [16] 

T T

0 0 0

( 1) ( , ) ( 1) ( , )
N t t N s N

y y

t s t

t K t s s K s t
 

 

      . 

The proof of correctness of equality is realized by an mathematical induction method. 

Extended functional now becomes: 
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We calculate the first variation of extended functional, caused by a variation of phase coordinates, and 

also a variation of variables and constant parameters: 
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The factors standing in the formula (7) before variations of phase coordinates look like: 
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We equate values (8) to zero and receive the conjugate equations for Lagrange’s multipliers: 
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These equations are decided in the opposite direction changes of an independent integer variable t .  

 

3. Sensitivity coefficients 

 

SC in the equation (7) for variables and constant parameters look like: 
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This result is more common in relation to appropriate results of monograph [13] and paper [16]. 

 

4. Equivalence of sensitivity coefficient for initial (2) and extended (5) functionals 

 

We take extended functional (5): 
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In brackets (before T T( ), ( )x y    ) there are the dynamic equations of the object which have been written down 

in the form of the equality equations. Hence, values of functions in brackets are always equal to zero. 

Let's calculate derivatives from both parts of the previous equations in the beginning on constant   

parameters: 
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Here ( ) ( ) , ( ) ( )x yW t dx t d W t dy t d      there are the sensitivity functions. 
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Before T T( ), ( )x y     now there are sensitivity equations for a matrix of sensitivity functions. These 

equations are written down as in the form of the equality equations. Values of functions in brackets also are 

always equal to zero. 

Hence, SC rather  on   parameters both for initial functional and for its extended variant have identical 

values. That the sensitivity equations have the specified appearance, it is necessary for equations (1)  

to impose a condition of differentiability of )(tf  and ),( stK  on phase coordinates and on considered  

parameters on the right member of equations of movement of dynamic object (1). On   parameters should 

be differentiated initial functions )(0 x  and )(0 y . 

We receive the same result and for SC in relation to variable parameters. The sensitivity equations for 

each fixed value of argument of variable 1...,,1,0),(~  Njj  parameters have more difficult form. They 

demand special consideration. Important that these sensitivity equations objectively exist. 

 

5. Example 

 

We assume that the discrete model of object (1) is set in the form of two vector difference models are 

not connected with each other on phase coordinates: 

 )()0(,,,2,1,0),,),(~),(()1( 0  xxNttttxftx  , (12) 
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However, both models are connected with each other of functional (2) and they can contain the general  

variables and constant parameters. The first model is similar to the numerical decision of the vector ordinary 

differential equation, and the second model has memory on phase coordinates and on variable parameters. 

This model is similar to the decision of the vector integrated equation of Volterra’s type.  

The conjugate equations (9) for Lagrange’s multipliers become more simple: 
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The equations (10) for SC do not change. 

 

Conclusion 

 

Variational method allowed to receive effective algorithms of SC calculation for multivariate non-

linear dynamic systems described by interconnected difference ordinary equations and difference equations 

with distributed memory on phase coordinates and variable parameters. Variables and constant parameters 

are present at object model and at a quality functional for systems.  

In a basis of calculation of SC is the decision of the difference equations of object model in a forward 

direction of time and obtained difference equations for Lagrange's multipliers in the opposite direction  

of time. It is proved that both methods to calculation of SC (with use of Lagrange's functions or with use  

of sensitivity functions) yield the same result, but the first method it is essential more simple in the compu-

ting relation. 

Variation method of calculation of SC allows to generalize it on dynamic systems described by more 

general nonlinear difference equations and characterized more general nonlinear functionals. 

Results of present paper are applicable at design of high-precision systems and devices. 

This paper continues research in [13, 16]. 
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Сравнение алгоритма кратномасштабного анализа изображений  
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Аннотация. Выполнено сравнение алгоритма кратномасштабного анализа (КМА) изображений в частотной 

области с алгоритмом Малла. В алгоритме Малла используются масштабные коэффициенты, кратные двум,  

и вычисление производится итеративно с двукратным прореживанием вейвлет-коэффициентов при каждом 

последующем разложении. Этот алгоритм также называется быстрым дискретным вейвлет-преобразованием (ВП). 

В алгоритме КМА в частотной области для увеличения скорости вычисления применяется быстрое преобразо-

вание Фурье (БПФ). Вейвлет-коэффициенты вычисляются не итеративно: для каждого уровня они получаются 

из сигнала независимо от предыдущих уровней, и кратность анализа может быть меньше двух. Уменьшение 

кратности позволяет увеличить глубину декомпозиции. В отличие от алгоритма Малла применяются симмет-

ричные или антисимметричные ортогональные вейвлеты, что повышает точность реконструкции. Изображение 

обрабатывается не по строкам и столбцам, а прогрессивной разверткой в целом. Применение БПФ уменьшает 

время преобразования изображений на четыре порядка по сравнению прямым численным интегрированием,  

и за счет этого время декомпозиции и реконструкции не больше по сравнению с временем дискретного ВП  

и может быть меньше. 

Ключевые слова: вейвлет-преобразование; декомпозиция; реконструкция; кратномасштабный анализ;  

алгоритм Малла; амплитудно-частотная характеристика; фильтр 
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Abstract. This paper compares the algorithm for multiplescale analysis of images in the frequency domain with 

the Mall algorithm. The Mall algorithm uses scaling factors multiple of 2 and computation is performed iteratively 

with twofold thinning of the wavelet coefficients at each subsequent decomposition. This algorithm is also called fast 

discrete wavelet transform. The frequency domain multiplexing algorithm uses the fast Fourier transform (FFT)  

to increase computational speed. The wavelet coefficients are not calculated iteratively, but for each level they are  

obtained from the signal independently of the previous levels and the multiplicity of analysis can be less than 2.  

Reducing the multiplicity allows increasing the decomposition depth. In contrast to Mall's algorithm, symmetric or 

antisymmetric orthogonal wavelets are used, which increases the accuracy of reconstruction. The image is processed 

not by rows and columns, but by progressive sweep as a whole. Application of FFT reduces the image transformation 
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time by four orders of magnitude compared to the direct numerical integration, and due to this the decomposition and 

reconstruction time is not longer compared to the discrete wavelet transform time and can be less. 

Keywords: wavelet transform; decomposition; reconstruction; multiscale analysis; Mall's algorithm; amplitude-

frequency response; filter  
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Вейвлет-анализ является эффективным инструментом исследования локальных свойств неста-

ционарных сигналов. Базисные функции, называемые вейвлетами, обладают свойством частотно-

временной локализации, и сам анализ называется частотно-временным. Аналогом частоты для 

вейвлет-преобразования является обратная величина масштабного коэффициента. В настоящее время 

для кратномасштабного анализа (КМА) сигналов используется алгоритм Малла – быстрый способ 

вычисления дискретного вейвлет-преобразования (ВП) [1]. КМА – это m-шаговое дискретное ВП. 

Максимальное значение m называется глубиной декомпозиции (разложения). У алгоритма Малла 

есть недостатки:  

1. Необходимо иметь масштабирующую функцию. 

2. Амплитудно-частотная характеристика вейвлетов неравномерна. 

3. Вейвлеты несимметричны или антисимметричны. 

4. Коэффициент изменения масштаба меняется только с кратностью 2. 

5. Точность вычисления уменьшается с увеличением уровня разложения, так как при каждом 

уровне декомпозиции длина выборки уменьшается в 2 раза. 

6. Не используется прогрессивная развертка изображения при кратномпсштабном анализе. 

7. Необходимо решать много уравнений для конструирования вейвлетов больших порядков. 

Для устранения этих недостатков актуально использование КМА в частотной области. Пре-

имуществом алгоритма в частотной области является еще и способ вычисления. Если для определе-

ния вейвлет-коэффициентов последующего уровня в алгоритме Малла необходимо вычислить 

предыдущие вейвлет-коэффициенты, то в частотной области можно параллельно вычислять все 

вейвлет-коэффициенты. На аппаратном уровне это можно сделать, используя много устройств быст-

рого преобразования Фурье (БПФ), соединенных параллельно, тем самым уменьшив во много раз 

время КМА. Исходя из таких предположений, сравниваются алгоритм Малла и алгоритм КМА в ча-

стотной области.  

Для исследования нестационарных сигналов кроме ВП применяются и другие преобразования. 

Самое известное их них – оконное преобразование Фурье (ОПФ), когда сигнал разлагается в спектр  

с использованием БПФ на участках (окнах), намного меньших длительности самого сигнала [2].  

Таким образом добиваются улучшения временного разрешения, т.е. того момента, когда произошло 

изменение частоты сигнала. При использовании ОПФ узкое окно обладает лучшим временным раз-

решением, широкое окно – лучшим частотным разрешением. Проблема состоит в том, что приходит-

ся выбирать фиксированное окно для всего сигнала, тогда как разные участки сигнала могут требо-

вать применения разных окон. ОПФ покрывает плоскость время–частота прямоугольниками с неиз-

менным разрешением по времени и частоте на всех участках, а для исследования реальных сигналов 

необходимо разбить плоскость время–частота прямоугольниками с разным разрешением по времени 

и частоте на разных участках. Около резких изменений сигнала окна должны быть узкими, а в осталь-

ной области можно использовать более широкие окна. Как раз ВП имеет хорошее разрешение  

по времени и плохое разрешение по частоте на высоких частотах, а на низких частотах – хорошее 

разрешение по частоте и плохое разрешение по времени. Когда сигнал имеет высокочастотные ком-

поненты короткой длительности и низкочастотные компоненты протяженной длительности, исполь-

зование ВП наиболее эффективно. ВП анализирует сигнал на различных частотах и с различным раз-

решением одновременно. 
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Разновидностями ОПФ также являются преобразование (метод) Прони [3], когда применяется 

разложение сигнала на экспоненциально затухающие синусы или косинусы, и другие методы, исполь-

зующие полиномы Чебышева, Кравчука, Шарлье и гибриды Кравчука–Чебышева [4, 5]. Затухающие 

экспоненциально синусы имеют перекрывающие широкие частотные характеристики, и разложение 

является неортогональным. Другие методы также основаны на вычислениях во временной области, 

используют рекуррентные соотношения и требуют много времени для полиномов большого порядка. 

Из-за того, что свойство локализации хуже, чем для ВП, равно как для ОПФ и других преобразова-

ний, эти преобразования в данной работе не сравниваются с алгоритмом КМА в частотной области. 

Целью работы является сравнение алгоритма кратномасштабного анализа сигналов в частотной 

области с алгоритмом Малла с точки зрения применяемых вейвлетов, глубины декомпозиции, скоро-

сти и точности вычисления. В ходе исследования сконструированы симметричные и антисимметрич-

ные вейвлеты, которые позволили увеличить точность реконструкции изображений, уменьшить вре-

мя преобразования.  

 

1. Алгоритм Малла 

 

С. Малла в своем алгоритме использовал идеи субполосного (пирамидального) кодирования 

речевого сигнала. При таком кодировании сигнал пропускается через древовидное соединение высо-

кочастотных и низкочастотных фильтров (ВЧ- и НЧ-фильтры; квадратурно-зеркальные фильтры 

(КЗФ)). Самый простой способ ВП – это использование простейшей масштабирующей (скейлинг) 

функции и вейвлета Хаара, когда КЗФ получаются за счет суммирования и разности соседних отсче-

тов сигнала. Суммирование эквивалентно пропусканию через НЧ-фильтр, а разность – через ВЧ-

фильтр. Используя более сложные вейвлеты, такие как вейвлеты Добеши n-го порядка, вычисляют 

взвешенные суммы и взвешенные разности, т.е. свертку сигнала с импульсной характеристикой (ИХ) 

ВЧ- и НЧ-фильтров, и получаются детализирующие коэффициенты и коэффициенты аппроксимации 

после децимации каждого 2-го отсчета. На рис. 1 представлена схема разложения сигнала. Данное 

разложение можно повторить несколько раз для дальнейшего увеличения частотного разрешения  

с дальнейшим прореживанием коэффициентов после НЧ- и ВЧ-фильтрации. Такое разложение можно 

представить в виде двоичного дерева, где листья и узлы соответствуют пространствам с различной 

частотно-временной локализацией. На рис. 2 представлено это дерево. После первого разложения все 

вычисления производятся с детализирующими коэффициентами и коэффициентами аппроксимации 

итеративно. Обратное ВП вычисляется в обратном порядке с интерполяцией коэффициентов. 
 

 

Рис. 1. Схема разложения сигнала при дискретном вейвлет-преобразовании 

Fig. 1. Signal decomposition scheme for discrete wavelet transform 

 

 

Рис. 2. Трехуровневый банк фильтров 

Fig. 2. Three-level filter bank 
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Разложение функций на вейвлетные ряды на заданном уровне разрешения для дискретного ВП 

выполняется по формуле 

, , , ,

,

( ) ( ) ( )m k m k m k m k

k m k

x t C t D t     , 

где m,k(t) – вейвлет, m,k(t) – скейлинг-функция, Dm,k, Cm,k  – детализирующие и аппроксимирующие 

коэффициенты. 

В результате преобразования сигнал декомпозируется на разные частотные области, которые 

представлены на рис. 3. Каждая область в два раза шире предыдущей частотной области с увеличени-

ем масштабного коэффициента. Так как амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) фильтров 

неидеальные, происходит наложение спектров.   

 

 

Рис. 3. Спектры разного масштабного коэффициента 

Fig. 3. Spectra of different scale coefficients 
 

Для того чтобы преобразовать изображение, каждая его строка по схеме, представленной  

на рис. 1, декомпозируется, потом полученные коэффициенты по такой же схеме вычисляются по 

столбцам (сепарабельное преобразование), и процесс повторяется до максимальной глубины разло-

жения [1, 6–8]. 
 

2. Алгоритм прямого и обратного ВП в частотной области 
 

Для вычисления вейвлет-спектра сигнала на основе производных функции Гаусса и вейвлетов, 

сконструированных в частотной области, используется формула непрерывного ВП: 

    
1

,
t b

W a b S t dt
aa





 
  

 
 , (1) 

где а – масштабный коэффициент вейвлета, b – параметр сдвига. С разными масштабными коэффи-

циентами скейлинг-функция не используется. Такое преобразование эквивалентно прохождению 

сигнала через полосовые фильтры в разном диапазоне частот. Для вычисления ВП прямым числен-

ным интегрированием необходимо много времени, поэтому вейвлет-спектр вычисляется в частотной 

области с применением БПФ. Чтобы вычислить ВП сигнала в частотной области, необходимо полу-

чить Фурье-спектры сигнала и вейвлета для разных масштабных коэффициентов а, найти комплексно 

сопряженный спектр и обратным преобразованием Фурье комплексно сопряженных спектров полу-

чить вейвлет-спектр сигнала. Алгоритм численного вычисления прямого непрерывного быстрого ВП 

сигнала S(t) по формуле (1) в частотной области представлен в работе [9]. 

Подобно обратному ПФ существует обратное непрерывное ВП: 
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где C – нормализующий коэффициент: 
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F() – Фурье-спектр базисной функции, параметр k – показатель степени масштабного множителя 

(параметр k может быть отрицательным).  

Алгоритм численного вычисления обратного непрерывного быстрого ВП сигнала S(t) по фор-

муле (2) в частотной области представлен в работе [10]. Для декомпозиции изображения прогрессив-

ной разверткой в целом по горизонтали вертикали считываются пиксели и вычисляются вейвлет-

коэффициенты в частотной области. Также вычисляются вейвлет-коэффициенты в частотной области 

для вертикальной прогрессивной развертки. Реконструкция происходит в обратном направлении. 

КМА изображения получается суммированием разных уровней. В зависимости от количества учиты-

ваемых уровней одномерный или двумерный сигнал можно представить в виде последовательных 

приближений от грубого до наилучшего приближения. Можно сигнал исследовать и в обратном по-

рядке: суммировать от самых мелких деталей до самых больших, а также можно суммировать разные 

уровни в разной комбинации.    
 

3. Конструирование вейвлетов в частотной области 
 

В работе [11] отмечено: «Для практики желательно было бы иметь ортогональные симметрич-

ные и асимметричные вейвлеты, но таких идеальных вейвлетов не существует». Действительно, для 

дискретного ВП нет ортогональных симметричных и антисимметричных вейвлетов. Про непрерыв-

ное ВП пишут: «Грубые вейвлеты обладают минимумом свойств, которыми должны обладать 

вейвлеты, обеспечивающие полноценные возможности в технике преобразования сигналов: анализ  

не является ортогональным, возможность реконструкции не гарантирована, быстрые алгоритмы пре-

образований и точная реконструкция невозможны». 

С использованием алгоритмов непрерывного ВП в частотной области ортогональные симмет-

ричные и антисимметричные вейвлеты сконструировать можно, быстрые алгоритмы возможны, 

можно точно реконструировать сигнал. 

Вейвлеты и ИХ фильтров тесно взаимосвязаны. Вейвлеты с самым большим масштабным  

коэффициентом являются фильтрами нижних частот, со средним значением масштабного коэффици-

ента – полосовыми фильтрами, а с самым меньшим значением масштабного коэффициента – филь-

трами верхних частот. Можно заметить, что конструирование ортогональных симметричных и анти-

симметричных вейвлетов – это синтез цифровых фильтров с прямоугольной амплитудно-частотной 

характеристикой и линейной фазочастотной характеристикой (ФЧХ). В научной литературе по цифро-

вым фильтрам на основе критерия Пэли–Винера (Пели–Виннера) доказывается, что фильтры с пря-

моугольной АЧХ физически нереализуемы. Также отмечается, что прямоугольные АЧХ приводят  

к пульсациям слева и справа от частоты среза и появлению переходной полосы (явление Гиббса). 

Объясняется это усечением ряда Фурье. Объясняют явление Гиббса, используя свойство свертки.  

В теории обобщенного преобразования Фурье (ПФ) доказывается, что вейвлеты ортогональны, 

если их скалярное произведение равно нулю. Исследования показывают: чем меньше наложение 

спектров вейвлетов для разных масштабных коэффициентов, тем меньше их скалярное произведение. 

В частотной области это утверждение соответствует тому, что произведение спектров этих вейвлетов 

равно нулю, т.е. спектры не должны накладываться друг на друга, как показано на рис. 3. Спектры 

должны быть расположены так, как на рис. 4. При декомпозиции и последующей реконструкции сиг-

нал можно точно восстановить лишь тогда, когда АЧХ вейвлетов будут прямоугольными, имеющими 

одинаковый коэффициент усиления, но разный диапазон частот в полосе пропускания, чтобы была 

постоянная добротность. Все другие АЧХ, другой формы, образуют в наборе неравномерную АЧХ 

блока фильтров. Вейвлеты на основе производных функции Гаусса (грубые вейвлеты) имеют мень-

шее значение скалярного произведения, если порядок производной больше. Спектры этих вейвлетов 

ýже, наложения меньше, и реконструкция сигнала точнее. Хотя про дискретные вейвлеты пишут, что 

они ортогональны, на самом деле это не совсем так, потому что спектры всех таких вейвлетов пере-

крываются, как представлено на рис. 3. Это и нелинейные ФЧХ приводят к искажению реконструи-

рованного сигнала. Алгоритм позволяют производить КМА изображений в частотной области не 
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только с коэффициентом изменения масштаба, равным 2, но и с кратностью меньше 2. Переход в ча-

стотную область позволяет конструировать вейвлеты с заданными свойствами, которые невозможно 

получить во временной области. 
 

 

Рис. 4. Спектрыразногомасштабногокоэффициента 

Fig. 4. Spectra of different scale coefficients 

 

В ходе исследований были сконструированы ортогональные симметричные и антисимметрич-

ные вейвлеты. На рис. 5 представлен один из подобных вейвлетов. Скалярное произведение таких 

вейвлетов равно нулю. Только для вейвлетов с одинаковыми масштабными коэффициентами скаляр-

ное произведение не равно нулю. На рис. 6 представлена АЧХ вейвлета в децибелах. Видно,  

что в полосе задерживания ослабление около 300 дБ, что сравнимо с погрешностью вычисления.  

На АЧХ нет никаких пульсаций в полосе пропускания.  
 

 

Рис. 5. Ортогональный симметричный вейвлет 

Fig. 5. Orthogonalsymmetricwavelet 

 

 

Рис. 6. АЧХ симметричного ортогонального вейвлета в децибелах  

Fig. 6. Frequency response of symmetric orthogonal wavelet in decibels  
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На рис. 7 представлена АЧХ вейвлета. Видно, что нет переходной полосы. Ковариационная 

матрица для такого вейвлет-преобразования диагональная. Ковариационная матрица для вейвлетов  

на основе производных функции Гаусса недиагональная, так как АЧХ непрямоугольная. Если кова-

риационная матрица имеет диагональный вид, то вейвлеты разных уровней декомпозиции ортого-

нальны. Это подобно ортогональному преобразованию Карунена–Лоэва, приводящему ковариацион-

ную матрицу к диагональному виду. Использование преобразования Карунена–Лоэва для больших 

последовательностей нецелесообразно, так как нет быстрых алгоритмов его вычисления. 
 

 

Рис. 7. АЧХ симметричного ортогонального вейвлета 

Fig. 7. Frequency response of a symmetric orthogonal wavelet 

 

На рис. 8 представлена АЧХ фильтров верхних частот (см. пример 4.17 из [12. С. 142].), синте-

зированных во временной и частотной областях в децибелах (логарифмический масштаб). Коэффи-

циенты ИХ фильтра, синтезированного во временной области, вычислены по формуле 
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Рис. 8. АЧХ фильтра верхних частот, синтезированного во временной и частотной областях в децибелах 

Fig. 8. Frequency response of the high-pass filter synthesized in the time and frequency domains in decibels 

 

До частоты 128 единиц представлена частотная характеристика фильтра, синтезированного во 

временной области, а от 129 до 256 единиц – фильтра, синтезированного в частотной области мето-

дом конструирования ортогональных вейвлетов. На рис. 8 отчетливо видно, как сильно отличаются 

частотные характеристики этих фильтров при сопоставлении их в одинаковом масштабе. Для фильтра, 

синтезированного во временной области, также наблюдается явление Гиббса. Можно сказать,  
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что вейвлеты, или цифровые фильтры, полученные в частотной области, имеют идеальную АЧХ  

в пределах погрешности вычисления. Если в критерии Пэли–Винера модуль частотной передаточной 

функции не равен нулю, но меньше погрешности вычисления, то интеграл не расходится. В связи  

с выполнением условия 

2

( )

1

Ln K i
d








  

можно сказать, что сконструированные вейвлеты не противоречат критерию Пэли–Винера, а явление 

Гиббса не наблюдается. 

 

4. Результаты сравнения кратномасштабного анализа изображений  

с использованием алгоритма Малла и алгоритма в частотной области 

 

Сконструированные вейвлеты применялись для декомпозиции и реконструкции изображений. 

Реконструированные изображения ничем не отличаются от оригинальных изображений и лучше, чем 

для алгоритма Малла. Вейвлеты с прямоугольной АЧХ позволили уменьшить время вычисления 

прямого ВП в частотной области в 2 раза по сравнению с использованием вейвлетов на основе произ-

водных функции Гаусса. Такие вейвлеты дали возможность уменьшить время вычисления обратного 

ВП сигнала с размером выборки 32 768 и 262 144 отсчетов в 260 и 5 000 раз соответственно по срав-

нению с алгоритмом с использованием БПФ. Конструирование симметричных и антисимметричных 

вейвлетов с прямоугольной АЧХ позволило обратное ВП вычислять не менее чем в 10 млн раз быст-

рее по сравнению с прямым численным интегрированием. Профилировка проводилась для процессо-

ра Celeron® с частотой 2,54 ГГц, ОЗУ 1 Гб.  

Для сравнения с традиционным преобразованием Малла для обработки изображений масштаб-

ный коэффициент а также был выбран равным 2. На рис. 9, а представлено цветное изображение 

размером 512 × 512 пикселей (оригинал). На рис. 9, b представлено изображение, реконструирован-

ное с применением алгоритма КМА в частотной области. На рис. 9, с представлено это же изображе-

ние, реконструированное с применением алгоритма Малла. Для данного изображения вычисление 

проведено при помощи пакета прикладных программ MatLab. Уровней декомпозиции для алгоритма 

Малла – 9. Видно, что при реконструкции изображения с использованием алгоритма в частотной об-

ласти все цвета сохраняются, и реконструированное изображение не отличается на глаз. При исполь-

зовании алгоритма, вычисляющего ВП в частотной области, мозаичность при аппроксимации изоб-

ражения не проявляется. 
 

           
                                          а                                                            b                                                              c 

Рис. 9. Реконструкция изображения  

Fig. 9. Image reconstruction (Synthesized Image) 

 

На рис. 10, а представлено то же изображение, реконструированное с аппроксимирующими  

коэффициентами четвертого уровня для алгоритма в частотной области. Использован вейвлет на ос-

нове производной функции Гаусса 2-го порядка (MHAT-вейвлет). Глубина разложения равна 18.  
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                                                              а                                                                                    b 

Рис. 10. Реконструкция изображения с аппроксимирующими коэффициентами четвертого уровня 

Fig. 10. Reconstructionoftheimagewithapproximating coefficients of the fourth level 

 

На рис. 10, b представлено реконструированное изображение с аппроксимирующими коэффи-

циентами четвертого уровня для алгоритма Малла. Использован вейвлет Добеши db2. При этом  

хорошо видна мозаичность. Реконструкция изображения с детализирующими коэффициентами при 

использовании алгоритма в частотной области также дает более четкое изображение, чем в системе 

компьютерной математики MatLab. 

 

Заключение 

 

Качество реконструированного изображения в случае реализации алгоритма Малла намного 

хуже. При увеличении порядка вейвлета (dbN) мозаичность уменьшается, однако качество изображе-

ния при этом остается существенно худшим по сравнению с результатами при применении вейвлетов 

на основе производных функции Гаусса и вейвлетов, сконструированных в частотной области. При 

реконструкции изображения с использованием всех уровней в MatLab многие цвета теряются, при 

применении же алгоритма в частотной области цветовая гамма сохраняется, реконструированное 

изображение не отличается от оригинала.  

Конструирование вейвлетов в частотной области позволяет получать максимально возможное 

число начальных нулевых моментов для данной выборки. Для их получения во временной области 

необходимо решение системы с таким же числом уравнений, более нескольких сотен. Вейвлеты  

с большим числом начальных нулевых моментов являются основой концентрации информации  

о сигнале в немногих значимых вейвлет-коэффициентах и служат, таким образом, основой повыше-

ния коэффициента сжатия сигналов. 

КМА в частотной области является более предпочтительным по сравнению с дискретным ВП, 

так как вейвлеты на основе производных функции Гаусса и вейвлеты, сконструированные в частот-

ной области, имеют линейную ФЧХ. Кроме того, вейвлеты, сконструированные в частотной области, 

имеют прямоугольную АЧХ. В связи с этим точность реконструкции сигналов повышается, т.е. пре-

образование при этом является строго ортогональным. Метод конструирования вейвлетов в частотной 

области можно использовать для синтеза цифровых фильтров, в том числе и многополосных. Опти-

мальные (по Чебышеву) фильтры с конечной импульсной характеристикой в настоящее время синте-

зируются методами, требующими больших вычислительных затрат.  

Разработанные алгоритмы прямого и обратного ВП в частотной области с использованием БПФ 

позволили уменьшить время преобразования изображений на 4 порядка по сравнению прямым числен-

ным интегрированием с применением вейвлетов на основе производных функции Гаусса. А исполь-

зование вейвлетов, сконструированных в частотной области, позволило уменьшить время обратного 

ВП на 6 порядков по сравнению прямым численным интегрированием. Разработанные алгоритмы 

прямого и обратного ВП позволяют производить КМА изображений с кратностью, меньшей 2, тем 

самым разрешающая способность вейвлетов увеличивается, так как увеличивается добротность.  
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(LSE), maximum likelihood and other have been developed. The properties of the estimators are studied 

usually in asymptotic when the number of observations tends to infinity. For an autoregressive process the 

asymptotic properties of the LSE have been studied in [1]. To overcome the problems of investigation  

the properties of the estimators obtained by a fixed number of observations the sequential methods were de-

veloped. Sequential procedures use the sampling schemes with random stopping times. It allows one to study 

the properties of the estimators. The sequential sampling scheme was proposed in works [2] and [3] to esti-

mate the parameter of a first order autoregressive process  

1 , 1,2, .k k kx x k       

The estimator in [2] has the guaranteed mean square deviation. 

The problem of estimation of parameters in ARMA processes and in AR processes with noise was 

studied in [4–7]. A sequential procedure of identification parameters of autoregressive processes by noisy 

observations was proposed in [8]. This procedure uses the Yule-Walker estimators with guaranteed mean 

square deviation. 

A problem of confidence estimation of the mean in a sequence of independent identically distributed 

Gaussian variables with unknown variance was studied in [9]. A sequential procedure was proposed because 

no procedure with fixed sample size can guarantee the prescribed coverage probability. 

Recently a procedure for constructing a fixed-size confidence interval with any prescribed coverage 

probability for parameter in AR(1) process was proposed in [10]. The interval estimation for a first-order 

autoregressive process was constructed in [11]. 

The paper is organized as follows. In Section 1 we construct a sequential point estimator of unknown 

parameter in AR(1) process with noises. In section 2 we construct a   confidence interval with any prescribed 

coverage probability for the parameter in AR(1) model with unknown noise variances. In section 3 the results 

of numerical simulation are presented. 

 

1. Sequential point estimator 

 

Consider an unobservable AR(1) process described by equations 

 1 , 1,2, ,k k kx x k       (1) 

which is observed with noises 

 , 1,2, .k k ky x k     (2) 

Here θ is unknown parameter, | | 1  , { }k  and { }k  are the sequences of Gaussian independent random 

variables with zero means 0k k   E E  and variances 
2 2
k  E ; 

2 2
k  E  respectively, initial value 0x  

and processes { }k , { }k  are independent. It's assumed that 
2  and 2  are unknown. The problem is to 

construct the non-asymptotic confidence interval for the parameter θ  using observations  ky .  

Note that from (1) and (2), we obtain the equation for the observed process 

 1 ,k k ky y      (3) 

where 1,k k k k       0k E  and 
2 2 2 2(1 ) .k      E  

First we obtain a point estimator of an unknown parameter of AR(1) process. The estimator is used 

later to construct the confidence interval. The scheme of estimating the parameter θ follows the approach 

proposed in [10] and includes three stages.  

First we obtain the pilot Yule-Walker estimator of   by a fixed number of observations. On the second 

stage we construct an estimator of the variance of the random variable k . On the third stage we construct  

a sequential modification of the Yule-Walker estimator of the parameter  . 

For an integer 1 3n   define the Yule-Walker estimator of the parameter   as 

 
1 1

1

1 2 1 2
3 3

( ) .
n n

k k k k
k k

n y y y y



  
 

 
    

 
 (4) 
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To compensate an unstable behavior of estimator (4) for small sample size we use the projection of the esti-

mator into the interval   :1,1  

 

1 1

1 1

1

( ), if | ( ) | 1,

ˆ ˆ( ) 1,  if ( ) 1,

1,  if 

 

( ) 1.

n n

n n

n

  


     

   

  

Using the estimator 1
ˆ( )n  define the estimator of the variance k  as  

 
1 2 1 2, 2 ,( ) ,n n n nC n S   (5) 

where 

 
1 2 2

1 2

1

1

2 2
, 1 2

2 21 1

ˆ( ) ,        ( ) ,         .
n n n

k k
n n k k k k

k n k

S y y C n





  

   
       

    
E  (6) 

Note that k  are standard Gaussian random variables. Hence 
2 2

1

n

k
k

  is Chi-square random variable with 2n  

degrees of freedom and 
1

2 2( ) ( 2)C n n   . Denote 

  
1

1

1

2

1

, 0.
n l

l
n k k

k n

V l


 

      (7) 

The properties of the variables 
1

l
nV  establishes the following theorem  

Theorem 1. Let the random processes  
1,n lS  and 

1
{ }l

nV  are defined by (5) and (7) respectively. Then 

the following inequality holds true  

    
1 1, .l

n l nS z P V zP     (8) 

The proof of Theorem actually proceeds along the lines of the proof of Theorem 1 in [10].  

Using Theorem 3 in [10] one has 

Theorem 2. The following inequality holds true 

 

1 2

2 2
,

1 1
.

n n


  

E   

This inequality allows one to obtain the upper bound of the variance k . 

Now we construct a sequential point estimator of the parameter  . The estimator is based on the esti-

mator proposed in [12] when the variances 
2  and 2  in (1) and (2) are known. 

To construct sequential point estimator of the parameter  , we divide the set of indexes 

( ) {1,2, , }T n n   into two subsets  

1 2( ) {2 1: 1,2, ;2 1 },      ( ) {2 : 1,2, ;2 }.T n j j j n T n j j j n           

Note that      1 2T n T n T n  . Next we introduce stopping times 

 
1 2 1 2

2
2

1 2 { ( )}
1 ,

( ) inf 1: ,         1,2.
i

n
k

i k T n
k n n n n

y
h n n n h i


  

  
        

  

 (9) 

and { }A  is  indicator of event A . The value h  is a parameter of the identification procedure and defines  

the quality of the estimator. 

Define sequential estimators of the parameter   from odd and even observations by formulas 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

1
( ) ( )

2 1 2
, ,

1 1, ,

ˆ ( ) ,         1,2,
i ih h

k k k k
i i k i k

k n n k n nn n n n

y y y y
h i


 

  

     

 
      
  
 

 (10) 
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where the coefficients , , 1,2,i k i   are defined as 

 ,

1,  if ( ( )) and ( );

( ),  if ( );

0,  if 

 

( ( )).

i i i

i k i i

i i

k T h k h

h k h

k T h

   


    
  

 (11) 

Correction factors 0 ( ) 1,  1,2i h i     are determined by the equalities 

 
1 2 1 2 1 2

22( ) 1
( ) 22

{ ( )}
1 , ,

( ) .
i

i

i

h
hk

k T n i
k n n n n n n

yy
h h

 
 


  

  
 

  

Consider the deviation of the estimators (10). Substituting ky  from (3) into (10) we have 

 
1 2

1 2

( )
2 1

,
1 ,

( ) ( )1ˆ ( ) ,      1,2,
( ) ( )

i h
k k k i

i i k
k n ni in n

y y h
h i

s h s h


 

  

   
      


  

where 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
2 2 1

, ,
1 1, ,

( ) ,       ( ) .
i ih h

k k k k
i i k i i k

k n n k n nn n n n

y y y
h s h

 
  

     


     

 
 (12) 

Denote 

 
1 2

1 2

( )
1 2 2 22

,
1 ,

( ) ,      ,      (1 ) .
i h

k k
i i k k k

k n n n n

y
h



 

  


             


 (13) 

Hence, the deviation ˆ ( )i h    takes the form  

 
( )ˆ ( ) ,       1,2.
( )

i
i

i

h
h i

s h



       

According to Lemma 2 in [12] the following result holds. 

Lemma 1. Let { }k  and { }k  in (3) be the sequences of Gaussian random variables with zero means 

and variances 
2 2
k  E , 

2 2
k  E , and random variables ( ),i h  1, 2i   are described by the equations (13). 

Then for each 0h  the random variables 
1/2

1( )h h   and 
1/2

2 ( )h h   are standard Gaussian. 

In the next section we construct a non-asymptotic confidence interval for parameter  . 

 

2. Non-asymptotic confidence interval 

 

The main result of the paper gives the following Theorem. 

Theorem 3. Let { }k  and { }k  in (3) be the sequences of Gaussian random variables with zero means 

and variances 
2 2
k  E , 

2 2
k  E , and the sequential point estimators ˆ ( ), 1,2i h i   are defined by formulas 

(9), (10), (11). Then for all 0h  and 0z   

 

1 2

* 1 2

,

ˆ ˆ| ( ) | ( ) ( )
 |  | 1 ( , ),

2
n n

s h h h
h zP z

h


   
     
 
 

 (14) 

where 
1 2,n n  is defined by (5) and  * 1 2( ) min ( ), ( )s h s h s h  and 

  
2 /2 1

2
0 2

( , ) 4 1 ( ) exp( ) .
( / 2)

n
y

h z z yhC n y dy
n


       

  

Here  2C n  is defined by (6), 2( / 2)n  is the Gamma-function and 

 
21

( ) .
22

x y
x dy



 
       

 (15)  
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Proof: Using estimators (5) and (10) we obtain the inequality 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

** 1 2 1 2

1 2, ,

* 1 2
1 2

1 2, ,

ˆ ˆ ( )| ( ) || ( ) | ( ) ( ) ( )
     

2 ( ) ( )2

( )| ( ) | ( )
    | ( ) | | ( ) | .

( ) ( )2 2

n n n n

n n n n

hs hs h h h h

s h s hh h

hs h h
h h

s h s hh h



 

   
   

 

  
            

 (16) 

Introduce the filtration 

 0 0 0 1 1{ },     { , , , , , , }.n n ny y            

To construct the confidence interval, we obtain the upper bound for probability 

 
1 2 1 2

1 2

1 2

* 1 2
1 2

, ,

,

1 2

ˆ ˆ| ( ) | ( ) ( )
 |  | | ( ) | | ( ) |

2 2

21
| ( ) | | ( ) |  |  .

n n n n

n n

n n

s h h h
z P h h z

h h

z h
P h h

h

P 
 

 


     
                 
   

 
        
 

E

 (17) 

Then  

 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

, ,1
1 2

, ,2 1

2 | ( ) |1
| ( ) | | ( ) |  |   | 

| ( ) | | ( ) |
 |  2  |  .

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

z h z hh
h h P

h h

z h z hh h
P P

h h

P   
 

   
 

    
               
   

     
      
    
   

 (18) 

As a result from (17) and (18) we obtain 

 

  1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

, ,1
1 2

, ,1 1

2 | ( ) |1
| ( ) | | ( ) |  |  1 2  | 

| ( ) | | ( ) |
2 1 1 2  |  1.

n n n n

n n n n

n n n n

n n

z h z hh
P h h P

h h

z h z hh h
P P

h h

   
 

  
 

    
          
    
   

      
          

     
    

E E

E E

 (19) 

Let  G y  be the distribution function of random variable 
1 2

2
, /n n   . Taking into account that | | 1   

we come to inequality 
2 2 2 2 2 2(1 ) 2( )           . Using expression (5) for 

1 2,n n  and inequality (8) 

we obtain the upper bound for the distribution function  G y  

 

 

1 2 1 2
1 2

1 1
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1 1

2 2
, 2 2

12
1 12 2
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2 2 2 2

1 12 2
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 (20) 

where    
1/2

2 2 .k k k



         

Analogously to [10] using integration by parts and (20) we have 

 

1 2

1 2 1 2

1 2

,1 1

0

1
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1 2

1 2

1

1 2

1 2

1
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10 2

21

10 2
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Taking into account that 
1 2

1

2

1

n n

k
k n



 

  has Chi-square distribution with 2n  degrees of freedom, inequalities (17), 

(19), (21) and Lemma 1 we can construct a non-asymptotic confidence interval for the parameter   in the form 
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2 /2 1

2
0 2

( ) 1 exp( ) 1,
( / 2)

n
y

yhC n y dy
n


      

 (22) 

where ( )x  is determined by the formula (15).  

From (22) one has the equality to defining the value h of the form 

  
2 /2 1

2
0 2

( , ) 4 1 ( ) exp( ) .
( / 2)

n
y

h z z yhC n y dy
n


       

  

We come to the result of Theorem 3. 

Remark 1. Note that the random coefficient  * /s h h  in the confidence interval converges to constant 

almost surely due to Proposition 1 in [12]. 

 

3. Simulation results 

 

In this section, we report and discuss the results of Monte Carlo experiments. Table 1 presents selected 

data obtained by the simulations.  

Represent the interval for parameter   

 

1 2

* 1 2

,

ˆ ˆ| ( ) | ( ) ( )
 

2
n n

s h h h
z

h

  
  


 (23) 

in the form 

 1 2
ˆ ˆ( ) ( )

( ) ( ) ,     ( ) ,
2

h h
h h h

  
            (24) 

where 
1 2, */ | ( ) |n nzh s h    is the confidence semi-interval. 

The results of Monte Carlo simulation are reported in Table. All the results were obtained by 1000 

replications by making use of the programming language R. The values 1n  and 2n  were chosen equal to 30. 

The averaged values of sequential estimators ( )h  as well as mean length of semi-interval   have been cal-

culated for every value of the parameter  . The confidence probability 1 ( , )h z  was equal to 0,9 for  

different values of h and z. The quantity   denotes the observed averages of the stopping time 

1 2( ( ) ( )) / 2h h   . The quantity p̂  denotes the frequency count of the number of times when the confidence 

interval contains the true values  . 
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Averaged confidence estimates of parameter AR(1) 

θ σ2 Δ2 
h = 779, z = 0,1 h = 3 115, z = 0,05 

( )h  δ   p̂  ( )h  δ   p̂  

–0,99 1 0,25 –0,990 0,098 156,5 1 –0,991 0,05 359,6 1 

–0,8 1 0,25 –0,802 0,133 954,3 1 –0,800 0,067 3504,4 0,999 

–0,6 1 0,25 –0,598 0,187 1545,9 1 –0,600 0,095 6079,5 1 

–0,4 1 0,25 –0,401 0,290 2171,2 0,999 –0,402 0,147 8315,1 1 

–0,3 1 0,25 –0,300 0,387 2447,0 0,999 –0,300 0,198 9445,0 1 

0,3 1 0,25 0,302 0,448 2420,0 1 0,303 0,212 9627,7 1 

0,4 1 0,25 0,400 0,323 2202,5 1 0,402 0,156 8446,0 1 

0,6 1 0,25 0,599 0,202 1611,1 1 0,600 0,098 6113,8 1 

0,8 1 0,25 0,799 0,140 913,3 1 0,800 0,069 3572,4 1 

0,99 1 0,25 0,991 0,103 158,4 1 0,990 0,051 340,0 1 

0,99 4 0,25 0,990 0,102 144,9 1 0,990 0,051 293,0 1 

0,99 4 1 0,990 0,103 159,4 1 0,990 0,051 347,0 1 

0,99 1 4 0,991 0,114 426,0 1 0,990 0,056 1286,3 1 

 

Note that as the variance 
2  of the process increases, the sample size   decreases. Increasing the variance 

2  of additive noise leads to increasing the sample size  . This fact follows from Proposition 1 in [12].  

 

Conclusions 

 

The proposed sequential procedure allows one to construct the confidence non-asymptotic interval for 

autoregressive parameter   in the presence of additive noise in observations. The procedure is independent 

of variances of noises in unobservable and observable processes. It is based on a special rule of determining 

the needed sample size. The results can be used in identification and control problems.  
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Аннотация. Представлен вариант устранения основного недостатка наиболее совершенных модификаций 

метода, использующих многопеременную инверсию. Он предполагает рассмотрение не объединения событий 

связности (несвязности), вырождающегося в сумму несовместных произведений, а пересечения противопо-

ложных событий. Подобная сумма не требует использования многопеременной инверсии для каждого из сла-

гаемых. В итоге данные преобразования позволяют анализировать вероятность связности произвольного графа  

с несколько меньшей вычислительной сложностью по сравнению с классическими методами многопеременной 

инверсии. 

Ключевые слова: сеть связи; граф; вероятность связности; многопеременная инверсия  

 

Для цитирования: Батенков А.А., Батенков К.А., Фокин А.Б. Анализ вероятности связности телекоммуни-

кационной сети на основе инверсий ее состояний // Вестник Томского государственного университета. 

Управление, вычислительная техника и информатика. 2022. № 59. С. 91–98. doi: 10.17223/19988605/59/10 

 

 

Original article 

doi: 10.17223/19988605/59/10 

 

Network connectivity probability analysis based on its states inversion  
 

Aleksandr A. Batenkov1, Kirill A. Batenkov2, Aleksandr B. Fokin3 
 

1 Orel State University, Orel, Russian Federation  
2, 3 Academy of Federal Guard Service, Orel, Russian Federation 

1 batenkov1957@mail.ru 
2 pustur@yandex.ru 

3 tatarin57ru@mail.ru 

 

Abstract. The paper shows that since for large and complex telecommunications networks the calculation of  

the connectivity probability turns out to be a very cumbersome and time-consuming process due to the huge number 

of elements in the resulting expression, the most appropriate way out of this situation is an approach based on the  

representation of the network connectivity event in the form of sums of products of incompatible events, which represent 

a form of transition to substitution, allowing a direct transition to a probability function by replacing logical variables 

(sets) with probabilities, and logical operations (operations on sets) by corresponding arithmetic operations. This rep-
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resentation leads to a fairly compact form of writing the resulting connectivity equation and, as a result, to a decrease 

in computational complexity and a decrease in the resulting rounding error. It is indicated that this approach is  

recommended by the domestic GOST for calculating the stability of the functioning of networks and in the scientific 

literature has been called the method of combining taking into account the absorption effect. 

It is explained that there are several interpretations of the concept of connectivity, a generalization of which is 

multi-pole connectivity, including both two-pole and all-pole. In this case, it is advisable to consider the connectivity 

event as the existence of a certain subgraph in a specific implementation of the graph containing the given vertices, 

the original random graph and uniquely being a tree whose leaves can only be these specified vertices. For the general 

case of a multi-pole network, these subgraphs are trees that have a given set of vertices, for a two-pole network – 

trees containing a given pair of vertices, in fact, they are paths, for an all-pole network-spanning trees that include all 

the vertices of a random graph. 

The paper presents a variant of eliminating the main drawback of the most advanced modifications of the method 

using multi-variable inversion – the need for a comparative analysis of each term with all previously considered  

for the uniqueness of the contained edges, as well as in some cases additional operations on sets. According to this 

variant, it is advisable to consider not the union of connectivity events (incoherence), which degenerates into the sum 

of incompatible events, but the intersection of opposite events, which also leads to a similar sum, but to obtain which 

there is no need to perform a multi-variable inversion for each of the terms over all previously analyzed ones. 

The procedures for bringing two incoherent events to the union of independent events, as well as three incoherent 

events to the union of independent events, which will allow us to obtain a recurrent method for calculating the proba-

bility of connectivity in the future, are described. 

Keywords: communication network; graph; connectivity probability; multi-variable inversion  
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Известно, что для больших и сложных по структуре телекоммуникационных сетей расчет вероят-

ности связности оказывается весьма громоздким и трудоемким процессом вследствие огромного числа 

элементов в результирующем выражении. Наиболее целесообразным выходом из подобной ситуации 

является подход, основанный на представлении события связности сети в виде сумм произведений 

несовместных событий (SDP – Sum of Disjoint Product) [11], представляющих собой форму перехода  

к замещению [2–6], допускающую непосредственный переход к вероятностной функции заменой логи-

ческих переменных (множеств) вероятностями, а логических операций (операций над множествами) 

соответствующими арифметическими операциями [7–9]. Данное представление приводит к достаточно 

компактной форме записи результирующего уравнения связности и, как следствие, к снижению вычис-

лительной сложности и уменьшению результирующей ошибки округления [10, 11]. Отметим, то данный 

подход рекомендован отечественным ГОСТом для расчета устойчивости функционирования сетей [12] 

и в научной литературе получил название метода объединения с учетом эффекта поглощения [13]. 

Само представление события связности сети в виде сумм произведений несовместных событий [11] 

базируется на методе многопеременных инверсий, являющемся расширением алгоритма однопере-

менной инверсии (SVI – Single Variable Inversion). На основе наборов типовых подграфов (простая 

цепь, остовое дерево) данный алгоритм рекурсивно генерирует непересекающиеся подмножества для 

каждого из наборов. Алгоритм построен по принципу цикл в цикле. Во внутреннем цикле произведения 

инвертируются целиком, а не последовательно по каждой из переменных в отдельности. В результате 

формируется значительно меньше составляющих относительно SVI вследствие рассмотрения боль-

шего количества переменных за один такт. Внешний цикл перебирает последовательно все отдельные 

типовые подграфы и рекурсивно перебирает инверсии с ранее выполненными преобразованиями. 

В подобном алгоритме требуется на каждом шаге внешнего цикла проводить сравнение теку-

щего выражения связности типового подграфа с ранее полученными соотношениями, причем необ-

ходимо проанализировать обязательно их все. В настоящей работе предлагается снизить сложность 

данной рутинной процедуры за счет рассмотрения не события связности исходного графа, а события 

несвязности. В результате каждый шаг внешнего цикла в ряде случаев будет анализировать меньшее 

количество слагаемых в ранее полученном выражении, что сократит вычислительную сложность рас-

чета вероятности связности. 
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1. Общий подход к расчету вероятности связности на основе инверсий состояний сети 
 

Известно несколько трактовок понятия связности, обобщением которого является многополюс-

ная связность, включающая и двухполюсную, и всеполюсную. При этом целесообразно рассматри-

вать событие связности как существование некоторого подграфа Si в конкретной реализации графа G, 

содержащего заданные вершины, исходного случайного графа G и однозначно являющегося деревом, 

листьями которого могут быть только эти заданные вершины [14]. Для общего случая многополюс-

ной сети этими подграфами Si оказываются деревья, имеющие заданный набор вершин, для двухпо-

люсной сети – деревья, содержащие заданную пару вершин, по сути, являющиеся путями, для всепо-

люсной сети – остовые деревья, включающие все вершины случайного графа G [15]. 

Таким образом, множество S графов, для которого выполняется свойство связности, имеет сле-

дующий вид: 

  :   ,iS G S G    (1) 

т.е. множество S состоит из всех графов G, для которых существует хотя бы один подграф Si, содер-

жащийся в графе G [16]. 

Следует отметить, что даже наиболее совершенным модификациям метода, использующим мно-

гопеременную инверсию (MVI – Multiple Variable Inversion), свойствен существенный недостаток, 

связанный с необходимостью сравнительного анализа каждого слагаемого со всеми ранее рассмот-

ренными на предмет уникальности содержащихся ребер, а также выполнения в ряде случаев дополни-

тельных операций над множествами [1, 17, 18]. Для устранения подобных повторяющихся рутинных 

процедур целесообразно рассматривать не объединение событий связности (несвязности), вырожда-

ющееся в сумму несовместных произведений, а пересечение противоположных событий, также при-

водящее к подобной сумме, но для получения которой нет необходимости выполнять многоперемен-

ную инверсию для каждого из слагаемых над всеми ранее проанализированными. 

Так, согласно формуле (1) событие S связности графа G следует трактовать как объединение 

событий связности всех его подграфов, что приводит к справедливости следующего выражения для 

события S связности сети: 

1

,
s

i

i

S S


  

где Si, 1,  ,  ,i s   – событие связности i-го типового подграфа (пути, остового, а в общем случае мно-

гополюсного дерева) случайного графа G. 

Каждое событие Si связности типового подграфа является сложным и происходит только при 

условии связности (работоспособности) содержащихся в этом подграфе ребер, т.е. 

,

j i

i j

l S

S l


  

где lj, 1,  ,  ,j l   – событие связности (работоспособности) j-го ребра графа G. 

По условию формулировки обобщенной модели Эрдеша–Реньи все данные события независи-

мы, следовательно, вероятность связности подграфа [19, 20] 

   .
j i

i j

l S

P S P l


  

Отметим, что для события S связности графа G данная мультипликативная формула в общем 

случае несправедлива, поскольку события Si связности типовых подграфов могут быть зависимы 

вследствие присутствия одинаковых ребер в данных подграфах. Именно в этом и заключается основ-

ная проблема расчета вероятности связности, так как отдельные подграфы оказываются взаимозави-

симыми, а получаемые выражения не являются формами перехода к замещению. 

Хорошо известный принцип двойственности [22] позволяет записать событие S  несвязности 

графа G как пересечение событий 
i

S  несвязности типовых подграфов 

1

.
s

i

i

S S
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В результате на основе формулы полной вероятности вероятность  P S  связности графа вы-

ражается на основе вероятностей событий несвязности: 

   
1

1 1 .
s

i

i

P S P S P S


 
     

 
 

Главным достоинством данного выражения является то, что дальнейший переход к вероятностной 

форме не потребует рассмотрения во всех суммах инверсии всех ранее учтенных подграфов [16, 21].  

Достаточно просто на основе принципа двойственности формализуется выражение для события 

S  несвязности графа на основе событий lj  работоспособности ребер:  

.

j i j i

i j j

l S l S

S l l
 

   

 

2. Процедура приведения двух событий несвязности к объединению независимых событий 

 

Для наглядности дальнейших упрощений целесообразно первоначально рассмотреть процедуру 

упрощения для двух произвольных подграфов. Пересечение событий связности этих двух подграфов 

(рис. 11) 

, / / ,
j i j i j ij i j k

j k j k j k

i k j j j j j i k i k k i
l S l S l Sl S l S

l S l S l S

S S l l l l l a a a
   

  

    

где ,

j i

j k

i k j
l S

l S

a l




  – событие связности ребер, входящих одновременно в i-й и k-й подграфы; /

j i

j k

i k j
l S

l S

a l




  – 

событие связности ребер, входящих в i-й и не входящих в k-й подграфы; /

j i

j k

k i j
l S

l S

a l




  – событие связ-

ности ребер, входящих в k-й и не входящих в i-й подграфы. 

Отметим, что с целью устранения громоздкости используемых обозначений операция  пере-

сечения событий пропускается, если не возникает неоднозначности толкований [11, 22]. 
 

𝑆𝑖  𝑆𝑘  

𝑎𝑖/𝑘  𝑎𝑘/𝑖  𝑎𝑖 ,𝑘  

 

Рис. 1. Разбиение двух событий связности подграфов на независимые 

Fig. 1. Splitting of two subgraph connectivity events into independent 

 

Поскольку все полученные события независимы, то  

       , / / .i k i k i k k iP S S P a P a P a  

В результате события связности 

, / , /,  .i i k i k k i k k iS a a S a a   
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Тогда пересечение событий несвязности этих двух подграфов представимо в форме объедине-

ния двух независимых событий: 

 , / , / , , / /        .i k i k i k i k k i i k i k i k k iS S a a a a a a a a    

Полученное выражение является, по сути, классической формой перехода к замещению, т.е. 

         , , / /  .i k i k i k i k k iP S S P a P a P a P a   

 

3. Процедура приведения трех событий несвязности к объединению независимых событий 

 

Для трех произвольных подграфов пересечение событий несвязности представимо в форме 

объединения тоже двух, но зависимых событий: 

 , , / /            .i k j i k j i k i k k i jS S S a S a a a S   

События ,i ka  и 
j

S  связности возможно зависать как пересечение двух событий (рис. 22): 

, , , , / ,i k i k j i k ja a a  

, , / , ,j i k j j i kS a a  

где , ,i k ja  – событие связности ребер, входящих одновременно в i-й, k-й и j-й подграфы; , /i k ja  – собы-

тие связности ребер, входящих в i-й и k-й и не входящих в j-й подграфы; / ,j i ka  – событие связности 

ребер, входящих в j-й и не входящих в i-й и k-й подграфы. 

Тогда 

 , , , , / , , / , , , , , , / / ,        ,i k j i k j i k j i k j j i k i k j i k j i k j j i ka S a a a a a a a a    

, , , , / , , / , , / , .     i k j i k j i k j i k j j i k i k j i ka S a a a a a a   

 

𝑎𝑖/𝑘  𝑎𝑘/𝑖  

𝑎𝑖 ,𝑘  

𝑆𝑖  𝑆𝑘  

𝑆𝑗  

𝑎𝑖 ,𝑘/𝑗  

𝑎𝑗 /𝑖 ,𝑘  

𝑎𝑖 ,𝑘 ,𝑗  

𝑎𝑖/𝑗 /𝑘  

 

Рис. 2. Разбиение трех событий связности подграфов на независимые 

Fig. 2. Splitting the three connectivity events of subgraphs into independent 
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В результате пересечение событий несвязности имеет вид двух независимых объединений и 

одного зависимого: 

   , , , , , / / , , / , / /                .i k j i k j i k j i k j j i k i k j i k i k k iS S S a a a a a a a a    

При этом в третьем объединении первые два события ,i ka  и / ,j i ka , а также события ,i ka , /i ka  и 

/k i
a  являются независимыми, в то время как события / ,j i ka  и /i ka , а также / ,j i ka  и /k ia  – нет. Последу-

ющее упрощение аналогично ранее описанному и заключается в последовательной процедуре разло-

жения пересечения обратных событий в виде объединений [14]. Поскольку 

/ , , / / ,j i k i j k j ia a a  

/ , / / / ,i k i j k i j ka a a  

то 

 / , / , / / , / / / , / , / / / /        ,j i k i k i j k j i i j k i j k i j k i j k j i i j ka a a a a a a a a a    

     , , , , , / / , , , / / , , / / / / /                        .i k j i k j i k j i k j j i k i k i j k k i i k i j k j i i j k k iS S S a a a a a a a a a a a a     

Оставшиеся зависимые события /j ia  и /k ia  раскладываются подобным образом: 

/ , / / / ,j i j k i j i ka a a  

/ , / / / ,k i j k i k i ja a a  

 / / , / / / , / / / , / , / / / / /        .j i k i j k i j i k j k i k i j j k i j k i j i k k i ja a a a a a a a a a    

В результате образуется совокупность объединений независимых событий 

       , , , , , / / , , , / / , , / / / , / , , / , / / / / / / /                                  ,i k j i k j i k j i k j j i k i k i j k k i i k i j k i j k j k i i k i j k j k i i j k j i k k i jS S S a a a a a a a a a a a a a a a a a    
 

которая является формой перехода к замещению, т.е. 

               

                   

, , , , , / / , , , / /

, , / / / , / , , / , / / / / / / /

 

.

i k j i k j i k j i k j j i k i k i j k k i

i k i j k i j k j k i i k i j k j k i i j k j i k k i j

P S S S P a P a P a P a P a P a P a

P a P a P a P a P a P a P a P a P a P a

   

 
 

 

Заключение 
 

В работе представлен вариант устранения основного недостатка наиболее совершенных моди-

фикаций метода, использующих многопеременную инверсию, – необходимости проведения сравни-

тельного анализа каждого слагаемого со всеми ранее рассмотренными на предмет уникальности со-

держащихся ребер, а также в ряде случаев дополнительных операций над множествами [1, 23, 24]. 

Согласно данному варианту целесообразно рассматривать не объединение событий связности (не-

связности), вырождающееся в сумму несовместных произведений, а пересечение противоположных 

событий, также приводящее к подобной сумме, но для получения которой нет необходимости выпол-

нять многопеременную инверсию для каждого из слагаемых над всеми ранее проверенными. В итоге 

результирующее выражение для вероятности исходного графа, получающееся на основе стандартной 

формы перехода к замещению, задается путем рекурсивной процедуры, анализирующей на каждом 

шаге не все ранее полученные соотношения, а лишь часть из них. 
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Подход к преобразованию обучающей выборки для повышения качества  

генерации заголовков научных текстов 
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Аннотация. Предлагается подход к улучшению качества генерации заголовков, основанный на ранжиро-

вании примеров обучающей выборки в соответствии со значениями метрики ROUGE-1, вычисленных для 

текстов и заголовков, фильтрации данных и генерации искусственных обучающих примеров. Предложенный 

подход, протестированный на примере нейросетевой модели BART, показал улучшение качества генерации 

заголовков на материале двух англоязычных корпусов. 

Ключевые слова: обработка естественного языка; автоматическое реферирование; анализ научных текстов, 

генерация заголовков; BART 
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the title generation performance for scientific texts 
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Abstract. Due to the significant increase in the availability of scientific resources and their expansion, the analysis 

and systematization of scientific documents become an important task of natural language processing. Scientific articles 

contain much significant diverse information. Besides, their amount is constantly increasing, and tracking actual  

scientific publications takes a lot of time. Reducing the number of viewed documents and their generalization is possible 

using special tools for automatic text processing, including text classification, information extraction, and text sum-

marization. 

As regards the summarization of scientific documents, one of the particular problems is the generation of the title 

for the scientific paper. Taking into account the large volumes of scientific resources, the title is especially signifi-

cant. The title accuracy affects the visibility of the paper by the scientific community and therefore the number 

of prospective readers. Moreover, some recent studies showed that the quality of the paper title influences the number 

of citations. Despite this, the authors often spend not enough time creating a good title, which makes it non-

informative and non-reflecting the content of the article. To overcome this weakness, the methods of automatic title 

generation for scientific texts can be developed and used. 
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In this work, we propose an approach to improving the quality of title generation for scientific texts. The  

proposed approach uses training data filtering and generates new training examples. We consider the following steps: 

1) determining recall-oriented ROUGE-1 scores between titles and source texts from the training set. These scores 

show how many words from the title came from the text. Thus, we can conclude the content correspondence between 

the title and the source text; 2) ranking examples of the training sample by the recall-oriented scores; 3) filtering  

examples having scores less than the threshold value k (k ∈ [0; 1)); 4) training model for title generation on the filtered 

training sample; 5) enriching the filtered training sample to the original size with the pseudo examples generated from 

the trained model. These examples are generated only for examples removed in the previous step. 

The approach was tested on two English corpora of scientific texts (SciTLDR and arXiv). We used scientific  

abstracts as a source for text summarization. We evaluated the values of k in the range from 0,3 to 0,9 in increments 

of 0,1. In most cases, the results showed that the use of a training sample consisting of filtered and pseudo examples 

increases the performance of the title generation in comparison with the generation using the original training sample. 

In our experiments, the most preferred values of the threshold k were 0,7 and 0,8. Experiments were conducted using 

the BART-base model. 

Keywords: natural language processing; automatic text summarization; analysis of scientific texts; title genera-

tion; BART  
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Целью автоматического реферирования является создание (генерация) более краткой версии 

исходного текста [1]. Методы автоматического реферирования в целом подразделяются на извлека-

ющие (extractive) и генерирующие (abstractive). Первые строят реферат на основании алгоритмов от-

бора наиболее важных частей исходного текста [2–3], в то время как вторые обобщают содержание 

оригинального текста, создавая совершенно новый документ [4–5]. Ввиду сложности создания каче-

ственного текста на естественном языке при помощи компьютерных средств, извлекающие методы  

в настоящее время имеют более широкое практическое применение. Однако в последние годы наблю-

дается рост интереса к генерирующим методам, потенциально имеющим более широкий круг воз-

можностей и вариантов использования [6].  

Оценка качества алгоритмов автоматического реферирования выполняется с помощью специ-

ально разработанных метрик схожести текстов. Одной из распространенных метрик является 

ROUGE-N (Recall-Oriented Understudy for Gisting Evaluation), которая оценивает схожесть как долю 

пересекающихся n-грамм двух текстов [7]. Соответственно, ROUGE-1 измеряет соответствие уни-

грамм (отдельных слов или токенов), ROUGE-2 – биграмм (пар слов или токенов) и т.д. Другими 

распространенными метриками качества автоматического реферирования являются BERTScore [8], 

выражающая сходство текстов на основе их контекстуализированных представлений, BLEU [9], 

определяющая меру качества реферирования одновременно для нескольких размеров n-грамм и др. 

Лучшие результаты в области генерирующего автоматического реферирования в последние годы  

демонстрируют модели, основанные на применении нейросетевой архитектуры Transformer. В част-

ности, к ним относятся BART [10], Pegasus [11], T5 [12], BertSumAbs [13].  

Генерация заголовков является важной задачей автоматического реферирования. Автоматиче-

ская генерация заголовков позволяет сократить временные затраты на написание текстов и обеспечить 

создание заголовков, объективно отражающих содержание текста [14]. К настоящему моменту пред-

ложен ряд подходов к автоматическому созданию заголовков, эти работы выполнены в основном на 

материале новостных текстов [15–17]. Тем не менее исследование методологии генерации заголовков 

для других жанров также представляется актуальной задачей. В частности, инструменты генерации 

заголовков научных текстов, широко представленных в многочисленных электронных библиотеках, 

способны значительно ускорить систематизацию материалов научных электронных ресурсов. Кроме 

того, исследования подтвердили, что качество заголовка научного текста влияет на видимость работы 

научному сообществу и количество цитирований [18–19].  
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Заголовок не всегда точно отражает содержание текста. Так, в работе [20] отмечено, что но-

востные заголовки зачастую на соответствуют исходным текстам с точки зрения пересечения n-грамм. 

Это затрудняет применение алгоритмов машинного обучения, которым для создания качественной 

модели необходима репрезентативная обучающая выборка. Авторы предложили использовать 

нейросетевые модели, обученные для автоматического определения логической связи между текста-

ми (Natural Language Inference; NLI), чтобы очистить обучающую выборку от новостных заголовков, 

не являющихся логическими следствиями исходного текста, и тем самым повысить качество моделей 

автоматического реферирования. В отличие от заголовков текстов новостных порталов, заголовки 

научных статей являются более абстрактными и реже представляют собой пересказ содержания тек-

ста в рамках одного предложения [21–22]. Авторы работ [23–24] подчеркивают, что многие заголовки 

научных статей информируют о смысле научного текста, уведенном в подтекст, и понимаются ретро-

спективно, после прочтения текстов. Таким образом, применение моделей NLI для аналогичной опе-

рации над научными текстами видится менее перспективным. 

В данной работе предлагается подход к повышению качества генерации заголовков для научных 

текстов, основанный на преобразованиях обучающих данных. Автор оценивает качество заголовков 

из обучающей выборки с помощью показателей полноты (recall) метрики ROUGE-1, рассчитанной 

для текстов заголовков и аннотаций научных статей. Полученные результаты показывают, какая доля 

слов заголовка получена из текста аннотации, т.е. насколько заголовок соответствует ее содержанию. 

Заголовки, имеющие низкий уровень соответствия, могут быть отсеяны (отфильтрованы) при обуче-

нии модели генерации заголовка. Так, «шумные» данные исключаются из процесса обучения. Также 

автор экспериментирует с генерацией искусственных обучающих примеров для отсеянных текстов. 

Результаты сравниваются с результатами модели, обученной на полном корпусе текстов (без филь-

трации), и модели, обученной на заголовках, отобранных с помощью модели NLI. Эксперименты 

проведены на материале англоязычных корпусов с помощью модели BART для генерирующего ре-

ферирования текстов. 

 

1. Текстовые корпуса 

 

Исследование проводилось на материале двух текстовых корпусов, содержащих заголовки 

научных статей и их аннотации. Корпус SciTLDR [25] включает в себя фрагменты англоязычных 

научных статей компьютерной и информационной тематики, собранные на открытой платформе 

OpenReview.org. Корпус arXiv представляет собой фрагмент датасета arXiv1, размещенного на плат-

форме Kaggle. Он включает в себя фрагменты англоязычных препринтов, опубликованных в элек-

тронной библиотеке arXiv.org, относящиеся к следующим тематикам: статистика, биология, физика, 

экономика, компьютерные науки, математика. В качестве источника для генерации заголовков ис-

пользованы тексты аннотаций научных статей. Основные статистические характеристики корпусов 

представлены в табл. 1. 
Т а б л и ц а  1  

Характеристики текстовых корпусов 

Характеристика SciTLDR arXiv 

Общий объем (количество пар заголовок–аннотация) 3 229 20 000 

Объем обучающей выборки 1 992 16 000 

Объем валидационной выборки 619 2 000 

Объем тестовой выборки 618 2 000 

Средняя длина аннотации (в словах) 172,38 130,69 

Средняя длина заголовка (в словах) 8,74 10,14 

Количество уникальных слов (в аннотациях) 6 997 15 200 

Количество уникальных слов (в заголовках) 1 597 4 529 

Доля новых слов (*) 20,34 22,01 

                                                 
1 https://www.kaggle.com/Cornell-University/arxiv  
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Для расчета доли новых слов (*) использовалась следующая формула: 

 
\

_
t a

t

W W
New words

W
 , (1) 

где Wt и Wa – множества уникальных слов для заголовков и аннотаций соответственно. В (1)   обо-

значает мощность множества, знак \ обозначает разность множеств. 

 

2. Подход к преобразованию обучающей выборки 

 

Предлагаемый подход к фильтрации и генерации обучающих примеров состоит в применении 

следующих шагов. 

1. Определить значения показателей полноты метрики ROUGE-1, вычисленной для пар заго-

ловков и аннотаций из обучающей выборки D.  

Значение метрики ROUGE-1 относительно задачи автоматического реферирования характери-

зует степень сходства униграмм сгенерированного текста (в данном случае заголовка) и исходного 

текста (аннотации) и вычисляется по принципу нахождения F-меры: 

 
   

   

2 ROUGE-1 ROUGE-1
ROUGE-1 .

ROUGE-1 ROUGE-1

recall precision

recall precision

 



 (2) 

При этом значение показателей полноты (recall) метрики показывает, какая доля слов, присутствую-

щих в заголовке, присутствует в тексте аннотации. 

  
количество совпадающих униграмм для заголовка и текста

ROUGE-1 .
количество униграмм заголовка

recall   (3) 

Значение показателей точности (precision) метрики характеризует долю слов текста, присутствующих 

в заголовке. 

  
количество совпадающих униграмм для заголовка и текста

ROUGE-1 .
количество униграмм текста

precision   (4) 

2. Ранжировать примеры обучающей выборки в соответствии с попарными значениями 

ROUGE-1 (recall). 

3. Отсеять примеры, имеющие значения ROUGE-1 (recall), меньшие порогового коэффициента k, 

т.е. такие пары аннотаций и заголовков, в которых заголовок характеризуется наименьшим содержа-

нием слов, присутствующих в аннотации. Значение k находится в диапазоне [0; 1). 

4. Обучить модель на фильтрованной обучающей выборке Dfiltered. 

С помощью обученной модели сгенерировать новые заголовки для примеров, которые были 

отфильтрованы, получив выборку Dgenerated размера, соответствующего размеру выборки D. 

 

3. Эксперименты и результаты 

 

3.1. Модель 

 

В качестве модели генерации заголовков использовалась BART-base, вариация модели BART 

для автоматического реферирования, комбинирующей в себе энкодер BERT (Bidirectional Encoder 

Representations from Transformers) [26] и декодер GPT-2 [27]. Модель имеет следующие характери-

стики: количество слоев – 12 (6 слоев энкодера и 6 слоев декодера), размер скрытого слоя – 768, ко-

личество параметров – 139 млн, стратегия декодирования – лучевой поиск (количество шагов – 5), 

кросс-энтропийная функция потерь. 

В рамках экспериментов каждая модель была обучена (fine-tuned) на обучающей выборке в те-

чение 3 эпох с размером батча, равным 4, и максимальной длиной входной последовательности, рав-

ной 256 токенам. После каждой итерации обучения проводилась проверка модели на валидационной 
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выборке. Лучшая модель оценивалась на тестовой выборке. Для реализации использовались библио-

теки PyTorch [28] и Transformers [29]. 

 

3.2. Преобразования обучающей выборки 

 

На начальном этапе проведения экспериментов для текстов обучающих выборок обоих корпу-

сов были вычислены значения ROUGE-1 (recall) (п. 2, шаг 1). Как видно из данных, проиллюстриро-

ванных рис. 1, большая часть примеров в обучающих выборках обоих корпусов имеет значение  

метрики, большее либо равное 0,8 (более 64% примеров из корпуса SciTLDR и более 70% из arXiv). 

Превалирующей категорией при этом являются пары аннотаций и заголовков, для которых значение 

метрики равно или превышает 0,9 (40,4% и 47,7% соответственно). Это значит, что в большинстве 

случаев заголовок научного текста преимущественно состоит из слов, входящих в состав аннотации. 

Однако в случае обоих корпусов существует значительное количество примеров, значение ROUGE-1 

(recall) для которых не превышает 0,5 (4,7% для SciTLDR и 5,2% для arXiv). Примеры с низким зна-

чением метрики можно рассматривать как «шумные» и попытаться улучшить качество модели авто-

матического реферирования, исключив их из процесса обучения. 

 

 

Рис. 1. Распределение значений показателей полноты ROUGE-1 для примеров обучающей выборки. 

Fig. 1. Distribution of recall-oriented ROUGE-1 values for the training set 

 

После ранжирования примеров обучающей выборки в соответствии со значениями ROUGE-1 

(recall) (п. 2, шаг 2) для отсеивания обучающих примеров были выбраны значения  0,5;1k  с ша-

гом 0,1 (п. 2, шаг 3). Меньшие значения k не оценивались, поскольку для используемых корпусов ко-

личество примеров, отсеиваемых при k ≤ 0,4 достаточно мало (менее 3% от размера D). Размеры 

фильтрованной выборки Dfiltered для двух корпусов и различных значений k представлены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2  

Размеры фильтрованной выборки Dfiltered (в скобках указана доля от размера исходной выборки) 

k SciTLDR arXiv 

0,5 1 901 (95,4%) 15 164 (94,8%) 

0,6 1 808 (90,8%) 14 292 (89,3%) 

0,7 1 644 (82,5%) 13 267 (82,9%) 

0,8 1 284 (64,5%) 11 261 (70,4%) 

0,9 805 (40,4%) 7 636 (47,7%) 

 

Фильтрованная выборка Dfiltered использовалась для обучения модели генерации заголовков 

(п. 2, шаг 4). Далее с помощью обученной модели были сгенерированы искусственные заголовки для 

отсеянных примеров (п. 2, шаг 5). Была сформирована обучающая выборка Dgenerated, состоящая из 

примеров, входящих в выборку Dfiltered, и искусственных примеров.  
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3.4. Результаты 

 

В табл. 3 сравниваются результаты моделей, обученных на разных типах обучающих выборок: 

1) обучение на исходной выборке (D), базовая модель; 

2) обучение на фильтрованной обучающей выборке (Dfiltered) при различных значениях k; 

3) обучение на выборке, состоящей из отфильтрованных и искусственных примеров (Dgenerated) 

при различных значениях k. 

Полученные результаты сравнены с результатами моделей, обученных на выборках, фильтрован-

ных с помощью модели NLI. По аналогии с [20] в данной работе использовалась модель RoBERTa-

large-mnli [30] для определения логической связи между двумя текстами, обученная на корпусе  

MultiNLI [31]. Для формирования фильтрованной выборки DNLI-filtered были отсеяны примеры, в кото-

рых тексты заголовков не являются логически связанными с текстами аннотаций. Размер выборки 

DNLI-filtered составил 1 047 текстов для SciTLDR и 8 705 текстов для arXiv. Далее по аналогии с Dgenerated 

была сформирована выборка DNLI-generated, включающая в себя фильтрованные и искусственные приме-

ры. Сравнение качества генерации заголовков проводится с помощью четырех метрик: ROUGE-1, 

ROUGE-2, ROUGE-L (ROUGE-N, рассчитанная для наибольшей общей последовательности), 

BERTScore. Лучшие значения с точки зрения каждой метрики выделены полужирным шрифтом. 

Т а б л и ц а  3  

Результаты, % 

Корпус Обучающая выборка ROUGE-1 ROUGE-2 ROUGE-L BERTScore 

SciTLDR 

D 45,3 26,81 41,81 88,94 

 

Dfiltered (k = 0,5) 45,33 26,7 41,8 88,93 

Dfiltered (k = 0,6) 45,18 26,56 41,66 88,87 

Dfiltered (k = 0,7) 44,6 26,23 41,05 88,85 

Dfiltered (k = 0,8) 44,53 26,27 41,15 88,95 

Dfiltered (k = 0,9) 43,7 24,41 39,49 88,72 

DNLI-filtered 43,27 24,56 39,51 88,75 

 

Dgenerated (k = 0,5) 45,25 26,8 41,78 88,92 

Dgenerated (k = 0,6) 45,14 26,8 41,08 88,8 

Dgenerated (k = 0,7) 45,36 26,79 42,2 88,97 

Dgenerated (k = 0,8) 45,32 26,87 42,11 88,96 

Dgenerated (k = 0,9) 44,01 25,17 39,56 88,83 

DNLI-generated 44,05 25,44 40,87 88,77 
 

arXiv 

D 42,35 23,4 38,3 87,83 

 

Dfiltered (k = 0,5) 42,3 23,42 38,3 87,82 

Dfiltered (k = 0,6) 42,85 24,13 38,41 87,88 

Dfiltered (k = 0,7) 43,1 24,25 39,19 87,91 

Dfiltered (k = 0,8) 43,14 24,22 39,24 87,94 

Dfiltered (k = 0,9) 42,14 22,88 37,99 87,78 

DNLI-filtered  42,25 23,08 38,03 87,81 

 

Dgenerated (k = 0,5) 42,44 23,7 38,56 87,84 

Dgenerated (k = 0,6) 42,57 23,88 39 87,84 

Dgenerated (k = 0,7) 43,4 24,32 39,22 87,88 

Dgenerated (k = 0,8) 43,44 24,31 39,25 87,95 

Dgenerated (k = 0,9) 42,11 22,93 38,01 87,77 

DNLI-generated 42,3 22,9 38,03 87,79 

 

Обучение на выборке Dfiltered для корпуса arXiv показало улучшение результатов в сравнении  

с базовой моделью при значениях k от 0,6 до 0,8. В остальных случаях качество сопоставимо с каче-

ством базовой модели. Для SciTLDR качество постепенно снижается с уменьшением размера Dfiltered. 
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Обучение на выборке Dgenerated в большинстве случаев улучшило результаты на корпусе arXiv (лучшие 

результаты получены при k = 0,7 и k = 0,8). Для SciTLDR улучшение заметно также при k = 0,7 и 

k = 0,8. При этом при k = 0,9 качество всех моделей резко ухудшается. Модели, использующие филь-

трацию данных с помощью NLI, не демонстрируют улучшения качества в сравнении с базовой моделью. 

Это подтверждает гипотезу о неэффективности такого подхода для научных текстов. Выявленные раз-

личия в результатах на двух корпусах обусловлены, вероятно, меньшим размером корпуса SciTLDR.  

 

Заключение 

 

В работе предложен подход к повышению качества генерации заголовков для научных текстов, 

использующий фильтрацию обучающей выборки на основе оценки показателей полноты метрики 

ROUGE-1 и генерации искусственных примеров. Тестирование подхода на материале двух текстовых 

корпусов показало его результативность и позволило выявить наиболее предпочтительные значения 

порогового коэффициента. Полученные результаты могут быть применены в системах автоматиче-

ского реферирования и электронных научных библиотеках. Путями дальнейшего развития данного 

исследования являются, с одной стороны, автоматизация определения порогового коэффициента и,  

с другой стороны, тестирование предложенного подхода с помощью других моделей автоматическо-

го реферирования и на других корпусах (в том числе русскоязычных). 
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Аннотация. Рассмотрена возможность использования синтеза высокого уровня для реализации на ПЛИС 

адаптивных фильтров наименьших квадратов (LMS-фильтров), работающих в формате с плавающей запятой. 

Разработка адаптивных фильтров не автоматизирована в средах проектирования устройств на ПЛИС и явля-

ется трудоемким и длительным процессом, а синтез высокого уровня позволяет сэкономить время – и за счет 

описания фильтра на высоком уровне абстракции, и за счет возможности быстрой смены настроек, влияющих 

на архитектуру фильтра. В статье представлены исходный код, описывающий алгоритм LMS, настройки и 

результаты синтеза высокого уровня – два варианта описания LMS-фильтра, готовые к реализации на ПЛИС. 

Показано, что эффективной мерой сокращения времени выполнения LMS-алгоритма является конвейериза-

ция цикла вычислений. 

Ключевые слова: синтез высокого уровня; ПЛИС; LMS-фильтр; формат с плавающей запятой; директивы 
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Abstract. This paper considers how to use high-level synthesis (HLS) tools for FPGA implementation of floating-

point least mean square (LMS) adaptive filters. The essence of high-level synthesis is to transform a source code  

written in a programming language like С or C++ to an RTL code which is later used for creating an IP module. 

High-level synthesis provides a possibility to concentrate on the algorithm and architecture of a scheme being developed, 

while FPGA resources and their connectivity are determined automatically. This is especially important when  

developing adaptive filters on FPGAs because the automated FPGA design of adaptive filters is not supported  

in IDEs just as it is done for FIR filters.  

In this paper, the source code of the LMS adaptive algorithm is written in C++ language. In the main function of 

the source code, input, output, and internal variables are presented as single-precision, floating-point numbers in line 

with IEEE 754 standard. Samples of the input signal and desired signal are the input variables, while samples of  

the output signal and error signal are the output variables. During a high-level synthesis procedure, input and output 

variables of the main function are transformed into input and output ports of the IP module being synthesized.  

HLS is carried out under the control of synthesis settings and directives formed separately from the source code. 

A combination of the source code with different synthesis settings and (or) directives leads to different results, each 

of which is called a project solution. In this paper, the same source code of the LMS adaptive algorithm is used  
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to create two solutions of the LMS adaptive filter under the control of two different sets of synthesis settings and  

directives. Within each solution, the LMS filters were synthesized of the order ranging from 32 to 512 coefficients. 

For each set of synthesis settings, the minimum clock frequency was set equal to 100 MHz. The other synthesis set-

tings and directives were left default for the first solution, while for the second one, the loop of operations contained 

in the source code was pipelined. That is, in the first LMS filter solution, the next loop iteration starts after the previous 

one has ended. In the second solution, the next iteration starts five cycles after the previous one, whereas in both solu-

tions the whole iteration needs twenty clock cycles. In the LMS algorithm, the loop contains the major part of calcu-

lations, including filter coefficients updating and convolution between the input signal and the current impulse  

response of the filter. Therefore, pipelining of the loop has enabled the latency of the LMS algorithm to be signifi-

cantly reduced, namely by more than 70%.  

It has been shown that for both solutions, operations are scheduled into clock cycles similarly, and the basic opera-

tions such as multiplication, addition, and RAM reading and writing are performed in the same number of cycles. The 

order of operations is, in general, the same for both solutions.  

Besides timing characteristics, resource utilization has been assessed for both solutions. It has been shown that 

the loop pipelining affects the resource utilization insignificantly: the FF and LUT utilization increases by not more 

than 31% and 10%, respectively. The increased utilization of FFs and LUTs in the second solution is caused by the 

more complicated control logic and by the storage of more intermediate results of calculations.  The utilization  

of DSP blocks and block RAMs is the same for both solutions.  

It has also been shown that when increasing the filter order, the utilization of memory grows up in proportion  

to it, but the utilization of DSP blocks remains unchanged, and the utilization of FFs and LUTs increases very little.  
High-level synthesis was carried out in Vivado HLS 2018.3. The LMS filter IP modules are intended to be  

implemented on Xilinx XC7A200tfbg-1 FPGA.  

Keywords: high-level synthesis; FPGA; LMS filter; floating point format; synthesis directives  
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Адаптивные фильтры с алгоритмом наименьших квадратов (LMS) применяются для идентифи-

кации систем, эхокомпенсации в телефонных сетях, выравнивания характеристик электрических кана-

лов связи, адаптивного формирования диаграмм направленности в антенных решетках, подавления 

шумов, отслеживания объектов и др. Алгоритм LMS надежен, сравнительно прост в технической реа-

лизации и имеет большое количество модификаций, учитывающих специфику решаемых задач [1–4]. 

Для эффективной работы LMS-фильтра предпочтителен формат с плавающей запятой из-за более 

высокой скорости сходимости и значительно меньшей мощности остаточного сигнала ошибки [5, 6].   

Для аппаратной реализации адаптивных фильтров, работающих в формате с плавающей запятой, 

в целом более приспособлены сигнальные процессоры. ПЛИС представляют интерес, когда сигнальные 

процессоры не могут обеспечить достаточную производительность. Высокая производительность 

требуется, например, в устройствах отслеживания источника звука в условиях реверберации [7–10], 

слепой идентификации каналов [11], улучшения качества звукозаписи и звуковоспроизведения [12], 

где адаптивные фильтры должны быть многоканальными.  

Возможности современных ПЛИС (FPGA) позволяют использовать их для решения широкого 

круга задач: цифровой обработки сигналов [6, 13–18], высокопроизводительных вычислений [19, 20], 

машинного обучения и реализации нейронных сетей [21] и др. Тем не менее выбор ПЛИС для реали-

зации LMS-фильтра, работающего в формате с плавающей запятой, сопряжен с рядом проблем. Так, 

встроенными аппаратными блоками для вычислений в формате с плавающей запятой располагают 

очень немногие ПЛИС. В остальных случаях арифметические устройства нужно собирать из блоков 

цифровой обработки сигналов, ориентированных на формат с фиксированной запятой, и (или) програм-

мируемой логики общего назначения. При этом разработка адаптивных фильтров в средах проекти-

рования устройств на ПЛИС не автоматизирована, т.е. не предусмотрены соответствующие модули 

интеллектуальной собственности (IP-модули), графический пользовательский интерфейс и т.п. 

В литературе в основном описаны варианты реализации на ПЛИС LMS-фильтров, работающих 

в формате с фиксированной запятой (см. напр.: [6, 13–17]). Описания LMS-фильтров в этих работах 

выполнены на языке VHDL или Verilog – как вручную [17], так и автоматически, при использовании 

IP-модулей сумматоров и умножителей [6, 13] или инструмента System Generator, встраиваемого  

в MATLAB [14–16]. Реализация LMS-фильтров, выполняющих вычисления над числами в формате  
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с плавающей запятой, описывается в литературе реже. В [6] сравниваются результаты реализации  

32-разрядного LMS-фильтра в форматах с фиксированной и плавающей запятой. Для описания филь-

тра, работающего в формате с фиксированной запятой, в [6] использован VHDL-пакет fixed-point 

package; для реализации фильтра, работающего в формате с плавающей запятой, – IP-модули сумма-

тора и умножителя. В [18] описан на языке Verilog и реализован на ПЛИС вычислительный модуль, 

работающий в формате с плавающей запятой и включающий в себя LMS-фильтр.  

В настоящей работе рассмотрена возможность использования синтеза высокого уровня для ре-

ализации на ПЛИС LMS-фильтров, работающих в формате с плавающей запятой. Суть синтеза высо-

кого уровня (High-Level Synthesis; HLS) заключается в преобразовании исходного кода, написанного 

на языке программирования (например, С или С++), в описание устройства на уровне регистровых 

передач, т.е. на языке VHDL или Verilog. На языке программирования описывается только алгоритм, 

без уточнения деталей его реализации. Один и тот же исходный код можно реализовать с различным 

набором настроек и директив и получить различные результаты, называемые решениями HLS-

проекта [22]. То есть можно в короткий срок получить описания устройств, работающих по одному  

и тому же алгоритму, но имеющих различную архитектуру, производительность и т.д. Для встраива-

ния того или иного решения в проект, реализуемый на ПЛИС, требуется преобразовать это решение  

в IP-модуль.  

В данной работе из исходного кода на языке C++ получены и проанализированы два решения 

LMS-фильтра: с последовательным выполнением всех операций, предусмотренных алгоритмом LMS, 

и с конвейеризацией цикла операций, содержащегося в алгоритме LMS. В цикле выполняется основ-

ная часть операций алгоритма LMS, поэтому конвейеризация позволила существенно сократить вре-

мя его выполнения (латентность). В рамках каждого решения получены результаты синтеза описаний 

фильтров с порядком от 32 до 512 при заданной тактовой частоте 100 МГц. Полученные решения 

оценены по критериям ресурсоемкости, латентности и распределения операций алгоритма во време-

ни. Для синтеза высокого уровня использован синтезатор Vivado HLS 2018.3 от фирмы Xilinx [22]. 

Полученные IP-модули LMS-фильтра предназначены для ПЛИС XC7A200tfbg-1 от Xilinx. 

 

1. LMS-фильтр и описание его работы на языке C++ 

 

1.1. LMS-фильтр 

 

На каждом шаге дискретизации LMS-фильтр принимает по одному отсчету входного сигнала – 

x[n], и требуемого сигнала – d[n], и формирует отсчеты выходного сигнала и сигнала ошибки – y[n] и 

e[n] соответственно [1].  
 

 

Рис. 1. Структурная схема LMS-фильтра 

Fig. 1. LMS filter block diagram 

 

Как показано на рис. 1, LMS-фильтр содержит КИХ-фильтр с коэффициентами W[n], обраба-

тывающий отсчеты входного сигнала согласно формуле (1), и блок адаптации LMS, где происходит 

перерасчет коэффициентов КИХ-фильтра по формуле (2): 

 
1

0

[ ] [ ] [ ]
N

i

y n w i x n i
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В (1) n – номер шага дискретизации, N – порядок фильтра, w[i] – коэффициенты фильтра, образую-

щие вектор W[n], x[n – i] – отсчеты входного сигнала, образующие вектор X[n]. В (2) W[n+1] и W[n] – 

векторы коэффициентов фильтра, действующие на [n+1]-м и n-м шагах дискретизации, e[n] – сигнал 

ошибки, т.е. разность d[n] и y[n], X[n] – вектор отсчетов входного сигнала, µ – параметр, определяю-

щий скорость сходимости алгоритма и выбираемый с учетом максимального собственного значения 

корреляционной матрицы входного сигнала λmax (3): 

 
max

1
0   


. (3) 

 

 

1.2. Исходный код 

 

Для выполнения синтеза высокого уровня одна из функций исходного кода должна быть объяв-

лена главной, чтобы ее входные и выходные переменные были преобразованы во входные и выход-

ные порты устройства. Разработанный здесь исходный код содержит всего одну функцию, входными 

переменными которой являются отсчет входного сигнала x и отсчет требуемого сигнала d, а выход-

ными переменными – отcчет выходного сигнала y и отсчет сигнала ошибки e.  

Внутри функции также объявлены:  

1) целочисленная переменная i, служащая счетчиком в цикле операций;  

2) массив отсчетов входного сигнала x_array;  

3) массив коэффициентов фильтра w_array;  

4) переменная curr_w для временного хранения коэффициента, с которым функция работает на 

i-й итерации цикла, обновляя этот коэффициент и умножая его на отсчет входного сигнала;   

5) переменная curr_x для временного хранения отсчета входного сигнала, с которым функция 

работает на i-й итерации цикла, умножая его на коэффициент фильтра;  

6) переменная mue для хранения произведения отсчета сигнала ошибки и шага сходимости;  

7) переменная acc для временного хранения суммы произведений отcчетов входного сигнала  

на коэффициенты фильтра, накопленной за уже выполненные итерации цикла.  

За исключением i, все перечисленные выше переменные и элементы массивов имеют тип float, 

что соответствует стандарту IEEE 754 для чисел одинарной точности. 

После объявления массивов и переменных функция переходит к выполнению цикла с количе-

ством итераций, равным порядку фильтра N (рис. 2). С каждой итерацией переменная i меняется от  

N – 1 до 0.  
 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

loop: for (i=N-1; i>=0; i--) 

 {if (i == 0) 

    {curr_x = x; x_array[0] = x;} 

  else {curr_x = x_array[i-1];  

  if (i != (N-1))  

{x_array[i] = x_array[i-1];}} 

curr_w = w_array[i];  

curr_w += mue*curr_x; 

      w_array[i]=curr_w; 

acc += curr_w*curr_x; } 
 

Рис. 2. Цикл в составе исходного кода 

Fig.2 Loop in the source code 

 

На каждой итерации цикла сначала выполняется перемещение одного из отсчетов входного 

сигнала в массиве x_array. После выполнения N итераций самый старый отсчет отбрасывается, 

остальные отсчеты сдвигаются в массиве с приращением индекса на единицу, а на освободившееся 

место x_array[0] помещается новый отсчет входного сигнала. Переменной curr_x на каждой итерации 

приравнивается один из отсчетов входного сигнала.  
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Затем из массива w_array в переменную curr_w считывается коэффициент с индексом i, и вы-

полняется его перерасчет с использованием переменных curr_x и mue. После перерасчета коэффици-

ент w_array[i] обновляется.  

Последней операцией в цикле является вычисление текущей суммы произведений acc, т.е. добав-

ление к текущему значению acc произведения переменных curr_x и curr_w. Таким образом, на каждом 

шаге дискретизации коэффициенты фильтров будут использоваться сразу после обновления. 

После выхода из цикла отсчет выходного сигнала y приравнивается к переменной acc; вычис-

ляются отсчет сигнала ошибки e и его произведение с шагом сходимости mue.  

 

2. Методы исследования 

 

Разработка исходного кода, указание настроек и директив, а также собственно синтез высокого 

уровня выполнены в среде Vivado HLS 2018.3. В рамках каждого из решений синтез высокого уровня 

был проведен при варьировании порядка фильтра N от 32 до 512 коэффициентов. Значение N указы-

валось в исходном коде. В настройках синтеза для обоих решений были указаны минимально допу-

стимая тактовая частота 100 МГц и целевой кристалл – XC7A200tfbg-1.  

Во втором решении для конвейеризации цикла (см. рис. 2) на него была наложена директива 

“pipeline” c указанием интервала инициации (ii), т.е. количества тактов с момента начала итерации 

цикла, спустя которое запускается следующая итерация [22]. Был указан минимально возможный для 

данного исходного кода интервал инициации – 5 тактов.  

После выполнения синтеза высокого уровня средой Vivado HLS 2018.3 формировались отчеты, 

из которых для каждого решения и каждого значения N получены:  

1) максимальная тактовая частота фильтра (Fmax);  

2) латентность функции, т.е. количество тактов, требуемое на ее выполнение (FL); 

3) латентность одной итерации цикла, т.е. количество тактов, требуемое на ее выполнение (IL);  

4) график распределения операций функции по тактам;  

5) ресурсоемкость по таким видам ресурсов, как D-триггеры (FF), табличные преобразователи 

(LUT), блоки цифровой обработки сигналов (DSP) и блоки ОЗУ (BRAM).  

 

3. Результаты синтеза высокого уровня и их обсуждение 

 

3.1. Оценка ресурсоемкости LMS-фильтров 

 

В табл. 1 и 2 приведены результаты оценки максимальной тактовой частоты, ресурсоемкости и 

латентности для двух решений LMS-фильтра. Требование к минимальной тактовой частоте выполне-

но для обоих решений при всех значениях N.  

Ресурсоемкость фильтров с увеличением N меняется незначительно как при конвейеризации 

цикла, так и при ее отсутствии. Так, в обоих случаях увеличение N не приводит к увеличению расхо-

да блоков DSP. Из отчетов о синтезе высокого уровня следует, что два из пяти блоков DSP использу-

ются для реализации сумматора, еще три – для реализации умножителя. Повышение N, разумеется, 

приводит к увеличению объема памяти, требуемого для хранения массивов x_array и w_array.  

При N = 32 для хранения каждого из массивов требуется по 1 024 бита, при N = 64 – по 2 048 бит,  

и т.д. Тем не менее при N ≤ 512 для хранения массивов требуется не более двух блоков ОЗУ. Незна-

чительное увеличение расхода табличных преобразователей с повышением N для обоих решений свя-

зано с декрементом счетчика цикла i и сравнением i с нулем и величиной N – 1, поскольку с увеличе-

нием N эти операции требуют большей разрядности сумматора и компараторов. Увеличение расхода 

D-триггеров для обоих решений связано с увеличением разрядности шины адреса блока памяти  

коэффициентов фильтра, а также с увеличением разрядности i. В остальном структура и ресурсоем-

кость фильтров, полученных в рамках обоих решений, не зависят от N. 
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Т а б л и ц а  1  

Результаты синтеза LMS-фильтра при отсутствии директив (решение 1) 

N Fmax, МГц LUT FF DSP BRAM FL/IL 

32 121 693 683 5 2 649/20 

64 121 693 686 5 2 1 289/20 

128 121 693 689 5 2 2 569/20 

256 121 698 692 5 2 5 129/20 

512 121 699 695 5 2 10 249/20 

 

Т а б л и ц а  2  

Результаты синтеза LMS-фильтра при конвейеризации цикла (решение 2) 

N Fmax, МГц LUT FF DSP BRAM FL/IL 

32 121 764 898 5 2 184/20 

64 121 764 901 5 2 344/20 

128 121 764 904 5 2 664/20 

256 121 769 907 5 2 1 304/20 

512 121 770 910 5 2 2 584/20 
 

Конвейеризация цикла приводит к повышению расхода триггеров не более чем на 31%, а таб-

личных преобразователей – не более чем на 10%. Повышение ресурсоемкости связано с тем, что кон-

вейеризация требует более сложного управляющего автомата и большего количества ресурсов для 

формирования входных сигналов сумматора, умножителя и блоков памяти, а также для сохранения 

промежуточных результатов фильтрации.  
 

3.2. Распределение операций по тактам 
 

На рис. 3 и 4 приведены графики распределения операций по тактам, сгенерированные средой 

Vivado HLS 2018.3 при отсутствии (см. рис. 3) и наличии (см. рис. 4) конвейеризации цикла. Номера 

тактов, начиная с нуля, приведены в верхней части рисунков. Такты с 1-го по 20-й, приходящиеся на 

циклы (loop), сгруппированы по выполняемым операциям. Операции, выполняемые в каждой группе 

тактов, обозначены цифрами, которые соответствуют номерам строк во фрагменте исходного кода на 

рис. 2. При конвейеризации цикла очередная итерация запускается спустя 5 тактов предыдущей ите-

рации; каждый старт новой итерации обозначен на рис. 4 вертикальной жирной чертой. Тактам, сле-

дующим после выхода из цикла, условно присвоены номера, начиная с 21. 

Распределение операций по тактам выполнено для обоих решений похожим образом. До вхож-

дения в цикл на такте 0 осуществляются прием x и d и их размещение в памяти, а также считывание 

переменной mue, вычисленной на предыдущем шаге дискретизации.  

В цикле в течение тактов 1 и 2 происходят перемещение одного из отсчетов входного сигнала  

в массиве x_array и перезапись переменной curr_x. При этом выполняются вспомогательные опера-

ции с переменной i: сравнение с 0 и N – 1, а в первом решении – также и декремент. При конвейери-

зированном цикле в тактах 1 и 2 выполняется также считывание i-го коэффициента фильтра из мас-

сива w_array в переменную curr_w.  

С 3-го по 6-й такты выполняется умножение переменной curr_x на переменную mue. В первом 

решении на 5-м и 6-м тактах происходит считывание i-го коэффициента фильтра из массива w_array 

в переменную curr_w. Во втором решении на 5-м такте выполняется декремент счетчика i.  

С 7-го по 11-й такты выполняется сложение переменной curr_w и полученного на 6-м такте 

произведения curr_x*mue; результат сохраняется в переменную curr_w. На 12-м такте i-й элемент 

массива w_array приравнивается к переменной curr_w. С 12-го по 15-й тaкт вычисляется произведе-

ние переменных curr_x и curr_w.  

С 16-го по 20-й такт выполняется сложение только что вычисленного произведения curr_x и 

curr_w и накопленной к данному моменту суммы произведений коэффициентов фильтра на отсчеты 

входного сигнала, хранящейся в переменной acc.  
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Рис. 3. Распределение операций по тактам при последовательном выполнении итераций цикла (решение 1) 

Fig. 3. Scheduling the operations into clock cycles under condition of the loop iterations are performed sequentially (solution 1) 

 

 

Рис. 4. Распределение операций по тактам при конвейеризации цикла (решение 2) 

Fig. 4. Scheduling the operations into clock cycles under condition of the loop is pipelined (solution 2) 

 

После выхода из цикла выходной переменной y присваивается значение переменной acc. В те-

чение пяти тактов рассчитывается e как разность между d и acc. Заметим, что на рис. 3 такты 21–24 

не заполнены. Это связано с работой управляющего автомата в решении 1: после каждой итерации 

цикла автомат переходит к проверке i, что соответствует такту 1. Если i < 0, т.е. все итерации выпол-

нены, автомат переходит к состояниям, соответствующим расчету e. Этим состояниям на рис. 3 фак-

тически соответствуют такты 21–24, хотя они показаны под тактами 2–5. 
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Еще четыре такта требуется на расчет переменной mue, которая будет использоваться на сле-

дующем шаге дискретизации. Одновременно с расчетом mue выходные переменные e и y выдаются 

на одноименные порты фильтра.  

Из табл. 1 и 2, рис. 3 и 4 следует, что при N от 32 до 512 за счет конвейеризации цикла удается 

сократить латентность функции более чем на 70%. 

 

Заключение 

 

C помощью инструментов синтеза высокого уровня удалось сформировать и оценить два решения 

LMS-фильтра с порядком от 32 до 512, отличающихся организацией предусмотренного алгоритмом 

LMS цикла операций. Конвейеризация цикла оказалась эффективной мерой сокращения времени вы-

полнения LMS-алгоритма. На ресурсоемкость фильтра конвейеризация цикла влияет незначительно. 
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