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Аннотация. Рассматриваются счетноугольники – односвязные области типа полу-
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состоящей из отрезков прямых. Метод определения параметров в интеграле  
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Abstract. The paper solves the problem of constructing conformal mapping from the 

half-plane onto a periodic polygon. A periodic polygon Δ is a simply connected domain 

with symmetry of transfer, i.e., it has the property  L    , where   2L w w   .  

We consider a polygon with boundary consisting of a countable number of straight lines. 
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Moreover, it contains a half plane,  : Imz z M   , for some M. We use a Schwarz–

Christoffel integral for representation of the mapping. There is a classical problem of  

determining parameters for equations of this type. They are the preimages of polygon’s 

vertices under the mapping. The required mapping is embedded in a one-parametric  

family of conformal mappings of the upper half-plane onto a family of periodic polygons 

obtained by shifting some vertices of initial periodic polygon with preserved angles.  

We consider the case when the family of periodic polygons and the initial polygon have 

the same number of vertices. The problem of determining the parameters of a family  

of mappings is reduced to the problem of integrating a system of ordinary differential 

equations. 

Keywords: conformal mapping, periodic polygon, transfer symmetry, Schwarz–

Christoffel integral 
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Пусть односвязная область   обладает следующими свойствами: 

– при линейном преобразовании   2L w w    область   остается неизмен-

ной  L    ; 

– существует M такое, что  : Imw w M   ; 

– часть границы области от точки 
0w  до точки 

0 2w    состоит из конечного 

числа отрезков прямых. 

Такую область называют счетноугольником типа полуплоскости с симметри-

ей переноса вдоль вещественной оси на 2 . 

Такую область называют также периодическим многоугольником [1], будем 

использовать термин «счетноугольник», следуя работе [2]. 

Пусть отображение f (существование такого отображения следует из теоремы 

Римана) переводит верхнюю полуплоскость  : Im 0z z    на счетноуголь-

ник   и  f    . Для каждого отображения f существует вещественное число 

h, 0h  , такое, что     2f z kh f z k     [2]. 

Пусть F – некоторое отображение, переводящее верхнюю полуплоскость   

на заданный счетноугольник   и удовлетворяющее условию  F     (перево-

дящее простой конец на бесконечности в простой конец счетноугольника   на 

бесконечности, остающийся неподвижным при преобразовании   2L w w   ). 

Множество всех отображений :f   , таких что  f    , можно записать 

в виде    f z F az b  , 0a  , b . Можно выбрать a и b так, чтобы   00f w  

и    2 2f z k f z k     . Таким образом, отображение :f   , нормирован-

ное условиями  f    ,    2 2f z k f z k     ,   00f w  – единственное. 
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Лемма 1. Отображение :f   ,переводящее простой конец на беско-

нечности в простой конец счетноугольника   на бесконечности, остающийся 

неподвижным при преобразовании   2L w w   , и удовлетворяющее условию 

   2 2f z k f z k     , обладает свойством 

   
Im
lim
z

f z z


   , (1) 

где γ – константа,  , предел здесь равномерный относительно Re z . 

Доказательство. Рассмотрим сужение отображения f на область 

 : Im 0,0 Re 2Z z z z     . Граница области  f Z  состоит из кривых: 
1l  (об-

раз луча  : Re 0, Im 0z z z  ), 
2 1 2l l    (образ луча  : Re 2 , Im 0z z z   )  

и части границы счетноугольника   от точки 
0w  до точки 

0 2w    (образ отрез-

ка  : Im 0, 0 Re 2z z z    ). Отображение   iww e   однолистно переводит 

область  f Z  на область V, граница области V содержит разрез L, выходящий из 

точки 0  , причем кривые 
1l  и 

2l  соответствуют различным берегам этого раз-

реза. Отображение   izz e   переводит область Z на единичный круг с разрезом 

по отрезку [0, 1]. Рассмотрим композицию      f z     , переводящую 

единичный круг с разрезом на область V. Так как  

   
0 0

Im 0 Im 0

lim lim
 

 

     , 

где  0 0,1  , то (по принципу единственности) аналитические продолжения 

    через верхний и нижний берега разреза  0,1  совпадают, и отображение 

    голоморфно в    : 1 \ 0   , причем ноль – устранимая особенность.  

Таким образом, композиция      f z      отображает голоморфно и одно-

листно единичный круг на область V без разреза L и раскладывается в нуле в ряд 

  2 3

1 2 3 ,c c c            
1 0c  . 

Тогда отображение f в области  : Im , 0 Re 2z z M z     при некотором 0M   

представимо в виде       2

1 2 3ln ln iz izf z i z z i c c e c e         , и, следо-

вательно,    1
Im
lim ln :
z

f z z i c


      равномерно относительно Re z . Возвра-

щаясь к отображению :f    и учитывая свойство    2 2f z k f z k     , 

получаем утверждение леммы. 

Двигаясь по границе счетноугольника от точки 0w  до точки 0 2w    в поло-

жительном направлении, обозначим последовательно встречающиеся угловые 

точки границы через 
       0 0 0 1

1 2 1, , ,nA A A A , 
   1 0

1 1 2A A   , n . Остальные вер-

шины 
 m

kA  определяются сдвигом вершин 
 0

kA  вдоль вещественной оси 

   0
2

m

k kA A m   , m , 1, ,k n . Вершины 
     0 0 0

1 2, , nA A A  будем называть 
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вершинами на основном периоде. Угол при вершине 
 m

kA  счетноугольника обо-

значим через 
k  , 1, ,k n . Если 

 m

kA  , то 0 2k   , если же 
 m

kA   , то 

0k  . Видно, что 
1 2 n n     . Обозначим через 

ka  прообраз вершины 

 0

kA , 1, ,k n , при отображении f. Для отображения f, нормированного услови-

ями 

  f    ,    2 2f z k f z k     , (2) 

не ограничивая общности, можно считать, что  0,2ka   , 1, ,k n . 

В работе [2] с помощью принципа симметрии Римана–Шварца получен сле-

дующий результат. 

Теорема 1. Отображение f верхней полуплоскости на счетноугольник  , 

удовлетворяющее условиям (2), представимо в виде: 

 
0

1

1 2

1

( ) sin ,
2

kz n
k

kz

a
f z c G d c

 



  
    

 
  

где 
ka , 1, ,k n , – прообразы вершин на основном периоде, 

k  , 1, ,k n , – 

углы при этих вершинах, 
1c , 

2c  – константы,  G z  – целая функция. 

Покажем, что целая функция  G z  – константа. В равенстве  

 

 

 

 
 

1

1
1 ctg

2 2

n
k

k

k

f z G z z a

f z G z 

  
   




 
выполним предельный переход при Imz . В силу (1) левая часть последне-

го равенства стремится к нулю, получаем 

 

 
 

 

 Im Im
1

0 lim 1 lim .
2

n

k
z z

k

G z G zi

G z G z 


 
      

Таким образом, по теореме Лиувилля   constG z   и отображение f можно запи-

сать в виде: 

 

0

1

1 2

1

( ) sin .
2

kz n
k

kz

a
f z c d c

 



  
   

 
  (3) 

Формула (3) получена в работе [3] с помощью формулы типа формулы Швар-

ца. Интеграл Кристоффеля–Шварца распространен для отображений из верхней 

полуплоскости на прямолинейные счетноугольники с двойной симметрией [4].  

В работе [5] для отображения из полуплоскости на круговой счетноугольник  

получено дифференциальное уравнение типа уравнения Шварца. Численный ме-

тод нахождения конформных отображений на счетноугольники предложен в [6]. 

С помощью алгебры сверток и теории рядов Фробениуса [7] предложен метод 

построения конформных отображений на полигональные области, в том числе 

счетноугольники типа полуплоскости. С помощью параметрического метода 

Левнера получено дифференциальное уравнение [8] типа дифференциального 

уравнения Левнера для отображения верхней полуплоскости на области с сим-

метрией переноса на 2 . В работе [9] метод П.П. Куфарева определения акцес-
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сорных параметров в интеграле Кристоффеля–Шварца распространяется на слу-

чай конформного отображения верхней полуплоскости на счетноугольник,  

в работе [10] – на случай круговых счетноугольников. 

Конформные отображения полуплоскости на счетноугольники, ограниченные 

дугами окружностей или отрезками прямых, имеют приложения в различных 

задачах математической физики [11]–[15].  

В настоящей статье метод определения параметров в интеграле Кристоффе-

ля–Шварца, предложенный в работе [16], распространяется на случай счетно-

угольника. 

Рассмотрим счетноугольник  0 , имеющий n вершин 
     0 0 0

1 2, , nA A A  на ос-

новном периоде. Образуем семейство счетноугольников  t , сдвигая вершины 

счетноугольника  0  по закону 
     

:
m m

k k kA t A tB  , 
kB  , 0 t T   так, что-

бы углы многоугольника оставались неизменными при 0 t T  . Таким образом, 

многоугольник  t  имеет углы 
k   при вершинах 

   m

kA t , 1, ,k n , m . 

Пусть отображение  : [0, ]f T t    ,  ,w f t  , при фиксированном t 

переводит верхнюю полуплоскость на счетноугольник  t . Отображение f , 

согласно лемме 1, обладает свойством 

    
Im
lim , .
z

f t t


     

Будем далее рассматривать семейство отображений     , Re ,f z t f z t t   . 

Отображение f обладает свойством 

     
Im
lim ,
z

f z t z i t


   ,  t  . (4) 

Обозначим прообраз вершины на основном периоде 
     0 0

k k kA t A tB   мно-

гоугольника  t  при отображении f через  ka t , 1, ,k n , остальные прооб-

разы вершин определяются равенством 
      2
m

k ka t a t m   , m . 

Отображение f можно представить с помощью формулы Кристоффеля–

Шварца: 

 
 

 
 

1

1

,
( , ) sin .

2

kn
k

k

f z t z a t
f z t c t

t

 



  
   

  
  (5) 

В следующей теореме для семейства отображений f получено дифференци-

альное уравнение по параметру t. 

Теорема 2. Семейство отображений  ,f f z t  удовлетворяет дифферен-

циальному уравнению 

  
 

  
 

1

2

11

, sin 1 ctg
2 2 2

kn n
kk

k k

kk

c t z a tz a
f z t a t

 



 
   

 
 , (6) 

точка над функцией означает частную производную по t. 
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Доказательство. Отображение f продолжим по принципу симметрии через 

отрезок вещественной оси         1 1

1 1 1,
m m

k ka t a t
 в нижнюю полуплоскость, получим 

отображение      1 1 1, ,f z t M f z t L t  ,  1 1,M L t  , причем 1 0M   и 
1L  за-

висит от t линейно, т. е.  1 0L t  . Продолжим еще отображение f в нижнюю  

полуплоскость через отрезок         2 2

2 2 1,
m m

k ka t a t
, получим отображение 

     2 2 2, ,f z t M f z t L t  . Ветви 
1f  и 

2f  связаны между собой следующим 

образом:         2

2 1 1 2

1

, ,
M

f z t f z t L t L t
M

   . Получаем 
 

 

 

 
1 2

1 2

, ,

, ,

f z t f z t

f z t f z t


 
, и, 

следовательно, функция 
f

f 
 продолжается из верхней полуплоскости в нижнюю 

через любой отрезок         1,
m m

k ka t a t
 однозначным образом. 

Функция 
f

f 
 однозначна в  и голоморфна в     \ : 1, , ,

m

ka t k n m  . 

Изучим ее поведение в окрестностях изолированных особых точек. 

Пусть         ,
m m

k kf a t t A t   . В окрестности точки 
   m

ka t  отображение f 

раскладывается в ряд 

                       
1

1 2, ,
k km m m m m

k k k k kf z t A t c t z a t c t z a t
  

       

тогда 

                    
1

1 2, 1 ,
k km m m m

k k k k k kf z t c t z a t c t z a t
  

          

                          
2 2 1

1 2, 1 ,
k km m m m m

k k k k k k kf z t c t a t z a t c t z a t
   

         

и 

 
 

 

      
   

 

2

1,
1 .

,

m

k k

m

k

a tf z t
O

f z t z a t

 
 

 
 (7) 

Пусть         ,
m m

k kf a t t A t   , тогда угол при вершине 
   m

kA t  в бесконеч-

ности равен нулю, и в окрестности точки 
   m

ka t  отображение f раскладывается  

в ряд 

                            
2

0 1 2, ln ,
m m m m m m

k k k k k kf z t z a t c t c t z a t c t z a t          

где   – расстояние между лучами, образующими вершину в точке 
   m

kA t , 

arg  – угол наклона этих лучей к вещественной оси. Получаем, что функция 
f

f 
 

в окрестности точки 
   m

ka t  имеет разложение (7). 
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Видим, что 

 
 

 

      
   

2

1

1,
,

,

m
n

k k

m
k m k

a tf z t
g z t

f z t z a t



 

 
 

 
   

является голоморфной в  по z  функцией. 

Найдем сумму ряда 

       

 
2 2

1 1 1

1 1 1 1

2 2

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 ctg ctg ,

2 2 2 2 2

m
m m m kkk

k

m m m

z a tz a t mz a t
m

z a t

m m m

  

  

  

  

  
   




  
          

            

  

  

 

где 
 

2

kz a t
 


. Учитывая, что 

     m

k ka t a t , получаем 

  
 

 
  

 2

1

, 1
, 1 ctg .

, 2 2

n
k

k k

k

f z t z a t
g z t a t

f z t 


   


  (8) 

В последнем равенстве выполним предельный переход при Imz . В си-

лу условия (4) 
 

 
 

Im

,
lim

,z

f z t
i t

f z t
 


. Получаем  

      2

Im
1

lim , 1 .
2

n

k k
z

k

i
g z t i t a t




      

Из теоремы Лиувилля следует, что       2

1

, 1 .
2

n

k k

k

i
g z t i t a t



      Но из 

равенства (8) видим, что для вещественных z функция g вещественна, поэтому 

 , 0g z t   и 

    2

1

1
1

2

n

k k

k

t a t


     . 

Теорема 2 доказана. 

Лемма 2. Параметр  c t  не зависит от t, кроме того, 

  
1

1 0.
n

k k

k

a t


    

Доказательство. Рассмотрим равенство 

     
 

 

 

1

1

1

1

sin .
2

j
k

k

a t n
j

k k

ja t

a t
A t A t c t d



 





  
    

 
  

Аргумент левой части и аргумент подынтегрального выражения не зависят от t, 

следовательно, аргумент  c t  не зависит от t. 

Прологарифмируем и затем продифференцируем по t равенство (5), получим 

 

 

 

 
   

 

1

, 1
1 ctg .

, 2 2

n
k

k k

k

f z t c t z a t
a t

f z t c t 

 
   


  
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Устремив Im z  к  , получим 
 

 
   

1

1 0
2

n

k k

k

c t i
a t

c t 

    . Так как 
 

 

c t

c t
 , 

то   0c t  , и    
1

1 0
n

k k

k

a t


   . Лемма 2 доказана. 

Теорема 3. Параметры  ka t , 1, ,k n ,  0,t T , отображения f удовле-

творяют системе дифференциальных уравнений 

         
   2

1

1
1 ctg 0,

2 2

n
k j

k j k j
j

j k

a t a t
a t a t a t






         1, ,k n . (9) 

Доказательство. Введем обозначение    , : ln ,z t f z t  , правую часть ра-

венства (6) обозначим через    , ,f z t z t  . Тогда 

         2, , , , , .z t z t z t z t z t         

Преобразовав это равенство с помощью (5), получим 

   
 

   
 

   
 

 
 

   
 

   
 

1

2

2 2

1 1

2

1 1

2 2

1

1
1 ctg

2 2

1 1
1 sin 1 ctg

4 2 4 2

1
1 ctg 1 ctg

4 2 2

1
1 sin .

4 2

n
k

k k

k

n n
k k

k k k k

k k

n n
k k

k k k

k k

n
k

k k

k

z a t
a t

z a t z a t
a t a t

z a t z a t
a t

z a t
a t





 

 






  

  
     

 

 
   


 



 

 





 

 



 

Раскладывая левую и правую части этого равенства в ряд Лорана в окрестно-

сти точки  ka t  и приравнивая коэффициенты при   
1

kz a t


 , получаем (9). 

Теорема 3 доказана. 

Пусть отображение f ,    : 0,f T t   , при фиксированном t переводит 

  на счетноугольник  t . Рассмотрим случай, когда семейство счетноугольников 

 t  имеет n  вершин 
   0

kA t , 1, ,k n , на основном периоде при  0,t T , 

        01 0,2k kf A t a t    . В этом случае      1 2 na t a t a t    при  0, .t T  

Угол при вершине 
   0

kA t  равен k  , 1, ,k n ,  0,t T . Отображение 

 ,0f f z  известно, соответственно значения  0ka , 1, ,k n , известны. 

Параметры  ka t , 1, ,k n , удовлетворяют системе дифференциальных 

уравнений (9). Запишем ее в нормальной форме: 

        
   

   

2

1

1
1 ctg , 1, , ,

2 2

, 1, , .

n
k j

k j k j
j

j k

k k

a t a t
b t b t b t k n

a t b t k n





 
     




 


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Выражения, стоящие в правых частях, имеют непрерывные частные произ-

водные по 
ka , 

kb  на отрезке  0,t T , следовательно, по теореме существования 

и единственности решения задачи Коши для системы дифференциальных урав-

нений решение системы существует и единственно на отрезке  0,t T  при за-

данных начальных значениях   ,00k ka a ,     ,10 0k k kb a a  , 1, ,k n . 

Теорема 4. Пусть 
       0 0

p qA t A t , p q , при  0,t T , тогда начальные 

данные   ,10k ka a , 1, ,k n , системы дифференциальных уравнений (9) удо-

влетворяют системе линейных уравнений 

 
 

 

  
 

 

1
,1 1,11

,0 1,0 0,0 1,0

1
,0 1,0 1,0 ,0

,1 1,1 1,1 ,1

1 0

1
ctg ,

2 2

k kk k

k

k kk k

n
k k k qq

k k k q k

q

a aB B
F d

a ac a a

a a a a
a a a a F d





 

 




   



    
     



 

 (10) 

где  

 
 

1

,0 1,0 1,0 ,0

1

sin .
2

j
n

k k k j

k

j

a a a a
F

 

 



    
  
 
 

  

Доказательство. Рассмотрим равенства 

     
 

 

 

1

1

1

1

, , sin ,
2

jk

k

a t n
j

k k

ja t

a t
f a t t f a t t c d



 





  
    

 
    2, , 1k n  , 

где    1 1: 2na t a t    ,            0 0

1 1 1, , .k k k k k kf a t t f a t t t B B A A        

Выполнив замену  1 1k k ka a a      , получим 

             
1

0 0

1 1 1

0

, ,k k k k k k kt B B A A c a t a t J t d           2, , 1k n  , (11) 

где  

 
        

1

1 1

1

, sin .
2

j
n

k k k j

k

j

a t a t a t a t
J t

 

 



    
   

 
 

  

Функцию kJ  можно записать в виде      , ,k k kJ t h g t    , где 

   1
11

1 kk

kh 
  

    ,       1
11

, 1 ,kk

k kg t J t


     . 

Функция  ,kg t  непрерывна вместе с частной производной 
 ,kg t

t

 


 в прямо-

угольнике   , : 0 1,0 0t t        , и интеграл  
1

0

kh d   сходится, сле-

довательно, согласно [[16]. Лемма 2], 

       
   1 1 1 1

0 0 0 0

, ,
, , .

k k

k k k k

g t J t
J t d h g t d h d d

t t t t

    
          

        
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Тогда, дифференцируя (11) по t, получим 

    
   

   
 

         

        
 

1

11

11 0

1

1 1

1 0

1 1

,

1

2

ctg , ,
2

k kk k

k

k kk k

n
q

k k k q

q

k k k q

k

a t a tB B
J t d

a t a tc a t a t

a t a t a t a t

a t a t a t a t
J t d





 



 


   



 
     

   
  



   

2, , 1k n  . Переходя к пределу при t  стремящемся к нулю, получим (10).  

Теорема 4 доказана. 

Как отмечалось выше, метод П.П. Куфарева определения параметров в инте-

грале Кристоффеля–Шварца в работе [9] распространен на случай счетноуголь-

ника с границей, состоящей из отрезков прямых. Метод позволяет пошагово  

построить конформное отображение на произвольный счетноугольник. На n-м ша-

ге рассматривается семейство счетноугольников    , получаемое проведение 

разрезов 
       0

2
m

l l m      вдоль отрезков прямых в некотором начальном 

счетноугольнике  0 , начало разреза 
   0

l   принадлежит границе  0 , пара-

метр   связан с длиной разреза, 0 T  . Если при   стремящемся к T подвиж-

ный конец разреза достигает некоторой граничной точки области  0 , то ядро 

семейства счтеноугольников     можно выбрать различными способами (в про-

цессе построения отображения на каждом шаге выбирается ядро, являющееся 

счетноугольником). Комбинируя метод определения параметров в интеграле 

Кристоффеля–Шварца для счетноугольника, предложенный в работе [9], и метод, 

предложенный в данной работе, можно пошагово построить конформное отоб-

ражение на произвольный счетноугольник так, чтобы на каждом шаге ядро се-

мейства счетноугольников определялось однозначно. Такой подход улучшает 

точность вычислений. 
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