
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2022                                                 Математика и механика                                                 № 78 
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics 

© А.А. Имомов, И.Н. Бозоров, А.М. Хуррамов, 2022 

 

 
Научная статья 

УДК 517.984 MSC: 47A15, 47A75, 81Q10 

doi: 10.17223/19988621/78/2 

 

О числе собственных значений модельного оператора  

на одномерной решетке 
 

Аъзам Абдурахимович Имомов1, Ислом Намозович Бозоров2,  

Абдимажид Моликович Хуррамов3 

 
1 Каршинский государственный университет, Карши, Узбекистан  

2, 3 Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан  

1 imomov_azam@mail.ru 
2 islomnb@mail.ru 

3 xurramov@mail.ru 

 

Аннотация. Рассматривается модельный оператор ( ),h k  ( , ],k −   соответ-

ствующий гамильтониану системы двух произвольных квантовых частиц на одно-

меpной pешетке со специальными дисперсионными соотношениями, описываю-

щими перенос частицы с узла на узлы, взаимодействующих с помощью некоторого 

короткодействующего потенциала притяжения ,v  4
0 1 2 3= ( , , , ) +      . При-

водятся детальные описания изменений числа собственных значений оператора 

энергии ( )h k  относительно значений вектора 4
0 1 2 3= ( , , , ) +       и параметра 

k . 
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Abstract. A model operator ( )h k  ( , ],k −   corresponding to the Hamiltonian of  

a system of two arbitrary quantum particles on a one-dimensional lattice with a special 

dispersion function is considered. The function describes the transfer of a particle from 

site to sites interacting using a short-range attraction potential ,v  

4
0 1 2 3= ( , , , ) +      . The detailed descriptions of changes in the number of 

eigenvalues of the energy operator ( )h k  ( , ],k −  relative to values of the particle 

interaction vector 4
+  and the total quasi-momentum k  of the system of two 

particles is presented. 

Keywords: Schrödinger operator, Hamiltonian of a system of two particles, dispersion 
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Введение 

 

В моделях физики твердого тела [1, 2], а также в решетчатой квантовой тео-

рии поля [3] рассматриваются дискретные операторы, являющиеся решетчатыми 

аналогами оператора Шредингера на евклидовом пространстве. Кинематика 

квантовых частиц на решетке довольно экзотическая [4].  

В непрерывном случае изучение спектральных свойств полного гамильтониа-

на системы двух частиц сводится к изучению двухчастичного оператора Шре-

дингера с помощью выделения энергии движения центра масс так, что двухча-

стичные связанные состояния суть собственные векторы оператора энергии  

с отделенным полным импульсом (при этом такой оператор фактически не зависит 

от значений полного импульса) [5]. Дискретный лапласиан, в отличие от непре-

рывного случая, не является трансляционно-инвариантным, и поэтому гамильто-

ниан системы не разделяется на две части. На решетке выделению центра масс 
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системы отвечает реализация гамильтониана как расслоенного оператора,  

т.е. прямого интеграла семейства операторов (операторов Шредингера) )(kh  энер-

гии двух частиц, зависящих от значений полного квазиимпульса системы двух 

частиц k на d-мерном торе d  [6]. 

В общем случае оператор Шредингера ,)(kh  ,dk   определяется в )(2

dL    

с некоторым дисперсионным соотношением и короткодействующим потенциа-

лом притяжения.  

В работе [7] рассматривается двухчастичный оператор Шредингера ,)(kh  

,3k  ассоциированный c гамильтонианом системы двух одинаковых частиц 

(бозонов), взаимодействующих с помощью парного контактного потенциала при-

тяжения с энергией взаимодействия > 0 . Показано, что оператор либо имеет 

единственное собственное значение, либо не имеет собственных значений в зави-

симости от значений энергии взаимодействия > 0  и полного квазиимпульса 

системы двух частиц 
3k . 

В случаях двух бозонов или двух фермионов, движущихся на решетке и взаи-

модействующих только на ближайших соседних узлах, найдено точное число 

собственных значений соответствующего двухчастичного оператора Шредингера 

( )h k , > 0 , 
dk  , 1,2=d … [8, 9]. Кроме того, в работах [10, 11] были изуче-

ны спектральные свойства одночастичного гамильтониана, описывающего дви-

жение одной квантовой частицы на решетке во внешнем поле. Исследованы чис-

ло собственных значений и их расположение в зависимости от значений энергии 

взаимодействия 0   и 0   ( 2 2 > 0 +  ). 

В работах [12, 13] рассматриваются системы двух произвольных квантовых 

частиц на трехмерной pешетке, где свободный гамильтониан задается со специ-

ально выбранными дисперсионными соотношениями и частицы взаимодейству-

ют с помощью некоторых (выбранных) парных потенциалов притяжения. Изуче-

на зависимость числа собственных значений семейства операторов ( )h k , 
3k , 

1= ( , , ) N
N +    , от энергии взаимодействия частиц = N

+   и полного ква-

зиимпульса 
3k . 

В работе [14] рассматривается система двух произвольных квантовых частиц 

на одномеpной pешетке со специально выбранными дисперсионными соотноше-

ниями, описывающими перенос частицы с узла 0=s  на узлы 2 ,s n=   n , 

взаимодействующих с помощью парного потенциала притяжения. При этом  

в соответствии с дисперсионными соотношениями потенциал взаимодействия ,v  

1
0 1= ( , , , ) N

N
+

+      выбирается таким образом, что определитель Фред-

гольма, соответствующий оператору ( )h k , сводится к произведению определи-

телей Фредгольма операторов ( )
l

h k  и {0,1, , }.l N  Изучено число собствен-

ных значений оператора ( )h k  в зависимости от энергии взаимодействия частиц 

и полного квазиимпульса k , а также найдены условия существования много-
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кратного собственного значения оператора ( )h k , лежащего левее существенно-

го спектра. 

В настоящей работе рассмотрим модельный оператор ( ),h k  ,k  соответ-

ствующий гамильтониану системы двух произвольных квантовых частиц на од-

номеpной pешетке со специальными четными дисперсионными соотношениями, 

описывающими перенос частицы с узла 0=s  на узлы 2= s , взаимодействую-

щих с помощью некоторого парного короткодействующего потенциала притяже-

ния. При этом энергия парных взаимодействий частиц является четной функцией 

и принимает не более четырех значений: 0 ,  1,  2  и 3 .  

Целью настоящей работы является изучение числа собственных значений 

оператора энергии ( )h k  в зависимости от вектора энергии парных взаимодей-

ствий частиц 4
0 1 2 3= ( , , , ) +       и полного квазиимпульса системы двух  

частиц k . 

Отметим, что данная работа в определенном смысле уточняет и обобщает ре-

зультаты работ [10, 11], а также показывает сложную зависимость числа соб-

ственных значений от параметров операторов. 

 

1. Формулировка основных результатов 

 

Пусть  – множество целых чисел, 2 ( )  – гильбертово пространство 

квадратично-суммируемых функций, определенных на .  

В координатном представлении модельный оператор ˆ ,h  соответствующий 

гамильтониану системы двух произвольных квантовых частиц на одномеpной 

pешетке, определяется как ограниченный самосопряженный оператор, действу-

ющий в гильбертовом пространстве )(2  , по формуле  

0
ˆ ˆ ˆ= ,h h v −  

где  

0 1 2 1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )( , ) = [ ( ) ( , ) ( ) ( , )],

s

h n n s n s n s n n s



   + +   +  

1 2 1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ( )( , ) = ( ) ( , ).v n n v n n n n  −   

Здесь 1
ˆ ( )  , 2

ˆ ( )   – некоторые дисперсионные функции, описывающие перенос 

частиц с узла на соседние узлы, и ˆ ( )v   – парный потенциал взаимодействия 

частиц, определенные на   по формулам  

1
, при = 0,

1
ˆ ( ) = , при = 2,

2

0, иначе,

i

i
i

s
m

s s
m






 − 





 и 

02 , при = 0,

ˆ ( ) = , при = , = 1,2,3,

0, иначе,

l

s

v s s l l



 



 

где > 0im  – масса i-й частицы, 1,2=i , и 0n  , 0,1,2,3=n . 



Математика / Mathematics 

26 

Пусть = ( ; ]−   – одномерный тор, − )(2 L гильбертово пространство 

всех квадратично-интегрируемых функций, определенных на .  Переход  

от координатного представления оператора ĥ  к импульсному осуществляется  

с помощью преобразования Фурье (см. [6]):  

( , )
2 2

2

1
ˆ ˆ: ( ) ( ), ( )( ) = ( ) .

2

i p s

s

L p s e



 →   

  

Поэтому в импульсном представлении модельный оператор ,h  соответствующий 

гамильтониану системы двух произвольных квантовых частиц на одномерной 

решетке имеет вид: 
1 1 1

0
ˆ ˆ ˆ:= = .h h h v− − −

  +  

Двухчастичная проблема на решетке с дисперсионными соотношениями 

1 1( )k  и 2 2( )k  и квазиимпульсами 1k  и 2k  в импульсном представлении с по-

мощью отделения полного квазиимпульса системы двух частиц 21= kkk +  и раз-

ложения фон Неймана сводится к изучению эффективной одночастичной про-

блемы: гильбертово пространство )(2 L  разлагается в прямой (непрерывный) 

интеграл фон Неймана, ассоциированный представлением абелевой (дискретной) 

группы  , образованной с помощью перестановочных операторов на решетке  

.)(=)( 22 dkLL
k




 


 

Тогда для оператора h , соответствующего гамильтониану системы двух частиц, 

имеет место разложение фон Неймана [15]: 

= ( ) ,h h k dk   

где квазиимпульс системы двух частиц k пробегает первую зону Бриллюэна 

= / (2 ) . Соответствующий слойный оператор ( )h k  непрерывно зависит 

от квазиимпульса = / (2 )k   . В результате, блaгoдаря потере сферической 

симметричности проблемы, спектр оператора ( )h k  оказывается довольно 

чувствительным к изменениям квазиимпульса k . 

Связанное состояние ,e k  оператора ( )h k  является решением уравнения 

Шредингера  

, , , 2( ) = ( ) , ( ),e k e k e kh k e k L      

и оно непрерывно зависит от квазиимпульса k. Тогда спектр ( )h  оператора h  

выражается с помощью спектра слойных операторов Шредингера ( )h k  с фик-

сированным квазиимпульсом, т.е.  

=1 0( ) = ( ( )) = { ( )} ( ( )),k j k jh h k e k h k          

где )(ke j , = 1,2,j  – собственные значения слойного оператора ( )h k . 
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Воспользовавшись унитарным оператором ),()(: 22  LLU →  определенным 

по формуле (см. [14])  

1 2

2 2
1 21 2

1 1
cos 2

( )
( )( ) = , ( ) = arccos ,

2 1 2 1
cos 2

k
m mk

Uf p f p k

k
m mm m

+
 

−  
 

+ +

 

изучение спектральных свойств оператора ( )h k  сведем к изучению спектраль-

ных свойств семейства операторов ( ),h k  ,k  действующих в гильбертовом 

пространстве )(2 L  по формуле  

0( ) = ( ) ,h k h k − v  

где 0 ( )h k  – оператор умножения на функцию ( )k  :  

2

221
2

121

1
2cos

21
=)(,2cos)(

11
=)(

m
k

mmm
kapka

mm
pk ++−+ , 

и v  – интегральный оператор с ядром 

3

=0

( ) = cos ( ),n

n

v p s n p s −  −  т.е.  

3

2

=0

( )( ) = cos ( ) ( ) , ( ).n

n

f p n p s f s ds f L  − v  

Заметим, что из теоремы Вейля о существенном спектре [17] следует, что 

существенный спектр ( ( ))ess h k  оператора ( )h k  не меняется при компактном 

возмущении v  и совпадает со спектром невозмущенного оператора 0 ( ).h k  Сле-

довательно,  

0( ( )) = ( ( )) = [ ( ), ( )],ess h k h k m k M k   

где  

).(
11

=)(max=)(),(
11

=)(min=)(
2121

ka
mm

pkMka
mm

pkm k
p

k
p

++−+





 

Поскольку 0, v  то  

).(),,)((=),)((sup),)((sup 20 LfffkMffkhffkh   

Поэтому опеpатоp ( )h k  не имеет собственных значений, лежащих правее суще-

ственного спектра, т.е.  

( ( )) ( ( ), ) = .h k M k     

Замечание 1. Пусть )()( 22,  LL e   – подпространство четных, а 

)()( 22,  LL o   – подпространство нечетных функций. Известно, что имеет 

место равенство )()(=)( 2,2,2  oe LLL  . Гильбертовы пространства 2, ( )eL  

и 2, ( )oL  являются инвариантными относительно самосопряженного операто-

ра ( ).h k  Обозначим через , ( )eh k  и , ( )oh k  сужения ( )
2,

( ) |L
e

h k  и ( )
2,

( ) |L
o

h k  
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оператора ( )h k  на )(2, eL  и 2, ( )oL  соответственно. Операторы , ( )eh k  и 

, ( )oh k  действуют в )(2, eL  и )(2, oL  соответственно по формулам  

, 0 ,( ) = ( )e eh k h k − v  и , 0 ,( ) = ( ) ,o oh k h k − v  

где ,ev  и ,ov  – интегральные операторы, действующие по формулам  

3

, 2,

=0

( ) = cos cos ( ) , ( ),e n e

n

f p np nsf s ds f L  v  

3

, 2,

=0

( ) = sin sin ( ) , ( ).o n o

n

f p np nsf s ds f L  v  

Заметим, что  

, ,( ( )) = ( ( )) ( ( ))e oh k h k h k      и , ,( ( )) = ( ( )) ( ( )).d d e d oh k h k h k      

Положим  

 0,1,2,3=,),;(=);(,
)(

coscos
=);( mnzkczkc

zq

mqdqnq
zkc nnn

k

nm
− 

 (1) 

и  

 1,2,3.=,),;(=);(,
)(

sinsin
=);( rlzkszks

zq

rqdqlq
zks lll

k

lr
− 

 (2) 

Из представления )( pk  следует, что )(min pk
p




 достигается только в нуле. 

Поэтому интеграл  

1,2,3=,
)()(

sin
2

l
kmq

lqdq

k − 
 

сходится и принимает положительное значение. 

Положим  

1 ( )
( ) = ( ( ; ( ))) = , = 1,2,3.l l

a k
k s k m k l

l

−


 

Для того чтобы сформулировать точные результаты о числе собственных 

значений операторов , ( )eh k  и , ( )oh k , а также их расположении, введем 

следующие разбиения: (1)
  и (2)

 , = 1,2 , или же (1) ,  = 0,1  и 
(2)

,  

= 0,1,2  (рис. 1, 2), плоскостей 0 2O   и 1 3O   параметров 0 2, +    и 

1 3, +   :  

(1)

1

(1)

0

(1)

2

(1)

1

2 ==  +  и ,== (2)

2

(2)

1

(2)

0

(2)

2

(2)

1

2  +  

где  

2
( ) 2 2

1 1 1 21
1 2

( )
= ( , ) : ( ) ,

( )

k
k

k


− + + +

−

  
      + 

 −  

 

2
( ) 2 2

1 1 1 22
1 2

( )
= ( , ) : > ( ) ,

( )

k
k

k


− + + +

−

  
     + 

 −  
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   (1) (1)2 2
0 2 2 2 0 2 2 20 1= ( , ) : ( ) , = ( , ) : > ( ) ,k k+ +            

2
(2) 2 2

1 3 1 2 3 20
1 2

( )
= ( , ) : < 3 ( ), ( ) ,

3 ( )

k
k k

k
+

  
        + 

 −   

 

2
(2) 2 2

1 3 1 2 3 21
1 2

( )
= ( , ) : < 3 ( ), > ( )

3 ( )

k
k k

k
+

 
       +

 − 

 

или 
2
2

1 2 3 2
1 2

( )
> 3 ( ), ( ) ,

3 ( )

k
k k

k

 
     + 

 −  

 

2
(2) 2 2

1 3 1 2 3 22
1 2

( )
= ( , ) : > 3 ( ), > ( ) .

3 ( )

k
k k

k
+

  
       + 

 −   

 

 

    
а  b  

Рис. 1. Схема расположения множеств (1)

i  и (2)

i , i = 1, 2 

Fig. 1. The layout of the sets (1)

i  and (2)

i , i = 1, 2 

 

   
а  b  

Рис. 2. Схема расположения множеств 
(1)

i , i = 0, 1 и 
(2)

j , j = 0, 1, 2 

Fig. 2. The layout of the sets 
(1)

i , i = 0, 1 and 
(2)

j , j = 0, 1, 2 

 

Следующие теоремы описывают число и расположение собственных 

значений операторов , ( )eh k  и , ( )oh k . 

Теорема 1. Пусть либо 21 mm   и ,k  либо 21 == mmm  и 
2

k


  . Тогда 

для каждого k  справедливы следующие утверждения: 
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1. Если 
(1)

0 2( , ) ,    
(2)

1 3( , ) ,    , = 1,2,   то оператор , ( )eh k  имеет 

ровно +  собственных значений с учетом кратности, лежащих левее суще-

ственного спектра. 

2. Если 
(1)

0 2( , ) ,    
(2)

1 3( , ) ,    = 0,1 , = 0,1,2,  то оператор , ( )oh k  

имеет ровно +  собственных значений с учетом кратности, лежащих левее 

существенного спектра.  

Теорема 2. Пусть 21 == mmm  и =
2

k


 . Тогда оператор , ( )eh k  (соответ-

ственно , ( )oh k ) имеет ровно четыре (соответственно три) собственных зна-

чения с учетом кратности, лежащих левее существенного спектра.  

Следующая теорема устанавливает нижнюю и верхнюю границы для числа 

собственных значений оператора ( )h k .  

Теорема 3. 1. Пусть либо 21 mm   и ,k  либо 21 == mmm  и 
2

k


  . Тогда 

для каждого k  оператор ( )h k  имеет не менее двух и не более семи соб-

ственных значений с учетом кратности, лежащих левее существенного спектра. 

2. Пусть 21 == mmm  и =
2

k


 . Тогда оператор ( )h k  имеет ровно семь 

собственных значений с учетом кратности, лежащих левее существенного 

спектра.  

Замечание 2. Пусть выполняется условие 1 теоремы 3. Если 0 2( , ) ,    

= 1,3 , 1 3( , ) ,    = 1,4 , то для каждого k  оператор ( )h k  имеет 

ровно +  собственных значений с учетом кратности, лежащих левее суще-

ственного спектра, где  

,=,=,= (1)

1

(1)

23

(1)

1

(1)

12

(1)

0

(1)

11    

.=,=,=,= (2)

2

(2)

24

(2)

1

(2)

23

(2)

1

(2)

12

(2)

0

(2)

11    

 

2. Эскиз доказательства основных результатов 
 

Введем функцию ( ; ) := ( ; )k k     определенную в )](),([\ kMkm : 

 ),;();(=);( zkzkzk oe   (3) 

где  

 ),;();(=);(),;();(=);( (2)(1)(2)(1) zkzkzkzkzkzk oooeee   (4) 

 
( ) 2( ; ) = (1 ( ; ))(1 ( ; )) ( ; ),e k z c k z c k z c k z

       − − −   (5) 

 
( ) 2( ; ) = (1 ( ; ))(1 ( ; )) ( ; ),o k z s k z s k z s k z

       − − −   (6) 

= 1, = 1, = 1,2.  −   +   

Связь между нулями функции );( zk  и собственными значениями оператора 

( )h k  устанавливается следующей леммой: 
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Лемма 1. Для любого k  число )(< kmz  является m-кратным собствен-

ным значением оператора ( )h k  тогда и только тогда, когда оно является  

m-кратным нулем функции );(  k , т.е. 0=);( zk .  

Аналогичная лемма доказана в работе [14]. 

Следствие 1. Для любых 2
1 1( , )− + +   , = 1,2 , и k  число )(< kmz  

является собственным значением оператора 
( )
, ( )eh k

  (соответственно 
( )
, ( ))oh k

  

тогда и только тогда, когда оно является нулем функции 
( ) ( ; )e k   (соответ-

ственно 
( ) ( ; ))o k  , = 1,2 . Причем каждое собственное значение оператора 

( )
, ( )eh k

  (соответственно 
( )
, ( ))oh k

  является простым (см. ниже предложение 3), 

где операторы 
( )
, ( )eh k

  и 
( )
, ( )oh k

  зависят только от пар значений 
2

1 1( , )− + +   , 

= 1,2 , т.е.  

( ) ( ) ( ) ( )
, 0 , , 0 ,( ) = ( ) , ( ) = ( ) , = 1,2,e e o oh k h k h k h k   

   − − v v  

( )
,e

v  и 

( )
,o

v  есть интегральные операторы  

( )
, 1 1( )( ) = ( cos( 1) cos( 1) cos( 1) cos( 1) ) ( ) ,e f p p s p s f s ds

 − +  −  − +  +  +v  

( )
, 1 1( )( ) = ( sin( 1) sin( 1) sin( 1) sin( 1) ) ( ) .o f p p s p s f s ds

 − +  −  − +  +  +v  

Следующие предложения 1 и 2 доказываются аналогично предложениям 1 и 2 

в работах [10, 11]. 

Предложение 1. I. Для любого k  функции ),;( kcnm  0,2,4,6,=mn +  

0,1,2,3=,mn  и ),;( kslr  2,4,6,=rl +  1,2,3,=,rl  аналитичны в ,)](),([\ kMkm  

положительны и монотонно возрастают на ))(,( km− . 

II. Пусть либо 21 mm   и ,k  либо 21 == mmm  и 
2

k


  . Тогда для любых 

1 0,−   1 0,+   = 1,2 , и k  имеют место равенства (асимптотические 

разложения)  

 

1 1
( ) ( )( ) 2 2

01

2

( ; ) = ( )( ( ) ) ( ) (( ( ) ) ), ( ) 0,e k z k m k z k O m k z z m k
−

 

−
 − + + − → −E E  (7) 

 

1
( )( ) 2
0( ; ) = ( ) (( ( ) ) ), ( ) 0,o k z k O m k z z m k
 + − → −O  (8) 

где  

1 1 1 1 2( )

1 3
2 2

[ ( ) ( )]
( ) = ,

( )

k
k

k

− + − +

−

   −  + 


E  

2
2 1 1 2 1 1( )

0 2
2

2 ( ) [( 1) ( 1) ] ( ) ( 1)
( ) = ,

2 ( )

k k
k

k

− + − +
 +  −  +  +   −  +  


E  
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2
2 1 1 2 1 1( )

0 2
2

2 ( ) [( 1) ( 1) ] ( ) ( 1)
( ) = .

2 ( )

k k
k

k

− + − +
 −  −  +  +   +  −  


O  

Предложение 2. I. Для любых 0,n   0,1,2,3=n  и k  функция 1 ( ; )n nc k−   

имеет единственный нуль ( ) ( , ( ))n k m k  − , т.е.  

 1 ( ; ( )) = 0, = 0,1,2,3.n n nc k k n−   (9) 

II. Пусть либо 21 mm   и ,k  либо 21 == mmm  и 
2

k


  . Тогда для любых 

0,l   1,2,3=l , и k  справедливы следующие утверждения: 

II.1. Если ( )l l k   , то функция 1 ( ; ),l ls k−   1,2,3=l , не имеет нулей на 

интервале ))(,( km− . 

II.2. Если > ( )l l k  , то функция 1 ( ; ),l ls k−   1,2,3=l , имеет единственный 

нуль ( ) < ( )l k m k .  

Заметим, что в силу следствия 1 и представления (3) исследование нулей 

функции );(  k  сводится к изучению нулей функций ( ) ( ; )e k   и ( ) ( ; )o k  , 

= 1,2 , определяемых через (5) и (6), соответственно. 

Отметим, что 
( )

,( ) = 2erank 
v  (соответственно 

( )
,( ) 2orank 

 v ), = 1,2 . Поэто-

му имеет место следующая 

Лемма 2. Оператор 
( )
, ( )eh k

  (соответственно 
( )
, ( ))oh k

 , = 1,2 , имеет не 

более двух собственных значений (с учетом кратности), которые лежат левее 

точки )(= kmz .  

Положим  
( ) ( )

1 1 max 1 1min ( ) = min{ ( ), ( )}, ( ) = max{ ( ), ( )}, = 1,2k k k k k k
 

− + − +       , 

и  

min 1 3 max 1 3( ) = min{ ( ), ( )}, ( ) = max{ ( ), ( )}.k k k k k k       

Предложение 3. Пусть либо 21 mm   и ,k  либо 21 == mmm  и .
2

k


   

Тогда для любых 
2

1 1( , ) ,− + +    = 1,2 , и k  справедливы следующие 

утверждения: 

I. Если 
( )

1 1 1( , ) ,


− +    то функция );()(  ke


 имеет единственный нуль 

( 1) ( ) < ( ).ez k m k
 При этом 

( )( 1)
min( ) < ( )ez k k
  . 

II. Если 
( )

1 1 2( , )


− +   , то функция 
( ) ( ; )e k   имеет только два нуля 

( 1) ( ) < ( )ez k m k
 и 

( 2) ( ) < ( )ez k m k
. При этом выполняются соотношения  

( )( 1) ( ) ( 2)
maxmin( ) < ( ) ( ) < ( ).e ez k k k z k

      

III. Если 
(1)

0 2 0( , )    (соответственно 
(2)

1 3 0( , )   ), то функция );((1)  ko  

(соответственно ));((2)  ko  не имеет нулей на интервале ))(,( km− . 



Имомов А.А., Бозоров И.Н., Хуррамов А.М. О числе собственных значений модельного оператора 

33 

IV. Если 
(1)

0 2 1( , )    (соответственно 
(2)

1 3 1( , )   ), то функция );((1)  ko  

(соответственно ));((2)  ko  имеет единственный нуль )(<)((1) kmkzo  (соответ-

ственно )(<)((21) kmkzo . При этом 
(21)

min( ) < ( ))oz k k . 

V. Если 
(2)

1 3 2( , ) ,    то функция );((2)  ko  имеет только два нуля –

)(<)((21) kmkzo  и )(<)((22) kmkzo . При этом выполняются соотношения  

(21) (22)
min max( ) < ( ) ( ) < ( ).o oz k k k z k    

Доказательство. I. В силу утверждения I предложения 2 функции 

1 11 ( ; )c k− −−   и 1 11 ( ; ),c k+ +−   = 1,2 , монотонно убывают и имеют един-

ственные нули 1( )k−  и 1( )k+  на интервале )),(,( km−  поэтому для любого 

( )
min< ( ),z k


  имеем  

1 1 1 1 11 ( ; ) > 1 ( ; ( )) = 0,c k z c k k− − − − −− −   

1 1 1 1 11 ( ; ) > 1 ( ; ( )) = 0.c k z c k k+ + + + +− −   

Отсюда и из утверждения I предложения 1 следует, что неравенство  
( ) ( ; )( ; ) ( ; )

= (1 ( ; )) (1 ( ; ))e
c k zk z c k z

c k z c k z
z z z




     

 
− − − − −

  
 

( ; )
2 ( ; ) < 0, = 1, = 1, = 1,2

c k z
c k z

z



  


−     −   + 


, 

выполняется при всех 
( )
min< ( ),z k


  т.е. функция 
( ) ( ; )e k   монотонно убывает на 

интервале 
( )
min( , ( )).k


−   Из равенств (1), (5) и (9) следуют соотношения  

( ) ( ; ) = 1,lim e
z

k z

→−

  

 ( ) ( ) 2 ( )( ; ( )) = ( ; ( )) < 0,e min mink k c k k  
    −    (10) 

при = 1,  −  = 1,  +  = 1,2.  

Поэтому существует единственное число 
( )( 1)
min( ) < ( )ez k k
   такое, что  

( ) ( 1)( ; ( )) = 0.e ek z k   

Покажем, что функция 
( ) ( ; )e k   не имеет нулей на интервале 

( )
min( ( ), ( )),k m k


  

а именно  

 
( ) ( ; ) < 0e k z  при 

( )
min( ( ), ( )).z k m k


   (11) 

Если предположить противное, т.е. 
( )

1 1 1( , ) ,


− +    = 1,2 , и выполняется 

неравенство 
( ) ( ; ) 0e k    для некоторого 

( )
min( ( ), ( )),k m k


   то в силу нера-

венств (10) и 
( )

( ) 0

( ; ) < 0,lim e
z m k

k z

→ −

  а также непрерывности функции 
( ) ( ; )e k   она 

имела бы не менее двух нулей (с учетом кратности) на интервале 
( )
min( ( ), ( ))k m k


 , 

а в силу (5) функция 
( ) ( ; )e k   имела бы не менее трех нулей на интервале 

)),(,( km−  что противоречит утверждению леммы 2. 
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В силу леммы 2 из неравенства (11) вытекает, что функция 
( ) ( ; )e k   не имеет 

нулей на интервале 
( )
min( ( ), ( )),k m k


  что доказывает утверждение I предложения. 

II. Выше мы уже доказали, что функция 
( ) ( ; )e k   (см. доказательство пункта I) 

имеет единственный нуль на интервале 
( )
min( , ( )).k


−   Из условия пункта II имеем  

( )

( ) 0

( ; ) = .lim e
z m k

k z

→ −

 +  

Отсюда и из (9), рассуждая как выше, приходим к заключению, что функция 
( ) ( ; )e k   на 

( )
max( ( ), ( ))k m k  имеет единственный нуль 

( 2) ( )ez k
 (если бы она 

имела больше одного нуля, это противоречило бы лемме 2). 

Таким образом, 
( 1) ( )ez k

 и 
( 2) ( )ez k

 являются нулями функции 
( ) ( ; )e k   на 

( , ( )),m k−  что доказывает утверждение II. 

III. Пусть < ( ).z m k  В силу утверждения I предложения 1 функции ),;( ksn  

1,2,3=n , и );(13 ks  монотонно возрастают на интервале ))(,( km−  и в силу 

утверждения II.1 предложения 2 при всех < ( )z m k  имеют место неравенства  

))(;(<);( 1313 kmkszks  

и  

1 ( ; ) > 1 ( ; ( )) 0n n n ns k z s k m k− −  . 

Отсюда, из (6) и в силу условия III предложения 3 имеем  
(1) (1)( ; ) > ( ; ( )) 0,o ok z k m k    

(2) 2
1 1 3 3 1 3 13( ; ) > (1 ( ; ( )))(1 ( ; ( ))) ( ; ( )) 0.o k z s k m k s k m k s k m k − − −    

Следовательно, функция );((1)  ko  (соответственно );((2)  ko ) не имеет нулей на 

интервале ))(,( km− . 

Утверждения IV и V предложения 3 доказываются аналогично доказательству 

утверждений I и II.  

Доказательство теоремы 1. 1. Пусть )(< kmz . Согласно утверждениям I, II 

предложения 3 имеем  
(1)

0 2 1(1)

(1)
0 2 2

имеет единственныйнуль при ( , ) ,
( ; ) =

имеет только два нуля при ( , ) ,
e k

   
  

  

 

(2)
1 3 1(2)

(2)
1 3 2

имеет единственныйнуль при ( , ) ,
( ; ) =

имеет только два нуля при ( , ) .
e k

   
  

  

 

В силу леммы 1, учитывая представления (3)–(6) и условие 1 теоремы 1, 

получим, что оператор , ( )eh k  имеет ,+  , = 1,2  , собственных значений 

при 
(1)

0 2( , ) ,    
(2)

1 3( , )    . 

2. Пусть )(< kmz . В силу утверждений III–V предложения 3 имеем  

(1)
0 2 0(1)

(1)
0 2 1

не имеет нулей при ( , ) ,
( ; ) =

имеет единственныйнуль при ( , ) ,
o k

   
  

  
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(2)
1 3 0

(2)(2)
1 3 1

(2)
1 3 2

не имеет нулей при ( , ) ,

( ; ) = имеет единственныйнуль при ( , ) ,

имеет только два нуля при ( , ) .

o k

   


    


  

 

С учетом леммы 1 получаем утверждение 2 теоремы 1. 

Доказательство теоремы 2. Пусть 21 == mmm  и =
2

k


 . В этом случае 

функция )(k  не зависит от ,p  т.е. .
2

=)(=)(
m

kmpk  Отсюда следует 

0=);(=);(=);( 131302 zkszkczkc , и после элементарных вычислений находим, что 

функции );(  ke  и ),;(  ko  определяемые по формуле (4), имеют вид:  

3 3

=0 =1

( ; ) = ( ; ), ( ; ) = ( ; ),e n o l

n l

k z k z k z k z      

где  

0 0

2
( ; ) = 1 , ( ; ) = ( ; ) = 1 , = 1,2,3.

2 2
n n n

m m
k z k z k z n

zm zm

 
 −   −

− −
 

В силу непрерывности и монотонности функции ( ; )n k   (соответственно 

( ; ))l k  , учитывая равенства  

2
0

( ; ) = , ( ; ) = 1lim limn n
z

z
m

k z k z
→−

→ −

 −   

2
0

соответственно ( ; ) = , ( ; ) = 1lim liml l
z

z
m

k z k z
→−

→ −

 
 

 − 
 
 
 

, 

приходим к выводу, что функция ( ; )n k   ( ( ; ))l k   имеет единственный нуль на 

интервале )).(,( km−  Следовательно, функция );(  ke  (соответственно ));(  ko  

имеет четыре 
(0)

0 0

2
( ) = 2 ,ez

m
 −   

( ) 2
( ) = ,n

e n nz
m

 −   1,2,3=n  (три 

( ) 2
( ) = ,l

o l lz
m

 −   1,2,3=l ) нуля на интервале )).(,( km−  

Согласно лемме 1, получаем доказательство утверждения теоремы 2. 

Доказательство теоремы 3 следует из леммы 1, предложения 3 и теорем 1, 2. 
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