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Аннотация. Представлено приближенное аналитическое решение для случая гео-

метрически-нелинейного изгиба тонкой упругой консоли под действием равномерно 

распределенной поперечной нагрузки гравитационного типа. Решение основано на 

модификации линеаризованного уравнения Эйлера–Бернулли условием сохранения 

криволинейной длины. Для верификации решения проведено экспериментальное 

исследование геометрически-нелинейного изгиба консоли, получены стрела про-

гиба, осевое смещение и формы изгиба. Сравнение показало качественное и коли-

чественное соответствие между экспериментальными и теоретическими данными. 
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Abstract. This paper describes an approximate analytical solution for the geometrically 

nonlinear bending of a thin elastic cantilever beam under a uniformly distributed gravity 

load. The solution is based on the linearized Euler-Bernoulli equation of mechanics of 

materials. Traditionally, such a linear approach is used for small (geometrically linear) 

deflections. The authors have modified the original equation with an arc-length preserva-

tion condition. The modified solution allows one to obtain bending shapes, deflection, 

and axial displacement in the range of loads corresponding to geometrically nonlinear 

bending of a beam (large deflections). 

An experimental study is conducted to verify the proposed solution. A thin steel band 

bent by gravity is used as a sample. Changes in the length of the bent sample part allow 

one to obtain various dimensionless load parameters. The deflections and axial displace-

ments averaged on experimental statistics are determined. Bending shapes are obtained 

by the least square method of 5th order.  

Experimental and theoretical data are shown to be in good agreement. This fact confirms 

that the approximate analytical solution can be applied to solve large deflection problems 

in a wider range of loads than normally considered in the original linear theory. 

Keywords: cantilever, geometrically nonlinear bending, large deflections, distributed 

load, experiment 
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Задачи геометрически-нелинейного изгиба тонких гибких стержней под дей-

ствием различных видов нагружения важны для различных приложений в науке 

и технике, в которых стержень может быть подвержен большим деформациям, 

величина которых может быть сопоставима с длиной самого стержня. К таким 

практическим приложениям относятся разработка трансформируемых антенн  

с гибкими элементами [1], разработка перспективных микро- и нано- электроме-

ханических систем (MEMS и NEMS) [2, 3], разработка «податливых» механиз-

мов [4] и др.  

Подобные задачи при различных способах распределенного нагружения 

стержней решаются численными и аналитическими методами многими отече-

ственными и зарубежными исследователями. В работе [5] F. Rohde (1952) пред-

ставлено аналитическое приближенное решение для стержня под действием рав-

номерно-распределенной нагрузки путем представления угла наклона касатель-

ной к точке стержня в степенной ряд по криволинейной длине стержня. R. Frisch-

Fay (1961) [6] представил аналитическое приближенное решение для изгиба  

консоли и выпучивания вертикального стержня равномерно-распределенной 

нагрузкой. Решение представлено в виде степенного ряда по синусоидальным 

функциям. R. Shmide и D. DaDeppo (1970) [7] получили точное решение для из-

гиба консольных стержней и колон под собственным весом. Решение представ-

лено в виде бесконечного степенного ряда. C.Y. Wang (1986) [8] провел критиче-

ский обзор работ по теме изгиба стержней под собственным весом в различных 
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случаях. В работе G. Scarpello и D. Ritelli (2011) [9] представлено точное решение 

для различных случаев нагружения консоли, включая случай консоли при попе-

речной гравитационной нагрузке. Решение получено в эллиптических интегралах 

и гипергеометрических функциях. В работе L. Chen (2010) [10] предложена до-

статочно простая численная техника для определения больших деформаций тон-

кого упругого стержня. Рассмотрено несколько случаев, в том числе изгиб  

равномерно распределенной нагрузкой гравитационного типа. Также в этой ра-

боте приведено сравнение с экспериментальными данными из статьи Т. Belendez 

и соавт. (2003) [11] для случая комбинированной нагрузки (поперечная сосре-

доточенная на конце и собственный вес консоли). В работе [12] E. Barbieri 

(2020) получено решение для изгиба стержня равномерно-распределенной  

следящей нагрузкой, решение получено с применением гипергеометрических 

функций.  

В литературе также представлены экспериментальные исследования изгиба 

консоли поперечной равномерно-распределенной нагрузкой [11, 13–16]. В работе 

[14] авторства H. Lee и соавт. (1964) проведен эксперимент по изгибу тонких 

упругих консолей поперечной гравитационной нагрузкой. Использовались об-

разцы разной длины, изготовленные из эпоксидной смолы. Авторы привели не-

которые формы изгиба, стрелу прогиба и осевое смещение. Также методами фо-

тоупругости были получены распределения напряжений в консоли при изгибе. 

Однако авторы не привели данных о модуле Юнга образцов. В остальных рабо-

тах [11, 13, 15, 16] были рассмотрены случаи комбинированной нагрузки – соче-

тания собственного веса консоли с поперечной сосредоточенной нагрузкой на 

свободном конце консоли. В этих работах не проводились исследования поведе-

ния консоли при различных значениях нагрузки гравитационного типа. В работе 

Z. Gosar (2014) [13] проведен эксперимент с пластиковой полосой под действием 

комбинированной нагрузки. Модуль Юнга был измерен экспериментально с по-

мощью соответствующего оборудования, затем уточнен таким образом, чтобы 

разница между экспериментальными и теоретическими данными была мини-

мальной. Приведены формы изгиба, построенные по пяти экспериментальным 

точкам. При этом в работе приведены неполные данные об образце, что не дает 

возможности оценить диапазон безразмерных нагрузок.  

В исследовании A.R. Bahari и соавт. [15] проведен численный анализ геометри-

чески-линейного и геометрически-нелинейного изгиба консоли комбинированной 

нагрузкой, который был сравнен с полученными экспериментальными данными 

изгиба тонкой стальной полосы. В эксперименте была получена только стрела 

прогиба консоли. Безразмерная гравитационная нагрузка составила μ = 0.01, где 

безразмерный параметр нагрузки µ = WL2/2EJ, W – вес консоли, L – длина консо-

ли, E – модуль Юнга, J – момент инерции поперечного сечения стержня.  

В публикации T. Belendez и соавт. (2003) [11] проведен эксперимент с тонкой 

стальной консолью по действием комбинированной нагрузки. В работе приведе-

ны стрела прогиба и осевое смещение при значении гравитационной безразмер-

ной нагрузки μ = 0.91, показаны формы изгиба для трех значений поперечной 

нагрузки. 

Таким образом, в литературе экспериментальные исследования изгиба консо-

ли исключительно равномерно-распределенной поперечной нагрузкой практиче-

ски не представлены.  
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Постановка задачи 

 

В данной работе будет рассмотрен геометрически-нелинейный изгиб тонкой 

упругой консоли под действием поперечной равномерно-распределенной нагруз-

ки гравитационного типа (рис. 1). В процессе изгиба консоль длины L постоянно-

го поперечного сечения и постоянной жесткости EJ подвергается действию рав-

номерно-распределенной нагрузки интенсивностью w. В процессе изгиба консо-

ли направление нагрузки w не изменяется. В результате изгиба консоль получает 

прогиб f и осевое смещение δx. 
 

 

Рис. 1. Схема изгиба консоли поперечной равномерно-распределенной нагрузкой 

Fig. 1. Scheme of bending for a cantilever beam under transversal uniformly distributed load 
 

Согласно классической теории изгиба балок в нашем случае приняты следу-

ющие допущения:  

– не учитываются деформация сдвига;  

– материал консоли изотропный и линейно-упругий;  

– консоль является нерастяжимой;  

– сечение консоли является постоянным.  

Цель работы – обобщение ранее предложенного авторами в [17] метода мо-

дификации линейных формул на случай поперечной равномерно-распределенной 

нагрузки гравитационного типа и его валидация путем сравнения с полученными 

экспериментальными данными. 

 

Приближенное решение. Модифицированные выражения 

 

Для получения аналитического решения при решении задачи изгиба тонкого 

упругого стержня под действием различных нагрузок традиционно используется 

нелинейное уравнение Эйлера–Бернулли:  

 

3/2
22

2

( )
1

M x d y dy

EJ dxdx

−

  
= +  

   

, (1) 

где M(x) – действующий момент, x и y – координаты точек формы изгиба стерж-

ня. Решение уравнения (1) в точной геометрически-нелинейной формулировке 

является нетривиальной задачей, приводящей к решениям в эллиптических инте-

гралах, гипергеометрических функциях и бесконечных рядах, как, например, в [9]. 

В классической теории сопротивления материалов изгиб стержня под нагруз-

кой рассматривается в приближенной линейной формулировке. Для этого при-



Зуев Д.М., Макаров Д.Д., Охоткин К.Г. Экспериментальное и аналитическое исследование  

103 

нимается допущение, что прогибы являются малыми, и это дает основание лине-

аризовать правую часть уравнения (1):  

 
2

2

( )M x d y

EJ dx
= .  (2) 

В случае консоли, заделка которой находится в начале координат, начальные 

условия y(0) = 0, y’(0) = 0. При гравитационной нагрузке w действующий момент 

будет выглядеть как  

 
2( )

2

w L x
M

−
= − , (3) 

где w – интенсивность распределенной нагрузки. 

Учитывая начальные условия и выражение для действующего момента (3), 

проинтегрируем (2) и получим выражение для формы изгиба [18]:  

 2 2 3 4(6 4 )
24

w
y L x Lx x

EJ
= − + . (4) 

Далее для удобства будем использовать безразмерные координаты (ζ, η) и 

безразмерный параметр нагрузки μ:  

 3/ ; / ; / 2 .x L y L wL EJ =  =  =  (5) 

В таком случае выражение для формы изгиба (5) примет в безразмерных па-

раметрах вид:  

 4 3 21
( , ) ( 4 6 )

12
μ   =  −  +  . (6) 

В теории сопротивления материалов [18] стрела прогиба определяется со-

гласно следующему упрощенному выражению:  

 
1

( ,1)
12

f =   =  . (7) 

Такое выражение справедливо, если считать деформации малыми и можно 

пренебречь смещением конца стержня в горизонтальном направлении (осевым 

смещением). Таким образом, математический смысл выражения (7) в сохранении 

проекции длины изогнутой консоли на горизонтальную ось. Считается, что дан-

ный подход справедлив для величин прогибов, не превышающих 3–5% от длины 

стержня [18, 19], что соответствует интервалу безразмерной нагрузки 0 < μ < 0.6. 

Авторами ранее был предложен оригинальный метод модификации линейных 

выражений для стрелы прогиба [17], что позволяет получать с помощью линей-

ных выражений усовершенствованные формулы для геометрически-нелинейных 

изгибов стержня. В работе [17] показано, что результат, полученный с помощью 

модифицированных линейных выражений, имеет высокую степень приближения 

к точным аналитическим решениям в эллиптических функциях.  

Рассмотрим приложение авторского метода к случаю изгиба тонкой упругой 

консоли равномерно-распределенной нагрузкой гравитационного типа. Данный 

метод предлагает использовать условие сохранение криволинейной длины кон-

соли для получения стрелы прогиба, осевого смещения и форм изгиба. Условие 

сохранение криволинейной длины выглядит следующим образом:  

 

1/2
1

2

0

dη( ,μ)
1 [ ] d 1

d

− 
+  = 

 
 , (8) 
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где δζ = δx/L – безразмерное осевое смещение конца стержня. Подставляя (6)  

в (8), получим явный вид условия сохранения длины: 

 

1/2
3

1
3 2

0
1 [ ( )] d 1

3

−  
+  − +   = 

  
 .  (9) 

Из уравнения (9) требуется найти безразмерное осевое смещение δζ. Это 

можно сделать любым численным методом (методом бисекции, к примеру).  

Далее для получения стрелы прогиба требуется определить прогиб конца стерж-

ня в точке 1 – δζ:  

 η( ,1 )f =  − . (10) 

Для получения форм изгиба нужно воспользоваться выражением (6) и при  

этом учитывать, что следует проводить построение формы изгиба в интервале  

0 < ζ < (1 – δζ). 
 

Экспериментальная установка и методика эксперимента 
 

Эксперимент для валидации приближенного аналитического решения проводил-

ся на установке, представляющей собой штатив, на котором с помощью каретки 1 

закреплен образец 2 (рис. 2). Регистрация параметров изогнутой консоли произ-

водилась на зеркальную фотокамеру Canon 600D с объективом EF-S 18–55 мм.  

Полученный фотоматериал был обработан с помощью программного обеспе-

чения Graph2Digit, которое предназначено для оцифровки графиков с отсканиро-

ванных бумажных носителей. Для этого согласно метке-эталону 3 выставлялась 

координатная сетка, затем согласно положению консоли на фото выставлялся 

набор точек вдоль изогнутой консоли для оцифровки.  
 

 

Рис. 2. Схема экспериментальной установки  

Fig. 2. Design of the experimental setup  
 

В эксперименте использовалась стальная полоса, параметры которой пред-

ставлены в табл. 1. Для изменения безразмерной нагрузки μ в процессе экспери-

мента изменялась эффективная длина консоли (длина образца, которая участвует 

в изгибе). Изменение эффективной длины происходило с шагом 5 см (эффективная 

длина консоли в эксперименте составила от 30 до 100 см).  
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Т а б л и ц а  1  

Параметры образца 

Полная длина, см  104 

Масса, г 297.3 

Линейная масса, г/см 2.86 

Ширина, мм 39.2 

Толщина, мм 0.95 

Модуль упругости, ГПа 210 
 

Полученный набор точек для форм изгиба был выгружен в формате электрон-

ных таблиц, где данные были приведены к безразмерным координатам (ζ, η) и 

безразмерной нагрузке по следующим формулам:  

/x L = ; /y L = ; 2 / 2WL EJ = .  

Из полученного набора точек для форм изгиба были извлечены данные для 

стрелы прогиба f и безразмерного осевого смещения δζ. Эксперимент был прове-

ден семь раз для минимизации погрешности. Данные для стрелы прогиба и осе-

вого смещения были усреднены. Для форм изгиба методом наименьших квадра-

тов были получены полиномы пятой степени.  
 

Полученные экспериментальные результаты 
 

В процессе выполнения эксперимента были получены стрела прогиба и осевое 

смещение конца стержня на интервале безразмерных нагрузок 0 < µ < 2.4 (рис. 3, a), 

формы изгиба для ряда безразмерных нагрузок μ (рис. 3, b). В табл. 2 приведены 

экспериментальные данные для стрелы прогиба и осевого смещения. 
 

               
                                            a                b 

Рис. 3. Полученные экспериментальные данные: a – безразмерные стрела прогиба f и осевое 

смещение образца δζ в зависимости от безразмерной нагрузки μ; b – формы изгиба.  

Цифрами обозначены формы, соответствующие следующим безразмерным нагрузкам:  

μ = 0.064 (1); μ = 0.298 (2); μ = 0.515 (3); μ = 0.818 (4); μ = 1.221 (5); μ = 1.738 (6); μ = 2.384 (7) 

Fig. 3. The obtained experimental data: (a) dimensionless deflection f and axial displacement δζ 

as functions of dimensionless load μ and (b) bending shapes.  

Numbers indicate bending shapes for the following dimensionless loads:  

μ = (1) 0.064, (2) 0.298, (3) 0.515, (4) 0.818, (5) 1.221, (6) 1.738, and (7) 2.384 
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Т а б л и ц а  2  

Полученные экспериментальные данные для безразмерных стрелы прогиба f  

и осевого смещения δζ  

 Безразмерная нагрузка μ Безразмерный прогиб, f Безразмерное осевое смещение, δζ 

0.064 0.022 –0.011 

0.102 0.031 –0.014 

0.153 0.045 –0.012 

0.217 0.064 –0.013 

0.298 0.085 –0.010 

0.397 0.111 –0.009 

0.515 0.147 –0.002 

0.655 0.185 0.004 

0.818 0.228 0.010  

1.006 0.273 0.026 

1.221 0.324 0.041 

1.464 0.376 0.063 

1.738 0.425 0.088 

2.044 0.476 0.117 

2.384 0.520 0.147 

 

Анализ полученных результатов 

 

На рис. 4 приведены теоретические и экспериментальные величины стрел 

прогиба и осевого смещения. Как видно, теоретические и экспериментальные 

данные согласуются на достаточно хорошем уровне.  

На рис. 5 показаны теоретические и экспериментальные формы изгиба для 

некоторых нагрузок. Как можно увидеть, формы изгиба качественно соответ-

ствуют, однако наблюдается небольшое расхождение, которое составляет в сред-

нем около 11%. 

Для дальнейшего анализа построим графики отклонения теоретического ре-

шения от экспериментальных данных в зависимости от безразмерной нагрузки µ 

(см. рис. 5) для стрелы прогиба и осевого смещения (для осевого смещения будем 

строить график отклонения величины L – δζ). Как видно из рис. 6, расхождение 

для стрелы прогиба между теоретическими и экспериментальными значениями 

составляет в среднем около 10%, а для осевого смещения менее 2%. Повышение 

отклонения при малых нагрузках объясняется тем, что прогибы и осевые смеще-

ния имеют малое абсолютное значение, что дает вклад в погрешность обработки 

фотоматериала. 

Интересным является тот факт, что описание геометрически-нелинейного  

изгиба с помощью метода, основанного на линеаризованном уравнении (3), поз-

воляет достичь достаточно высокой точности на интервале сил, которые много-

кратно превосходят традиционно принятые для линейных методов теории сопро-

тивления материалов. Исходя из критерия применимости линейной теории для 

прогибов величиной не более 3–5% от длины стержня и формулы (7), интервал 

безразмерных нагрузок применимости линейной теории составляет μ < 0.6. 

Предлагаемый метод модификации линейных формул был экспериментально 

проверен на участке сил μ < 2.4. 
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Рис. 4. Сравнение теоретических и экспериментальных стрел прогиба f  

и осевого смещения δζ. Сплошные линии соответствуют экспериментальным  

данным, пунктирные линии теоретическим данным (9), (10) 

Fig. 4. Comparison of theoretical and experimental data on deflection f and axial displacement δζ. 

Solid lines indicate experimental data, and dashed lines, theoretical data (9), (10) 
 

 

Рис. 5. Сравнение теоретических и экспериментальных форм изгиба. Сплошные линии 

соответствуют экспериментальным данным, пунктирные теоретическим (6), (9). Цифрами 

обозначены группы кривых, соответствующих следующим безразмерным нагрузкам:  

μ = 0.153 (1); μ = 0.397 (2); μ = 0.818 (3); μ = 1.464 (4); μ = 2.384 (5) 

Fig. 5. Comparison of theoretical and experimental data on bending shapes. Solid lines indicate experi-

mental data, and dashed lines, theoretical data (6), (9). Numbers denote groups of bending shapes for 

the following dimensionless loads: μ = (1) 0.153, (2) 0.397, (3) 0.818, (4) 1.464, and (5) 2.384 
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Рис. 6. Отклонение теоретических данных от экспериментальных для стрелы прогиба и 

осевого смещения. Сплошная линия – отклонение данных для стрелы прогиба f, пунктир-

ная линия – отклонение данных для осевого смещения δζ 

Fig. 6. Deviation between theoretical and experimental data on deflection and axial displacement. 

The solid line indicates deviation for deflection f , and the dashed line, deviation for axial  

displacement δζ 
 

Предложенный метод модификации линейных формул достаточно прост в при-

менении, что позволяет использовать его для инженерных применений, например 

на этапе эскизного проектирования трансформируемых антенных спутниковых 

конструкций. 

 

Выводы 

 

В работе был аналитически и экспериментально исследован геометрически-

нелинейный изгиб тонкой упругой консоли под действием поперечной равно-

мерно-распределенной нагрузки гравитационного типа. При этом использован 

авторский метод для определения форм изгиба, стрелы прогиба и осевого смеще-

ния, основанный на модификации линейных выражений классической теории 

сопротивления материалов. Рассмотрено линеаризованное уравнение Эйлера–

Бернулли, которое было дополнено условием сохранения криволинейной длины.  

Проведено экспериментальное исследование рассматриваемого случая изгиба 

консоли на участке сил, соответствующем геометрически-нелинейному изгибу 

консоли. Были получены формы изгиба, стрела прогиба и осевое смещение.  

Сравнение приближенных аналитических решений, полученных с помощью 

предложенного метода, с экспериментальными данными показало качественное и 

количественное совпадение (расхождение около 10% для стрелы прогиба и менее 

2% для осевого смещения). Этот факт вместе с относительной простотой приме-

нения метода дает основание считать полученное приближенное аналитическое 

решение применимым на практике, например на этапах эскизного проектирова-

ния стержневых элементов трансформируемых механических конструкций кос-

мических аппаратов. 

Стоит отметить, что интервал нагрузок применимости данного метода много-

кратно превосходит интервал применимости классической линейной теории со-

противления материалов. Модифицированное решение, основанное на линеари-
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зованном уравнении Эйлера–Бернулли, дает достаточно точные результаты на 

интервале сил, соответствующем геометрически-нелинейному изгибу. Дальнейшее 

развитие работы предполагает обобщение метода на другие виды нагрузок и за-

креплений с экспериментальным подтверждением. Также возможно изучение 

геометрически-нелинейных колебаний. 
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