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Об одной дискретной задаче управления, описываемой разностным уравнением 

типа Вольтерра и негладким критерием качества 
 

Махнура Узеир кызы Чырахова 

 
Институт систем управления НАН Азербайджана, Баку, Азербайджан, mahnuraciraqova@gmail.com 

 
Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления процессами, описываемая нелинейным 

разностным уравнением типа Вольтерра и негладким критерием качества. Доказаны необходимые условия 

оптимальности в терминах производных по направлениям. Отдельно изучена задача на минимакс. Получены 

дискретные аналоги принципа максимина и линеаризованного принципа максимина. 

Ключевые слова: разностное уравнение, негладкий функционал, производная по направлению, необхо-

димое условие оптимальности, допустимое управление, задача на минимакс, принцип максимина 
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On the one discrete control problem described by Volterra type difference equation  

and non-smooth quality criterion 
 

Mahnura U. Chirakhova 

 
National Academy of Sciences of Azerbaijan, Institute of Control Systems, Baku, Azerbaijan mahnuraciraqova@gmail.com 

 
Abstract. The work devoted to study of one optimal control problem described by a system of nonlinear Volterra 

type difference equations, with a non-smooth quality functional assuming that the quality functional satisfies the Lipschis 

condition and has directional derivatives. 

Using method based on linearization of equation of process under several of assumptions necessary conditions of 

optimality in terms of derivatives in direction are established. 

The minimax control problems has been separately considered. That is that problem of finding the minimum value 

of the functional of the type maximum (problem by minimax). Using the derivative formula in a direction of the function 

of maximum type under the assumption of the convexity of the analogue of the set of permissible velocities, the neces-

sary condition of optimality of the type of the maximum principle is proved. In the case of the convexity of the control 

domain, an analogue of the linearized principle of maximum is proved. 

Keywords: difference equation; non-smooth functional; directional derivative; necessary optimality condition; 

admissible control; problem of minimax; maximin principle 
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В работе [1] изучена одна задача оптимального управления, описываемая системой разностных 

уравнений типа Вольтерра с гладким терминальным критерием качества, доказан ряд необходимых 

условий оптимальности типа принципа максимума Л.С. Понтрягина и также исследован случай их 

вырождения [2–5].  

В работе [6] установлен ряд необходимых условий для существования седловой точки. 

В предлагаемой работе изучается случай негладкого функционала качества. Доказаны необхо-

димые условия оптимальности в терминах производных по направлениям.  

Отдельно изучена задача на минимакс.  

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть 
0 0 1{ , 1,..., }T t t t   – заданный дискретный отрезок времени, rU R  – заданное непустое 

и ограниченное множество,  u t  – r-мерная дискретная управляющая функция, удовлетворяющая 

ограничению 

   , ,u t U t T   (1) 

которую назовем допустимым управлением, а ( )x  – заданная скалярная функция, удовлетворяющая 

условию Липшица и имеющая производные по любому  направлению. 

Предположим, что управляемый процесс описывается системой нелинейных разностных урав-

нений типа Вольтерра 

  
0

( ) , , ( ), ( ) , .
t

t

x t f t x u t T


      (2)     

Здесь  , , ,f t x u  – заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по (x, u) с частными производ-

ными по x при всех (t, τ). 

Задача оптимального управления заключается в нахождении минимального значения терми-

нального функционала 

     1S u x t  (3) 

при ограничениях (1), (2).  

Допустимое управление   ,u t  доставляющее минимальное значение функционалу (3) при 

ограничениях (1), (2), называется оптимальным управлением. 

 

2. Необходимые условия оптимальности в терминах производных по направлениям 

 

Пусть     ,u t x t  – фиксированный допустимый процесс, множество  

     , , ( ), : , , ( ), ,f t x U f t x v v U          (4) 

выпукло при всех  ,t  , а [0,1)  – произвольное число. 

Через ( ; )x t   обозначим произвольное допустимое управление, такое что  

      
0 0 0

( ; ) , , ( ; ), ( ; ) (1 ) , , ( ; ), ( ) , , ( ; ), ( ) ,
t t t

t t t

x t f t x u f t x u f t x v
  

                          (5) 

где ( )v t  – произвольное допустимое управление. 

Это возможно в силу выпуклости множества (4). 
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Введем обозначение: 

 
0

( ; )
( ) .

x t
y t



 



 (6) 

Из (5), в силу условий гладкости, наложенных на правую часть уравнения (2), следует, что век-

тор-функция y(t), определяемая формулой (6), является решением уравнения в вариациях 

       
0

( ) , , ( ), ( ) ( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) .
t

x

t

y t f t x u y f t x v f t x u


                (7) 

Из (6) ясно, что  

 ( ; ) ( ) ( ) ( ; ).x t x t y t o t       (8) 

Вычислим специальное приращение функционала качества (3), соответствующее допустимым 

управлениям ( : ), ( )u t u t .  

Имеем 

 
            

        

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ; ) ( ) ; ( ) ( ; )

( ) ( ) .

S u t S u t x t x t x t y t o t

x t y t x t y t x t

           

           

 (9) 

По предположению функция  x  удовлетворяет условию Липшица. Поэтому получаем, что  

      1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).x t y t o x t y t o         (10) 

Далее, используя определение производной по направлениям, получаем, что 

      
  
 

1

1 1 1 2

1

( ) ( ).
x t

x t y t x t o
y t


       


 (11) 

Если предполагать, что допустимое управление )(tu  оптимальное, то из (11), учитывая соот-

ношения (10), (11), получаем  

 
  
 

1

3

1

( ) 0.
x t

o
y t


  


 (12) 

Из этого неравенства следует  

Теорема 1. Если множество (4) выпуклое, то для оптимальности допустимого управления )(tu  

необходимо, чтобы неравенство 

 
  
 

1

1

0
x t

y t





 (13) 

выполнялось для всех   ., TtUtv   

Неравенство (13) является общим необходимым условием оптимальности и носит неявный ха-

рактер.  

Перейдем к конкретизации полученного необходимого условия оптимальности.  

Уравнение в вариациях является линейным неоднородным разностным уравнением. Из резуль-

татов работ [7, 8] следует, что решение y(t) уравнения в вариациях допускает представление 

 

    

    

0

0 0

( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) ,

t

t

t

t s t

y t f t x v f t x u

R t f t s x s v s f t s x s u s





 

        

  




 (14) 

где ( , ) ( )R t n n   – матричная функция, являющаяся решением матричного разностного уравнения 

     0( , ) ( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) , .x x

s t

R t R t s f s t x t u t f t x t u t t t




        
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По аналогии с [7, 8] можно показать, что матричная функция ( , )R t  является также решением 

уравнения  

     ( , ) , , ( ), ( ) ( , ) , , ( ), ( ) .x x

s t

R t f s x s u s R s f t x t u t




       (15) 

С помощью дискретного аналога теоремы Фубини (см., напр.: [8]) представление (14) преобра-

зуется к виду:  

 

    

    

0

( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) .

t

t

s t

y t f t x v f t x u

R t s f s x v f s x u







        


        







 (16) 

Положим  

 

    

    

1

0

1

0

1 1 1

1

( ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) .

t

t

t

t

L v f t t x t v t f t t x t u t

R t f t x t v t f t x t u t





  

    





 (17) 

С учетом (13), (17) теорема 1 может быть сформулирована в виде:  

Теорема 2. Если множество (4) выпуклое, то для оптимальности допустимого управления )(tu  

в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

 
  
 

0
1

1 




vL

tx
 (18) 

выполнялось для всех   ., TtUtv   

 

3. Линеаризованное необходимое условие оптимальности 

 

Предположим, что вектор-функция  , , ,f t x u  непрерывно-дифференцируема по (x, u), а мно-

жество U выпукло. В силу сделанных предположений можно написать «возмущенную» систему вида: 

 

 

 

0

0

( ; ) , , ( ; ), ( : )

(1 ) , , ( ; ), ( ) (1 ) ( ) ,

t

t

t

t

x t f t x u

f t x v u





       

          




 (19) 

где [0,1)  – произвольное число, а ( )v t  – произвольное допустимое управление. 

Предположим 

 
0

( ; )
( , ) .

x t
z t v



 



 (20) 

Из (19) следует, что ( , )z t v , определяемое формулой (20), является решением следующего 

уравнения в вариациях: 

     
0

( , ) , , ( ), ( ) ( , ) , , ( ), ( ) ( ) ( ) .
t

x u

t

z t v f t x v z v f t x u v u


                (21) 

Запишем специальное приращение критерия качества, соответствующее допустимым управле-

ниям ( ; ), ( )u t u t . 

Имеем 

          
  1

1 1 1 1

1

( ; ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).
( , )

x t
S u t S u t x t z t v o x t z t v o

z t v


              

 (22)  
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Из полученного разложения следует 

Теорема 3. Если множество U выпукло, то для оптимальности допустимого управления )(tu  в рас-

сматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

 
  1

1

0
( , )

x t

z t v





 (23) 

выполнялось для всех   , .v t U t T   

Конкретизируем полученное необходимое условие оптимальности.  

Решение ( , )z t v  линеаризованного уравнения (21) представимо в виде  

       
0 0

( , ) , , ( ), ( ) ( ) ( ) ( , ) , , ( ), ( ) ( ) ( ) ,
t

u u

t t s t

z t v f t x u v u R t s f s x u v u
 

  

                   (24) 

где ( , )R t  решение уравнения (15). 

Введя обозначение  

   ( , ) , , ( ), ( ) ( , ) , , ( ), ( ) ,
t

u u

s

Q t f t x u R t s f s x u


             

из (24) получаем, что 

  
0

( , ) , ( ) ( ) .
t

t

z t v Q t v u


      

Следовательно, 

  
1

0

1 1( , ) , ( ) ( ) .
t

t

z t v Q t t v t u t


   

Положим 

  
1

0

2 1( ) , ( ) ( ) .
t

t

L v Q t t v t u t


   

Тогда теорема 3 может быть сформулирована в виде: 

Теорема 4. Если множество U выпукло, то для оптимальности допустимого управления )(tu   

в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

 
  1

2

0
( )

x t

L v





 (25) 

выполнялось для всех   , .v t U t T 
 

 

4. Необходимое условие оптимальности в задаче на минимакс 

 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала типа максимум 

 1( ) max ( ( ), ),a AS u x t a   (26) 

при ограничениях (1)–(5), где ( , )x a  – заданная, непрерывно-дифференцируемая по x скалярная 

функция, 
mRA  – заданное непустое и ограниченное множество. 

Задачи оптимального управления с функционалом типа (26) обычно называются задачами на 

минимакс. В работах [2, 9, 10] при различных предположениях изучен ряд свойств функций типа 

максимум или же минимум. В частности, установлена формула для производной по направлению 

функций типа максимум. 

Используя дифференциальные свойства функций типа максимум, получим необходимое усло-

вие оптимальности в задаче на минимакс.   

Пусть )(tu  в задаче (1)–(5) является оптимальным управлением. Тогда из теоремы 2 получаем, 

что вдоль процесса     ,u t x t  
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 1

1

max ( ( ), ) 0.
( ) a A

x t a
L v 


 


 

Пусть ( )A x   множество максимумов функции ( , )x a , т.е. 

 1 1 1 1( ( )) : ( ( ), ) max ( ( ), ) max ( ( ), ).
a A a A

A x t a A x t a x t a x t a
 

       

Учитывая известную формулу о производной по направлению функции типа максимум (см., 

напр.: [9, 10]), из неравенства (18) получаем, что 

  
1

1
1 1

( ( ))
1

'( ( ), )
max ( ( ), ) max ( ) 0.

( ) a A a A x t

x t a
x t a L v

L v x 


  

 
 (27) 

Принимая во внимание выражение )(1 vL  из (17), неравенство (27) записывается в виде:  

 

    

    

1

1
0

1

0

1
1 1

( ( ))

1

'( ( ), )
max , , ( ), ( ) , , ( ), ( )

( , ) , , ( ), ( ) , , ( ), ( ) 0.

t

a A x t
t

t

t

x t a
f t t x t v t f t t x t u t

x

R t f t x t v t f t x t u t







 

 


     







 (28) 

Введем обозначения  

     
1

0

1
1

' '

1 1

'( ( ), )
( ) ( , ),

, ( ), ( ), ( ) ( ( ), ) , , ( ), ( ) ( ) , , ( ), ( ) .

a

t

a x a

t

x t a
t R t

x

H t x t u t t x t a f t t x t u t t f t x t u t



  



     
 

Тогда неравенство (28) записывается в виде:  

     
1

1 1
( ( ))

min , ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ) 0.a a
a A x t

H t x t v t t H t x t u t t


     (29) 

Сформулируем полученный результат: 

Теорема 5. Для оптимальности допустимого управления u(t) в рассматриваемой задаче (1), (2), 

(26) необходимо, чтобы неравенство (29) выполнялось для всех   , .v t U t T   

Перейдем теперь к доказательству линеаризованного условия максимина при выполнении 

предположений теоремы 3. 

При выполнении условий теоремы 3 получаем, что вдоль оптимального управления u(t) выпол-

няется неравенство 

1

1
2

( ( ))

'( ( ), )
max ( ) 0.

a A x t

x t a
L v

x





 

Учитывая выражение )(2 vL , последнее неравенство записывается в виде:  

  
1

1
0

1
1

( ( ))

'( ( ), )
max , ( ) ( ) 0

t

a A x t
t

x t a
Q t t v t u t

x



 


  

для всех    , .v t U t T   

Следовательно, учитывая вид функции Гамильтона Понтрягина, приходим к следующему 

утверждению: 

Теорема 6. Если множество U выпуклое, а  , , ,f t x u  имеет также по u непрерывную произ-

водную, то для оптимальности допустимого управления u(t) в задаче (1)–(2), (26) необходимо, чтобы 

неравенство 

   
1

'

( ( ))
min , ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) 0u a

a A x t
H t x t u t t v t u t


    (30) 

выполнялось для всех   , .v t U t T   
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Неравенство (30) является аналогом линеаризованного принципа максимина, доказанный в ра-

боте [11], для задачи оптимального управления обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

 

Заключение 

 

В работе рассматривается дискретная задача оптимального управления, описываемая системой 

разностных уравнений Вольтерра и недифференцируемым функционалом качества. Получены общие 

необходимые условия оптимальности, которые охватывают задачу в минимакс, также используя 

дифференциальное свойство функций максимума, доказаны необходимые условия оптимальности  

в форме принципа максимина и линеаризованного принципа максимина. 
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Важнейшей операционной характеристикой абонентского соединения, управляемого транс-

портным протоколом компьютерной сети, является его пропускная способность. Данный показатель 

в значительной мере определяется интенсивностью внешних по отношению к данному соединению 

потоков, имеющих с ним хотя бы часть общего маршрута. Традиционной моделью многозвенного 

транспортного соединения являются сети систем массового обслуживания (СМО). Однако аналитиче-

ское исследование сетей СМО возможно лишь при существенных ограничениях на входной поток, 

дисциплины обслуживания требований и конкурентный трафик от других абонентов, имеющих хотя бы 

часть общего маршрута с исследуемым соединением, и буферную емкость транзитных узлов. Кроме 

того, модель транспортного соединения в виде сети СМО не позволяет учесть особенности управляю-

щих протокольных процедур. Основным индикатором «внешней» нагрузки на тракт, в котором проло-

жено исследуемое транспортное соединение, являются размеры очередей перед протокольными блоками 

данных рассматриваемого соединения в транзитных узлах. Мониторинг такого индикатора позволяет 

оценить распределение длин очередей в транзитных узлах от внешних по отношению к анализируемо-

му соединению сетевых потоков и использовать при расчете операционных характеристик соединения 

и выборе протокольных параметров на время сеанса связи между заданной парой абонентов.  

Известные модели асинхронных управляющих процедур отдельного звена передачи данных и 

транспортного протокола [1–8] ориентированы на анализ операционных характеристик при моно-

польном использовании каналов связи и не позволяют учитывать нагрузку на разделяемые сетевые 

ресурсы, обеспечиваемую соседством с другими виртуальными соединениями, агрегируемыми на 

различных участках пути в отдельных звеньях маршрута заданного абонентского соединения, и про-

являющуюся в виде «внешних» очередей в транзитных узлах. Не исследовано влияние предельно ма-

лых длительностей тайм-аута при переменной круговой задержке, обусловленной переменной 

нагрузкой на транспортном соединении. Анализ процессов управления параметрами транспортного 

протокола в нагруженном транспортном соединении [9–11] выполнен при существенных ограниче-

ниях на значения протокольных параметров и характеристик тракта передачи данных.  

В данной работе предложена математическая модель транспортного соединения, управляемого 

транспортным протоколом в режиме селективного отказа, учитывающая кроме фактора искажений  

в прямом и обратном трактах передачи данных и механизмов повторных передач, обусловленных 

искажениями и истечением тайм-аута неприема ответа от получателя потока информации, еще и оче-

реди ненулевой длины от «внешних» межабонентских соединений для длительностей сквозного 

тайм-аута с интервальными ограничениями и ограничениями снизу. 

 

1. Индикаторная модель тракта передачи данных 

 

Рассмотрим обмен между абонентами, соединенными многозвенным трактом передачи данных. 

Предположим, что выполняются следующие допущения. Узлы тракта соединены дуплексными кана-
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лами связи, имеющими одинаковое быстродействие в обоих направлениях. Длина тракта, выраженная  

в количестве участков переприема, равна Dn. Обратный канал, по которому доставляются подтвер-

ждения отправителю о корректности приема последовательности сегментов данных, имеет длину Do. 

Заданы вероятности искажения сегмента в канале связи для прямого ( ), 1,n nR d d D  и обратного 

( ), 1,o oR d d D  направлений передачи каждого участка переприема. Тогда достоверности передачи 

сегментов данных вдоль тракта от источника до адресата и обратно составят 

 
1

1 ( ) ;
nD

n n
d

F R d


     0
1

1 ( )
oD

o
d

F R d


  . 

Время обработки сегментов в узлах тракта одинаково. Взаимодействующие абоненты имеют 

неограниченный поток сегментов для передачи, а обмен выполняется сегментами одинаковой длины. 

Подтверждения получателя о корректности приема принимаемых данных переносятся в сегментах 

встречного потока. Полагаем, что повторная передача сегментов организована в соответствии с се-

лективной процедурой отказа [1]. Считаем, кроме того, что потерь сегментов из-за отсутствия буфер-

ной памяти в узлах тракта не происходит.  

Задана функция вероятностей , 0,nb n N  того, что каждый сегмент из потока анализируемого 

соединения в транзитных узлах встретит очередь размера n ≤ N, где N – максимальный размер очере-

ди, определяемый емкостью буферных пулов транзитных узлов. Будем называть тактом время t, не-

обходимое для вывода сегмента в линию. Такт определяется суммой времени вывода сегмента в ли-

нию, времени распространения сигнала в канале связи и времени обработки сегмента принимающим 

узлом. Тайм-аут S, выраженный в длительностях t, запускается перед началом передачи первого сег-

мента последовательности и фиксируется для всех сегментов в пределах ширины окна. Будем счи-

тать, что размер окна управляющего протокола определяется величиной W, а S > W задает длитель-

ность тайм-аута ожидания подтверждения корректности доставки данных. Очевидно, что сумму длин 

прямого и обратного трактов передачи данных n oD D D   можно интерпретировать как длитель-

ность круговой задержки в ненагруженном монопольно используемом тракте, выраженную в тактах t. 

После передачи очередного сегмента протокол копирует его в очередь переданных, но не подтвер-

жденных данных и запускает тайм-аут. Как только размер очереди становится равным ширине окна W, 

управляющий протокол приостанавливает передачу в ожидании получения квитанции или истечения 

тайм-аута ожидания подтверждения S. При получении подтверждения из очереди удаляются сегмен-

ты, дошедшие до адресата без искажений. По истечении тайм-аута S соответствующий сегмент пере-

дается повторно, и тайм-аут запускается вновь. Тогда время получения отправителем сквозной квитан-

ции распределено по геометрическому закону с параметром Fo и длительностью такта дискретизации t.  

Функционирование виртуального соединения, управляемого транспортным протоколом, в нагру-

женном многозвенном тракте передачи данных с очередями сегментов перед отправляемыми данными 

или подтверждениями может быть описано марковизированным процессом динамики очереди пере-

данных, но не подтвержденных сегментов, в котором размер очереди перед прямым или обратным 

потоком данных исследуемого соединения является дополнительной переменной Марковского про-

цесса. В состоянии цепи Маркова (i, n) источник отправил последовательность размера i–n сегментов, 

которая в процессе переноса в одном из звеньев встретила очередь длиной n сегментов. Значениям 

координаты 0, , 0,i W n n N    состояний цепи Маркова соответствуют количество переданных, но 

не подтвержденных получателем сегментов и время от начала передачи последовательности, а значе-

ниям 1, 1, 0,i W n S n N      – время, в течение которого отправитель не активен и ожидает полу-

чения квитанции о корректности приема переданной последовательности из W сегментов. Обозначим 

через ( , ), 0, 1, 0, ,P i n i S n N    – вероятности состояний цепи Маркова. Тогда последовательность 

переданных, но не подтвержденных сегментов данных рассматриваемого виртуального соединения 

при очереди нулевой длины растет до состояния цепи Маркова с координатами ( 1,0)D   с вероятно-
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стью 0b . Дальнейший рост размера этой последовательности происходит с вероятностью 0 (1 )ob F . 

В состояниях ( , ), 1 , 1, 0, ,i n i D n S n N      возможно получение отправителем квитанции, и в зави-

симости от результатов доставки отправитель передает новые сегменты (при положительной квитан-

ции) либо повторно – искаженные. Поскольку отправленная последовательность сегментов исследуе-

мого виртуального соединения может встретить очередь ненулевой длины в любой момент процесса 

передачи (на пути последовательности до адресата или при переносе подтверждения отправителю ин-

формационного потока), то переход из состояния ( ,0), 0, 2,i i S   в состояние ( , ), 0, 2,i n i S   

1, ,n N  происходит с вероятностью nb . 

 

2. Вероятности состояний цепи Маркова 

 

Обозначим через jm
in  переходные вероятности цепи Маркова, где (i, n) – координаты исходно-

го, а (j, m) – измененного состояния цепи. Тогда динамику процесса передачи информационного по-

тока в режиме селективного отказа в нагруженном тракте передачи данных можно задать следующи-

ми значениями переходных вероятностей: 
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ojm
in

b i D n j i m

b F i D S n j i m

b i S n j i m N

b F i D W n j D m

b F i W W D n j W D i m

b F i W D S n j m

i S n N j m

     

       

    

      

        

      
 

     0;

1, 0, 2 , 1, ; 1, ;

1 , 1 , 2, 1, ; 1, .

, 1 , 1 , 1, ; 1, 0;

, , 2, 1, ; 2 , 0;

, 1, 2, 1, ; 0, 0.

o

o

o

o

i D n n N j i m n

F i D n S n N j i m n

F i D n W n n N j D m

F i W n W n D n N j W n D i m

F i W n D S n N j m















      
         

         

            


       

 (1) 

Разнообразие вида решения системы уравнений равновесия для вероятностей состояний цепи 

Маркова определяется соотношениями между протокольными параметрами W, S, общей длиной 

тракта (круговой задержкой) D и максимальным размером длин очередей N. Поскольку длительность 

тайм-аута должна превышать ширину окна, быть не короче круговой задержки ( S D ), а также пре-

вышать время ожидания в очередях из протокольных блоков данных сопутствующего трафика до 

начала передачи в транзитных узлах, то выделяется широкое разнообразие вариантов решения для 

различных областей изменения значений протокольных параметров и длин очередей. Анализ процес-

са передачи в аналитическом виде для произвольных значений протокольных параметров в условиях 

соперничества за сетевые ресурсы возможен только в предположении, что «внешние» очереди имеют 

ненулевую длину ( 0 0b  ). 

 

3. Анализ процесса передачи с ограничениями снизу на длительность тайм-аута 

 

Рассмотрим процесс передачи для протокольных параметров, связанных c общей длиной тракта 

и максимальным размером очереди неравенствами вида W D , 1S D W N    . Система уравне-

ний равновесия при этом записывается следующим образом: 
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 2

1 2 0

(0,0) ( , ) ( 1, );
N S N

o
n i D W n n

P F P i n P S n


     

      (2) 

 

1

( ,0) ( 2 , ), 1, 2;
N

o
n

P i F P D W n i n i D


        (3) 

 1

1 1

( 1,0) ( , );
N W n

o
n i D n

P D F P i n
 

   

     (4) 

 (0, ) (0,0), 1, ;nP n b P n N   (5) 

 ( , ) ( 1,0) ( ,0), 1, 1, 1, ;nP i n P i b P i i D n N       (6) 

 ( , ) ( 1, ), , 1, 1, ;P i n P i n i D D n n N       (7) 

 ( , ) (1 ) ( 1, ), , 1, 1, .oP i n F P i n i D n S n N        (8) 

Найдем решение данной системы уравнений. Согласно уравнению (7) получаем: 

( , ) ( 1, ),P i n P D n   , 1,i D D n    1,n N , а из (8) имеем: 
1( , ) (1 ) ( 1, ),i D n

oP i n F P D n      

, 1, 1,i D n S n N    . С учетом данных соотношений из (3), (4) для 1, 1i D   находим 

1

1

( ,0) (1 ) ( 1, ), 1, 2
N

W i
o o

m

P i F F P D m i D 



     ,  1

1

( 1,0) 1 (1 ) ( 1, )
N

W D
o

m

P D F P D m 



     . Подстав-

ляя найденные соотношения в (6), с учетом (5) получаем 

 1

1

( , ) (0,0) (1 ) 1 (1 ) ( 1, ) , 1, 2, 1,
N

W i i
n o o

m

P i n b P F F P D m i D n N 



 
         

 
 , 

 1

1

( 1, ) (0,0) 1 (1 ) ( 1, ) , 1,
N

W
n o

m

P D n b P F P D m n N



 
       

 
 . 

Отсюда последовательно для 1,n N  выражаем ( 1, )P D n  через вероятности состояний 

( 1, ), 1,P D m m n N   : 

 

 
 1

1 1

1

( 1, ) (0,0) 1 (1 ) ( 1, ) , 1, .

1 1 (1 )

N
Wn

on
W m n

o m
m

b
P D n P F P D m n N

F b



  



 
       

   




 
(9) 

При n = N отсюда приходим к 
1

(0,0)
( 1, )

(1 )

N

W
o

b P
P D N

F 
 


. Подставляя данное соотношение в (9), 

для значений n от N – 1 до 1 рекурсивно находим функциональные выражения для вероятностей со-

стояний ( 1, )P D n  через (0,0)P : 
1

(0,0)
( 1, ) , 1,

(1 )

n

W
o

b P
P D n n N

F 
  


. Отсюда из найденных ранее соот-

ношений окончательно получаем распределение вероятностей состояний цепи Маркова  

(0,0)
( ,0) , 1, 2

(1 )

o

i
o

F P
P i i D

F
  


; 

 1

1

1 (1 ) (0,0)
( 1,0)

(1 )

W D
o

W
o

F P
P D

F

 



 
 


; 

(0,0)
( , ) , 0, 2, 1,

(1 )

n

i
o

b P
P i n i D n N

F
   


; 

1

(0,0)
( , ) , 1, 1, 1,

(1 )

n

W
o

b P
P i n i D D n n N

F 
     


; 

1

1

(1 ) (0,0)
( , ) , , 1, 1,

(1 )

i D n
n o

W
o

b F P
P i n i D n S n N

F

  




    


,  

а из условия нормировки находим вероятность начального состояния 
1

1

1

(1 )
(0,0)

1 (1 ) (1 ) (1 ) 1 (1 )

W
o o

N
W W D S W m

o o o m o
m

F F
P

F N F F b F



   






 
        

 


, где 
1

N

n
n

N nb


  . 
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Рассмотрим найденное решение в ряде частных случаев. Для детерминированного обратного 

тракта (Fo = 1) пространство значимых состояний (i, n) образует плоскость равнобедренного по координа-

там i и n треугольника 1, 1 , 0,i D D n n N     : 
1

( 1,0) ,
2

P D
N

 


 ( , )
2

nb
P i n

N



, 1, 1 ,i D D n     

1,n N . 

При неограниченной ширине окна (W = ∞) состояния (i, n), 0, 2,i D   0,n N , являются 

невозвратными  ( , ) 0P i n  , и вероятности состояния цепи Маркова принимают вид:  

( 1,0)
1 (1 )

o

o

F
P D

F N
 

 
; ( , ) , 1, 1, 1,

1 (1 )

n o

o

b F
P i n i D D n n N

F N
     

 
; 

1(1 )
( , ) , , 1,

1 (1 )

i D n
n o o

o

b F F
P i n i D n n N

F N

  
   

 
. 

Рассмотрим процесс передачи данных в условиях недогруженного соединения, когда ширина 

окна не превышает длительности круговой задержки (1 W D  ), а размер тайм-аута ограничен снизу 

( 1S D W N    ). Согласно (1) система уравнений равновесия, приведенная выше, изменится сле-

дующим образом. Уравнения (2), (5), (8) останутся без изменений, (3) – справедливо при 1, 1i W  , 

уравнение (4) примет вид: ( 1,0) 0P D   , уравнение (6) – справедливо для 1, 1i W  , 1,n N , урав-

нение (7) – при , 1i W D n   , 1,n N . Решение системы уравнений равновесия имеет вид: 

(0,0)
( ,0) , 1, 1

(1 )

o

i
o

F P
P i i W

F
  


; 

(0,0)
( , ) , 0, 1, 1,

(1 )

n

i
o

b P
P i n i W n N

F
   


; 

1

(0,0)
( , ) , 1, 1, 1,

(1 )

n

W
o

b P
P i n i W D n n N

F 
     


; 

1

1

(1 ) (0,0)
( , ) , , 1, 1,

(1 )

i D n
n o

W
o

b F P
P i n i D n S n N

F

  




    


, 

а из условия нормировки получаем вероятность начального состояния 

 1

1

1

(1 )
(0,0) .

2 ( ) (1 ) (1 )

W
o o

N
W S D m

o o m o
m

F F
P

F D W N F b F


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




      

 
(10) 

При Fo = 1 значимыми будут только состояния 
1

( 1,0) ,
2

P W
D W N

 
  

 ( , ) ,
2

nb
P i n

D W N


  
 

1, 1, 1,i W D n n N     . Неограниченная длительность тайм-аута ( S  ) приводит к вероятности 

начального состояния следующего вида: 
1(1 )

(0,0)
2 ( ) (1 )

W
o o

W
o o

F F
P

F D W N F




    
. Для старт-стопного 

протокола (W = 1) распределение принимает вид:  

( , ) (0,0)nP i n b P , 0, 1, 1,i D n n N    , 1( , ) (1 ) (0,0)i D n
n oP i n b F P    , , 1, 1,i D n S n N    , 

1

1

(0,0)

1 ( ) (1 )

o

N
S D m

o m o
m

F
P

F D N b F   





   

. 

 

4. Анализ процесса передачи при интервальных ограничениях на длительность тайм-аута 

 

Рассмотрим функционирование транспортного соединения при интервальных ограничениях на 

протокольные параметры и максимальный размер очереди вида: W D , 1 1,D W S D W N        

1 2N D    либо W D , 1 1W N S D W N       , 2D N  . При данных ограничениях урав-

нения (2)–(3) исходной системы уравнений равновесия (2)–(8) преобразуются к виду: 
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 1 2

1 2 0

(0,0) ( , ) ( 1, )
S D W S N

o
n i D W n n

P F P i n P S n
   

     
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o
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P i F P D W n i n i D W N S
  


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P i F P D W n i n i D W N S D

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Из уравнений (7), (8), (12), (13), (4) находим  

( , ) ( 1, ), , 1, 1,P i n P D n i D D n n N      , 1
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Подставляя данные зависимости в (6), с учетом (5) получаем  
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Далее последовательно для 1,n S D W    выражаем ( 1, )P D n  через вероятности состояний 

( 1, )P D m , 1,m n N   и переписываем данное уравнение в виде: 
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1

1
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 (14) 

При n S D W    отсюда приходим к  
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

. 

Подставляя данное соотношение в (14), далее для значений n от 1S D W    до 1 находим функ-

циональные выражения для вероятностей состояний ( 1, )P D n  через P(0, 0) и P(D – 1, m), 

1,m S D W N     и упрощаем уравнение (14) до 
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 

 
1

1

1

(0,0) ( 1, ) 1 (1 )

( 1, ) ,

1 1 (1 )

N
S D m

n o
m S D W

S D W
W

o m
m

b P P D m F

P D n

F b

 

   

 




 
    

 
 

  





1,n N . 

(15) 

Отсюда последовательно для 1,n S D W N     получаем  

 

   
1

1

1 1

(0,0) ( 1, ) 1 (1 )

( 1, )

1 1 (1 ) 1 (1 )

N
S D m

n o
m n

S D W n
W S D m

o m m o
m m S D W

b P P D m F

P D n

F b b F

 

 

 
  

    

 
    

 
 

     



 

. 

Из данного соотношения последовательно для n от N до 1S D W    с учетом (15) оконча-

тельно выражаем P(D – 1, n) ( 1, )P D n  через вероятность начального состояния P(0, 0) и согласно 

ранее найденным зависимостям получаем вероятности состояний цепи Маркова: 

 1

1

(0,0)
( ,0) (1 )

S D W i
W i

o o m
m

P
P i F F b

E

  
 



   , 
1

1 1

(1 ) (1 ) ,
S D W N

W S D m
o m m o

m m S D W

E F b b F
 

  

    

    

1, 1i D W N S     . 

(16) 

 1(0,0)
( ,0) (1 )W i

o o

P
P i F F

E

   ,  , 2i D W N S D     , 

 1(0,0)
( 1,0) 1 (1 )W D

o

P
P D F

E

     , 

(17) 

 (0, ) (0,0) nP n P b ,  1,n N , (18) 

 
1

1 1

(0,0)
( , ) (1 ) (1 )

S D W i N
W i S D m

n o m m o
m m S D W i

P
P i n b F b b F

E

  
   

     

 
    

 
  , 

1, 1i D W N S     ,  1,n N , 

(19) 

 1(0,0)
( , ) (1 )W i

n o

P
P i n b F

E

   ,  , 2i D W N S D     ,  1,n N , (20) 

 (0,0)
( , ) n

P
P i n b

E
 ,  1, 1i D D n    , 1,n N , (21) 

 1(0,0)
( , ) (1 )i D n

n o

P
P i n b F

E

    ,  , 1i D n S   ,  1,n N . (22) 

Вероятность начального состояния, найденная из условия нормировки, имеет вид: 
1(0,0) 1 (1 ) (1 )W D

o o oP F E F N F         

 1

1 1 1

(1 ) (1 ) 1 ( ) (1 )
N S D W N

S D m W S D m
m o o m o m o

m m m S D W

b F F b F D W N S b F
 

    

     


          


   . 

Нетрудно убедиться в том, что данное распределение сшивается с полученным ранее распреде-

лением для ограничений снизу на длительность тайм-аута при 1S D W N    . 

Проанализируем процесс информационного переноса в транспортном соединении при размере 

скользящего окна, не превышающем длительность круговой задержки (W D ), и интервальных ограни-

чениях на длительность тайм-аута и максимальный размер очереди вида 1 1D W S D W N       , 

1 2N W   . При данных условиях уравнение (2) исходной системы уравнений равновесия (2)–(8) 

преобразуются к 
1 2

0
1 2 0

(0,0) ( , ) ( 1, )
S D W S N

n i D W n n

P F P i n P S n
   

     

     . Уравнение (3) переопределяется 

соотношениями (12) и (13). При этом уравнение (13) справедливо для множества индексов 
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, 1i D W N S W     . Уравнение (4) принимает вид ( 1,0) 0P D   , уравнение (6) выполняется для 

1, 1i W  , 1,n N , уравнение (7) – для , 1i W D n   , 1,n N . Стационарные вероятности состояний 

цепи Маркова, описываемой данными уравнениями, с точностью до вероятности начального состояния 

принимают вид (16)–(22), но выражения (17) и (20) справедливы для индексов , 1i D W N S W     , 

а (21) – для 1, 1i W D n    . Согласно условию нормировки начальное состояние определяется со-

отношением 

1 1

1 1 1

(0,0) 2 ( ) (1 ) (1 ) (1 ) .
N S D W N

S D m W S D m
o o m o o m m o

m m m S D W

P F E F D W N b F F b b F
 

     

     

 
          

 
    

При 1S D W N     данное соотношение для (0,0)P  совпадает с (10). 

Найдем вероятности состояний цепи Маркова при ограничениях W D , 1 1,D W S W N       

2 2D N W     либо W D , 1 1D N S W N      , 2W N  . В данных условиях уравнение (2) 

исходной системы уравнений локального равновесия принимает вид (11), уравнение (3) – вид (12), но 

для множества состояний 1, 2i D  , а уравнение (4) – вид 
1 1

1 1

( 1,0) ( , )
S W W n

o
n i D n

P D F P i n
   

   

   

2

1

( , )
N S

o
n S W i D n

F P i n


    

   . Принцип поиска решения полученной системы уравнений повторяет после-

довательность действий для рассмотренных ранее ограничений W D , 1 1      D W S D W N , 

1 2  N D . Тогда вероятности состояний цепи Маркова принимают вид: 

1

1

(0,0)
( ,0) (1 )

S D W i
W i

o o m
m

P
P i F F b

E

  
 


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1
1

1

(0,0)
( 1,0) 1 (1 ) (1 )

S W N
W D S D m

o m m o
m m S W

P
P D F b b F

E

 
   

  

 
      
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E
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     

 
    

 
  ,  0, 2i D  , 1,n N ; 

(0,0)
( , ) n

P
P i n b

E
 ,  1, 1i D D n    , 1,n N ; 

1(0,0)
( , ) (1 )i D n

n o

P
P i n b F

E

    ,  , 1i D n S   , 1,n N ; 

2
1

1 1 1

(0,0) 1 (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
S W S D W N

W D W S D m
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
         


    

2 1

1 2

(1 ) ( 1) (1 ) ( ) (1 )
S W N S W

S D m S D m S D m
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
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1

1
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N

S D m W
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m

b F b F  




    


 . 

Перейдем к поиску вероятностей состояний цепи Маркова при ограничениях W D , 

1 1D W S D N      , 2W N  . При этом уравнение (2) исходной системы (2)–(8) примет вид (11), 

уравнение (3) – вид (12) для множества индексов 1, 2i D  , а уравнения (4), (7), (8) преобразуются 

соответственно к виду: 
_11 1 2

1 1 1

( 1,0) ( , ) ( , )
S DS W W n S

o o
n i D n n S W i D n

P D F P i n F P i n
    

        

      ; 

( , ) ( 1, ), , 1, 1, 1; , 1, ,P i n P i n i D D n n S D i D S n S D N            ; 

0( , ) (1 ) ( 1, ), , 1, 1, 1P i n F P i n i D n S n S D         . 
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Выполняя последовательность ранее рассмотренных преобразований для вероятностей состоя-

ний цепи Маркова, получаем 

1
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S D W i
W i

o o m
m
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1 1
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1 1 1
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 
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 
   ,  

0, 2i D  ,   1,n N ; 

(0,0)
( , ) n

P
P i n b

e
 ,  1, 1i D D n    ,  1, 1n S D   ;  1, 1i D S   ,  ,n S D N  ; 

1(0,0)
( , ) (1 )i D n

n o

P
P i n b F

e

    ,  , 1i D n S   ,  1, 1n S D   .  

Вероятность начального состояния не приводим из-за ее громоздкости. 

 

5. Доступная полоса пропускания транспортного соединения 

 

Пропускная способность транспортного соединения в условиях соперничества потоков различ-

ных корреспондирующих абонентов за полосу пропускания тракта передачи данных определяется 

как отношение среднего объема данных, передаваемых между двумя последовательными получения-

ми квитанций, к среднему времени получения квитанции [4, 5, 8]. Вклад в быстродействие виртуаль-

ного соединения дают те состояния цепи Маркова, для которых возможно получение квитанции. 

Нормированная на единицу пропускная способность виртуального соединения в нагруженном тракте 

определяется отношением среднего количества сегментов данных, передаваемых отправителем меж-

ду поступлениями двух последовательных квитанций, к среднему времени между поступлениями 

квитанций, выраженному в количестве интервалов длительности t: ( , )Z W S V T . Поскольку кви-

танции переносятся в каждом сегменте независимо и поступают к отправителю каждый такт t при 

условии, что они не искажены на пути длины D от получателя до отправителя информационного по-

тока, то среднее время между приходами квитанций распределено по геометрическому закону с па-

раметром F0 и составит: 01T F . Средний объем передаваемых между поступлениями квитанций 

данных с учетом того, что каждый сегмент исследуемого соединения с вероятностью , 1,nb n N  

встречает очередь размера n и дает вклад в объем переданной информации, обратно пропорцио-

нальный величине n + 1, задается обобщением соотношения, приведенного в работе [11]: 

2 2 1

0 2 1 2 1

1
( , ) ( , )

1

N W D n S

n l D n l W D n

V lP l n WP l n
n

   

       

 
    
   . Величины l  и W  определяются средним количе-

ством сегментов, достигших адресата при селективной процедуре повтора искаженных сегментов: 

( 2) пl l D n F    , nW WF . Тогда зависимость пропускной способности виртуального соединения 

от протокольных параметров (W, S), характеристик передающего тракта (D, Fn, Fo) и нагрузочных 

параметров на соединительный путь порождаемых соперничающими абонентами ( , 1,nb n N ) примет 

вид 
2 2 1

0
0 2 1 2 1

1
( , ) ( 2 2 ) ( , ) ( , )

1

N W D n S

n
n l D n l W D n

Z W S F F l D n P l n W P l n
n

   
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 
        

   . Отсюда для произ-

вольной ширины окна при 1S D W N     окончательно получаем  
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Для интервальных ограничений на длительность тайм-аута 1 1      D W S D W N  и раз-

мера очередей соперников 1 2  N D  быстродействие транспортного соединения в конкурентной 

среде передачи данных составит 
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В случае абсолютно надежного обратного канала (F0 = 1) доступная полоса пропускания транспорт-

ного соединения при W ≤ D в значительной мере определяется близостью ширины окна к длительно-

сти круговой задержки 
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 . Неограниченная длительность тайм-аута ( S  ) при W < D приводит к зави-

симости вида: 
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а для неограниченно возрастающей ширины окна получаем 
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Рис. 1. Зависимость доступной полосы пропускания от ширины окна при равномерном распределении длины очереди  

для различных значений N, D = 20, Fo = Fn = 0.7 и неограниченном размере тайм-аута 

Fig. 1. Dependence of the available bandwidth on the window width with a uniform distribution of the queue length for different 

values of N, D = 20, Fo = Fn = 0.7 and an unlimited timeout size 
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    а                    b 

Рис. 2. Зависимость доступной полосы пропускания от достоверности передачи данных при неограниченной ширине окна, 

D = 20, Fo = Fn = F, равномерном распределении (а) и различных значениях параметра P усеченного геометрического  

распределения длины очереди для N = 8 (b) 

Fig. 2. Dependence of the available bandwidth on the reliability of data transmission with an unlimited window width,  

D = 20, Fo = Fn = F, uniform distribution (a) and various values of the parameter P of the truncated geometric distribution  

of the queue length for N = 8 (b) 
 

Численный анализ показывает, что доступная транспортному соединению полоса пропускания 

для W D  практически инвариантна к длительности круговой задержки, ощутимо снижаясь от обла-

сти насыщения при W D  и 1oF  . В случае W D  доступная полоса пропускания недогружена  

и эффективная скорость передачи данных значительно снижается (рис. 1). С ростом конкуренции 

между абонентами за полосу пропускания тракта передачи данных средний размер очереди увеличи-

вается и скорость информационного переноса быстро падает (рис. 2). 

 

6. Выбор значений протокольных параметров 
 

Поскольку показатель пропускной способности при неограниченном росте протокольных  

параметров размера окна (W) и длительности тайм-аута ожидания квитанции (S) имеет зависимость  

в виде кривой с насыщением, то будем искать их рациональные значения из условия заданного уров-

ня потенциальной пропускной способности в два этапа. В силу того, что протокольные параметры 

связаны неравенством S > W, на первом этапе определяется рациональный размер окна Wo из условия 

( , ) ( , )o WZ W y Z    , а на втором этапе – рациональная длительность тайм-аута So из условия 
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сти по координатам W и S соответственно. При W D , 1S D W N     аналитические соотноше-

ния для рациональных значений параметров принимают вид: 
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где ...  означает округление до большего целого, 
W Sy y y . Для недогруженного транспортного соеди-

нения (W < D) из условия ( , ) ( , )o SZ W S y Z W   определяется рациональная длительность тайм-аута 
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Заключение 
 

Проведен анализ процесса соперничества информационных потоков различных межабонент-

ских соединений за полосу пропускания разделяемых участков пути. Предложена индикаторная модель 

транспортного соединения, конкурирующего за полосу пропускания отдельных участков маршрута,  

в виде двумерной цепи Маркова с дискретным временем, описывающей динамику очереди отправ-

ленных, но не подтвержденных протокольных блоков данных. Получено распределение состояний 

цепи Маркова при различных условиях функционирования транспортного соединения. Найдены ана-

литические зависимости быстродействия транспортного соединения для различных соотношений 

между параметрами транспортного протокола, характеристиками сетевых каналов и нагрузочными 

параметрами. Численные исследования доступной полосы пропускания транспортного соединения  

в селективном режиме повторной передачи показали, что скорость передачи между абонентами 

определяется достоверностью передачи данных, распределением длин очередей протокольных бло-

ков в транзитных узлах и соотношением между длительностью круговой задержки и шириной окна. 

Из условия заданного уровня потенциальной пропускной способности найдены аналитические зави-

симости рациональных значений протокольных параметров. Направлением дальнейших исследова-

ний необходимо выделить задачу анализа эффективности применения процедур прямой коррекции 

ошибок на уровне транспортного протокола при конкурентном использовании сетевых каналов связи. 
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The empirical distribution function has been widely used as an estimator for the distribution function 

of the elements of a random sample. It is not, however, appropriate when the observations are incomplete. 

Developing the corresponding theory of convergence of considered empirical and concentrated processes to 

a Gaussian process has been obtained by many scientists. A generalization of these results for the case of 

competing risks or when present various types of censorship considered by authors [see, for example, [13]]. 

These results have numerous statistical application in areas such as medical follow-up studies, life testing, 

actuarial sciences and demography (see, also, [46]). A general scheme of random censorship was considered 

by authors includes an competing risks model and random censoring from both sides. 

 

1. Mathematical model 

 

Let   be a real random variable (r.v.) with distribution function (d.f.) ( ) ( ),H x P x   .x  For  

a fixed integer 1k   let 
(1) ( ),..., kA A  be pairwise disjoint random events, and define the subdistribution func-

tions 
( )( ; ) ( , ), {1,..., }iH x i P x A i k    . Suppose that when observing Z we are interested in the joint 

behaviour of the pairs 
( )( , ), .iA i   Let (1) ( ){( , ,..., ), 1}k

j j jA A j   be a sequence of independent replicas 

of the (1) ( )( , ,..., )kA A  defined on some probability space  , , .A P  We assume throughout that the func-

tions    ( ), ;1 ,..., ;H x H x H x k  are continuous. Let  nH x  denote the ordinary empirical d.f. of 1,..., nZ Z  

and introduce the empirical sub d.f.  ;nH x i , i 

     ( )

1

1
; , ; ,

n
i

n j j

j

H x i I Z x x i
n 

      

where       ; ,
i i

j jR I A      is an indicator of event  i
jA  and 

       
1

1
;1 ... ; , ,

n

n n j n

j

H x H x k I Z x H x x
n 

       

is the ordinary empirical d.f. Properties of many biometrical estimates depends on limit behaviours of pro-

posed empirical statistics.  

The following results are a straightforward consequences of exponential inequality of Dvoretzky-

Kiefer-Wolfowits with exactly constant D = 2 from [7, 8]: 
For all 1,2,...n   and 0:    

  

    
 

1/2

(1 )1 log
sup 2 ,

2
n

x

n
P H x H x n

n

 



    
     
   

 (1) 

and 

    
 

1/2

(1 )1 log
sup ; ; 2 4 .

2
n

x

n
P H x i H x i n

n

 



    
    
   

 (2) 

A crucial role is played the vector-valued empirical process  

                 
10 1

0 1 0, ,..., , ,..., ;
kk

n n n n k ka t a t a t a t t t t


    

where  
        0

n na x n H x H x  ,    i

na x     ; ;nn H x i H x i  , i. 
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The results of our approximation theorems presented here is, quite naturally, the approximation theo-

rems of Komlós–Major–Tusnády’s, for the ordinary empirical process with the approximation with the rate 

of order 1 2 log .n n  We will construct the approximation Gaussian processes in terms of Wiener sequences. 

The following theorem of Burke-Csörgő-Horváth [9, 10] is an extended analogue of Komlós–Major–

Tusnády’s result [11, 12].  

Theorem A [9, 10]. If the underlying probability space  , ,A P  is rich enough, then one can  

define 1k   sequences of Gaussian processes            0 1
, ,...,

k

n n nB x B x B x  such that for  na t  and 

                0 1

0 1 0, ,..., , ,..., ,
k

n n n n k kB t B x B x B x t t t   we have 

    
 

    
1

11
2sup log exp ,

k

k

n n

t

P a t B t n M n z K z


 



 
     

 
 (3) 

for all real z, where    1 22 1 , 2 1M k A K k A     and 3 (2 1)A k    with 1 2,A A  and 3A  are absolute 

constants. Moreover, nB  itself is a  1k   dimensional vector-valued Gaussian process having the same 

covariance structure as the vector  na t , namely     0,
i

nEB x      , 0x i    and for any 

, , , ,i j i j x y   : 

 

                
                

           
                

0 0

0

min , ,

min ; , ; ; ; ,

; ; ,

min ; , ; ; .

n n

i i
n n

i j
n n

i
n n

EB x B y H x H y H x H y

EB x B y H x i H y i H x i H y i

EB x B y H x i H y j

EB x B y H x i H y j H x H y i

  

  

  

  

 (4) 

Note that in proving of theorem A (theorem 3.1 in [10]) authors constructed sequence of two –  

parametrical Gaussian processes            0 2
; , ; ,..., ;

k
x n x n x n  such that for  na t  and 

           10
; ; ,..., ; ,

kk
t n x n x n t


   the following its Borel-Cantelly consequence of approxima-

tion have used 

   
 

1

1 . .1 1
22 2sup ; log ,

k

k a s

n

t

a t n t n O n n



 



 
   

 
 

where  ;t n  is the  1k   dimensional vector-valued Gaussian process that    1 2; .
D

nt n n a t  Hence 

   ; 0,
i

E x n    ,x i    

and for any , , , ,i j i j x y   :   

 

                   
                   
                   

             

0 0

0 0

; ; min , min , ,

; ; min , min ; , ; ; ,

; ; min , min ; , ; ; ; ,

; ; min , ; ; .

i i

i j

E x n y m n m H x H y H x H y

E x n y m n m H x i H y j H x H y i

E x n y m n m H x i H y i H x i H y j

E x n y m n m H x i H y j

 

 

 

  

 (5) 

Observe that 
  ,
i

i  are Kiefer processes and they satisfying the distributional equality  

 
   

 

    
 

 ; ; ; ; 1;
i iD

i
x n W H x i n H x i W n  , (6) 

where 
 

  ; , 0 1, 1,
i

W y n y n i     itself are two-parametrical Wiener processes with 
 

 ; 0
i

EW y n   and 
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 

 
 

     ; ; min , min , , .
i i

EW y n W u m n m y u i    

It is important to note that though Kiefer processes   ,
i

i  are dependent processes, but corre-

sponding Wiener processes are independent. Indeed, from proof of theorem A are follows that 

      

           

               

1

2

; ;1 ; ,

; ;2 ;1 ; ;1 ; ,

...

; ; ;1 ... ; 1 ; ;1 ... ; 1 ; , ,

D

D

D
i

x n K H x n

x n K H x H n K H n

x n K H x i H H i n K H H i n i



    

             
 

where        ; lim ; , ;1 ... ; 1.
x

H i H x i H H k


        

The Kiefer processes   ; , 0 1, 1K y n y n    are represented through two-parametrical Wiener 

processes   ; , 0 1, 1W y n y n    by distributional equality 

        ; , 0 1, 1 ; 1; , 0 1, 1 .
D

K y n y n W y n yW n y n         (7) 

Consequently, in view of (6) and (7) the Wiener process   ,
i

W i  also admits representations for 

all  ; :x i    

       

            

              

1

2

;1 ; ;1 ; ,

;2 ; ;2 ;1 ; ;1 ; ,

...

; ; ; ; 1 ; ;1 ... ; 1 ; .

D

D

D
i

W H x n W H x n

W H x n W H x H n W H n

W H x i n W H x i H i n W H H i n



    

         

 

Now by directly calculations of covariance of processes   ,
i

W i  it is easy to believing on its independency. 

This paper further structured as follows. In section 1 we introduce the classical Kac processes analogues  

and their modifications. For its we prove approximation results. Then in section 2 we propose corresponding 

estimators of hazard functions. For them we also prove approximation results.   

 

2. Kac processes under general censoring 

 

Authors [9] proved the general theorems to obtain approximation for the usual empirical and corre-

sponding cumulative hazard estimates by Gaussian processes for the competing risk generalizations. We 

prove these results for a corresponding Kac-type processes.  

Following of [12] we introduce the modified empirical d.f. of Kac by the following way. Along with 

sequence  , 1jZ j   on a probability space  , ,A P  consider also a sequence  , 1n n   of r.v.-s having 

Poisson distribution with parameter , 1,2,... .nE n n    Assume throughout that the two sequences  

 , 1jZ j   and  , 1n n   are independent. Kac’s empirical d.f. is  

 
 

*
1

1
, 1 . .,

0, 0 . .,

n

j n

jn

n

I Z x if a s
nH x

if a s






  

 
  


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while the empirical sub-d.f. one is  

 
  *

1

1
, , , 1 . .,

;

0, 0 . .,

n
i

j j n

jn

n

I Z x A i if a s
nH x i

i if a s




  

 
  








 

with      * * *;1 ... ;n n nH x H x k H x    for all x R . Here we suppose that sequence  , 1n n   is independent 

of random vectors 
     1

, ,..., , 1 ,
k

j j jZ j    where     .i i

j jI A   Note that statistics  * ;nH x i  (consequently 

also  *

nH x ) are unbiased estimators of  ; ,H x i i  (consequently also of  H x ): 

      

     

     

     

*

1 1

1 1

1 1

0

1
; ,

1
/

1 1
; ;

!

; ; , ; .
!

n
i

n k k n

m k

n
i

k k n n

m k

m n

n

m m

m
n

m

E H x i E E I Z x m
n

E E I Z x m P m
n

n e
H x i mP m H x i m

n n m

n
H x i e H x i x i

m



 



 

 

 






  
        

  

  
           

  

     

   

 

 

 



 

Consequently,  

       * *

1 1

; ; ,
k k

n n

i i

E H x E H x i H x i H x x
 

           . 

Let’s define         * * ; ; ,
i

n na x n H x i H x i i    and         0 * *

n na x n H x H x   the empirical Kac 

processes. 

Theorem 1. If the underlying probability space  , ,A P  is rich enough, then one can define 1k   se-

quences of Gaussian processes            0 1
, ,...,

k

n n nW x W x W x  such that for               0 * 1 * **

0 1, ,...,
k

n n n n ka t a t a t a t  

and               0 1*

0 1, ,..., ,
k

n n n n kW t W t W t W t   0 1, ,..., kt t t t , we have  

    
 

1

11
* * * *2sup log ,

k

k
r

n n

t

P a t W t C n n K n


  



 
   

 
 (8) 

where 2r   is an arbitrary integer,  * *C C r -depends only on r  and 
*K  is an absolute constant. Moreover, 

 *

nW t  itself is a  1k  -dimensional vector-valued Gaussian process with expectation     0,
i

nEW x   

 ,x i    and for any , , , ,i j i j x y   : 

 

            
            
            

0 0

0

min , ,

min ; , ; ,

min ; , .

n n

i j

n n

i

n n

EW x W y H x H y

EW x W y H x i H y j

EW x W y H x i H y







 (9) 

The basic relation between  na t  and  *

na t  is the following easily checked identity 

        
 * ; ,

n

i nn
n

n
a x a x H x i i

n n


 
    (10) 

Hence the approximating sequence have respectively the form  

         
 *

; ,
n

i i

n

W n
W x B x H x i i

n
   , 
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where    
n

i
B x

 is a Poisson indexed Brownian bridge type process of Teorem A and     *
, 0W x x   is  

a Wiener process. Easy to verify that 
            *, ; ; , , .

D
i

nW x x i W H x i x i      The proof of 
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Thus  *

nH x  with positive probability 
0t  be greater than 1. In order to avoid these undesirable properties, we 

propose following modifications of Kac statistics: 
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The following inequalities are useful in investigating of Kac processes.  

Theorem 2. Let  , 1n n   be a sequence of Poisson r.v.-s with .nE n   Then for any 0   such that  
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 (15) 

where  
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16 1 3 .w e


      

Proof. Let 1 2, ,...   be a sequence of Poisson r.v.-s with 1kE   for all 1,2,... .k   Then 
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Using Taylor expansion for ,te  we get  
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where    
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6

t
t t       Estimate  t  taking into account that 3 2t t  under 0 1:t   
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6 6
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The following result (theorem from [14]) is necessary for our further investigations.  

Lemma 1 [14]. Let  , 1n n   be a sequence of independent r.v.-s with 0, 1,2,... .nE n    Sup-

pose that 1, ,..., nU    positive real numbers such that  
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where we applied (2) and (13) that proves (14). Let’s define 
    inf : ; 1 , .
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nnT x H x i i    If 
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nx T  and 

,n n   then  ; 1nH x i   and        * *; ; ; ; 0.n n nH x i H x i H x i H x i     Then assuming n n  , we obtain  
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Under ,n n   it is obvious that    *; ; ,n nH x i H x i  for all  ;x i   . 

Now taking into account last two relations, total probability formula and (14) we obtain (15). Theo-

rem 2 is proved. 
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 ; ,H x i   ; .x i    We shall prove an approximation theorem of the vector-valued modified empirical 

Kac process  na t  by the appropriate Gaussian vector-valued process  
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  from theorem 2. 

Theorem 3. Let  , 1nT n   be a numerical sequence satisfying, for each n, the condition 
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If for any 0   condition (12) hold, then on a probability space of theorem 2 one can define 1k   sequences 

of mean zero Gaussian processes            0 1
, ,...,

k

n n nW x W x W x  with the covariance structure (9) such that for 
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where K  is an absolute constant, ( )C C   and  min ,r w    for any 0  . 

Proof. It is easy to seen that probability in (19) can be estimated by sum 
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Taking into account that for any    * *,n n n nx T H x H T   and if  * 1,n nH T   then 
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where we have used theorem 1 and analogue of (14) for * *, 4.nH H L K    Analogously,  
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where we also have used inequalities (13), (15) and theorem 1. Now from (21) and (22) follows (19). Theo-

rem 3 is proved. 

 

3. Estimation of hazard function 

 

In many practical situations, when we are interested in the joint behaviors of the pairs 
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Consider two important special cases of considered generalized censorship model: 

a) Let  1 2, ,...X X  be a sequence of independent r.v.-s with common continuous d.f. F. These are 

censored on the right by  1 2, ,...Y Y  a sequence of independent r.v.-s, independent of the X – sequence, with 

common continuous d.f. G. One can only observe the sequence of pairs   , , 1, ,k kZ k n   where 
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H xH u H u 

   
 

   

and             0 1
, ,...,

k

n n nW x W x W x  are Wiener processes with the covariance structure (9). Then for 

   , 0
i

ni EY x   and  

         , ,
i i

n nEY x Y y C x y  

where   , inf : 1 .Hx y T x H x      

Theorem 4. Let  , 1nT n   be a numerical sequence satisfying for each n, the condition n HT T  such 

that 

 
2 2

2 2 2
max 32 , , ,

log

n nrb bn
w

n w w

 
  

 
 (23) 

where   
1

1 , 0, 2.n nb H T r


      Then on a probability space of theorem 2 

 
  

   
 

1

;

sup ( ) ,
k

n

k

n n

t T

P w t Y t r n k n

 

 
    

 
 

 (24) 

where    2 1 2

0 0 0 1log , , ,nr n b n n r       – (absolute) constants. 

Proof. It is enough to prove that for each i 

 
         1sup ( ) .
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i i
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x T

P w x Y x r n n



 
    

 
 (25) 
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For difference we have representation for each i: 
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For sum            1 2 3

i i i

n n nR x R x R x   using (15) and (19) we have 
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Rewrite  
4

i

nR  as  

  (27) 

Then by (15) for i   
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There exists an absolute constant A such that  
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so that for any    * *,n n n nx T H x H T   and if  * 1,n nH T   then    * *;n n nH x i H T  and hence 

 
     *i i

n na x a x  for i. It is enough to estimate probability .np  According to proof of theorem 1 in [13], 

supposing         0 * ,
n nna x H x H x   

 

        * ; ; ,
n n

i

na x H x i H x i i      and using representa-

tion (10), we have 
 
 proved the theorem 4. 

 

Conclusion  
 

We consider Kac processes in a general censorship scheme, including competing risks model and ran-

dom censoring from both sides. Our results uses strong approximation method. Cumulative hazard processes 

also investigated in a similar manner in the general setting. In paper we obtain corresponding approximation 

results for ordinary empirical processes, for a Kac processes and their modifications and for hazard processes. 

All results are new and have approximation rates of order 1 2 log .n n  
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Аннотация. Обсуждаются вопросы повышения эффективности процессов обработки и анализа простран-

ственных данных в контексте решения задачи восстановления соответствующих временных рядов с точностью, 

не превышающей заданной допустимой величины. Предложен подход, основанный на резервировании распре-

деленных источников пространственных данных в соответствии с результатами их теоретико-информацион-

ного анализа, с одной стороны, и геостатистического анализа – с другой. На примере результатов мониторинга 

параметров геомагнитного поля показана эффективность применения предложенного подхода. 
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Одним из магистральных направлений развития технологий обработки пространственных дан-

ных является применение методов геостатистического анализа для оценки их пространственно-

временной анизотропии в различных прикладных областях науки и техники. Вместе с тем, к примеру, 

детерминистические модели и методы пространственной интерполяции, крикинга и кокрикинга, мо-

делирования пространственной неопределенности предполагают непрерывность временных рядов 

данных, синхронно регистрируемых пространственно распределенными источниками данных (геоде-

зическими опорными пунктами) [1. С. 50]. Однако несовершенство используемого для регистрации 

пространственных данных информационно-измерительного оборудования, сбои в каналах передачи 

информации, обусловленные причинами различной природы, а также ошибки, вызванные человече-

ским фактором, приводят к тому, что в настоящее время практически не существует источников дан-

ных, гарантирующих их бесперебойную регистрацию.  

Ярким примером обозначенной проблемы являются наземные магнитные обсерватории и вари-

ационные станции, которые в режиме реального времени осуществляют регистрацию параметров 

магнитного поля Земли и его вариаций. При этом проведенные авторами исследования показали, что 

годовые архивы соответствующих геомагнитных наблюдений содержат от 22,36 до 35,12% пропу-

щенных значений, что крайне негативно сказывается на работе информационных систем, функцио-

нирование которых основано на применении указанных геопространственных данных [2. Р. 627]. 

Представляется целесообразным отметить, что в силу ряда причин (преимущественно эконо-

мического характера) решить проблему совершенствованием технического обеспечения измеритель-

ного (и регистрационного) процесса не представляется возможным, так же как и нивелировать нега-

тивное воздействие человеческого фактора. В этой связи необходима и актуальна разработка подхода, 

позволяющего восстановить временные ряды пространственных данных с точностью, значение кото-

рой должно быть максимально приближено к значению, регламентируемому действующими в соот-

ветствующей прикладной области деятельности стандартами, спецификациями и рекомендациями. 

Так, к примеру, в случае геомагнитных данных в качестве такого документа может быть использова-

на спецификация IAGA (International Association of Geomagnetism and Aeronomy – Международная 

ассоциация геомагнетизма и аэрономии) [3. Р. 9], которая определяет допустимую ошибку при реги-

страции параметров геомагнитного поля и его вариаций не более 1 нТл.  

В настоящее время широко известны методы восстановления временных рядов данных, обес-

печивающие с некоторой точностью импутацию недостающих единичных значений и целых фраг-

ментов. К примеру, для единичных значений часто применяется сглаживание временного ряда мето-

дом скользящей средней, предполагающее замену отсутствующего фрагмента данных усредненным 

значением соседних по отношению к нему элементов [4. Р. 137]. При тех же условиях может быть 

применена линейная интерполяция, основанная на подборе заданного уравнением прямой полинома 

первой степени на базе известных значений уровня временного ряда геомагнитных данных [4. Р. 137]. 

Для более длинных фрагментов известны решения, основанные на модели авторегрессии (AR) первого 

порядка, которая обеспечивает возможность прогнозирования отсутствующих фрагментов временно-

го ряда на основании предшествующих ему значений [4. Р. 141]. Аналогично для длительных фраг-

ментов может быть применена интегрированная модель авторегрессии – скользящего среднего 

(ARIMA), которая обеспечивает лучшую по сравнению с AR метрику качества прогнозирования про-

пущенного фрагмента за счет гибкой параметризации обработки данных [4. Р. 142]. 

Вместе с тем анализ эффективности перечисленных методов восстановления временных рядов 

геомагнитных данных (был проанализирован 10-минутный фрагмент) показал невозможность их 

применения в соответствующих информационных системах ввиду возникновения ошибки, превы-

шающей допустимое спецификациями значение в 1 нТл [5. Р. 1062]. К примеру, метод скользящей 
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средней обеспечивает среднеквадратическую ошибку восстановления данных 1,3 нТл. Метод линей-

ной интерполяции хорошо показал себя при восстановлении единичных пропусков (среднеквадрати-

ческая ошибка составила 0,03 нТл), но при увеличении восстанавливаемого фрагмента до 10 значений 

величина среднеквадратической ошибки превысила 1,43 нТл. Модели AR и ARIMA также показали 

хорошие результаты на небольших фрагментах, обеспечив восстановление 5-минутного фрагмента  

с приемлемой точностью в 0,7 нТл, но при увеличении импутируемого фрагмента ошибка возросла 

до 1,8 нТл. 

При этом важно отметить, что известные методы восстановления временных рядов простран-

ственных данных никак не учитывают характерные для процессов особенности статистических и эн-

тропийных характеристик, без понимания которых затруднительна оценка соответствующих пара-

метров в контексте внешних для них факторов. В частности, при восстановлении геомагнитных дан-

ных целесообразно учитывать недетерминированную зависимость характера изменения параметров 

магнитного поля от состояния магнитосферы в соответствующий момент времени. Кроме того, важ-

ной характеристикой является пространственная анизотропия параметров геомагнитного поля и его 

вариаций, что также является одним из критериев, которые необходимо учитывать в процессе вос-

становления временных рядов. 

 

1. Кластеризация источников пространственных данных  

на основе их корреляционных и энтропийных характеристик 

 

В основе предлагаемого подхода к восстановлению временных рядов пространственных дан-

ных лежит оценка взаимного расположения их источников. В этой связи предлагается объединять  

в группы (кластеры) источники данных, которые по своим параметрам пространственной корреля-

ции, а также взаимной информации могут считаться условно близкими. 

На начальном этапе представим множество источников данных посредством выражений в со-

ответствии с системой аксиом Цермело–Франкеля [6]: 

 𝐴 =  〈𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛〉,  (1) 

где в интенсиональном описании ai – группа, объединяющая источники пространственных данных 

(для заданной предметной области, например, геомагнитные данные) по всему миру. 

Группы источников данных на начальном этапе делятся на глобальную, региональные и ло-

кальные в зависимости от конкретной прикладной задачи, для них применяются соответствующие 

данные: 

 𝐴 =  〈𝐴𝑔, 𝐴𝑟 , 𝐴𝑙〉, 𝐴𝑔 = 〈𝑎1
𝑔

, … , 𝑎𝑘
𝑔〉, 𝐴𝑟 = 〈𝑎1

𝑟, … , 𝑎𝑚
𝑟 〉, 𝐴𝑙 = 〈𝑎1

𝑙 , … , 𝑎𝑝
𝑙 〉,  (2) 

где 𝐴𝑔, 𝐴𝑟 , 𝐴𝑙 – глобальная, региональная и локальная группы источников данных соответственно. 

Группы источников данных более низкого уровня могут представлять собой подмножества од-

ной или нескольких групп более высокого уровня, что в терминах дополнений множеств может быть 

представлено как  

 𝐴 = 𝐴𝑙 ∪ (𝐴𝑙/𝐴𝑟) ∪ (𝐴𝑟/𝐴𝑔),  (3) 

где дополнение (𝐴𝑙/𝐴𝑟) задано элементами множества Ar, не входящими во множество Al, а допол-

нение (𝐴𝑟/𝐴𝑔) задано элементами множества Ag, не входящими во множество Ar. При этом 

𝐴 𝑔 ⊃ 𝐴𝑟, 𝐴 𝑟 ⊃ 𝐴𝑙 .  
На последующем этапе источники данных, относящиеся к одной и той же пространственной 

группе (кластеру), подвергаются дополнительному агрегированию на основании соответствующих 

теоретико-информационных характеристик. Для этого анализируется пространственное распределе-

ние информационных характеристик соответствующих пространственных данных для оценки степени 

связности временных рядов данных с различной географической привязкой. Ключевой характеристи-

кой здесь является информационная энтропия (энтропия Шеннона) H(X), определяемая согласно вы-

ражению [7. Р. 104]: 

 𝐻(𝑋) = ∑ 𝑝𝑖  log2𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ,  (4) 
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где pi – вероятность наблюдения значения xi, X – временной ряд пространственных данных, представ-

ленный совокупностью значений x1,…, xn. 

Согласно выражению (4) энтропия является усредненной характеристикой сообщения – мате-

матическим ожиданием распределения случайной величины i1, i2,...in, где ik – итерация наблюдений 

соответствующего параметра (содержательная / атрибутивная составляющая анализируемых простран-

ственных данных). Являясь в определенной степени мерой рассеяния, информационная энтропия по-

добна дисперсии, но не зависит от типа распределения и характеризуется универсальностью и адди-

тивностью. Кроме того, энтропия, в отличие, к примеру, от корреляции, характеризует любую, в том 

числе нелинейную, связь переменных. 

Вообще говоря, информационная энтропия Шеннона, по определению [7. Р. 104], количествен-

но характеризует произвольное распределение какого-либо параметра процесса. Если во внешней 

среде или в самой исследуемой системе происходят какие-либо изменения, то это приводит к изме-

нению распределения ее параметров. В этом смысле информационная энтропия Шеннона может рас-

сматриваться как функция состояния системы, поскольку количественно описывает меру неопреде-

ленности значений параметров, характеризующих систему [7. Р. 104]. 

Анализ взаимных энтропийных характеристик ставит своей целью выявление статистически 

значимых зависимостей произвольного вида между приращениями пар временных рядов. Чем более 

отдалены друг от друга в пространстве временные ряды, тем менее выражены их взаимные теорети-

ко-информационные характеристики. 

При этом основной количественной мерой взаимных энтропийных характеристик является вза-

имная информация (Mutual Information), которая, согласно [8. Р. 31], является мерой взаимной зави-

симости между двумя переменными. Она квантифицирует количество информации (по мере Хартли 

[8. Р. 31]), полученное от одной величины при наблюдении другой:  

 𝐼(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑ 𝑝(𝑥𝑖, 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 ) log2

𝑝(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

𝑝(𝑥𝑖)𝑝(𝑦𝑗)
,  (6) 

где p(xi) – вероятность появления значения xi в точке X, p(yj) – вероятность появления значения yj  

в точке Y, p(xi, yj) – вероятность совместного появления значений xi в точке X и значения yj в точке Y 

Вероятностные составляющие информационной энтропии могут быть интерпретированы таким 

образом, что чем меньше вероятность появления какого-либо значения исследуемого атрибутивного 

параметра, тем большую неопределенность снимает регистрирующее его появление сообщения и тем 

больше информации оно несет. Иными словами, по формуле Бриллюэна H + I = 1. 

При этом, согласно [7. Р. 104; 8. Р. 31], для статистически независимых выборок условные эн-

тропии H(X/Y) и H(Y/X) не пересекаются. В противном случае площадь их пересечения характеризует 

меру взаимной информации между ними. Чем больше величина взаимной информации, тем теснее 

связь и меньше величина условной энтропии H(X/Y).  

По результатам анализа величины взаимной информации внутри пространственного кластера 

могут выделяться дополнительные группы, представленные источниками данных с наиболее сильной 

связью. В итоге осуществляется декомпозиция исходного кластера на дочерние пространственные 

кластеры с соответствующими источниками данных. 

На последующем этапе продолжается анализ выделенных пространственных кластеров источ-

ников данных на предмет оценки связывающего их корреляционного параметра – коэффициента  

информационной корреляции, который определяется согласно выражению 

 𝑅(𝑋, 𝑌) = √1 − 𝑒−2𝐼(𝑋,𝑌), (7) 

где I(X, Y) – мера взаимной информации для выборок данных, синхронно зарегистрированных источ-

никами X и Y. 

Свойства взаимной информации для источников данных X и Y полностью определяют свойства 

информационного коэффициента корреляции, показывая связь между соответствующим источниками 

данных. Так, к примеру, для независимых источников данных (независимых как друг от друга, так и 

от некоторых внешних факторов) R(X, Y) = 0. 
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Здесь представляется целесообразным отметить, что значения и информационной энтропии (на 

основании которой рассчитывается взаимная информация), и информационной корреляции для физи-

чески специфичных величин являются основанием для формулирования суждений о пространственной 

однородности физических процессов, данные о которых синхронно зарегистрированы источниками  

X и Y. Кроме того, перечисленные параметры в совокупности могут быть использованы в качестве 

индикатора, свидетельствующего о сопоставимом изменении величин X и Y в результате одинакового 

воздействия экзогенных факторов. 

Полученные значения коэффициента информационной корреляции используются для последу-

ющей декомпозиции каждого пространственного кластера. В каждую группу дополнительно выде-

ляются источники данных с наиболее сильной связью с точки зрения попарной информационной 

корреляции. 

Предполагается, что источники данных, представленные в одном пространственном кластере, 

могут быть использованы для частичного взаимного информационного резервирования, а также при-

менены в составе известных статистических моделей для восстановления недостающих значений  

соответствующих временных рядов. Однако известно, что проблема пространственной автокорреля-

ции, указывающая на пространственную зависимость источников данных, может внести существен-

ные искажения в процедуру применения стандартных статистических методов, предполагающих за-

висимость между наблюдениями [9. С. 330]. Так, к примеру, не компенсирующий пространственную 

зависимость регрессионный анализ может сопровождаться неустойчивыми оценками параметров, что 

способно привести к недостоверным результатам проводимых тестов значимости [9. С. 339]. 

Для исключения пространственной автокорреляции необходимо ввести расчет дополнительного 

геостатистического параметра, который показывает, носят ли случайный характер внешние процессы / 

факторы, определяющие данные, регистрируемые пространственно распределенными источниками. 

С этой целью выдвигается нулевая гипотеза, согласно которой пространственные процессы, обусловли-

вающие анализируемые пространственные данные, носят случайный характер. Для подтверждения / 

опровержения данной нулевой гипотезы для каждой пары пространственных объектов (источников 

данных) рассчитывается значение глобального индекса Морана. 

В этой связи при обработке геопространственных данных необходимо учитывать параметры 

пространственной неоднородности и пространственной зависимости источников данных [10]: 

 𝐼𝐺 =
∑ ∑ 𝑤𝑖𝑗(𝑥𝑖−𝜇)(𝑥𝑗−𝜇)𝑗𝑖

∑ (𝑥𝑖−𝜇)2
𝑖

, (8) 

где IG – индекс Морана, xi, xj – значения параметра x в пространственных точках i и j, μ – среднее зна-

чение параметра x, w – экспертный весовой коэффициент. 

В зависимости от соотношения значений IG и I(E) (где для n точек I(E) = – 1/(n – 1)) возможно 

определить, являются ли значения в соседних пространственных регионах подобными (IG > I(E)), от-

личающимися (IG < I(E)) или расположенными случайным образом (IG = I(E)), и оценить зависимость 

описываемого процесса от экзогенных факторов 

Значение индекса Морана может быть использовано для уточнения полученных на предше-

ствующих этапах пространственных кластеров. Данные, синхронно регистрируемые территориально 

распределенными источниками, традиционно измеряются с помощью интервальных иколичествен-

ных шкал. Принимая во внимание их геопространственную привязку, теснота связи между ними  

может быть определена на основании анализа пространственной неоднородности и пространствен-

ной зависимости, что, в свою очередь, предполагает наличие пространственной корреляции (поло-

жительной или отрицательной) между пространственными наблюдениями, что и показывает индекс 

Морана.  

Целесообразно заметить, что для корректного расчета коэффициента пространственной авто-

корреляции, а также перечисленных теоретико-информационных характеристик необходимо, чтобы 

количество значений, синхронно зарегистрированных в исследуемых распределенных источниках 

данных X и Y, было одинаковым, исследуемые временные ряды от X и Y были распределены нор-

мально и измерены в интервальной шкале или шкале отношений [10]. Установлено, что совокупное 



Обработка информации / Data processing 

42 

применение теоретико-информационных и геостатистических характеристик источников данных 

позволяет исключить ложную пространственную автокорреляцию, которая может внести существен-

ные искажения в сформулированные на их основе выводы. 

 

2. Описание предлагаемого подхода 

 

Резюмируя описание приведенных выше методов и моделей теоретико-информационного и гео-

статистического анализа, представляется целесообразным обобщенное представление предлагаемого 

подхода к восстановлению временных рядов пространственных данных. Процедуре импутации про-

пущенных фрагментов временных рядов пространственных данных предшествует составление так 

называемого доверительного перечня резервных геодезических пунктов. Представленные в составе 

последнего источники данных являются основой для восстановления временного ряда простран-

ственных данных, относящихся к анализируемому источнику данных. В случае сильной корреляци-

онной связи наиболее близкий по доверительному списку источник данных может использоваться  

в качестве резервного для анализируемого. Замена пропусков исходного временного ряда нормализо-

ванными данными резервного источника данных на основе доверительного списка выполняется по-

средством сопоставления временных индексов и установления соответствия между ними. Выбранный 

фрагмент резервного временного ряда копируется под соответствующие временные индексы восста-

навливаемого ряда, заменяя в нем обнаруженные пропуски. 

Важно отметить, что полученные в ходе применения метода информационного резервирования 

результаты восстановления данных, как правило, являются смещенными и поэтому должны быть ап-

проксимированы относительно известных соседних пропущенному фрагменту значений уровней 

временного ряда. Нормализация данных выполняется посредством метода наименьших квадратов и 

предполагает вычисление значений коэффициентов линейной зависимости двух массивов [11. Р. 56].  

Составление доверительного списка источников данных – многоэтапный процесс последова-

тельной пространственной кластеризации опорных геодезических пунктов [12, 13]. На начальном 

этапе пространственные кластеры формируются в соответствии со спецификой предметной области 

или прикладной задачи, для которой используются соответствующие временные ряды простран-

ственных данных. Так, распределенные источники данных могут быть изначально кластеризованы,  

к примеру, по своей ведомственной принадлежности, используемой информационно-измерительной 

технике, территориальному распределению и пр. При этом допускается наличие как единственного 

глобального пространственного кластера, который представлен всеми доступными источниками дан-

ных, так и множества локальных и региональных пространственных кластеров, каждый из которых 

семантически отличается от остальных.  

На последующем этапе отдельно рассматривается каждый из выделенных ранее простран-

ственных кластеров. Осуществляется декомпозиция пространственного кластера на вложенные кла-

стеры, каждый из которых, в свою очередь, представлен источниками данных, наиболее близкими по 

своим теоретико-информационным характеристикам. Для этого попарно для всех источников данных 

в соответствующем пространственном кластере последовательно рассчитываются значения инфор-

мационной энтропии Шеннона и взаимной информации. Для источников данных с наилучшим пока-

зателями по взаимной информации формируются новые включающие их пространственные класте-

ры. При этом, как и в случае предшествующих этапов кластеризации, возможны ситуации, когда кла-

стер представлен единственным источником данных, для которого не были обнаружены «близкие»  

к нему иные геодезические пункты. 

Далее для выделенных пространственных кластеров осуществляется попарный анализ коэффи-

циента информационной корреляции, в том числе на основании ранее рассчитанного значения по 

взаимной информации между теми же источниками данных. Результаты такого анализа также позво-

ляют внутри кластеров выделить источники данных с наиболее сильной корреляционной связью, что, 

в свою очередь, является основой для формирования новых пространственных кластеров при деком-

позиции исходного. 
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На следующем шаге попарно анализируются параметры пространственной неоднородности и 

пространственной зависимости источников данных внутри кластеров, сформированных на предше-

ствующем этапе, для чего рассчитывается значение индекса Морана по соответствующим временным 

рядам пространственных данных. При этом выявляются те опорные геодезические пункты из исход-

ного множества, вариации в данных которых определяются одними и теми же внешними факторами. 

В результате выполняется корректировка полученных ранее пространственных кластеров. Непосред-

ственно при восстановлении временных рядов определяется принадлежность анализируемого источ-

ника данных соответствующему пространственному кластеру, на основании чего как непосредственно 

идентифицируется доверительный список опорных геодезических пунктов с учетом обозначенных 

энтропийных и геостатистических характеристик, так и определяется тот источник данных, который 

может быть рассмотрен в качестве резервного. 

 

3. Анализ эффективности предложенного подхода 

 

Оценка эффективности предложенного подхода восстановления временных рядов простран-

ственных данных была выполнена на примере годовых архивов геомагнитных данных, регистрируе-

мых пространственно распределенными магнитными обсерваториями и вариационными станциями. 

Рассматриваются фрагменты одномерного временного ряда пространственных данных, которые ха-

рактеризуют минутные наблюдения вариаций горизонтальной составляющей вектора геомагнитного 

поля (BH, нТл). В качестве анализируемого источника данных была выбрана магнитная обсерватория 

DOU (Dourbes) глобальной сети магнитных обсерваторий INTERMAGNET (архив свободно распро-

страняется и доступен по адресу https://intermagnet.org) [14. Р. 2; 15. Р. 110]. 

Множество обсерваторий рассматриваемой сети было подвергнуто процедуры многоэтапной 

пространственной кластеризации. Для этого на начальном этапе определяются взаимные энтропий-

ные характеристики итерационного попарного сравнения основного источника данных с каждым до-

ступным в глобальной группе источником данных, на основании которого анализируются информа-

ционная энтропия Шеннона, условная энтропия и основной показатель – взаимная информация.  

В результате для глобального множества источников данных, сформированного на предыдущем ша-

ге, формируется множество, которое, с одной стороны, включает в себя анализируемый опорный гео-

дезический пункт DOU, а с другой – содержит источники данных, показавшие максимальные или 

близкие к ним значения энтропийных характеристик (преимущественно рассматриваются значения 

взаимной информации). 

Например, для геомагнитных данных в доверительный список попадают магнитные обсервато-

рии и вариационные станции с близкими к единице показателями взаимной информации и условной 

энтропии, со значениями информационной энтропии, отличающимися не более чем на 0,01, а также 

относящиеся к одной пространственной группе и описываемые, как правило, одним статистическим 

законом распределения.  

Примечательно, что расчет информационной энтропии Шеннона для каждого набора геомагнит-

ных данных показал, что наименьшая неопределенность наблюдается в районе средних широт (46,9° N). 

При этом энтропия возрастает по направлению к низким широтам рис. 1). Аналогичные исследова-

ния, проведенные для других значений широт, показали повторяемость полученных зависимостей и 

подтвердили результаты анализа. Физическое объяснение полученных результатов теоретико-

информационного анализа заключается в том, что значения параметров геомагнитного поля и его ва-

риаций на средних широтах зависят от наименьшего количества факторов. При этом по мере при-

ближения к экватору и полюсам число факторов, влияющих на результаты наблюдений, возрастает, 

что приводит к росту неопределенности данных о состоянии геомагнитного поля и его вариаций, но 

повышает информативность каждой итерации геомагнитного мониторинга. При этом установлено, 

что в пределах одного широтного диапазона энтропийные характеристики магнитных обсерваторий 

почти неизменны. Физический смысл полученных результатов можно интерпретировать таким обра-

зом, что на значения параметров геомагнитного поля и его вариаций в пределах одного широтного 
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диапазона оказывают влияние одни и те же внешние факторы (или их совокупность), что приводит  

к относительной неизменности информационной энтропии с изменением географической долготы. 

Кроме того, при анализе значения условной энтропии было установлено его увеличение по ме-

ре пространственного удаления анализируемого источника данных от основного (в данном случае 

DOU). Аналогичная тенденция была обнаружена и при анализе значений взаимной информации для 

пар источников геомагнитных данных. 
 

        
     а                b 

Рис. 1. Широтная и долготная зависимости энтропийных характеристик геомагнитных данных  

(a – информационная энтропия Шеннона, b – взаимная информация) 

Fig. 1. Latitudinal and longitude dependences of entropy characteristics of geomagnetic data  

(a – Shannon information entropy, b – mutual information) 
 

На последующем этапе для сформированного пространственного кластера с обсерваторией DOU 

выполняется анализ информационной корреляции. При этом осуществляется итерационная обработка 

данных посредством попарного сравнения входящих в кластер опорных геодезических пунктов и того 

источника данных, для которого необходимо выполнить восстановление временного ряда (DOU). В ре-

зультате получено подмножество в составе исходного пространственного кластера, для которого были 

достигнуты наилучшие показатели информационной корреляции. Анализ пространственной однородно-

сти соответствующих источников данных показал, что сформированный кластер является корректным. 

Представленные в окончательно сформированном кластере источники данных образуют дове-

рительный список для DOU. Данные в списке ранжируются по своим энтропийным и корреляцион-

ным характеристикам. Проведенные вычислительные эксперименты показали, что данные, зареги-

стрированные станцией DOUrbes, наилучшим образом коррелируют с наблюдениями обсерватории 

MAV (за исследуемый год). Это позволяет сделать вывод, что для реконструкции искомого времен-

ного ряда геомагнитных данных обсерваторию MAV можно назначить резервной станцией (при 

условии наличия данных за соответствующий временной интервал). 
 

 

Рис. 2. Результаты восстановления 10-минутного фрагмента временного ряда геомагнитных данных 

Fig. 2. Results of recovery of a 10-minute fragment of the time series of geomagnetic data 
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Дальнейший анализ показал, что применение метода информационного резервирования для 

восстановления 10-минутного пропуска в экспериментальном временном ряду характеризуется сред-

неквадратической ошибкой со значением ~ 0,036 нТл, что в целом меньше регламентированной  

спецификацией / стандартом IAGA-2002 погрешности для измерений параметров геомагнитного поля 

и его вариаций (~1 нТл) (рис. 2). 
 

Заключение 
 

В настоящей работе предлагается повысить эффективность используемых источниками данных 

технических систем регистрации с помощью информационного резервирования, которое предполагает 

использование дополнительных данных, выступающих в качестве вспомогательных. Выбор в пользу 

метода информационного резервирования обусловлен в наибольшей степени тем, что в большинстве 

известных случаев, когда отказ в работе технической системы приводит к потере или искажению ин-

формации (обрабатываемой локально или передаваемой по каналам связи), повышение надежности 

достигается преимущественно посредством информационного резервирования. В настоящее время 

метод информационного резервирования активно используется в системах управления и связи, инфор-

мационных, измерительных и вычислительных системах сбора и обработки информации и позволяет 

повысить надежность технической системы регистрации данных при недостаточной надежности носи-

телей информации, невозможности возобновления информации с помощью первичных источников и т.д. 

На основании перечисленных характеристик и особенностей метода информационного резервиро-

вания как способа повышения надежности технических систем, обеспечивающих данными системы под-

держки принятия решений, в работе предложен метод восстановления временных рядов. Метод предпо-

лагает определение наиболее вероятных значений посредством формирования доверительного списка 

источников данных на основании оценки пространственной гетерогенности и зависимости синхронно 

регистрируемых данных, а также сравнительной оценки соответствующих фрагментов временных рядов 

геомагнитных данных, зарегистрированных в момент времени, предшествующий восстанавливаемому.  

В ходе проведенных вычислительных экспериментов для геомагнитных данных было установ-

лено, что применение предложенного подхода позволяет восстанавливать временные ряды с точно-

стью 0,01–0,5 нТл, что не превышает допустимой величины ошибки геомагнитных измерений. 
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Оценивание методом моментов параметра равномерного распределения  

длительности непродлевающегося случайного мертвого времени  
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Аннотация. Исследуется полусинхронный поток событий, относящийся к классу дважды стохастических 

потоков событий. Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося случайного 

мертвого времени, распределенного по равномерному закону на отрезке [0, T*]. Рассматривается частный 

случай функционирования полусинхронного потока событий, когда такой поток является рекуррентным,  

в общем и особом случаях соотношения его параметров. Производится оценивание параметра T* равномерного 

распределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени методом моментов. Приво-

дятся результаты статистических экспериментов, показывающие адекватность полученных оценок. 

Ключевые слова: рекуррентный полусинхронный поток событий; непродлевающееся случайное мертвое 
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Abstract. The paper describes recurrent semi-synchronous events flow with p = 1 that is a common mathematical 

model of information flows of messages operating in telecommunication and information-computing networks, and 

that belongs to the class of doubly stochastic event flows. A general and special cases are considered. Operation of 

the flow is considered with random unextendable dead time that has uniform distribution on the interval [0, T*]. Parame-

ter T* of the dead time is estimated using the method of moments. Results of statistical experiments are presented. 

Mathematical expectation of the duration of τ – the interval between adjacent events of the observed flow – is 

given for the general case by the formula 
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and for special case: 
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The estimate *
T̂  is found numerically from the equation of moments 

*( | )M T C , 1
1

(1 / ) ( )
n

k k
k

C n t t


  , 

where 1 2 1, ,  , nt t t   are moments of occurrence of events in the observed flow. Value C is found using simulation 

modeling of the observed flow. Analysis of the numerical results shows that in the sense of the introduced criterion 

ˆ ˆ( )V *
Τ  (sample variance of the estimate *

T̂ ), an increase in the parameter T* has a negative effect on the quality of 

estimates *T̂ , that is quite natural: increasing the parameter T* leads to an increase in the number of lost events of the 

initial flow.  

According to the results of the research, there are the following conclusions: 1) it is shown analytically that the 

equation of moments has a unique solution; 2) the results of simulation modelling show that the quality of the esti-

mates in the sense of the introduced criterion (sample variance of the estimate *
T̂ ) is quite satisfactory, and the bias 

of estimates *T̂  relative to the true value of parameter T* doesn’t exceed hundredths of values. 

Keywords: recurrent semi-synchronous events flow; unextendable random dead time; uniform distribution; esti-

mation of the parameter; method of moments 
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В современных телекоммуникационных системах [1, 2] входящие потоки событий наиболее 

адекватно описывают дважды стохастические потоки событий – потоки, у которых случайными яв-

ляются моменты наступления событий и интенсивность. Поэтому исследование дважды стохастиче-

ских потоков является актуальной задачей. В общем случае дважды стохастические потоки событий 

являются коррелированными потоками [2]. 

Дважды стохастические потоки делятся на два класса: первый класс составляют потоки, сопро-

вождающий процесс (интенсивность) которых есть непрерывный случайный процесс [3, 4]; второй – 

потоки, сопровождающий процесс (интенсивность) которых есть кусочно-постоянный случайный 

процесс с конечным (произвольным) числом состояний [5, 6]. 

В зависимости от того, каким образом происходит переход интенсивности из состояния в со-

стояние, выделяется три типа дважды стохастических потоков: 1) синхронные потоки (потоки, у ко-

торых состояние сопровождающего процесса меняется в случайные моменты времени, являющиеся 

моментами наступления событий) [7–10]; 2) асинхронные потоки (потоки, у которых переход из со-

стояния в состояние сопровождающего процесса происходит в случайные моменты времени и не за-

висит от моментов наступления событий) [11–14]; 3) полусинхронные потоки (потоки, у которых одна 

часть состояний сопровождающего процесса меняется в моменты наступления событий потока, дру-

гая часть состояний сопровождающего процесса меняется в произвольные моменты времени, не свя-

занные с моментами наступления событий потока) [15–18]. 

На практике часто приходится иметь дело с потоками, у которых не все события доступны 

наблюдению. Как правило, причиной ненаблюдаемости служит мертвое время регистрирующих при-

боров [19], порождаемое зарегистрированным событием, так что другие события, наступившие в этот 

период, теряются. Регистрирующие приборы при этом делятся на два вида: с непродлевающимся 

мертвым временем и продлевающимся. Кроме того, длительность мертвого времени может быть как 

детерминированной величиной, одинаковой для всех событий, так и случайной с тем или иным законом 

распределения. В реальных регистрирующих устройствах величина и характер мертвого времени зави-

сят от многих факторов, причем регистрирующие приборы обладают значением длительности мертвого 

времени, ограниченным сверху некоторой величиной. Переходя к случайному мертвому времени 

[19], вполне естественно рассматривать его распределение как равномерное на некотором отрезке.  
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В данной работе исследуется полусинхронный дважды стохастический поток событий с интен-

сивностью, являющейся кусочно-постоянным случайным процессом с двумя состояниями. На параметр 

потока накладывается условие, такое что исходный коррелированный поток вырождается в рекур-

рентный. Рассматривается два случая функционирования такого потока: общий и особый. Произво-

дится оценивание параметра длительности случайного мертвого времени, распределенного по равномер-

ному закону. Для этого выводится аналитическая формула математического ожидания длительности 

интервала между соседними событиями наблюдаемого потока и находится оценка параметра равно-

мерного распределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени с использо-

ванием уравнения моментов. С помощью построенной имитационной модели наблюдаемого потока 

реализуются статистические эксперименты для получения численных результатов оценивания. 

 

1. Математическая модель наблюдаемого потока. Постановка задачи 

 

Рассматривается стационарный режим функционирования полусинхронного дважды стохасти-

ческого потока событий, сопровождающий процесс (интенсивность) которого есть кусочно-постоянный 

стационарный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями S1 и S2. Будем говорить, что имеет место 

первое состояние процесса (потока) S1, если λ(t) = λ1, и, наоборот, имеет место второе состояние про-

цесса (потока) S2, если λ(t) = λ2 1 2( 0)    . Если имеет место первое состояние процесса S1, то  

в течение временного интервала, когда λ(t) = λ1, поступает пуассоновский поток событий с интенсив-

ностью λ1. Если имеет место второе состояние процесса S2, то в течение временного интервала, когда 

λ(t) = λ2, поступает пуассоновский поток событий с интенсивностью λ2. Переход из состояния S1 про-

цесса λ(t) в состояние S2 возможен только в момент наступления события (свойство синхронности 

потока), при этом этот переход осуществляется с вероятностью p (с вероятностью 1 – p процесс λ(t) 

остается в состоянии S1). Переход из состояния S2 процесса λ(t) в состояние S1 может осуществляться 

в произвольный момент времени, не связанный с моментом наступления события (свойство асинхрон-

ности потока). При этом длительность пребывания процесса λ(t) во втором состоянии есть случайная 

величина, распределенная по экспоненциальному закону 2( ) 1 , 0tF t e t   , где α2 – интенсивность 

смены состояния S2 на S1. Так как переход из второго состояния в первое не привязан к моменту 

наступления события во втором состоянии, то поток называется полусинхронным дважды стохасти-

ческим потоком событий. В сделанных предположениях λ(t) – скрытый марковский процесс (λ(t) – 

принципиально ненаблюдаемый процесс; наблюдаемыми являются только моменты наступления со-

бытий потока).  

После каждого зарегистрированного события в момент времени tk наступает период мертвого 

времени случайной длительности, который порождается этим событием, так что другие события ис-

ходного потока, наступившие в течение этого периода мертвого времени, недоступны наблюдению  

и не вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Принимается, что случайная дли-

тельность мертвого времени распределена по равномерному закону с плотностью вероятности 
*( ) 1/ ,p T T  где T – значение длительности мертвого времени, *0 T T  . 

Исследуется частный случай функционирования полусинхронного потока событий, когда p = 1, 

т.е. такой поток, который при каждом наступлении события в первом состоянии мгновенно перехо-

дит во второе. При выполнении данного условия исходный поток, действующий в условиях детерми-

нированного мертвого времени, становится рекуррентным потоком: 

     1 2 1 2 1 2, | | | , , ,p T p T p T T T          

где  |p T  – плотность вероятности значений длительности интервала между соседними событиями 

в полусинхронном потоке,  1 2, |p T   – совместная плотность вероятности [20. С. 254].   

Вместе с тем рассматриваются общий и особый случаи соотношения параметров данного пото-

ка: когда 1 2 2 0     и когда 1 2 2 0    . 
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Возможный вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1, где S1 и S2 – состояния случай-

ного процесса λ(t); временная ось (0, t) – ось моментов наступления наблюдаемых событий в момен-

ты времени 1 2, ,  t t ; временная ось (0, t(1)) – ось наступления событий в моменты времени 

   1 1
1 2, , . ..t t  в первом (S1) состоянии процесса λ(t), на которой также указаны значения длительностей 

   1 1
1 2 ,  ,T T  мертвых времен, порождаемых наблюдаемыми событиями потока; аналогично для вре-

менной оси (0, t(2)); белыми кружками обозначены наблюдаемые события, черными – ненаблюдаемые, 

штриховкой – периоды мертвого времени; траектория процесса λ(t) привязана к временной оси (0, t(1)). 
 

 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Fig. 1. Formation of the observed event flow 

 

Цели данной работы: 

1. На основании выборки моментов наступления событий 1 2, ,..., nt t t  наблюдаемых потоков  

в общем и особом случаях на временном интервале (0, Tm), где Tm – время наблюдения за потоком  

( n mt T ), оценить параметр равномерного распределения длительности непродлевающегося случай-

ного мертвого времени T*. 

2. Исследовать оценку ˆ*
T  для общего и особого случаев рассматриваемого потока. Для этого 

провести статистические эксперименты, устанавливающие стационарный режим и определяющие 

свойства полученных оценок.  

 

2. Уравнение моментов для оценивания параметра T* 

 

Введем 1 ,k k kt t    1,2, ... ,k   – значение длительности k-го интервала между соседними со-

бытиями наблюдаемого потока ( 0)k  . Так как рассматривается стационарный режим функциони-

рования наблюдаемого потока, то плотность вероятности значений длительности k-го интервала есть 

( ) ( )kp p   , 0 , для любого k, т.е. момент наступления события есть τ = 0.  

Для оценки неизвестного параметра T* равномерного распределения длительности случайного 

непродлевающегося мертвого времени используется метод моментов [21]. Для этого находится тео-

ретический момент – математическое ожидание случайной величины τ (длительность интервала 

между соседними событиями в наблюдаемом потоке) *( | )M T , после чего ММ-оценка параметра T* 

находится численно из уравнения моментов *( | )M T C , где C – выборочное среднее, 

1
1

(1/ ) , 0,
n

k k k k
k

C n t t


       являющееся оценкой математического ожидания *( | )M T .  

Из работы [20] имеем, что плотность вероятности значений длительности интервала между со-

седними событиями в полусинхронном потоке, функционирующем в условиях непродлевающегося 

мертвого времени фиксированной длительности T, в общем случае имеет вид: 
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, 1 2 2 0;     1 2,   – смеж- 

ные интервалы между наблюдаемыми событиями. Для обобщенного полусинхронного потока собы-

тий с непродлевающимся мертвым временем фиксированной длительности T в особом случае 

1 2 2 0     справедливы формулы 
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δ – вероятность инициирования дополнительного события при переходе процесса λ(t) из второго со-

стояния в первое (0 1)   . 

Подчеркнем, что внесение непродлевающегося случайного мертвого времени в математиче-

скую модель полусинхронного потока событий может только изменить (в меньшую или большую 

сторону) корреляцию в потоке по сравнению с ситуацией отсутствия мертвого времени (T* = 0) либо 

с ситуацией наличия детерминированного мертвого времени (T > 0), но не устранить ее полностью. 

Тогда искомая плотность вероятности ( )p   примет вид  

( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( | )
T T

p p T dT p T p T dT      , 

где ( , )p T  – совместная плотность вероятности значений τ и Т; условная плотность вероятности 

( | )p T  определяется выражениями (1) и (2) для общего и особого случаей соответственно при под-

становке параметров p = 1 и δ = 0; равномерная плотность ( )p T  определена в разделе 1; (T) – область 

интегрирования значений случайной величины – длительности непродлевающегося случайного мерт-

вого времени. Отметим, что внесение непродлевающегося случайного мертвого времени в математи-

ческую модель для случая рекуррентного потока, когда p = 1 и δ = 0, оставляет наблюдаемый поток  

в классе рекуррентных потоков. 

Область значений случайной величины мертвого времени представляет собой объединение двух 

областей, когда *0 T    и когда *T  , поэтому выражение для плотности p(τ) имеет следующий вид: 

 
*

*
1

0

*
2

0

( ) ( ) ( | ) , 0 ,

( )

( ) ( ) ( | ) , .
T

p p T p T dT T

p

p p T p T dT T


     


  

     

 (3) 

Подставляя выражение (1) при p = 1 в (3) и учитывая, что 
*( ) 1 /p T T , 

*0 T T   для общего 

случая 1 2 2 0    , находим  

       1 2 2 21 *
1 *

1
1 , 0 ,p e e e T

T

                 (4) 
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 (5)    
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Аналогично подставляя выражение (2) в (3) при p = 1, δ = 0 для особого случая 1 2 2 0    , 

находим 

     1 21 *
1 *

1
1 2 , 0 ,p e e T

T

            (6) 

      
* *

1 1 2* * *1 2 1 2
2 *

1 2 1 2

1
2 1 1 , .

T Tp e T e T e T
T

   
        

              
        

 (7) 

Отметим, что и для общего, и для особого случая рассматриваемого потока в точке *T   вы-

полняется равенство двух плотностей * *
1 2( ) ( )p T p T  и неравенство их производных 

* *
1 2( ) ( )p T p T  , т.е. функция p(τ) является непрерывной и в точке *T   имеет излом. 

По определению математического ожидания случайной величины τ – длительности интервала 

между двумя соседними событиями наблюдаемого потока – с учетом формулы (3) имеем 
*

*

*
1 2

0

( | ) ( ) ( ) .
T

T

M T p d p d


         Подставляя сюда плотности вероятности p1(τ), p2(τ), определенные 

в (4), (5) для общего случая, находим  
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  (8) 

Далее, подставляя формулы (6), (7) для особого случая, находим 

 
   

  
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2
*

* *2 2

*
1 1 1 2 1 1 2
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        
  (9) 

Аналитически доказано, что математическое ожидание *( | )M T , определяемое формулой (8) 

для общего случая и формулой (9) для особого случая, является возрастающей функцией переменной 

(параметра) * *( 0)T T  . Из этого следует, что уравнение моментов *( | )M T C  имеет единственное 

решение. Уравнение моментов может не иметь решения только в одном единственном случае, когда 
*( | 0)C M T  , тогда принимается *ˆ 0.T   При этом оценки, получаемые методом моментов, явля-

ются состоятельными (выполнены условия теоремы о состоятельности оценок [21]). 
 

3. Результаты статистических экспериментов для наблюдаемого потока 
 

Для установления стационарного режима и определения свойств найденных оценок проведены 

статистические эксперименты.  

Первый статистический эксперимент (установление стационарного режима). Было получено 

100 реализаций (N = 100) имитационной модели наблюдаемого потока для общего и особого случаев 

при * 1; 3T   и Tm = 50, 100, …, 1 500. Далее для каждого набора параметров было получено 100 реше-

ний уравнения моментов методом простой итерации при *0,0001, 0,001T    . Каждое i-е решение 

есть значение оценки *ˆ ,iT  1, ,100,i   параметра *T . Заданный набор параметров для рекуррентного 

полусинхронного потока в общем случае: λ1 = 2, λ2 = 1, α2 = 0,2; в особом случае: λ1 = 2, λ2 = 1,8, α2 = 0,2. 

На основании полученных данных вычислялись выборочное среднее искомых оценок 

*

1

1ˆ ˆ ˆ( )
N

i
i

M T
N 

 
*

Τ  и их выборочная вариация 
* * 2

1

1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
N

i
i

V T T
N 

 
*

Τ , где T* – известное из имитаци-

онной модели значение параметра. 

В табл. 1 приведены результаты для общего случая наблюдаемого потока при T* = 1. В первой 

строке таблицы указано время моделирования Tm (время наблюдения за потоком) (Tm = 50, 100, … , 

2 000 ед. времени); во второй и третьей строках – выборочное среднее ˆ ˆ( )M *
Τ  и выборочная вариация 

ˆ ˆ( )V *
Τ  для T* = 1.  
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Т а б л и ц а  1   

Численные результаты первого статистического эксперимента для T* = 1, общий случай 

Tm 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,9628 1,1062 1,108 1,2059 1,1562 1,0810 1,1997 0,9151 1,1594 1,0282 

ˆ ˆ( )V *
Τ  9,8829 1,7811 0,5607 0,5945 0,5632 0,6084 0,6523 0,3512 0,3633 0,4652 

 

550 600 650 700 750 800 850 900 950 1 000 1 050 

0,9341 1,0573 1,0133 1,0789 1,0381 1,0684 0,9962 0,9714 1,0331 1,0255 0,9910 

0,4155 0,2409 0,2246 0,2367 0,1766 0,1648 0,1976 0,1366 0,1361 0,1256 0,1571 
 

1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 1 500 1 550 1 600 

1,0189 1,0316 1,0252 1,0204 1,0178 1,0246 1,0394 0,9830 0,9875 1,0169 0,9991 

0,1034 0,1100 0,1342 0,0964 0,1271 0,0946 0,1037 0,1179 0,1085 0,0997 0,0796 
 

1 650 1 700 1 750 1 800 1 850 1 900 1 950 2 000 

1,0007 1,0256 0,9533 1,0344 1,0140 1,0293 1,0153 0,9892 

0,0642 0,0661 0,0840 0,0770 0,0807 0,0635 0,0909 0,0696 

 

Для наглядности на рис. 2 и 3 приведены графики зависимостей ˆ ˆ( )M *
Τ  и ˆ ˆ( )V *

Τ  от значения 

времени моделирования Tm для T* = 1, построенные по данным табл. 1. 
 

 

Рис. 2. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T* = 1 в общем случае 

Fig. 2. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Tm with T* = 1 in general case 

 

 

Рис. 3. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Tm при T* = 1 в общем случае  

Fig. 3. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Tm with T* = 1 in general case 

 

В табл. 2 приведены результаты для общего случая наблюдаемого потока при T* = 3. Структура 

табл. 2 аналогична структуре табл. 1.  
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Т а б л и ц а  2   

Численные результаты первого статистического эксперимента для T* = 3, общий случай 

 

550 600 650 700 750 800 850 900 950 1 000 1 050 

2,9310 3,1351 3,0106 2,9751 2,9633 2,9780 3,1098 2,9862 3,0876 3,0449 2,9822 

0,5920 0,6786 0,7178 0,5904 0,4972 0,4203 0,5318 0,5243 0,3918 0,3930 0,4549 
 

1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 1 500 1 550 1 600 

2,9933 2,9860 2,9937 2,9608 2,9516 3,0190 3,0104 2,9546 2,9979 3,0287 2,9543 

0,3848 0,3413 0,4107 0,3657 0,3227 0,3035 0,2829 0,2885 0,2738 0,2367 0,2568 
 

1 650 1 700 1 750 1 800 1 850 1 900 1 950 2 000 

2,9897 2,9656 3,0635 2,9404 3,0245 2,9945 2,9154 2,9995 

0,2090 0,2899 0,2852 0,2508 0,2480 0,1882 0,1711 0,1858 

 

На рис. 4 и 5 приведены графики зависимостей ˆ ˆ( )M *
Τ  и ˆ ˆ( )V *

Τ  от времени моделирования Tm 

для T* = 3, построенные по данным табл. 2. 
 

 

Рис. 4. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T* = 3 в общем случае 

Fig. 4. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Tm with T* = 3 in general case 

 

 

Рис.5. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Tm при T* = 3 в общем случае 

Fig. 5. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Tm with T* = 3 in general case 

 

Из анализа результатов первого статистического эксперимента следует, что для рекуррентного 

полусихронного потока событий в общем случае справедливо:  

Tm 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

ˆ ˆ( )M *
Τ  3,1570 2,8336 3,3744 3,0769 3,0023 2,8782 3,1557 3,0098 2,9714 2,9456 

ˆ ˆ( )V *
Τ  23,089 6,4750 2,5065 2,3764 1,6844 1,0933 1,6212 1,2113 0,8877 0,8757 
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1) стационарный режим функционирования потока устанавливается при 1600mT   ед. времени, 

так как выборочное среднее ˆ ˆ( )M *
Τ  стремится к постоянному значению, когда 1600mT   ед. времени; 

2) оценка ˆ*
T  является смещенной оценкой; причиной смещения оценки ˆ*

T  * *ˆ( )T T  относи-

тельно истинного T* (известного из имитационной модели) является то, что значения случайного 

мертвого времени Т сосредоточены около теоретического среднего (T*/2). 
Результаты первого статистического эксперимента для особого случая приведены в табл. 3, 4 

для T* = 1 и T* = 3 соответственно, а также на рис. 6, 7 и 8, 9 для T* = 1 и T* = 3 соответственно. 

Т а б л и ц а  3  

Численные результаты эксперимента для T* = 1, особый случай 

Tm 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,9133 0,9025 0,9058 0,8939 0,9135 0,9120 0,9102 0,8962 0,9076 0,9105 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,0370 0,0236 0,0176 0,0139 0,0140 0,0144 0,0120 0,0114 0,012 0,0128 

 

550 600 650 700 750 800 850 900 950 1 000 1 050 

0,8989 0,9081 0,911 0,9011 0,9073 0,9012 0,9050 0,9046 0,9019 0,9043 0,9040 

0,0115 0,0131 0,0100 0,0108 0,0106 0,0114 0,0100 0,0108 0,0104 0,0103 0,0105 
 

1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 1 500 1 550 1 600 

0,9031 0,9048 0,9055 0,9043 0,8792 0,9039 0,9048 0,9049 0,9040 0,9029 0,9046 

0,0106 0,0091 0,0105 0,0105 0,0184 0,0101 0,0100 0,0099 0,0098 0,0099 0,0101 
 

1 650 1 700 1 750 1 800 1 850 1 900 1 950 2 000 

0,9032 0,9038 0,9042 0,9050 0,9044 0,9042 0,9030 0,9053 

0,0098 0,0095 0,0099 0,0103 0,0098 0,0097 0,0099 0,0101 
 

 

Рис. 6. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T* = 1 в особом случае 

Fig. 6. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Tm with T* = 1 in special case 

 

  

Рис. 7. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Tm при T* = 1 в особом случае  

Fig. 7. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Tm with T* = 1 in special case 



Обработка информации / Data processing 

56 

Т а б л и ц а  4   

Численные результаты эксперимента для T* = 3, особый случай 

Tm 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

ˆ ˆ( )M *
Τ  2,9409 2,9383 2,9173 2,8994 2,9050 2,9087 2,9050 2,9146 2,9075 2,9096 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,1629 0,0890 0,0537 0,0484 0,0359 0,0350 0,0356 0,0283 0,0186 0,0262 

 

550 600 650 700 750 800 850 900 950 1 000 1 050 

2,9019 2,8999 2,9134 2,9057 2,9028 2,9063 2,9125 2,9011 2,9013 2,9032 2,9070 

0,0218 0,0198 0,0219 0,0185 0,0218 0,0181 0,0190 0,0162 0,0175 0,0163 0,0155 
 

1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 1 500 1 550 1 600 

2,9070 2,9056 2,9038 2,9107 2,8707 2,9058 2,9043 2,9023 2,9037 2,9013 2,9058 

0,0151 0,0144 0,0163 0,0164 0,0244 0,0144 0,0138 0,0129 0,0147 0,0131 0,0163 
 

1 650 1 700 1 750 1 800 1 850 1 900 1 950 2 000 

2,9049 2,9109 2,9028 2,9065 2,9033 2,9048 2,9070 2,9101 

0,0125 0,0144 0,0138 0,0118 0,0128 0,0128 0,0130 0,0121 

 

 

Рис. 8. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T* = 3 в особом случае 

Fig. 8. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Tm with T* = 3 in special case 

 

 

Рис.9. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Tm при T* = 3 в особом случае 

Fig. 9. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Tm with T* = 3 in special case 

 

Аналогично для особого случая рассматриваемого потока следует, что: 

1) стационарный режим функционирования потока устанавливается при 1300mT   ед. времени; 

2) оценка ˆ*
T  является смещенной оценкой. 
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Второй статистический эксперимент (исследование влияния параметра T* на качество оце-

нок). Второй статистический эксперимент поставлен при фиксированном времени моделирования, 

равном времени установления стационарного режима, полученному из первого статистического экс-

перимента. Варьирует параметр T* = 1, 2, 3, 4, 5 остальные параметры принимаются такими же, как и 

в первом эксперименте. 

Результаты второго статистического эксперимента для общего случая рассматриваемого потока 

приведены в табл. 5 (Tm = 1 600 ед. времени). 
Т а б л и ц а  5   

Численные результаты второго статистического эксперимента, общий случай 

T* 1 2 3 4 5 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,9085 1,9106 2,91 3,9152 4,9104 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,0106 0,0106 0,016 0,0247 0,0413 

 

На рис. 10, 11 приведены графики зависимости выборочного среднего ˆ ˆ( )M *
Τ  и выборочной 

вариации ˆ ˆ( )V *
Τ  от параметра T* = 1, 2, 3, 4, 5, построенные по данным табл. 5. 

 

  

Рис. 10. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Т* в общем случае 

Fig. 10. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Т* in general case 

Рис. 11. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Т* в общем случае 

Fig. 11. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Т* in general case 

 

Результаты второго статистического эксперимента для особого случая приведены в табл. 6  

(Tm = 1 300 ед. времени), а также на рис. 12, 13. 
Т а б л и ц а  6   

Численные результаты второго статистического эксперимента, особый случай 

T* 1 2 3 4 5 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,8761 1,8795 2,886 3,8805 4,8837 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,0185 0,0187 0,0265 0,0350 0,0512 

 

  

Рис. 12. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Т* в общем случае 

Fig. 12. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Т* in general case 

Рис. 13. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Т* в общем случае 

Fig. 13. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Т* in general case 
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Данный эксперимент демонстрирует тот факт, что при увеличении значений параметра равномер-

ного распределения мертвого времени T* увеличивается выборочная вариация оценки. Это объясня-

ется тем, что при больших значениях T* увеличивается число потерянных событий исходного потока 

и, как следствие, ухудшается качество оценивания.  

 

Заключение 

 

В данной работе рассмотрен рекуррентный полусинхронный дважды стохастический поток со-

бытий в общем и особом случаях соотношения его параметров с непродлевающимся случайным 

мертвым временем, распределенным по равномерному закону.  

Аналитически получены формулы (4), (5), определяющие плотность вероятности значений 

длительности интервала между соседними событиями в наблюдаемом потоке при случайном мертвом 

времени для общего случая 1 2 2 0     и аналогичные формулы (6), (7) для особого случая 

1 2 2 0    ; выведены формулы (8), (9) для математического ожидания длительности интервала 

между соседними событиями для общего и особого случая соответственно. 

Методом моментов найдены состоятельные ММ-оценки параметра T* равномерного распреде-

ления длительности случайного мертвого времени; полученные оценки экспериментально исследова-

ны на качество. Приведенные результаты численных расчетов указывают на приемлемое качество 

оценивания. 
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Аннотация. Рассмотрены методы исследования неопределенностей вероятностных оценок эмпирических 

функций распределения. Для этого предлагается новый подход, основанный на понятии распределения вто-

рого порядка. Для численных реализаций операций над распределениями второго порядка применяются ве-

роятностные расширения их параметризованных представлений. Приведены примеры использования данного 

подхода для оценки надежности технических объектов в условиях малых выборок.  
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Построение эмпирических функций распределения практически не бывает точным; оно сопровож-

дается ошибками, что приводит к неопределенности вероятностных оценок. Неточные вероятности – 

один из источников вероятностей второго порядка. Предположим, что у нас есть оценка вероятности P 

некоего события. Когда мы можем оценить границы P1 ≤ P ≤ P2, можно говорить об интервальной 

оценке вероятности P. Такие интервальные оценки для гистограмм приводят к интервальным гисто-
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граммам. В тех случаях, когда для P существует вероятностная оценка, можно говорить о вероятно-

сти второго порядка. Таким образом, вероятности второго порядка – это вероятностные оценки самих 

вероятностей. 

Для работы с неопределенными вероятностями существует несколько подходов [1]. Один  

из распространенных методов работы с неопределенными вероятностями – использование P-box [2]. 

P-box представляет собой интервальную функцию распределения (F1(x) ≤ F(x) ≤ F2(x)). 

В работе [3] показано использование неопределенных вероятностей в инженерных расчетах. 

При этом предполагается, что при стохастическом моделировании для входных данных известны  

семейства распределений. Входные данные для моделирования выбираются случайным образом из 

этих семейств, далее методом Монте-Карло производится стохастическое моделирование. Важно  

отметить, что при работе с неопределенными вероятностями существенным препятствием является 

отсутствие эффективных арифметических операций. 

Одним из подходов, моделирующих неопределенность вероятностных оценок, стало использо-

вание вероятностей второго порядка. В работе [4] для представления вероятностей второго порядка 

предложено новое понятие гистограммы второго порядка. Применение вычислительного вероятностно-

го анализа позволило развить идею далее на основе применения кусочно-полиномиальных моделей [5, 

6]. Для численных реализаций операций над распределениями второго порядка в статье рассматрива-

ется новый подход, основанный на использовании вероятностных расширений их параметризован-

ных представлений. 

Следует отметить давний и устойчивый интерес к вероятностям второго порядка в различных 

областях, включая принятие решений [7, 8]. Среди русскоязычных монографий, посвященных мето-

дам работы с неопределенностями, можно выделить работы О.И. Ужга-Реброва [9]. 

 

1. Вероятностные расширения 

 

Основа вычислительного вероятностного анализа – численные арифметические операции над 

функциями плотностей вероятностей и вероятностные расширения (построение законов распределе-

ний функций случайных аргументов). Функции плотности вероятности случайных величин x, y, z бу-

дем обозначать полужирным фонтом x, y, z. Тогда функция плотности вероятности z случайной вели-

чины z = x * y, * { }   , записывается в виде z = x * y.  

Рассмотрим задачу определения закона распределения функции нескольких случайных аргу-

ментов.  

Пусть 
1 2

( )
n

x x … x    – система случайных непрерывных переменных с совместной функцией 

плотности вероятности 
1 2

( )
n

p x x … x   . Случайная переменная z 

1 2
( )

n
z f x x … x      

где функция nf R R  .  

Определение 1. Будем говорить, что случайная функция f: Rn → R является вероятностным 

продолжением вещественной функции nf R R   на множестве nD R , если ( ) ( )x f xf  для всех 

точечных аргументов x D .  

Определение 2. Случайная функция f: Rn → R называется вероятностным расширением веще-

ственной функции nf R R   на множестве nD R , если она  

(i) является вероятностным продолжением f на D,  

(ii) функция плотности вероятности f совпадает с функцией плотности вероятности z случайной 

величины z:  

1 2
( )

n
z f x x … x      

Таким образом, мы можем записать  

1( )n…   z f x x  
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В тех случаях, когда надо указать непосредственно значение плотности вероятности f в некото-

рой точке ξ, будем использовать обозначение  

1(ξ) ( )(ξ)n…   z f x x  

Теорема 1 [10]. Пусть 1( )nx … x   – случайные величины и 
1( , )n…f x x  – вероятностное расши-

рение 
1 2

( )
n

f x x … x   , и для всех вещественных t  функция 
2( , , )nt …f x x  – вероятностное расширение 

2
( )

n
f t x … x   . Тогда  

1

1
1 1 2( )(ξ) ( ) ( )(ξ)

x

n n
x

… t t … dt      f x x x f x x
 

 
2. Распределения второго порядка 

 

В вероятностном пространстве (Ω, ℱ, ℙ) случайный процесс представляет собой набор случай-

ных величин  

{ ( ω) ω }a x x D       

Термин «случайное поле» обычно относится к случайному процессу, принимающему значения в ев-

клидовом пространстве Rd, d = 1, 2, 3. Случайное поле можно посмотреть двумя способами:  

– для фиксированного x D , ( )a x  является случайной величиной в Ω;  

– для фиксированного ω , ( ω)a   является реализацией случайного поля в D.  

Определение 3. Распределение второго порядка f(2) – случайное поле f(x, ω), x D  , за-

данное на D R , где (Ω, ℱ, ℙ) – вероятностное пространство. Обладает следующими свойствами: 

для фиксированного ω , ( )f   является функцией распределения fω. 

В тех случаях, когда для распределений второго порядка fi, ( ω)if   – функции плотности веро-

ятности, для распределений второго порядка можно определить арифметические операции.  

Определение 4. Операции над распределениями второго порядка. Пусть (2) (2),f g  – распреде-

ления второго порядка, (Ωf, ℱf, ℙf), (Ωg, ℱg, ℙg) – соответственно их вероятностные пространства. То-

гда результат операции (2) (2)*f g , * { }   , – распределение второго порядка (2)
F :  

( ω ) { ( ω )* ( ω ) (ω ω ) }
f g f g

F
 

      f g  

где (Ω*, ℱ*, ℙ*) – вероятностное пространство, f g   .  

Рассмотрим пример построения кусочно-полиномиального представления для распределения 

второго порядка. Пусть 
1(ξ ξ )n…  , n = 9, – выборка случайной величины X с функцией распределения 

( ) [0 2]F t t   . Далее (ξ ) 1i iz F i … n     . Заметим, что 1iz i … n     – равномерно распределенные слу-

чайные величины на отрезке [0, 1]. Если 1 2 n
z z … z   , тогда kz  – k-я порядковая статистика и ма-

тематическое ожидание [ kzE ] ( 1)k n   .  

На рис. 1 представлена функция распределения второго порядка, аппроксимирующая распреде-

ления кусочно-линейных интерполяций распределений Ирвина–Холла третьей степени, построенная на 

выборке случайной величины размерности 9. Голубые линии – плотности вероятности случайной ку-

сочно-линейной функции. Красная линия – точная функция распределения. Зеленые линии – границы 

95%-ной доверительной области.  

Функция плотности вероятности есть производная от функции распределения  

( ) ( )f x F x   

следовательно, производная от функции распределения второго порядка будет функцией плотности 

вероятности второго порядка.  

Производная от кусочно-линейной функции – кусочно-постоянная функция. На рис. 2 приведен 

пример кусочно-постоянной функции – функции плотности вероятности второго порядка (надежной 
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оценки ф.п.в.). Красная линия – точная функция плотности вероятности. Синие линии – функции 

плотности вероятности надежной оценки, построенной на выборке случайной величины размерности 9.  
 

 

Рис. 1. Распределение второго порядка, аппроксимирующее распределение Ирвина–Холла третьей степени 

Fig.1. Second order distribution, approximating the Irwin-Hall distribution of the third degree 

 

 

Рис. 2. Функция плотности вероятности второго порядка 

Fig. 2. Second order probability density function 

 

Далее будем использовать эрмитовы кубические сплайны S и точки ( ( 1))ix i n    для построе-

ния аппроксимации функции распределения F: 

2 2, [0 1],
( )

(2 2) 1, [1 2],

x x
F x

x x x

   
 

    
 

(0) 0 (0) 0,S S    (1) 1 (1) 0,S S    

( ) ( 1) ( 1) ( 2)S x fv x mw x v x       

2 2( ) ( 1) (2 1) ( ) ( 1) ,v x x x w x x x             

2 2

2

1

( (ξ ) ) α || " || min
n

i i

i

s z s


     

,Ay b  

где вектор ( )y f m   . Значение параметра α выбиралось таким образом, чтобы константы f, m 

определяли монотонный сплайн; легко видеть, что точка (f, m) должна лежать внутри треугольной 

области с вершиной в точке (0,5; 1,5) и основанием [0; 1]. На рис. 3 приведены функции плотности 

вероятности констант m и f. Распределение второго порядка S можно представить в парамет-

ризованном виде 

( ) ( 1) ( 1) ( 2)x v x w x v x       S f m f m,  
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Рис. 3. Функции плотности вероятности констант m и f 

Fig. 3. Probability density functions of constants m and f 
 

Для нахождения функции плотности вероятности распределения второго порядка продиффе-

ренцируем S: 

( ) ( 1) ( 1) ( 2)x v x w x v x         S' f m f m,  

На рис. 4 представлена функция плотности вероятности второго порядка. Красная линия – ма-

тематическое ожидание ES, зеленые линии – верхние и нижние границы доверительного интервала, 

синие линии – функции плотности вероятности при фиксированных значениях аргумента. 
 

 

Рис. 4. Функция плотности вероятности второго порядка 

Fig. 4. Second order probability density function 

 

 

Рис. 5. Сумма распределений второго порядка 

Fig. 5. The sum of the second order distributions 
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В силу того, что распределения второго порядка мы представляем в параметризованном виде, 

для операций над распределениями второго порядка воспользуемся техникой вероятностных расши-

рений. Таким образом, арифметические операции можно представить как вероятностные расширения 

соответствующих функций от параметров. На рис. 5 показан результат сложения двух распределений 

второго порядка, представленных случайными эрмитовыми сплайнами [6]. Красная линия – матема-

тическое ожидание распределения второго порядка, зеленые линии – верхние и нижние 95%-ные до-

верительные границы, синие линии – функции плотности вероятности при фиксированных значениях 

аргумента.  

 

3. Достоверные оценки показателей надежности оборудования 

 

В качестве примера использования распределений второго порядка рассмотрим построение до-

стоверных оценок показателей надежности оборудования в условиях малых выборок статистических 

данных об отказах. Подход основан на использовании порядковых статистик и случайных интерпо-

ляционных многочленов для построения достоверных оценок функций распределения. 

Вероятность безотказной работы P(t) – это вероятность того, что в течение указанного времени 

работы не произойдет отказа. Время работы – это продолжительность или объем работы. Частота от-

казов – мера отказов за единицу времени. Частота отказов зависит от распределения отказов, которое 

представляет собой совокупную функцию распределения, описывающую вероятность отказов до мо-

мента времени t: 

0

( ξ ξ) ( ) ( )
λ( ) lim

( ) 1 ( )t

P t t t t f t f t
t

t P t F t 

     
   

 
 

Заметим, что ( ) ( )f t P t  и  

( )
λ( )

( )

P t
t

P t


    

где P(t) – вероятность безотказной работы. 

Пусть 
1

(ξ , 
2

ξ , …, ξ )
n

 – статистика отказов, полученная опытным путем. Тогда  

0
ln( ) λ(ξ) ξ

i

iz d  


 

где (ξ )i iz P .  

Для нахождения λ(t) будем использовать метод наименьших квадратов. Представим аппрокси-

мацию λ(t) в виде случайной кусочно-линейной функции l(t)  

1

λ( ) ( ) ψ ( ) [0 ]
m

i i

i

t l t a t t T


       

где {ψ 1 }i i … m     – базис в пространстве кусочно-линейных функций. Следуя работе [5], получаем 

приближение  

1 1

λ( ) ψ ( ) ln( )
n m

j l l

l j

t t z
 

 
  

 
   

Поскольку известна совместная функция плотности вероятности 1
(p z 

2
)

n
z … z  , можем построить ве-

роятностное расширение l(t):  

1 1

( ) ψ ( ) γ ln( )
n m

lj l

l j

t t
 

 
  

 
 l z  

Пример. Имеем 
1

(ξ , 
2

ξ , …, ξ )
n

, n = 29. Предположим, λ(t) имеет вид:  

0,2 [0;0,7],
λ( )

0,2 12( 0,7) 0,7.

t
t

t t

 
 

  
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На рис. 6 приведена достоверная оценка интенсивности отказов модельной задачи. Оттенками 

серого показаны плотности вероятности распределения второго порядка. На рис. 6 показана оценка 

функций плотности вероятности P(t) в момент времени t = 1. 
 

       

Рис. 6. Достоверная оценка интенсивности отказов и вероятности безотказной работы 

Fig. 6. Reliable assessment of failure rate and probability of failure-free operation 
 

Используя вероятностное расширение λ, можно вычислить значения оценки функции плотно-

сти вероятности P(t) в любое время. Используя оценки функции плотности вероятности P(t) в виде 

сплайнов, мы можем, например, оценить риск того, что вероятность P(1) > 0,2 или P(1) < 0,05.  
 

Заключение 
 

Применение кусочно-полиномиальных моделей распределений второго порядка позволяет 

строить надежные оценки эмпирических функций распределений. Рассмотренные примеры численных 

операций над распределениями второго порядка в задачах построения оценок надежности оборудо-

вания в условиях малых выборок подтверждают этот вывод. Дальнейшее использование распределе-

ний второго порядка может быть направлено на оценки рисков, принятие решений, стохастическое 

моделирование в условиях эпистемической неопределенности. 
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Оценка длительности мертвого времени в обобщенном MAP-потоке событий  

с двумя состояниями 
 

Анастасия Владимировна Кеба1, Людмила Алексеевна Нежельская2 
 

1, 2 Томский государственный университет, Томск, Россия  
1 mir.na.mig7@mail.ru 

2 ludne@mail.ru 

 

Аннотация. Рассматривается задача оценки длительности мертвого времени в обобщенном MAP-потоке 

событий (Markovian Arrival Process) с двумя состояниями методом моментов в условиях непродлевающегося 

мертвого времени фиксированной длительности. Приводятся явные виды плотностей вероятности значений 

длительности интервала между моментами наступления соседних событий потока в случае коррелированного 

и рекуррентного задания потоков. Формулируется алгоритм вычисления оценки периода ненаблюдаемости. 

Приводятся численные результаты расчетов оценок, полученных с использованием имитационной модели 

потока, и их анализ. 

Ключевые слова: обобщенный МАР-поток событий; плотность вероятности длительности интервала 

между моментами наступления соседних событий; метод моментов; оценка непродлевающегося мертвого 

времени фиксированной длительности; условия рекуррентности потока 
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Abstract. The paper deals with a generalized MAP with two states under conditions of partial observability  

(unextendable dead time of a fixed duration T). The accompanying random process λ(t) of the flow is an unobservable 
piecewise constant process with n states: S1, ..., Sn. The process λ(t) is unobservable in principle, the moments of oc-

currence of events t1, t2,... are observable. 

We denote τk = tk+1 – tk , τk ≥ 0, is the value of the kth interval duration between events of the observed flow tk and 

tk+1, k = 1,2, ... Due to the fact that the flow operates in a stationary mode, then for the probability density of values τk 

it is true pT(τk) = pT(τ), τk ≥ 0, for any k ≥ 1. This allows, without loss of generality, to set the moment of occurrence 

of the event tk equal to zero or, which is the same, the moment the event occurs is τ = 0. 

It is necessary to use the method of moments to estimate the parameter Т in generalized MAP with two states  

(we assume n = 2) at an arbitrary time instant τ, provided that the realization of the time intervals between events 
τ1, ..., τm–1 is known of the observed flow on the interval (0,t), where t = 0 is the moment of occurrence of the event,  

τ is the end of observation, m is the number of observed events over the time interval (0,t). It is assumed that λ(t) is 

stationary. The estimation of the parameter T is carried out both in the correlated case of setting the flow under study, 

and in the recurrent one, the recurrence condition is determined from the analytical expression of the joint probability 

density pT(τ1, τ2) of the duration of two adjacent intervals between the moments of the occurrence of events. 
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In the paper we present an explicit form of the probability density parameters of the interval duration between 

events in generalized MAP with two states in the case of correlated and recurrent flows specification. The method  

of moments is used to find estimate of the duration of the unobservable period T. The algorithm were implemented  

by C# programming language in the Visual Studio 2015. Statistical experiments were conducted on the simulation 

model of the flow in order to establish the quality of the results obtained by evaluating the duration of the dead time T. 

The numerical results of these experiments are given in the paper and illustrate an acceptable estimate that does not 

contradict the physical interpretation. 

Keywords: generalized MAP; probability density of the values of the interval duration between the moments of 

the events occurrence; method of moments; estimation of unextendible dead time of a fixed duration; flow recurrence 

conditions 
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Рассматривается обобщенный МАР-поток событий, относящийся к классу дважды стохастиче-

ских потоков событий [1–3]. Изучаемый поток представляет собой адекватную математическую  

модель реальных потоков случайных событий в телекоммуникационных системах, спутниковых се-

тях связи и глобальных компьютерных сетях; сопровождающий процесс потока есть кусочно-

постоянный случайный процесс с конечным числом состояний [4–7]. 

В реальных ситуациях параметры, определяющие поток событий, либо известны частично, ли-

бо вообще неизвестны, либо изменяются со временем. Поэтому при анализе дважды стохастических 

потоков событий выделяют два основных класса задач, базой для которых служат моменты времени 

наступления событий в потоке: 1) оценивание состояний потока событий [8–11]; 2) оценивание пара-

метров потока [12–15]. Задача, решаемая в настоящей статье, относится ко второму классу задач. 

При решении перечисленных задач следует учитывать возможные искажающие факторы, су-

щественно влияющие на качество оценивания. Одним из таких факторов является мертвое время ре-

гистрирующих приборов [16–18], порождаемое каждым зарегистрированным событием: последующие 

события исходного потока, наступившие в течение периода мертвого времени, недоступны для 

наблюдения. Такой эффект характерен для большинства реальных систем. Предполагается, что период 

ненаблюдаемости потока имеет фиксированную длительность T [19]. 

В данной работе осуществляется исследование обобщенного МАР-потока событий с двумя со-

стояниями в условиях частичной наблюдаемости. В общем случае дважды стохастические потоки 

событий, в том числе и рассматриваемый обобщенный MAP-поток, являются коррелированными по-

токами; в работе на основании явного вида совместной плотности вероятности двух смежных интер-

валов между моментами наступления событий выписываются условия рекуррентности рассматрива-

емого потока. Предлагается явный вид плотности вероятности значений длительности интервала 

между моментами наступления событий потока в случае как коррелированного, так и рекуррентного 

задания потоков. Приводятся численные результаты оценивания периода ненаблюдаемости соседних 

событий исследуемого потока. Данная статья является непосредственным развитием работ [20–22]. 

 

1. Постановка задачи 

 

Исследуется обобщенный MAP-поток событий с произвольным числом состояний (далее – по-

ток), функционирующий в установившемся (стационарном) режиме. Сопровождающий случайный 

процесс λ(t) изучаемого потока представляет собой кусочно-постоянный принципиально ненаблюдае-

мый процесс с n состояниями: S1, ..., Sn. Полагается, что при λ(t) = λi имеет место i-е состояние (Si), 

ni ,1 , процесса λ(t). При этом λ1 > λ2 > ... > λn > 0. Наблюдаемыми являются моменты времени 

наступления событий потока t1, t2,… 

Функция распределения случайной величины – длительности пребывания процесса λ(t) в со-

стоянии Si – является экспоненциальной: 
t

i
ietF


1)( , t ≥ 0, ni ,1 . В момент окончания состояния Si 
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процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj с вероятностью P1(λj|λi) с наступлением события 

потока или с вероятностью P0(λj|λi) без наступления события потока, nji ,1,  . Отметим, что для вве-

денных вероятностей справедливо 1)()(
1

1
1

0
  



n

j
ij

n

j
ij

PP , ni ,1 . 

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик [19] процесса λ(t) имеет вид D = ||D0|D1||: 

 
 

 
nnnnnnnnn

n

n

PPP

PPP

PPP


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10112011101
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1
D . 

Каждое зарегистрированное событие потока создает период ненаблюдаемости фиксированной 

длительности (мертвое время), в течение которого другие события исходного потока недоступны для 

наблюдения (теряются); кроме того, события, наступившие в течение периода мертвого времени, не 

вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Первое наступившее после периода 

мертвого времени событие потока снова создает период мертвого времени длительности T и т.д. 

В качестве иллюстрации на рис. 1 приведена одна из реализаций процесса λ(t) и наблюдаемого 

потока, где λi – значение процесса λ(t) в состоянии Si 
, ni ,1 ; штриховкой обозначены периоды 

мертвого времени; события обобщенного МАР-потока, недоступные наблюдению, отмечены 

черными кружками; t1, t2, ... – моменты времени наступления событий в наблюдаемом потоке. 

 

 

Рис. 1. Реализация обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний 

в условиях непродлевающегося мертвого времени длительности T 

Fig. 1. Realization of Generalized MAP with an arbitrary number of states under conditions of 

unextendible dead time of duration T 
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Замечание 1. Введение вероятности P0(λi|λi) ≠ 0, ni ,1 , перехода процесса λ(t) из состояния Si 

в состояние Si без наступления события приводит к обобщению классического МАР-потока с произ-

вольным числом состояний. 

Утверждение 1. Для обобщенного МАР-потока событий с n состояниями процесс λ(t) является 

скрытым марковским процессом. 

Цель работы заключается в решении задачи оценивания периода ненаблюдаемости для случая 

как коррелированного, так и для рекуррентного задания обобщенного MAP-потока событий с двумя 

состояниями и в анализе полученных оценок. Оценка находится методом моментов на основании по-

лученной при имитационном моделировании потока выборки последовательных моментов наступле-

ния событий 
1, ..., mt t , на интервале наблюдения (0, )t ; 

10 ... mt t t    . 

 

2. Вид плотности вероятности длительности интервала между соседними событиями  

в коррелированном обобщенном MAP-потоке при неполной наблюдаемости 

 

Обозначим 
1k k kt t   , 0k  , – значение длительности k-го интервала между соседними со-

бытиями наблюдаемого потока 
kt  и 

1kt 
, k = 1, 2, … Для плотности вероятности значений 

k  вслед-

ствие функционирования потока в стационарном режиме справедливо ( ) ( )T k Tp p   , 0 , при лю-

бом 1k  , что позволяет без ограничения общности положить момент наступления события 
kt  равным 

нулю или, что то же самое, момент наступления события есть 0  . 

Утверждение 2. Последовательность 1 2, , ...t t  порождает вложенную по моментам времени 

наступления событий цепь Маркова  ( )kt . 

Теорема 1. В обобщенном MAP-потоке, функционирующем в условиях непродлевающегося 

мертвого времени, плотность вероятности  Tp   длительности интервала между соседними событи-

ями имеет вид: 

 

 1 2( ) ( )

1 2

0, 0 ,
( )

( ) 1 ( ) , ,
T z T z T

T
p

T z e T z e T   
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2 1
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T
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 


, 

( ) (0 ) aT

i i i iT T e        , 1,2i  , 

   1 0 1 1 2 0 2 2

1,2

1 ( ) 1 ( )

2

P P D
z

        
 , 

   
2

1 0 1 1 2 0 2 2 1 2 0 2 1 0 1 21 ( ) 1 ( ) 4 ( ) ( )D P P P P                  , 

1 20 z z  , 

(1) 

где условные стационарные вероятности (0 )i T  того, что процесс ( )   в момент времени 0   

находится в состоянии Si, i = 1, 2, при условии, что в данный момент времени наступило событие 

наблюдаемого потока, породив период мертвого времени длительности T, определяются выражениями 

   
   

21 1 11 21

1

12 21 22 12

1
(0 )

1

aT

aT

p p p e
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p p p p e





   
 

   
, 

   
   
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2
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1
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T

p p p p e





   
 

   
, 

вероятности перехода ijp , i, j = 1, 2, представляются в виде 

  
   

1 1 0 2 2 0 2 1 1 2

1

0 1 1 0 2 2 0 1 2 0 2 1

( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

i i

i

P P P P
p

P P P P
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, (2) 
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 
   

1 2 0 1 1 0 1 2 1 1

2

0 1 1 0 2 2 0 1 2 0 2 1

( ) 1 ( ) ( ) ( )
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i i
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P P P P
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P P P P
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

          
, 

2

1

1ij

j

p


 , 1,2i  ; 

априорные финальные вероятности 
i  состояний Si, i = 1, 2, и величина a равны соответственно 

  2 0 1 2 1 1 2

1

( ) ( )P P

a

     
  , 

 1 0 2 1 1 2 1

2

( ) ( )P P

a

     
  , 

2

1

1i

i

  , 

   1 0 2 1 1 2 1 2 0 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )a P P P P            . 

(3) 

Доказательство основано на применении свойств вложенной цепи Маркова и здесь не приво-

дится ввиду громоздкости выкладок. 

 

3. Вид плотности вероятности длительности интервала между соседними событиями  

в рекуррентном обобщенном MAP-потоке при неполной наблюдаемости 

 

Пусть  1,k kt t  ,  1 2,k kt t   – два смежных интервала, длительности которых есть 1k k kt t    и 

1 2 1k k kt t      соответственно, 1, 0k k   ; их расположение на временной оси в силу стационарно-

сти потока произвольно. Тогда, полагая 1k  , будем рассматривать два соседних интервала  1 2,t t , 

 2 3,t t  с соответствующими значениями длительностей 
1 2 1t t    и 

2 3 2t t   , 
1 2, 0   . При этом 

1 0   соответствует моменту t1 наступления события наблюдаемого потока, а 
2 0   соответствует 

моменту t2 наступления следующего события потока. С учетом функционирования потока в условиях 

непродлевающегося мертвого времени длительности двух смежных интервалов есть (1)

1 T t   , 

(2)

2 T t   , где ( )lt  – значение длительности интервала между соответствующими моментом оконча-

ния мертвого времени и моментом наступления следующего события наблюдаемого потока, ( ) 0,lt   

1,2l  . Совместная плотность вероятности при этом есть 
1 2( , )Tp   , 

1 2, 0   . 

Теорема 2. В обобщенном MAP-потоке в условиях неполной наблюдаемости (при наличии не-

продлевающегося мертвого времени фиксированной длительности) совместная плотность вероятности 

1 2( , )Tp    двух соседних интервалов имеет вид: 

 

         
(1) (1) ( 2) ( 2)

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2
1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2

0, 0 , 0,

0, 0, 0 ,

( ) ( ) ( ) 1 ( )
( , )

( ) ( ) ( ) ( ) , ,

,

aT

T T

T

z t T z t T z t T z t T

T

T

p p T T e
p z z

P P P P T

z e z e z e z e



       

    


    

  

      
   

                

  


 (4) 

где ( )T , z1, z2,  T kp  , 1,2k  , (при k   ) определены в (1); величина a определена в (3). 

Доказательство здесь не приводится вследствие громоздкости выкладок. 

На основании полученной аналитической формулы (4) совместной плотности вероятности 

1 2( , )Tp    выпишем условие рекуррентности: 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0P P P P          . Тогда выра-

жение для плотности вероятности  Tp   длительности интервала между соседними событиями в (1) 

преобразуется к виду:  
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 1 2( ) ( )

1 2

0, 0 ,
( )

( ) 1 ( ) , ,
T z T z T

T
p

T z e T z e T   

  
  

     

2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

z T P P T P P
T

z z

                   
 


, 

( ) aT

i i i jiT p e        , , 1,2i j  , i j , 

(5) 

где z1, z2 определены в (1), вероятности перехода pij, i, j = 1, 2, – в (2), величины 
i , i = 1, 2, a – в (3). 

Два другие условия рекуррентности, вытекающие из выражения  ( ) 1 ( ) 0T T    , далее не рас-

сматриваются, так как при их выполнении обобщенный MAP-поток событий становится простейшим. 

 

4. Уравнения моментов и результаты численных расчетов 

 

Для оценки параметра потока – длительности мертвого времени – используется метод моментов. 

Введем в рассмотрение выборку τ1, ..., τm–1 из распределения    1 2( ) ( )

1 2( ) 1 ( )z T z T

Tp T z e T z e         , 

τ ≥ 0, зависящего от неизвестного параметра T. В силу близости теоретической и эмпирической 

функций распределения, т.е. неограниченного сближения их значений при n → ∞, следует ожидать 

близости их числовых характеристик – моментов одного и того же порядка. Теоретический началь-

ный момент 1-го порядка ( )T T

T

M p d



   τ  близок к соответствующему выборочному моменту – ста-

тистике 
1

1

1

1

1

m

k

k

C
m





 

 , где τk = tk+1 – tk  – значение длительности между моментами tk и tk+1 наступле-

ния событий в обобщенном MAP-потоке событий. Таким образом, для оценки параметра T необхо-

димо иметь уравнение моментов вида: 

 MT τ = C1. (6) 

Выполняя интегрирование левой части (6), находим 

  1 2( ) ( )

1 2 1

1 2

( ) 1 ( )
( ) 1 ( )z T z T

T

T

T T
M T z e T z e d T C

z z



      
          τ , 

где ( )T  определена в (1) для коррелированного обобщенного MAP-потока, в (5) – для рекуррентного 

обобщенного MAP-потока. 

Подчеркнем, что решение уравнений моментов возможно только численно; в данной работе 

решения уравнений моментов находятся с применением метода простой итерации. 

Отметим, что при выбранных параметрах коррелированного либо рекуррентного потоков, как 

показывают результаты численных экспериментов, приведенные ниже, математическое ожидание MT τ 

есть возрастающая функция переменной (параметра) Т, T > 0. Вследствие этого каждое из уравнений 

моментов имеет единственное решение. 

С целью получения численных результатов разработан алгоритм вычисления оценки T̂  (реше-

ние уравнения моментов (6)) и построена имитационная модель обобщенного МАР-потока событий  

с двумя состояниями в условиях непродлевающегося мертвого времени. Основой имитационной мо-

дели являются датчики псевдослучайных чисел и метод обратных функций [23]. На первом этапе 

расчета осуществляется имитационное моделирование обобщенного MAP-потока события с двумя 

состояниями с тем, чтобы получить статистику C1 на основе выборки моментов времени наступления 

событий t1, ..., tm. На втором этапе расчета вычисляется оценка T̂ . 

Для каждой реализации найдены оценки ( )T̂  , N,1 , на основании которых вычислены вы-

борочное среднее ( )

1

1ˆ ˆ ˆ( )
N

M T
N



 

 T  и выборочная вариация  
2

( )

1

1ˆ ˆ ˆ( )
N

V T T
N



 

 T . 
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В первом и втором экспериментах будем рассматривать случай коррелированного задания по-

тока, а в эксперименте 3 исследуем влияние времени моделирования на оценку периода ненаблюдае-

мости в случае рекуррентного задания потока; условие рекуррентности при этом определено как 

1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0P P P P          . 

Эксперимент 1. Фиксируются число состояний n = 2, количество опытов (реализаций) 

N = 1 000, длительность мертвого времени T = 1, значения λ1 = 25, λ2 = 10 процесса (t) и переходные 

вероятности, представленные в табл. 1. 

Целью данного эксперимента является нахождение временного интервала установления стацио-

нарного режима функционирования обобщенного MAP-потока события с двумя состояниями в усло-

виях непродлевающегося мертвого времени фиксированной длительности в случае задания параметров 

для коррелированного потока или, иными словами, установление зависимостей ˆ ˆ( )M T , ˆ ˆ( )V T  от дли-

тельности времени моделирования Tm , где Tm ∈ {100; 200; ...; 1 500}.  

Результаты первого статистического эксперимента представлены в табл. 2 и на рис. 2. 

Т а б л и ц а  1  

Значения переходных вероятностей коррелированного обобщенного MAP-потока событий  

с двумя состояниями в рамках 1-го и 2-го статистических экспериментов 

P0(λ1|λ1) = 0,05 P0(λ1|λ2) = 0,05 

P0(λ2|λ1) = 0,05 P0(λ2|λ2) = 0,05 

P1(λ1|λ1) = 0,15 P1(λ1|λ2) = 0,75 

P1(λ2|λ1) = 0,75 P1(λ2|λ2) = 0,15 

 

Т а б л и ц а  2  

Результаты 1-го статистического эксперимента 

Tm 100 200 300 400 500 

ˆ ˆ( )M T  0,9445 0,9497 0,9515 0,9523 0,9529 

4ˆ ˆ( ) 10V T  29,8556 24,3601 22,6321 21,8365 21,3135 
 

Tm 600 700 800 900 1 000 

ˆ ˆ( )M T  0,9531 0,9534 0,9536 0,9538 0,9539 

4ˆ ˆ( ) 10V T  21,0447 20,7491 20,6081 20,4755 20,3541 
 

Tm 1 100 1 200 1 300 1 400 1 500 

ˆ ˆ( )M T  0,9540 0,9541 0,9541 0,9542 0,9542 

4ˆ ˆ( ) 10V T  20,2591 20,1868 20,1356 20,0653 20,0202 

 

 

Рис. 2. График зависимости ˆ ˆ( )M T , 4ˆ ˆ( ) 10V T  от значения Tm 

Fig. 2. ˆ ˆ( )M T , 4ˆ ˆ( ) 10V T  as functions of Tm 
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Из анализа численных результатов, приведенных на рис. 2, следует, что имеет место смещение 

оценок относительно исходных значений оцениваемых параметров, однако вариация стремится к близ-

кому к нулю числу, т.е. методика оценивания качественна, и полученную оценку можно принимать 

за истинную с достаточно малой погрешностью. Анализ представленных в табл. 2 результатов экспе-

римента приводит к утверждению о зависимости получаемых оценок от времени моделирования,  

а именно: с увеличением значения Tm выборочные средние и выборочная вариация стабилизируются 

при Tm ≥ 500, что объясняется концепцией метода моментов. 

Эксперимент 2. Фиксируются число состояний n = 2, количество опытов N = 1 000, значение 

времени моделирования Tm = 1 000, значения λ1 = 25, λ2 = 10 процесса (t) и переходные вероятности, 

представленные в табл. 1. 

В рамках эксперимента исследуются зависимости ˆ ˆ( )M T , ˆ ˆ( )V T  от изменения длительности 

мертвого времени T, где T ∈ {0,5; 0,6; …; 1,9}.  

Результаты второго статистического эксперимента представлены в табл. 3 и на рис. 3. 

Результаты табл. 3 указывают на то, что увеличение длительности мертвого времени Т влечет 

увеличение выборочной вариации оценки. Это объясняется тем, что при увеличении значения Т уве-

личивается период ненаблюдаемости потока, что приводит к увеличению числа потерянных событий 

и, как следствие, к ухудшению качества оценивания. Оценки также получаются смещенными, о чем 

свидетельствуют полученные результаты для ˆ ˆ( )M T . 

Т а б л и ц а  3  

Результаты 2-го статистического эксперимента 

T 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

ˆ ˆ( )M T  0,4551 0,5547 0,6546 0,7542 0,8538 

4ˆ ˆ( ) 10V T  19,7215 20,0124 19,9936 20,2736 20,5286 
 

T 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 

ˆ ˆ( )M T  0,9539 1,0533 1,1533 1,2527 1,3523 

4ˆ ˆ( ) 10V T  20,3396 20,7526 20,7149 21,1622 21,4898 
 

T 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 

ˆ ˆ( )M T  1,4521 1,5515 1,6507 1,7508 1,8505 

4ˆ ˆ( ) 10V T  21,6761 21,9654 22,6457 22,4818 22,7099 

 

 

Рис. 3. График зависимости 4ˆ ˆ( ) 10V T  от значения T 

Fig. 3. 4ˆ ˆ( ) 10V T  as functions of T 

 

Замечание 2. В случае коррелированного задания обобщенного MAP-потока событий говорить 

о состоятельности получаемых методом моментов оценок не представляется возможным [24, 25]. 

Эксперимент 3. Фиксируются число состояний n = 2, количество опытов N = 1 000, длитель-

ность мертвого времени T = 1, значения λ1 = 25, λ2 = 10 процесса (t) и переходные вероятности, 

представленные в табл. 4. Значения длительности моделирования Tm изменяются в диапазоне 

Tm ∈ {100; 200; ...; 1 500}.  

Результаты третьего статистического эксперимента представлены в табл. 5 и на рис. 4. 
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Т а б л и ц а  4  

Значения переходных вероятностей рекуррентного обобщенного MAP-потока событий  

с двумя состояниями в рамках 3-го статистического эксперимента 

P0(λ1|λ1) = 0,05 P0(λ1|λ2) = 0,05 

P0(λ2|λ1) = 0,05 P0(λ2|λ2) = 0,05 

P1(λ1|λ1) = 0,45 P1(λ1|λ2) = 0,45 

P1(λ2|λ1) = 0,45 P1(λ2|λ2) = 0,45 

 

Т а б л и ц а  5  

Результаты 3-го статистического эксперимента 

Tm 100 200 300 400 500 

ˆ ˆ( )M T  0,9451 0,9504 0,9521 0,9529 0,9535 

4ˆ ˆ( ) 10V T  29,1964 23,7264 22,0135 21,2357 20,7416 
 

Tm 600 700 800 900 1 000 

ˆ ˆ( )M T  0,9538 0,9541 0,9543 0,9544 0,9545 

4ˆ ˆ( ) 10V T  20,3976 20,1648 19,9875 19,8844 19,7622 
 

Tm 1100 1200 1300 1400 1500 

ˆ ˆ( )M T  0,9546 0,9547 0,9548 0,9548 0,9549 

4ˆ ˆ( ) 10V T  19,6881 19,5981 19,5555 19,4938 19,4513 

 

 

Рис. 4. График зависимости ˆ ˆ( )M T , 4ˆ ˆ( ) 10V T  от значения Tm 

Fig. 4. ˆ ˆ( )M T , 4ˆ ˆ( ) 10V T  as functions of Tm 

 

Из графика, приведенного на рис. 4, следует, что стационарный режим функционирования 

наблюдаемого потока устанавливается при Tm ≥ 500. Полученные оценки параметра Т являются сме-

щенными. 

Замечание 3. В случае рекуррентного задания обобщенного MAP-потока событий оценки яв-

ляются состоятельными, так как последовательность τ1, ..., τm–1 представляет собой взаимно незави-

симые случайные величины, конечный теоретический момент MT τ существует, и уравнение момен-

тов (6) имеет единственное решение [25]. 

 

Заключение 

 

В данной статье рассмотрен коррелированный и рекуррентный обобщенный MAP-поток собы-

тий с двумя состояниями в условиях непродлевающегося мертвого времени фиксированной длитель-

ности Т. Приведены явные виды плотностей вероятности значений длительности интервала между 
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соседними событиями обобщенного МАР-потока событий для коррелированного (1) и реккурентного (5) 

случаев задания потоков. Методом моментов найдена оценка параметра T̂ . Алгоритм вычисления 

оценки реализован на языке программирования С# в среде Visual Studio 2015. Проведены статистиче-

ские эксперименты, указывающие на работоспособность алгоритма оценки параметра Т и приемле-

мое качество получаемых оценок. 
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Digital approaches to creation of new methods and algorithms of identification and control of dynamic 

systems lead to necessity of use discrete in time dynamic equations [1]. For dynamic systems the main problem 

at the analysis and syntheses methods of identification, control, optimization, stability [2–10] is the calculation 

of sensitivity functions and sensitivity coefficients (SC). The first-order sensitivity characteristics mostly are 

used. Later on we shall examine only SC of the first-order.  

The SC are components of vector gradient from quality functional according to parameters and the 

sensitivity functional connects the first variation of quality functional with variations of variable and constant 

parameters. 

Consider a vector output )(ty  of dynamic object model under discrete time [0,1,..., 1]t N   implicit-

ly depending on vector constant   parameters and generalized )(I  functional constructed on a basis of 

)(ty  under ]1...,,1,0[  Nt  and on   parameters:  

),()),0(),1(,...),(),1(()( 00  fyyNyNyfI .  

SC with respect to constant   parameters are called a gradient from )(I  on  : 

)()/)((  IddI T . SC are a coefficients of single-line relationship between the first variation of func-

tional )( I  and the variations d  of constant parameters  :  


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The direct method of SC calculation inevitably requires a solution of cumbersome sensitivity equations 

to sensitivity functions )(tW . For instance, for functional )(I  we have following SC vector (row vector): 


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Here )(tW  is the matrix of single-line relationship of the first variation of dynamic model output with pa-

rameter variations:  dtWty )()( . For obtaining the matrix )(tW  it is necessary to decide bulky system 

equations – sensitivity equations. The j-th column of matrix )(tW  is made of the sensitivity functions 

jty  /)(  with respect to component j  of vector  . They satisfy a vector equation (if y  is a vector)  

resulting from dynamic model (for y ) by derivation on a parameter j . 

For variable parameters such method essentially becomes complicated and practically is not applicable. 

Application of the variation approach allows fundamentally to simplify process of calculation of SC 

concerning variable and constant parameters. To this problem it is devoted given paper for the dynamic  

systems described by generalized difference equations with distributed memory on phase coordinates and 

variable parameters. The nonlinear quality functional also has a generalized form. 

Variational method [6] makes possible to simplify the process of determination of conjugate equations 

and formulas of account of SC. On the basis of this method it is an extension of quality functional by means 

of inclusion into it dynamic equations of object with use of Lagrange’s multipliers and obtaining the first 

variation of extended functional on phase coordinates of object and on interesting parameters. Dynamic 

equations for Lagrange’s multipliers are obtained due to set equal to a zero (in the first variation of extended 

functional) the functions before the variations of phase coordinates. Given simplification first variation of 

extended functional brings at presence in the right part only parameter variations, i.e. it is got the sensitivity 

functional according to concerning parameters. 

It is proved that both methods to calculation of SC (either with use of Lagrange's functions or with use 

of sensitivity functions) yield the same result, but the first method it is essential more simple in the computing 

relation. 
 

1. Problem definition 
 

We suppose that the dynamic object is described by system of generalized non-linear difference equa-

tions [1, 5] 
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 y( 1) ( ( ), ... , (1), (0); ( ), ... , (1), (0); , ), 0, 1, , ,t f y t y y t t t N        (1) 

0(0) ( )y y  . 

Here: y  is a vector-column of phase coordinates;  ),(~ t  are a vector-columns of interesting variable and 

constant parameters; )(),( 0  yf  are known continuously differentiated limited nonlinear vector-functions. 

The quality of functioning of system it is characterised of generalized nonlinear functional 

 
0( , ) ( ( 1), ... , (1), (0); ( 1), ... , (1), (0); )I f y N y y N         , (2) 

depending from values of all phase coordinates and variable parameters: ,0,1,,1),(~),(  Nttty  and 

from  . The conditions for function 
0 ( )f   are the same as for functions 

0( ), ( )f y  .  

With the purpose of simplification of appropriate deductions with preservation of a generality in all 

transformations (1), (2) there are two vectors of parameters ( ),t  . If in the equations (1), (2) parameters 

are different then it is possible formally to unit them in two vectors  ),(~ t , to use obtained outcomes and 

then to make appropriate simplifications, taking into account a structure of a vectors  ),(~ t . 

By obtaining of results the obvious designations:  

 ( ) ( ( ), ... , (1), (0); ( ), ... , (1), (0); , ), 0, 1, ,f t f y t y y t t t N      , (3) 

0 0( ) ( ( 1), ... , (1), (0); ( 1), ... , (1), (0); ),f f y N y y N         

are used.  

In difference from other papers devoted to calculation of SC in given paper the generalized difference 

model (1) and generalized nonlinear functional (2) are used. In the previous papers of functions )(tf  and 

0 ( )f   also were nonlinear, bat they contained the linear operator of summation, for example  
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The index t  in functions )(tf  also reflects not only obvious dependence on step number, but also that 

the kind of functions from a step to a step can change. 

Is shown also that the variation method allows to receive the SC in relation to variable and constant 

parameters: 
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. 

Let's receive the conjugate equations for calculation of Lagrange’s multipliers and on the basis of them 

formulas for calculation of the SC. 

 

2. Principal results 

 

Complement a quality functional (2) by restrictions-equalities (1) by means of Lagrange’s multipliers 

1,,2,1,0),(  Ntt   (column vectors) and get the extended functional 

   0

0

( , ) ( 1) ( 1) ( ) (0)[ (0) ( )]
N

t

I I t y t f t y y 



              . (5) 

Functional (5) complies with ),~( I  when (1) is fulfilled.  
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We calculate the first variation of extended functional, caused by a variation of phase coordinates and 

also a variation of variables and constant parameters: 

 .)(~

)(~)(
)(

1

0

1

0

~ 













 









 d
I

td
t

I
tdy

ty

I
IIII

N

t

N

t

y  (6) 

Here: 

 0 0

0

( ) ( )
( 1) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( )

N

y

t

f f
I N dy N t dy t

y N y t

 



      
          

     
  (7) 

0 0

( )
( 1) ( )

( )

N t

t s

f t
t dy s

y s



 


  


 . 

We apply the equation 


 

 


Nt Ns

t

N

t

t

s

tsAstA
00 0

),(),( , (8) 

which has been received in [10] by calculation of SC for dinamice systems, described by more simple  

difference equations also with the distributed memory on phase coordinates and variable parameters. The 

proof of correctness of (8) equality is realized by an mathematical induction method. 

For summand 
0 0

( )
( 1) ( )

( )

N t

t s

f t
t dy s

y s



 


 


  in variation Iy  the equality (8) has the following form: 

 
0 0 0

( ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

( ) ( )

N t t N s N

t s t

f t f s
t dy s s dy t

y s y t

 
 

 

 
    

 
  . (9) 

Then  

 0 ( )
( 1) ( 1)

( 1)
y

f
I N dy N

y N

  
      

  
 (10) 

0

0

( ) ( )
( ) ( 1) ( )

( ) ( )

t N s N

t

f f s
t s dy t

y t y t

 
    

     
  

  . 

Derivatives standing in the formula (10) before variations of phase coordinates look like: 

 0 ( )
( 1) ,

( 1) ( 1)

fI
N

y N y N

  
   

   
  (11) 

0 ( )( )
( ) ( 1) , , 1, ,1,0

( ) ( ) ( )

s N

t

fI f s
t s t N N

y t y t y t


    

       
  

 . 

From equality to zero of these derivatives we receive the equations for Lagrange’s multipliers:  

 0 ( )
( 1) ,

( 1)

f
N

y N

  
  

 
 (12) 

0 ( )( )
( ) ( 1) , , 1, ,1,0.

( ) ( )

s N

t

ff s
t s t N N

y t y t


   

      
 

  

These equations are decided in the opposite direction changes of an independent integer t variable.  

Let's receive now formulas of SC calculation. 

In the equations (in (6)) for II   ,~  the SC concerning variables and constant parameters look like: 

 

0 ( )

( 1) ( 1)

fI

N N

 


   
, (13) 

0 ( ) ( )
( 1) , , 1, ... ,1,0,

( ) ( ) ( )

s N

t

fI f s
s t N N

t t t


  

     
  

  

0 0

0

( ) ( )( )
( 1) (0) .

t N
Tf dyI f t

t
d


   

     
   

  

This result is more common in relation to appropriate results of monograph [5] and paper [10].  
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At reception SC (13) it was used the variations (6) of extended functional (5). 

We prove equivalence of sensitivity coefficients for initial (2) and extended (5) functionals. 

We take extended functional, presented in the formula (5). Before ( )   in brackets there are the dy-

namic equations of the object which has been written down in the form of the equations of equality type. 

Hence, values of functions in brackets are always equal to zero. 

Let's calculate from both parts of the previous equation derivatives in the beginning on a vector of 

constant   parameters: 









 ),~(II
 

0

0 0

( )( ) ( )
( 1) ( 1) ( ) (0) (0)

( )

N t

t s

dyf t f t
t W t W s W

y s d

 

  

 

     
                
  . 

Before ( )   now there are sensitivity equations for a matrix of sensitivity functions. These equations are 

written down as in the form of restrictions of equality type. Values of functions in brackets also are always 

equal to zero. 

Hence, SC rather both for initial functional and for its extended variant have identical values. 

For reception of the sensitivity equations it is necessary in equations (1) to impose a condition of  

differentiability for ( )f t  on phase coordinates and on considered parameters. On   parameters should  

be differentiated initial functions )(0 y . 

It is possible tu receive the same result and for SC on relation to variable parameters. The sensitivity 

equations for each fixed value of argument of variable parameters ( ), 0,1,..., 1j j N    have more complex 

form. They demand special consideration. Important that such sensitivity equations are objectively exist. 

Если при формиронии функционала качества работы системы используется дополнительный 

преобразователь фазовых координат, то необходимо учесть модель этого измерительного устройства 

At additional use of model of the measuring device it is necessary to make changes to problem state-

ment: 

0 0( , ) ( ( 1), ... , (1), (0); ( 1), ... , (1), (0); ) ( )I f N N f              ; 

( ) ( ( ), ( ), , ), 0, 1, 2, , 1t y t t t t N      . 

In the received results it is necessary to execute small replacements: 
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f f t

t t t

    

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1
0 0

0

( ) ( ) ( )

( )

N

t

f f t

t





    


  
 . 

 

3. Examples  

 

Example 1. We consider that in dynamic system there is a memory on phase coordinates, but there is 

no memory on variable parameters, i.e.: 

 ( ) ( ( ), ... , (1), (0); ( ), , ), 0, 1, ,f t f y t y y t t t N    . (14) 

Indicator of quality of system work is the same. 

Structures of the conjugate equations (12) and SC (13) for constant parameters remain, but structure 

SC (13) for variable parameters becomes simpler: 

0 ( ) ( )
( 1) , , 1, ... ,1,0.

( ) ( ) ( )

fI f t
t t N N

t t t

  
     

  
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Example 2. In mathematical model of dynamic system there is no additional memory on phase coor-

dinates, but there is a memory on variable parameters. At this variant  

 ( ) ( ( ); ( ), ... , (1), (0); , ), 0, 1, ,f t f y t t t t N      .  (15) 

The indicator of a quality functional of system has the same appearance (2). 

The structure of the conjugate equations (12) becomes simpler: 

0 0( ) ( )( )
( 1) , ( ) ( 1) , , 1, ,1,0.

( 1) ( ) ( )

f ff t
N t t t N N

y N y t y t

     
         

   
 

The SC structures (13) for variables and constant parameters remain. 

Example 3. In dynamic system there is no additional memory on phase coordinates and on variable 

parameters. Then 

 ( ) ( ( ); ( ); , ), 0, 1, ,f t f y t t t t N    , (16) 

but a quality functional of system has the same appearance (2). 

In this variant the conjugate equations and SC to variable parameters become more simple: 

0 0( ) ( )( )
( 1) , ( ) ( 1) , , 1, ,1,0

( 1) ( ) ( )

f ff t
N t t t N N

y N y t y t

     
         

   
; 

0 ( ) ( )
( 1) , , 1, ... ,1,0.

( ) ( ) ( )

fI f t
t t N N

t t t

  
     

  
 

The SC to constant parameters remain former (13). 

 

Conclusion 

 

On the basis of a variation method the problem of effective calculation of SC for multivariate non-

linear dynamic systems described by the generalized difference equations with the distributed memory on 

phase coordinates and variable parameters is solved. The quality of functioning of systems it is characterized 

of generalized nonlinear functional (2) too. Variables and constant parameters are present at object model,  

at model of the measuring device and at generalized quality functional for system. 

At the heart of SC calculation the decision of the difference equations of object model in a forward  

direction of time and obtained difference equations for Lagrange's multipliers in the opposite direction  

of time lies.  

It is proved that both methods to calculation of SC (with use of Lagrange's functions or with use of 

sensitivity functions) yield the same result, but the first method it is essential more simple in the computing 

relation. 

Results of present paper are applicable at design of high-precision systems and devices. 

It is possible generalization of the received results on the dynamic systems described by. interconnected 

difference the ordinary equations and generalized equations with the distributed memory in time on phase 

coordinates and on variable parameters. 
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Аннотация. Предлагается для распознавания дорожных знаков использовать ансамбль сверточных 

нейронных сетей, который является модификацией робастного метода распознавания на основе нейронных 

сетей глубокого обучения. Данный ансамбль повышает скорость работы робастного метода распознавания, 

а также позволяет увеличить быстродействие с сохранением высокой точности распознавания за счет удале-

ния из набора данных значений, которые не представляют полезной нагрузки.  
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Abstract. The article suggests using an ensemble of convolutional neural networks for the recognition of road 

signs, which is a modification of a robust recognition method based on deep learning neural networks. 

This ensemble improves the speed of the robust recognition method, and also allows you to increase the speed 

while maintaining high recognition accuracy by removing values from the data set that do not represent a payload. 
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В современном мире идентификация различных дорожных знаков является частью системы 

помощи водителю (СПВ, ADAS – Advanced Driver-Assistance System) [1], а также систем беспилотно-

го управления автомобилем. Многие передовые компании, такие как Google, Uber, Tesla Motors, 

Volkswagen, Hyundai, NVIDIA, Baidu, ведут активную деятельность по реализации и тестированию 

подобных систем. Например, в Германии, Китае, США беспилотные автомобили уже используются  

в качестве такси и для грузоперевозок на дальние расстояния. Поэтому можно говорить об актуаль-

ности данной задачи. Для использования подобных систем в реальных дорожных условиях они 

должны быть устойчивыми к влиянию на качество распознавания различных факторов среды, таких 

как дождь, снег, туман, размытие и загрязнение линзы устройства видеозахвата.  

Проблематике распознавания и локализации дорожных знаков посвящено немалое количество 

научных работ. Для этих целей используются различные алгоритмы, детальный обзор которых пред-

ставлен в [1, 2]. Рассмотрим классические алгоритмы, которые основываются на цвете и форме изоб-

ражения. Качество распознавания у методов цветовой сегментации может зависеть от выбранного 

цветового пространства: к примеру, в работе [3] обнаружено, что использование цветового простран-

ства Hue-Saturation-Intensivity (HSI; оттенок–насыщенность–интенсивность) улучшает качество рас-

познавания по сравнению с результатами, полученными на цветовом пространстве RGB в работе [4]. 

Авторы исследований [5, 6] установили, что применение цветовых пространств YCbCr и YUV также 

дает приемлемое качество распознавания. Однако такие методы очень чувствительны к изменению 

освещения, что является важным фактором при их применении в реальных условиях: распознавание 

должно быть корректным для разного времени суток. Если обратиться к методам сегментации по 

форме, то достаточно распространенным методом является детектор границ Кенни [7–9], а также кас-

кад Хаара [10], быстрые трансформации Фурье [11], гистограмма ориентированных градиентов [5]. 

Применение методов сегментации по форме изображения конкретно к распознаванию дорожных знаков 

достаточно затруднительно, поскольку размеры и масштабы знака зависят от его удаленности от 

устройства захвата видео. Ситуацию усложняет еще и то, что знак может быть перекрыт другим объек-

том. Следовательно, можно прийти к выводу, что не существует какого-то конкретного способа каче-

ственного определения наилучшего классификатора для задачи распознавания дорожных знаков. 

Недавние исследования в области машинного обучения привели к созданию инновационных 

подходов к решению данной задачи. Авторы работы [12] представили архитектуру сети, позволяющей 

одновременно вычислять и локализовать участок, на котором расположен знак. В работе [13] авторы 

пошли дальше и разделили локализацию и распознавание знака на две отдельные независимые 

нейросети: в качестве локализатора выступает гибридная архитектура SegU-Net, созданная на основе 

двух архитектур – SegNet [14] и U-Net [15], а для распознавания классов дорожных знаков использу-

ется архитектура VGG16 [16]. Далее авторы в рамках работы [17] решили модифицировать свой под-

ход, добавив улучшение изображения в качестве отдельных этапов: классификатор на VGG16 обучен 

на распознавание погодных условий, если погодная ситуация требует нормализации (снег, дождь, 

туман), то изображение проходит через генеративно-состязательную сеть, которая приводит изобра-

жение к виду без плохих погодных условий, и после этого сеть SegU-Net локализует области дорож-

ных знаков и распознает их. 

Для локализации и распознавания объектов на изображениях используются два вида архитек-

тур: одноэтапные и двухэтапные. В двухэтапных архитектурах применяются две сети: одна для лока-

лизации области расположения объекта, а вторая для распознавания его класса. В одноэтапных архи-

тектурах оба действия производятся одной сетью. В работе [18] приводится сравнение нескольких 

архитектур нейросетевых детекторов: Faster R-CNN, R-FCN, Mask R-CNN, YOLO, SSD; из сравнения 

можно сделать вывод, что архитектура Faster R-CNN обладает высокой точностью, но низкой скоро-
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стью работы, при этом алгоритмы семейства YOLO обладают самой высокой скоростью, при этом 

точность работы чуть ниже альтернатив. 

Одним из существенных недостатков в данных работах является необходимость обучения сети 

на большом объеме обучающей выборки. К тому же скорость распознавания у YOLO гораздо выше 

предложенной авторами архитектуры SegU-Net.  

Цель же данной работы – реализация нейросетевого ансамбля, подобного реализованному в [17], 

с заменой локализатора с SegU-Net на YOLO v4 [19]. Также для уменьшения скорости обучения пред-

ложено удалять области изображения, не содержащие никаких знаков. Получены следующие резуль-

таты: точность работы YOLO v4 оказалась в среднем на 5% ниже по каждому типу погодных условий, 

что обосновано неполной обучающей выборкой в данном исследовании в отличие от исследования [17]. 

При этом скорость увеличилась до 13 кадров в секунду по сравнению с 3 кадрами в секунду в работе [17]. 

Также за счет отсечения областей без дорожных знаков на изображении удалось добиться уменьшения 

объема обучающей выборки в два раза по сравнению с исследованием [13]. 

 

1. Нейросетевой ансамбль 

 

1.1. Описание подхода 

 

Предложенный подход распознавания дорожных знаков состоит из трех архитектур нейронных 

сетей, каждая из которых выполняет отдельный набор действий. Первый модуль – классификатор 

погодных условий, отвечающий за распознавание типа погодных условий на изображении. Второй 

модуль отвечает за удаление плохих погодных условий на изображении, т.е. за приведение его к виду 

без плохих условий. Наконец, третий модуль – локализация и распознавание дорожных знаков на 

изображении.  

Алгоритм данного нейросетевого ансамбля: 

1. Исходное изображение передается классификатору погодных условий. 

2. Если классификатором определяется одно из ухудшающих погодных условий, то изображе-

ние пропускается через модуль удаления плохих погодных условий. 

3. Результирующее изображение подается на вход локализатора дорожных знаков, и в случае 

их наличия локализатор возвращает их ограничивающие прямоугольники (bounding box) с точностью 

распознавания для каждого такого прямоугольника. 

Для проверки качества обучения нейронных сетей в области распознавания дорожных знаков 

существуют специальные наборы данных, такие как GTSDB [20], BelgiumTS [21]. Однако в данных 

наборах нет достаточного количества погодных условий, на которых можно было бы обучить нейросеть 

без применения методов аугментации обучающей выборки [22] (которые в свою очередь тоже не га-

рантируют полноту данных), для обучения. Чтобы преодолеть это ограничение, в работе [23] авторы 

реализовали набор данных, состоящий из видеорядов с добавленными погодными условиями, влия-

ющими на качество распознавания изображения. Набор состоит из двух поднаборов из 49 видеорядов 

в каждом: один набор – это реальная съемка из автомобиля, второй – съемка в виртуальной смодели-

рованной среде. В рамках данной работы используется только первая часть данного набора, снятая из 

реального автомобиля. 

 

1.2. Модуль классификации плохих погодных условий 

 

Классификатором погодных условий выступает сеть VGG19 [16], предобученная на наборе 

данных ImageNet и обученная на наборе данных CURE-TSD путем метода «передачи обучения» 

(transfer learning). Идея «передачи обучения» заключается в использовании свойств сверточных се-

тей: такие сети на каждом последующем слое распознают все более сложные фрагменты, например 

на неглубоких слоях сеть распознает углы, края, простые формы, на более глубоких слоях – простые 

фигуры и т.д. Таким образом, вся информация о признаках изображений хранится в 16 сверточных 
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слоях, а обобщения – в трех полносвязных выходных слоях. Следовательно, обучению подлежат 

только последние три слоя; остальные обучению не подлежат. 

Экспериментальным путем установлено, что разрешения входного изображения в 224 × 224 пик-

селя достаточно для точности распознавания погодных условий более 99%. Поэтому на вход сети 

подаются изображения, уменьшенные до размера 224 × 224 пикселя; каждому изображению соответ-

ствует метка с погодными условиями: 0 – хорошие условия, от 1 до 6 – ухудшающие условия. Мо-

дуль обучается на 15 эпохах обучения. Если ошибка обучения не уменьшается в течение трех эпох, 

шаг оптимизатора уменьшается наполовину (начальный шаг оптимизатора равен 0,0001). 

 

1.3. Модуль нормализации плохих погодных условий 

 

Для целей нормализации могут подойти такие архитектуры, как сверточный автоэнкодер и ге-

неративно-состязательная сеть. Однако сверточный автоэнкодер неприменим для данной работы, по-

скольку его основное назначение – не улучшение изображения, а извлечение признаков из последнего. 

Поэтому для нормализации изображения применяется генеративно-состязательная сеть. 

Архитектура состоит из двух сетей: генератора и дискриминатора. Генератор – это сеть, гене-

рирующая изображения с шумом, которые подаются на вход дискриминатора, который, в свою оче-

редь, учится «отделять» зашумленные изображения от незашумленных и тем самым удалять шум  

из изображения. Топология сети генератора и дискриминатора соответствует используемой в рабо-

те [17]. 

При обучении данной архитектуры используется результат суммы двух функций ошибки, при-

веденных авторами в работе [17]. 

Первая – это функция потерь с использованием средней абсолютной ошибки 
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Wasserstein ijk ijk
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     (1) 

где H и W – высота и ширина изображения, C – количество каналов изображения, R и T – реконстру-

ированное сетью и оригинальное изображение соответственно. Смысл использования именно такой 

функции (1) вместо наиболее часто используемой функции среднеквадратической ошибки в том, что, 

как обнаружено в работе [24], последняя накладывает эффект размытия на изображение, из-за чего 

нейросеть не может определить на нем мелкие детали. Применение функции средней абсолютной 

ошибки [25] дает лучшие результаты при реконструкции мелких деталей изображения. 

Вторая – это так называемая перцептивная функция потерь 
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где ( )R  и ( )T  – признаки изображения, извлеченные из седьмого слоя сети VGG16, предобучен-

ной на наборе данных ImageNet, для реконструированного и оригинального изображения. Основная 

идея такого подхода с использованием функции (2) заключается в том, что необходимо максимально 

сохранить информацию о мелких частях дорожных знаков, а внутренние слои предобученной сети 

VGG16 уже содержат необходимую нам информацию о таких признаках, как углы, края и т.п. 

При обучении модуля выбираются два равных фрагмента размером 1 024 × 1 024 пикселя с двух 

верхних углов каждого изображения. Обоснование такого подхода приведено в разд. 2. Обучение 

производится на 30 эпохах; в случае если в течение трех эпох нет качественного улучшения ошибки 

сети, то шаг обучения оптимизатора сокращается вдвое (начальный шаг равен 0,0001). 

 

1.4. Модуль локализации и распознавания дорожных знаков 

 

Принцип обучения модуля локализации и распознавания дорожных знаков на архитектуре  

YOLO v4 [19] схож с принципом обучения модуля нормализации: на вход поступают два равных 

фрагмента 1 024 × 1 024 пикселя по двум верхним углам изображения. Обучение производится на 
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4 000 эпохах: такое большое количество обосновано самой архитектурой сети, поскольку каждое 

изображение проходит через несколько этапов обработки. 

 

2. Анализ набора данных, используемого для обучения модулей 

 

В качестве набора данных выступает набор данных CURE-TSD, представляющий собой набор 

из 49 видеорядов по 300 кадров в каждом. Для каждого видеоряда есть по 70 фрагментов с нанесенны-

ми эффектами, чтобы смоделировать плохие погодные условия: 14 погодных условий с пятью уровня-

ми ухудшения каждого условия. В рамках данного исследования отобраны только такие, которые встре-

чаются в реальных условиях: дождь, снег, туман, загрязнение и размытие линзы, и снятые в реальном 

автомобиле; видеоряды, снятые в смоделированной среде, в данной работе не рассматриваются. Каждое 

из погодных условий также подразделяется на пять уровней: на первом хорошо различимы почти все 

знаки (погодные условия почти не влияют на качество распознавания), на последнем же знаки, находя-

щиеся вдали, практически полностью невидны. Таким образом, для распознавания необходимо исполь-

зовать по 26 видеорядов для каждого фрагмента снятого видео, в общей сложности 1 274 фрагмента.  

Необходимо также принимать во внимание угол наклона камеры относительно дороги: от этого 

зависит, какая часть изображения действительно несет в себе полезную нагрузку, а сколько пикселей 

никогда не будет задействовано при распознавании. Соответственно, большая часть знаков располо-

жена на правой части, по оси OY области пикселей знаков имеют нормальное распределение и распо-

ложены в основном в области от нуля до 646 пикселей. Следовательно, при таком угле наклона камеры 

можно отсечь почти 52% от всей области изображения без потери точности распознавания. 

Также выявлено, что на одном кадре может располагаться от одного до пяти знаков с расстоя-

нием между ними, превышающим 1 024 пикселя. Это говорит о том, что метод, который используют 

авторы в статье [17] (выборка фрагмента изображения размером 1 024 × 1 024 пикселя случайным 

образом), может быть применен только в ситуации, когда на изображении есть не более одного-двух 

знаков и они гарантированно будут находиться в одном фрагменте. Следовательно, это вполне могло 

оказать негативное влияние на точность распознавания знаков. С другой стороны, авторы статьи [13] 

для обучения сети SegU-Net выбирают четыре фрагмента размером 1 024 × 1 024 пикселя путем об-

резки изображения по четырем углам (верхним и нижним).  

Минимальная ширина знака, на котором обучается локализатор дорожных знаков, равна вось-

ми, максимальная же составляет 246. Следовательно, минимальный размер фрагмента, на котором 

можно обучить второй и третий модули, может быть 512 или 1 024 (256 не берется из-за возможной 

потери информации о краях знака). Размер фрагмента должен быть кратен двум, поскольку в ином 

случае возможна потеря информации о контексте изображения при операции макс-пулинга во внут-

ренних слоях сверточной сети [13]. Уменьшение размера фрагмента до 512 пикселей сократит размер 

сети, но не сократит время обучения, поэтому размер фрагмента обучения в рамках данной работы 

выбран равным 1 024 × 1 024 пикселя. 

 

3. Результаты тестирования  

 

Обучение производилось с использованием следующих вычислительных ресурсов: процессор 

Intel® Xeon® Gold 6226R, видеокарта Nvidia RTX 3090, объем оперативной памяти 64 ГБ. 

По техническим ограничениям в рамках данной работы обучающая выборка ограничена только 

первыми 20 видеорядами. Для предотвращения переобучения обучающая, тестовая и валидационная 

выборки состоят из 16, 2 и 2 фрагментов соответственно. 

Точность обучения классификатора погодных условий на валидационной выборке составила 

99,54%. Ошибки распознавания возникают при распознавании дождя и размытия линзы на первом 

уровне, что в целом является приемлемым результатом. Авторы архитектуры [17] получили резуль-

тат в 99,89%; такое весомое расхождение можно обосновать тем, что авторы использовали всю обу-

чающую выборку, состоящую из 49 видеофрагментов, для обучения ансамбля.  
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Результаты работы модуля нормализации и локализации для каждого типа погодных условий 

на валидационной выборке (в столбце «Полученная») по сравнению с полученными в работе [17] (в 

столбце «Эталонная») приведены в таблице.  

Точность модуля нормализации и локализации дорожных знаков 

Условие Уровень Полученная Эталонная 

Без плохих условий – 95,91 99,02 

Дождь 

1 97,28 98,15 

2 97,41 97,72 

3 97,41 97,38 

4 96,17 96,88 

5 96,05 96,03 

Снег 

1 96,67 98,95 

2 96,42 98,24 

3 96,54 98,57 

4 96,42 96,04 

5 93,29 94,94 

Загрязнение линзы 

1 95,99 98,55 

2 94,81 98,56 

3 94,19 98,33 

4 92,58 97,94 

5 92,11 97,33 

Размытие линзы 

1 96,30 98,62 

2 95,19 98,51 

3 94,45 98,22 

4 93,99 97,57 

5 93,12 97,31 

Туман 

1 95,68 98,31 

2 94,08 98,76 

3 93,71 98,85 

4 93,02 98,38 

5 92,83 97,74 
 

Из результатов видно, что точность обучения на погодных условиях, которые перекрывают 

часть знака (дождь, снег), сопоставима с эталонной, однако на остальных условиях точность меньше 

в среднем на 5%. Это можно объяснить тем, что YOLO v4 немного хуже справляется с более мелкими 

элементами на изображении и не всегда может с высокой точностью распознать мелкие детали на 

большом удалении от знака. 

В работе [17] скорость работы всего ансамбля в среднем равна 2,79 кадров в секунду. При ис-

пользовании модифицированного ансамбля скорость работы увеличена до 12,76 кадров в секунду. 

 

Заключение 
 

В данной статье представлен нейросетевой ансамбль, являющийся модификацией работы [17], 

улучшающий скорость работы робастного метода распознавания, а также сокращающий скорость 

обучения с сохранением высокой точности распознавания за счет удаления из набора данных части 

изображений, которые не представляют полезной нагрузки. Классификатор погодных условий опре-

деляет, нужно ли улучшать изображение: в случае необходимости в работу подключается нейросеть 

для улучшения изображения. Нейросеть YOLO v4 локализует область знака и распознает его класс: 

использование данной нейросети вместо связки SegU-Net и VGG16 дает выигрыш в скорости распо-

знавания классификатора при потере точности распознавания в 5% при таких условиях, как туман, 

размытие и загрязнение линзы. Обученные нейросети могут использоваться и на российских дорогах, 

поскольку видеоряды в обучающей выборке были сняты в Бельгии, где движение правостороннее,  

а знаки схожи с российскими. 
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При этом данный подход к распознаванию применим и к смежным задачам: например, к распо-

знаванию госномеров автомобилей или определению на проезжей части людей, пересекающих про-

езжую часть в неположенном месте, для предотвращения аварийных ситуаций. 
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Аннотация. Рассматривается задача перечисления симметричных ожерелий. С помощью разработанного 

алгоритма множество ожерелий с заданными распределениями бусин и заданной длины расщепляется на 

множества симметричных и несимметричных ожерелий. Рассматриваются зеркальная симметрия и ее моди-

фикации – ахиральная и хиральная. Вводится классификация ожерелий по типам и классам симметрии. 

Уточняются результаты Яковенко для подсчета мощности классов симметрии. Рассматриваются приложения 

полученной классификации к анализу восьмистиший – ожерелий длины 8, среди которых выделяются твер-

дые формы – триолет, сицилиана, октава и другие, а также иные симметричные восьмистишные строфы, 

встречающиеся в практике стихосложения. 
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Abstract. The problem of the symmetrical stanzas enumeration, whose models are necklaces or simple cycles  

of a given length, is considered.  The automorphisms of the necklace symmetry group form a dihedral group, whose 

action on the set of necklaces allows us to distribute them over orbits. With help of a specially developed algorithm, 

the orbits are divided into sets of symmetric and asymmetric necklaces, while the symmetrical necklaces are classified 

into types and classes of symmetry. Mirror or axial symmetry, as well as its variants, achiral and chiral symmetries, 

are considered.  Analytical results are given for calculating the cardinality of symmetry classes (of representative 

graphs) belonging to the same type of symmetry.  

Applications of the resulting classification to the analysis of octets, for which various rhyming schemes are used 

as a attribute of symmetry, are considered.  The analysis of the applicability of symmetrical stanzas in the practice of 

versification has been carried out.  It is shown that within the framework of the proposed approach, all known hard 

forms of versification for octets, such as the triolet, siciliane, octave, and others, are symmetrical; examples of rarely 

used symmetrical stanzas are listed, indicating the possible reasons for this phenomenon.  The possibility of using the 

proposed approach in the problem of choosing the rhythmic profile of a stanza, which generates the symmetry of the 

rhythm, is shown. 
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Задача об ожерелье является одной из хорошо известных в дискретной математике [1. С. 246; 2. 

С. 212]. На ее примере наглядно демонстрируется один из таких конструктивных методов теории групп, 

как действие некоторой группы симметрий ,G X   на заданное множество ожерелий [3. С. 301]. 

Основной вопрос, который встает при исследовании симметрий ожерелий, заключается не столько  

в их подсчете в некотором множестве, сколько в их реальном перечислении – построении алгоритма 

получения ожерелий в явном виде [4]. В рассматриваемом случае мы сталкиваемся с феноменом 

так называемой хиральности – разновидностью симметрии, не совпадающей с осевой симметрией. 

Хиральность как атрибут многих сложных систем является объектом изучения в общей теории 

симметрии [5–7], органической химии [8, 9], кристаллографии [10] и многих других научных дис-

циплинах. 

Цель статьи – рассмотрение алгоритмического подхода к решению задачи перечисления сим-

метричных ожерелий и перенесение ее на теорию поэтических структур – строф, моделями которых 

служат ожерелья. Такое моделирование позволяет не только выявить симметрии поэтических строф, 

но и расширить их классификацию за счет внесения в нее различных признаков симметрии типа пра-

вила альтернанса или правила скрещения рифмических цепей [11. С. 195]. Эта задача является тем 

более актуальной, что проблема аналитического перечисления симметричных ожерелий в явном виде 

на сегодняшний день остается в полном объеме нерешенной. 

 

1. Постановка задачи 

 

В [12. С. 14, 18] была предложена модель строфических структур в виде кольцевых диаграмм, 

или ожерелий [1. С. 246]. Такое представление позволяет эффективно исследовать свойства поэтиче-

ской строфы с позиций симметрии при условии, что в качестве признаков симметрии строфы рассмат-

риваются только такие, которые допускают строгую формализацию, – системы рифмовок, слоговый 

объем стихов, ритмический профиль и т.д.   

Рассмотрим стихотворение А. Блока «На зов метелей» [13. С. 165]. Система рифмовки его 

строфы IV соответствует симметричному ожерелью abcb adcd (см. ниже: рис. 3, ожерелье 2 в табл. 2), 

где одинаковыми буквами обозначены звенья соответствующих рифмических цепей:  

На зов метелей 

IV’ 

И мгла заломила руки,  

Заломила руки ввысь.   

Ты опустила очи,  

И мы понеслись.   

И навстречу вставали новые звуки:  

Летели снега,  

Налетающей ночи  

Звенели рога.  

Эта восьмистишная строфа симметрична, и все бы хорошо, но дело в том, что здесь я осу-

ществляю подлог – на самом деле у Блока два последних стиха переставлены местами. В результате 

этого симметрия нарушается, и все наши красивые рассуждения рушатся. Возникает вопрос: может, 

Блок на подсознательном уровне стремился к симметрии и просто ошибся в чередовании двух по-

следних стихов? О приведении строф к симметрии говорится в [14], где, в частности, анализируется 
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отклонение от симметрии в стихотворении Д. Мережковского «Март» и высказывается предположе-

ние, что в этом стихотворении вообще пропущен один стих, нарушающий симметрию. 

В статье решается вопрос, сколько симметричных (m1, m2, … , mr)-ожерелий длины n, 
1

,
r

ii
m n


  

существует при заданном распределении его бусин (
im  – число бусин i -го цвета). Цвета бусин при-

менительно к стихосложению определяют систему рифмовки и рассматриваются как признак сим-

метрии строфы. Так, варианту Блока соответствует несимметричное (2, 2, 2, 2)-ожерелье, а после его 

реконструкции (второй вариант) – симметричное, хотя в обоих случаях распределение бусин одно и 

то же. Задача алгоритмического подсчета, перечисления и анализа симметричных ожерелий длины n 

иллюстрируется в статье на примере 8-стишных строф.  

 

2. Симметричные ожерелья 

 

Пусть T – множество ожерелий x T , в котором определено отношение эквивалентности ~,  

G – множество операторов g G , :g T T , т.е. gx T , G G G   – композиция операторов, отно-

сительно которой G является группой, в общем случае неабелевой.  

 

2.1. Симметрия 

 

Пусть G действует на x T , при этом 1 2 1 2( ) ( )g g x g g x , ex x . Ожерелье x T  называется 

симметричным, если существует оператор g e  такой, что gx ~ x . Метризуем множество T. Пусть 

( , )d x y  – число несовпадающих бусин ожерелий ,x y T , взятых в порядке следования. Это извест-

ное расстояние Хемминга [15. C. 52], используемое для строк одинаковой длины любых r-ичных ал-

фавитов. Очевидно, ожерелье x T  симметрично тогда и только тогда, когда существует элемент 

g e  такой, что ( , ) 0d gx x  . В связи с этим такие операторы g называются изометриями. Это опре-

деление симметричности эквивалентно предыдущему.  

Вопрос о количестве N(m1, … , mr) орбит, индуцируемых действием на множество T какой-либо 

группы G, решается с помощью леммы Бернсайда. Однако на вопрос о том, сколько существует сим-

метричных орбит (орбит, содержащих симметричные ожерелья), лемма Бернсайда ответа не дает. 

 

2.2. Представительные графы 

 

Расстояние ( , )a b  между двумя бусинами a и b ожерелья x определим как цепь наименьшей 

длины, связывающую a и b. Кроме того, ясно что для  a , b : ( , )a b {1,2,...,[ 2]}.n  Например, для 

соседних узлов a и b имеем ( , ) 1a b  . Легко проверить что ( , )a b  – метрика [16. C. 42].  

Сопоставим (m1, m2, … , mr)-ожерелью x T  длины n следующую (n, n – q)-диаграмму H с n вер-

шинами и n – q ребрами – отрезками прямых линий: (а) вершины диаграммы H определим как вершины 

правильного n-угольника; (б) ребра H – как звенья r компонент связности длины mi, образующие це-

пи наименьшей длины (если mi = 2, то полагаем, что цепь состоит из одного звена); (в) q – количество 

координат mi, равных 2. Так, если рассматривается (3, 3, 2)-ожерелье, то n = 8, r = 3, q = 1. Следова-

тельно, ожерелью x сопоставляется (8, 7)-диаграмма H, содержащая 8 вершин и 7 ребер, образующих 

3 компоненты связности. Ребра диаграммы H при их изображении на плоскости могут пересекаться, 

но точки их пересечения вершинами H не являются. Описанная (n, n – q)-диаграмма однозначно 

определяет ожерелье x T  и отличается от обычного определения (n, n – q)-графа лишь дополни-

тельным требованием (а). Такая диаграмма названа в [12. С. 21] представительным графом симмет-

ричного ожерелья x. Этот граф будем считать непомеченным.  

Каждый граф H имеет группу автоморфизмов Γ = Γ(H), состоящую из изоморфизмов H на себя 

[16. С. 311]. Среди n! перестановок n узлов H только 2n перестановок являются изометриями в смыс-
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ле метрики ( , )   . Данные изометрии сохраняют инвариантными n(n – 1)/2 расстояний между узлами 

графа H. Очевидно, это вращения и зеркальные отражения, которые в совокупности образуют группу 

диэдра 
2 2{ , : ( ) }n

nD s t s t st e    , 

где s – вращение на угол 2π/n, t – отражение. Поскольку далее предметом нашего интереса будут 

восьмистишия, кратко охарактеризуем свойства симметрий группы D8 [7]. Для этого выделим в ней 

подгруппу G+ и ее дополнение G G  \ G : 
8 2{ : 0, ..., 3}iG s i   ,  9 2 8{ , : 0,...,3, 0,...,7}i jG s ts i j     . 

Группа G G   – коммутант D8, при этом 
2G G D  . Изометрии g G  – это вращения. Дополнение 

G G  \G  группой не является, но, как и G+, состоит из объединения классов сопряженности груп-

пы D8, из них два множества – 
1S ,

2S G  – представляют особый интерес: 

2 4 6

1 { , , , }S t ts ts ts ,   3 5 7

2 { , , , }S ts ts ts ts . 

Множество S1 содержит отражения относительно диагоналей правильного 8-угольника. Их 

можно представить в виде композиций отражений относительно осей симметрии, проходящих через 

середины сторон 8-угольника, и вращений. Множество S2 – это отражения относительно осей сим-

метрии, проходящих через середины противоположных сторон 8-угольника. Эти отражения нельзя 

получить с помощью композиций отражений, принадлежащих S1, и последующих вращений. Оба 

множества при любом n = 2m содержат одинаковое число элементов. Существование множеств S1 и 

S2 – источник ахиральной и хиральной симметрии ожерелий.  

 

2.3. Хиральность 

 

С понятием симметрии тесно связан феномен хиральности. Согласно лорду Кельвину, класси-

ческое определение хиральности звучит так: «Я называю любую геометрическую фигуру или группу 

точек хиральной и говорю, что она обладает хиральностью, если ее отражение в идеально плоском 

зеркале не может быть перенесено так, чтобы оно совпало с нею самой» [7]. Применительно к нашим 

обозначениям это определение формулируется следующим образом: ожерелье x T  хирально, если 

оно неэквивалентно (относительно вращений) своему зеркальному отражению ( )y x . В противном 

случае ожерелье x ахирально, т.е. x  ~ ( )x . Исходя из этого определения ахиральность трактуется как 

искаженная зеркальная симметрия, а хиральность означает отсутствие зеркальной симметрии. Таким 

образом, ахиральность и хиральность являются характеристическими свойствами множеств S1, S2 8D .  

Комбинаторная проблема перечисления хиральных объектов в R2 связана с проблемой пере-

числения автоморфизмов 2-го порядка группы симметрий G [5. С. 278]. Поскольку группой автомор-

физмов ожерелья как простого (n, n)-цикла [2. С. 26] является группа диэдра nD , содержащая отра-

жения, т.е. автоморфизмы порядка 2, то в множестве T каждое ожерелье a сопровождает двойствен-

ный ему элемент b, образующий с ним энантиомерную пару (a, b), при этом энантиомеры a и b при-

надлежат разным орбитам. В приложениях этот факт хорошо известен [8. С. 63]. Очевидно также, что 

если ожерелье a ахирально, т.е. a ~ ( )a , то энантиомеры a и ( )b a  принадлежат одной орбите. 

Перечисленные виды симметрии могут иметь разный порядок, т.е. представительные графы H 

могут иметь несколько осей симметрии того или иного порядка. В связи с этим возможны следующие 

типы симметрий [ , ]k l : 

[ ,0]k ,  [ , ]k k ,  [0, ]l ,  [0, 0] ,  , 1k l  ,  

где 0k   – порядок зеркальной или ахиральной симметрии, 0l   – порядок хиральной симметрии. 

Ахиральная симметрия может встречаться только в сочетании с осевой, при этом всегда 0k l  . 

Если 0k l  , то ожерелье по определению несимметрично. К этому случаю из чисто алгоритмиче-
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ских соображений будем относить и центральную симметрию – вращение вокруг точки, которое 

можно представить как композицию двух зеркальных симметрий [16. С. 52–56]. 

Одному и тому же типу симметрии может соответствовать несколько классов симметрии. Под 

ожерельями разных классов, принадлежащими одному типу симметрии, понимаются ожерелья, гра-

фы H которых изоморфны [2. С. 24], но не могут быть переведены друг в друга никаким движением 

(сдвигом, вращением, отражением или их композициями), т.е. каким-либо изометрическим преобра-

зованием [18. С. 278]. Ожерелья, которые могут быть переведены одно в другое некоторым движени-

ем, назовем конгруэнтными. Такие ожерелья принадлежат одному классу симметрии.  

Пример 1.  На рис. 1, 2 представлена энантиомерная пара хиральных ожерелий, представляю-

щая строфы I и II стихотворения А. Пушкина «Осень». Строфы отличаются тем, что в них А. Пушкин 

меняет местами мужские и женские рифмы. Аналогично построены и последующие пары строф. Са-

ми же строфы представляют знаменитую твердую форму – октаву [11. С. 172]. Ей соответствует сим-

метрия [0, 1].  
 

                                                              

Рис. 1. А. Пушкин. Осень («Октябрь уж наступил…»). 

Строфа I: abab abcc (ожерелье 11 в табл. 1) 

 Рис. 2. А. Пушкин. Осень («Теперь моя пора…»).  

Строфа II: baba bacc (ожерелье 11 в табл. 1) 

Fig. 1. A. Pushkin. Autumn («October has already come…». 

The stanza I: abcb adcd (necklace 11 in the table 1) 

 Fig. 2. A. Pushkin. Autumn («Now is my time…».  

The stanza II: abcd cabd (necklace 11 in the table 1) 

 

3. Перечисление ожерелий 
 

Аналитический подсчет числа представительных графов является нерешенной в общем случае 

задачей. Некоторое продвижение в ее решении можно получить в частных случаях, используя лемму 

Бернсайда. 

Теорема 1. Количество CN (2, 2)n   представительных графов (2, n – 2)-ожерелий равно  

 (2, 2) [ 2]CN n n  . (1) 

Доказательство. Пусть ( )x  – функция Эйлера [19. С. 28], ( , ) ( )! ! !P k l k l k l   – биномиаль-

ный коэффициент, НОД ( , )k l  – наибольший общий делитель целых чисел k и l. Согласно лемме 

Бернсайда количество орбит (2, n – 2)-ожерелий равно  

 (2, 2)ON n 
1

НОД(2, -2)

( ) (2 , ( 2) ),
d n

n d P d n d    (2) 

где d = 1, 2 или d = 1 в случаях четного и нечетного n соответственно. Рассматривая эти случаи от-

дельно, а затем объединяя полученный результат в один, получаем (2, 2)ON n   [ 2]n . С другой 

стороны, очевидно, что конгруэнтными являются только те ожерелья, расстояния ( , )a b  1, 2, ..., [ 2]n  

между бусинами a и b которых одного цвета совпадают. Из геометрических соображений следует, 

что для любых этих значений ( , )a b  данные ожерелья симметричны. Поскольку все (2, n – 2)-ожерелья 

независимо от их длины являются зеркально симметричными, это означает, что (2, 2) (2, 2),C ON n N n    

т.е. справедливо равенство (1).  
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Задача перечисления представительных графов как задача о (m1, m2, … , mr)-ожерельях в общем 

виде рассматривалась Д.И. Яковенко [20]. В этой работе с опорой на лемму Бернсайда сформулиро-

вано несколько результатов для случаев четного и нечетного n. Однако проверка показала, что не все 

они являются верными. После уточнения некоторых ее утверждений может быть сформулирована 

следующая 

Теорема 2. Пусть x – (m1, m2, … , mr)-ожерелье длины n, P(m1, m2, … , mr) – полиномиальный 

коэффициент, NC(m1, m2, … , mr) – количество представительных графов ожерелья x. Имеют место 

следующие утверждения: 

1P . Пусть n нечетно. Тогда если среди чисел m1, m2, … , mr только одно нечетно, а все осталь-

ные попарно различны и четны, то 

 
CN 1 2( , , , )rm m m = P 1 2([ 2], [ 2], , [ 2])rm m m . (3) 

2P . Пусть n четно. Тогда если все числа m1, m2, … , mr четны и попарно различны, то имеет ме-

сто (3).   

Доказательство теоремы 2 по аналогии с [20].  

Задачу перечисления ожерелий в общем виде теорема 2 не решает. В связи с этим в [12] разра-

ботан универсальный алгоритм перечисления представительных графов, на основе которого состав-

лены обширные таблицы симметричных ожерелий [12. Табл. 2.6–2.15]. К сожалению, описание алго-

ритма перечисления в [12. С. 23–25] недостаточно конструктивно для возможности его программной 

реализации, что фактически означает утрату этого алгоритма.   

Разработанный нами в среде MAPLE алгоритм перечисления относится к переборному типу. 

Вследствие этого он требует больших затрат машинного времени и на данный момент не дает воз-

можности решать задачи большой размерности. Отметим, что результаты, полученные Л.Г.Портером 

и с помощью нашего алгоритма до n = 8 включительно, полностью совпадают.   

 

4. Перечисление симметрий восьмистиший 

 

Восьмистишие – одна из самых распространенных и семантически нейтральных строф [11. С. 172]. 

Разнообразие таких строф определяется широкой возможностью разбиения числа 8 на слагаемые, 

нетривиальные из которых имеют вид: 

  8 6 2   

  5 3  4 4   

 3 3 2   4 2 2   2 2 2 2     (4) 

Из (4) следует, что существует 6 видов 8-стишных строф со схемами рифмовки на две, три и четыре 

рифмы. В табл. 1 представлены сводные данные о симметричных ожерельях длины 8 на две и три 

рифмы.   
Т а б л и ц а  1  

Перечень симметрий (k, l)- и (k, l, m)-ожерелий 

 Симметрии (k, l)-ожерелий Симметрии (k, l, m)-ожерелий 

 (6, 2)  (5, 3) (4, 4) (3, 3, 2)  (4, 2, 2) 

1 [1, 0] aaaa aabb aaab bbbb [1, 0] aaab babb [1, 0] aaab cbcb  [1, 0] aaaa bccb 

2 [1, 0] aaaa abab abaa abab  [1, 1] aaaa bbbb  [1, 0] abab acbc [1, 0] aaab cacb 

3 [1, 0] aaaa abba aaba abab  [1, 1] aaba bbab  [1, 1] aaac bbbc  [1, 0] aaba acbc 

4 [1, 0] aaab aaab  [2, 2] aabb aabb  [1, 1] abac babc [1, 0] acca baab 

5    [4, 4] abab abab  [0, 1] aaab bbcc            [1, 1] aabb aacc 

6    [0, 1] aaab abbb  [0, 1] aaba bbcc            [1, 1] aabc aacb 

7    [0, 1] abba abab  [0, 1] aabb accb            [1, 1] abab acac 

8      [0, 1] aabb cabc            [2, 2] abac abac 

9      [0, 1] aabb cbac            [0, 1] aaaa bbcc 

10      [0, 1] aabc abbc            [0, 1] aaaa bcbc 

11      [0, 1] abab abcc            [0, 1] aaab bacc 

12      [0, 1] abab cabc            [0, 1] aaab cabc 
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О к о н ч а н и е  т а б л .  1  

 Симметрии (k, l)-ожерелий Симметрии (k, l, m)-ожерелий 

 (6, 2)  (5, 3) (4, 4) (3, 3, 2)  (4, 2, 2) 

13      [0, 1] abab cbac            [0, 1] abab bcbc 

14        [0, 1] aaba cbac 

15        [0, 2] aabc aabc 

NC 4 3  7  13  15 

NO 4 7  10  70  54 

P 28 56  70  560  420 

Примечание. NC – количество симметричных ожерелий, NO – количество орбит, P = P(k, l) – всего ожерелий. 
 

Поясним последнюю строку в табл. 1, например число 420. Орбиты в зависимости от симмет-

рии ожерелий содержат разное число ожерелий. В данном случае три (4, 2, 2)-орбиты содержат по  

4 ожерелья, а остальные – по 8, что в итоге дает (54 3) 8 3 4 420      ожерелий. Симметрии 

(2, 2, 2, 2)-ожерелий приведены табл. 2 и табл. 3 соответственно.  
Т а б л и ц а  2  

Перечень симметрий (2, 2, 2, 2)-ожерелий 

 
Тип 

Класс  
Тип 

Класс 

Ожерелье Рифмовка Ожерелье Рифмовка 

1 [1, 1] abba cddc        CC 9 [0, 1] aabc cdbd  

2 [1, 1] abac dbdc         10 [0, 1] abac dbcd  

3 [0, 1] aabb cddc        AC 11 [0, 2] aabc ddbc  

4 [0, 1] abab cddc        BC – ноэль 12 [0, 2] abcd acbd  

5 [0, 1] abcd bdac         13 [0, 2] abab cdcd BB 

6 [0, 1] aabc bdcd         14 [0, 4] aabb ccdd AA 

7 [0, 1] aabc dbcd         15 [0, 4] abca dcbd  

8 [0, 1] aabb cdcd        AB 16 [0, 8] abcd abcd  

Примечание. Рифмовки в катрене: A – смежная aabb, B – перекрестная abab, C – охватная abba. 
 

Поясним табл. 2. Число (2, 2, 2, 2)-ожерелий и соответствующее им число орбит согласно лем-

ме Бернсайда соответственно равны: 

P(2, 2, 2, 2) = 2 520,   NO(2, 2, 2, 2) = 318. 

Среди 318 орбит 312 состоят из 8 ожерелий, а 6 – из 4, т. е. (318 6) 8 6 4 2 520      ожерелий.  

В рассматриваемом случае 48 ожерелий образуют класс [0, 0] несимметричных ожерелий, а оставши-

еся в 16 классах 318 48 270   симметричных ожерелий распределяются по пяти типам симметрии 

согласно табл. 3.  
Т а б л и ц а  3  

Распределение симметрий (2, 2, 2, 2)-ожерелий по типам и классам 

 Тип симметрии  

Всего 
[1, 1] [0, 1] [0, 2] [0, 4] [0, 8] [0, 0] 

Кол-во классов  2 8 3 2 1  

Мощность класса 12 24 12 6 6 48 

Кол-во ожерелий 2 × 12 8 × 24 3 × 12 2 × 6 1 × 6 48 318 

 

5. Ожерелья, описывающие метрический профиль строфы  

 

Будем рассматривать ритм как систему расположения ударений на сильных слоговых позициях 

метра [21. С. 109]. Пусть заданный размер строфы – 4-стопный ямб. Подсчитаем, сколько раз стоят 

ударения на сильных слогах каждого стиха, и какой процент это составляет от общего числа n стихов 

в строфе. Этот процентный ряд образует ритмический профиль данной строфы [11. С. 90]. Так как на 

последней стопе это всегда 100%, то 4-ю стопу далее вообще исключаем из рассмотрения и задаем 

ритмический профиль вектором 
3Rp . В соответствии с этим возможны шесть различных ритми-

ческих форм 4-стопного ямба: 
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 2 010 , 3 011 , 4 100 , 5 101 , 6 110 , 7 111  (5) 

(форма 1 001  никогда не встречается), где единицы – это стопы, несущие ударение.  

Нас будет интересовать зависимость между p и распределением числа ритмических форм 
6

2 3 7( , , , )x x x x R  , представляющих строфу. От взаимного расположения в строфе ритмических форм 

ритмический профиль p не зависит. Следовательно, один и тот же профиль может достигаться как на 

симметричных, так и на несимметричных ожерельях. Для однозначного определения распределения 

2 3 7( , , , )x x x  шести ритмических форм, необходимо задать шесть независимых уравнений. Положим 

 2

1A F ,  2

2B F , 2

3C F , 
1 2D F F , 

1 3E F F , 
2 3F F F , (6) 

где ,i j i jFF F F  – скалярные произведения в nR , 
iF . – вектор-столбец иктов на i-й стопе.  

Теорема 3. Распределение x
2 3 7( , , , )x x x  ритмических форм 4-стопного ямба имеет вид: 

2x EDCB  ,  3x EC  ,  4x FDCA  , 

 5x FC  ,  6x FEDC  ,  7x FEC  . (7) 

Доказательство. Обозначим 7( , , , , , , )y n A B C D E F R  . Из (5), (6) и тождества 
2 3 7...x x x n     

приходим к равенству yQx  , 7 6Q R  . Поскольку A B D n   , то, исключая координату n из y, 

можем записать x S y , где 6 6S R  , y~  ( , , , , , )A B C D E F 6R , а x определяется согласно (7), при 

этом матрицы Q  и S  имеют вид: 

 

 

 

Q   

 

 

 

1  1  1  1  1  1 

0  0  1  1  1  1 

1  1  0  0  1  1 

0  1  0  1  0  1 

0  0  0  0  1  1 

0  0  0  1  0  1 

0  1  0  0  0  1 

 

 

 

S   

 

 

 

0  1 –1 –1   1   0 

0  0   1   0 –1   0 

1  0 –1 –1   0   1 

0  0   1   0   0 –1 

0  0   1   1 –1 –1 

0  0 –1   0   1   1 

 

Пример. 2. Рассмотрим два первых катрена стихотворения Блока «Я был смущенный и весе-

лый… » [13. С. 188]:  
 

I 

Я был смущенный и веселый.  

Меня дразнил твой темный шелк,  

Когда твой занавес тяжелый  

Раздвинулся — театр умолк. 

II 

Живым огнем разъединило  

Нас рампы светлое кольцо,  

И музыка преобразила  

И обожгла твое лицо. 
 

В совокупности будем рассматривать два этих четверостишия как 8-стишную строфу abcd caeb. 

Ритмическое поле 1 2 3F F F , распределение x 6

2 3 7( , , , )x x x R   ритмических форм и ритмический 

профиль (6) имеют вид:  
  

Стихи Ожерелье F1F2F3 Форма Профиль 

1 a 110 x2 = 2 A = 4 

2 b 011 x3 = 2 B = 6 

3 c 010 x4 = 1 C = 3 

4 d 101 x5 = 1 D = 2 

5 c 010 x6 = 2 E = 1 

6 a 110 x7 = 0 F = 2 

7 e 100   

8 b 011   

 

Равенства (7) легко проверяются. (2, 2, 2, 1, 1)-ожерелье abcd caeb, описывающее данную строфу, 

несимметрично. Если, однако, выполнить несложную реконструкцию, а именно заменить ритмиче-



Григорьев Ю.Д. Перечисление симметричных ожерелий 

105 

ские формы стихов 7 и 8 на 3 = 011 и 5 = 101 соответственно, то профиль ( , , )p A B C  изменится  

с (4, 6, 3) , на (4, 6, 4) , а ожерелье x преобразуется к (2, 2, 2, 2)-виду abcd cabd и станет симметричным 

(рис. 4; ожерелье 10 в табл. 2). Таким образом, видим, как при изменении ритмического профиля из-

меняется симметрия ожерелья ритма.  
 

                                                

Рис. 3. А. Блок. На зов метелей (реконструкция).  

Строфа abcb adcd (ожерелье 2 в табл. 2) 

Рис. 4. А. Блок. «Я был смущенный и веселый… » (реконструкция). 

Строфа abcd cabd (ожерелье 10 в табл. 2) 

Fig. 3. A. Block. To the call of the blizzards (reconsruction). 

The stanza  abcb adcd (necklace 2 in the table 2) 

Fig. 4. A. Block. «I was confused and cheerful… » (reconsruction). 

The stanza  abcd cabd (necklace 10 in the table 2) 

 

Несовпадение кодировок ожерелий в табл. 2 с указанными в тексте и на рис. 3, 4 не должно 

смущать. С точностью до обозначений и начальной точки отсчета на круговых диаграммах эти коди-

ровки эквивалентны. Последнее связано с тем, что каждое ожерелье на самом деле представляет 

класс строф с одной и той же системой рифмовки, но с n разными точками отсчета. С математиче-

ской точки зрения мы имеем здесь n  эквивалентных ожерелий, а с точки зрения поэзии – n различ-

ных вариантов строфы, которые могут сильно отличаться в плане эстетического восприятия.  

 

Заключение 

 

В статье приведены некоторые результаты перечисления ожерелий с помощью разработанного 

алгоритма. На основе этих результатов предложены подходы к формальному анализу стихотворных 

текстов на основе стержневого принципа стихосложения – симметрии. Для принятого в качестве мо-

дели строфы понятия ожерелья предложена классификация симметричных ожерелий по типам и 

классам, которая увязана со свойствами группы автоморфизмов простого цикла. Получена более точ-

ная формулировка теоремы Яковенко для подсчета мощности классов симметрии. Перечислены сим-

метричные ожерелья длины 8 с рифменными цепями длины 2, 3 и 4. На языке ожерелий найдена 

связь распределения ритмических форм 4-стопного ямба с ритмическим профилем строфы. 
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Аннотация. Модели репутации и доверия успешно применяются для обеспечения безопасности и под-

держания надежности узлов в децентрализованных сетях, включая автономные транспортные средства. Од-

нако в реализациях этих моделей обычно отсутствуют объективные параметры для расчета начальных значе-
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ний репутации. В данном исследовании предлагается подход, основанный на теории надежности, для оценки 

исходного значения репутации участников группы автономных транспортных средств. 
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The evolution of Information and Communication technology over the past few decades has resulted 

in the emergence of Internet of Things (IoT) and Smart Everything concepts. These concepts are generally 

based on the integration of physical and information components, and on the interconnections between them. 

Such an integration became known as Cyber-Physical Systems (CPSs) [1]. An example of a CPS is an au-

tonomous monitoring system that has a sensor component (e.g., camera) and a video processing component 

(e.g., Machine Learning classifier) that performs video classification and pattern recognition operations.   

Reputation and Trust models usually find their application in the systems whose elements communicate 

directly with each other and are essentially decentralized. An example of such systems is peer-to-peer (P2P) 

computer networks, where there no central server and the nodes communicate directly with each other [2]. 

For the nodes of P2P networks, it can be extremely important to evaluate the information received from oth-

ers in order to choose their further actions within the network (e.g., packets forwarding towards a final desti-

nation). In VANETs, the communication between AVs and infrastructure roadside units are also decentralized, 

and can be considered as a P2P network [3]. There are various models for man aging such networks and 

practical examples of their application [4]. 

Reputation and Trust indicators can be implemented and calculated in different ways in the context of 

computer systems. Generally, most of them define some quantitative indicators to evaluate how trustworthy 

is the agent by the other agents. Mui, Mohtashemi, and Halberstadt define Reputation as an indicator that an 

agent creates through their previous actions [5]. The Trust indicator, in this case, is a subjective expectation 

one agent has about another agent’s future actions based on the history of their interactions.  

The application of Reputation and Trust-based approach to AVs intergroup communication allows to 

improve its security and safety [6, 7]. However, Reputation and Trust approach has a substantial drawback. 

Let us consider two cases: AV’s group initialization moment, when the agents do not have any information 

on the previous actions of each other; and when a new agent joins to an already existing AVs group, and the 

group participants also do not have any information about the new agent’s previous actions. In these two 

cases, the initial Reputation indicator value cannot be calculated based on the previous actions or “correct-

ness” of the transmitted data be the agents. In these scenarios, the Reputation initial value is initialized as  

a constant (e.g., 0.5 in [6]). This initial constant initialization allows the potential adversarial or failed agent 

to transmit “incorrect” before their Reputation will drop below the acceptable threshold.  

To address this drawback, an approach based on Data Quality (DQ) concept was proposed [8]. This 

solution allows to use such data source’s characteristics as accuracy and security to calculate the initial 

Reputation value. This solution allows to rely on not only subjective evaluation of the agent’s Reputation by 

the other agents, but also on the objective parameters based on the agent’s hardware components. Agents DQ 

value depends on how “well” their sensors and devices are working at the evaluation moments: if there any 

failures or deviations from normal, the DQ value will be decreased [8]. However, the methods on deriving 

these data source’s parameters to calculate DQ value are highly scenario-specific and under-researched [9]. 

An approach partially related to evaluating of the robotic device’s hardware characteristics was presented in [10]. 

The authors proposed to consider various probability-dependent parameters in the robotic device’s control 

strategy, for example, a failure rate of the robotic device’s subsystem. Such an approach has motivated us to 

investigate and develop probability-dependent parameters based on AV’s device characteristics to calculate 



Информатика и программирование / Informatics and programming 

110 

DQ values. We base our metrics on the reliability theory [11], which considers the probability of the sys-

tem’s components operation failures. We assume that the “correctness” of the data transmitted by the agents 

is related to this probability. The less reliable the agent’s components, the lower its Reputation value should 

be initialized, and otherwise. This approach allows us to obtain objective basis for the initial Reputation  

calculation, which previous models lack [6, 12].  

We incorporate the terms of failure, time between failure, and probability of failure-free operation into 

the initial Reputation value calculus. We incorporate these terms into the previously developed Reputation 

and Trust approach to calculate the initial Reputation value based on AV’s hardware reliability characteris-

tics. This solution allows to rely real physical AVs characteristics with the probability of “incorrect” data 

production and transmission. To test the proposed approach, we verify it on a well-known real-world hard-

ware IoT components. The contribution of this paper is twofold. First, we provide a theoretical reliability 

based approach to calculate the AV’s initial Reputation value. The approach allows to rely the hardware 

characteristics and the data produced by an AV model based on these hardware. In addition, we verify  

the proposed approach implementation on the intersection management problem with a software simulation. 

The initial Reputation values for the software simulation are based on the real-world device collected hard-

ware characteristics. 

 

1. Initial Reputation Calculus 

 

1.1. System Description 

 

Let us define a group of AVs represented by the agents of decentralized network. The agents are able 

to communicate directly with each other according to the P2P network communication model [2]. The data 

agents exchange consist of their final destination and agent’s current condition (e.g., current location, energy 

resource, etc.). The main objective of the agents’ group is to safely traverse the intersection [6, 13].  

We assume, that each agent’s architecture includes several sub-systems, the failure of which affect the 

reliability agent’s reliability. Such sub-systems depend on the agent’s functionality and architecture. Below 

we provide some examples of such sub-systems.  

– Communication sub-system. If an agent is disconnected from the communication channel or its com-

munication sub-system fails, it becomes unable to update or transmit “correct” information to other agents.  

– The agent’s computing sub-system is responsible for the agent’s decision-making. If it fails, the  

information transmitted by the agent cannot be considered as reliable.  

– Sensing sub-system for obtaining data from the environment (e.g., camera, radar, or other sensors). 

Failure of this sub-system leads to the obtaining of “incorrect” data from the environment and its transmis-

sion to other agents.  

Based on the probabilities of these sub-systems’ failure, we propose to evaluate the agent’s initial 

Reputation value. To formalize these probabilities, we employ the exponential distribution law [11. P. 86].  

In our case, we assume that the sub-systems’ failures are constantly distributed, can occurred in a random manner, 

and are not caused by the deterioration or aging of the agent’s parts. If the agent’s components are deteriorated, 

it will be necessary to use a different distribution, but the basic calculation principle will not change.  

 

1.2. Initial Reputation Calculus 

 

Here we define failure probabilities and other terms according to [11]. Probability of failure during  

the sub-system operation time t can be defined as (1).  

 λ*( ) 1 tF t e  ,  (1) 

where λ is a constant failure rate, and e is an exponential distribution.  

From (1) we can derive the equation for failure-free operation during time t (2) 

 λ*( ) 1 ( ) tP t F t e   . (2)  
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The parameter λ can be calculated according to (3) 

 
0

1
λ

T
 , (3)  

where T0 is the mean time between failures. It is calculated as (4). 
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where:  

– N is the total number of sub-system’s components for which the indicator is calculated;  

– ti is the operating time of the i-th sub-system’s element;  

– mi is the number of failures of the i-th sub-system’s element for the entire operation period.  

For the i-th agent, as the initial Reputation value R0ei, we consider the probability of its non-failure  

operation Pei. Let each i-th agent is composed of a set of sub-systems: Sei = {s1, . . . , sm}, and Pij(t) is the 

probability of non-failure operation of the j-th subsystem of the i-th agent during the time t, which can be 

calculated as (5).  

 
*

( ) ijt

ijP t e


 , (5)  

where λij is the corresponding parameter of the i-th agent’s j-th sub-system. According to (3) failure rate for 

(5) can be calculated according to (6).  

 
0

1

ij

ij
T

  , (6)  

where 0ij
T  is the mean time between failures of the i-th agent’s j-th subsystem. Further, according to the [11. 

P. 120–124], we need to calculate the probability of failure-free operation for the combination of these sub-

systems, which is an entire agent. To do this, we need to consider how the agent sub-systems are interrelated 

in terms of failures. If the sub-systems are connected in such a way, that the failure of any of them leads to 

the failure of the entire system, then it can be referred to a serial connection. In another case, the sub-systems 

are connected in a parallel manner. For such a connection, the probability of failure-free operation during the 

required time t0 considering (6) can be calculated as (7).  

 0
1

( )
i

m

e ij
j

P P t


  , (7)  

where m is the total number of the agent’s sub-systems; and t0 is the required operating time.  

After that, the value calculated as (7)) can be incorporated into the Reputation calculus instead of R0 

value, described in [6]. The modified initial Reputation value can be calculated as (8):  
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 (8) 

– 1 ,t
k kI is the sum of Truth values for the previous iterations [6];  

– Rt−1 is the Reputation value on previous iteration;  

– It is the Truth value on current iteration.  

From the developed calculus, the following points can be derived. 

1) Every Reputation model has its penalty system, when the agents with low reputation are punished  

in some way. Usually they are excluded from further group communication [6]. If any of the agent’s sub-system  

is initially considered faulty (the probability of its failure-free operation is close or equal to zero), then the agent’s 

Reputation will also be close to 0. Therefore, this agent will be excluded from the group communication after 

the first Reputation evaluation round. Such a scenario is true only if the sub-systems are connected serially. 

This means that if the key agent’s sub-systems fail, the agent is excluded from the group communication.  

2) The proposed initial Reputation value calculation approach sets a specified quality bar for all 

agent’s sub-systems and their components. So, for example, if we have three serially connected sub-systems, 
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then to obtain an initial Reputation value of 0,5, the reliability indicators of the sub-systems should be about 0,8. 

With the increase in the sub-systems number, the requirements for these indicators will increase too.  

3) The values obtained with (8) are always in the [0, 1] interval, as the probability of a random event is 

also lies in this interval.  

One can see that the initial Reputation value is based on the sub-system’s uptime, as we are considering 

the probability of uptime for a certain time t. This is justified by the fact that when the system is required  

to work longer, we will obviously impose higher requirements on the agents’ reliability. Let us suppose that 

we have a group of agents, each of which with a high probability will not fail for an hour of real time. Then, 

we can employ these agents in a system that should run for half an hour. However, these agents are not 

enough reliable for a system that needs to run for 6 hours, for example. This fact allows us to clarify the value 

of the initial agent’s Reputation of agents, depending on the user and/or application requirements. 

 

2. Empirical Study 

 

2.1. Experimental setup 

  

To verify the proposed reliability-based Reputation calculation approach, we conduct an empirical 

study. First, we employ real hardware components of the AV’s models developed for our previous study [6] 

to calculate their reliability values. Then, we integrate the developed reliability-based calculus in our inter-

section management simulation environment, and compare the effectiveness with the traditional constant 

Reputation value initialization.  

Each agent has the following subsystems:  

– Computing sub-system, which is a small on-board computer used by the agent for decision-making 

and evaluation of the received information.  

– The controller sub-system, which is used to provide connectivity between the computing and other 

sub-systems.  

– The communication sub-system, used by an agent to transmit and receive information from other 

group participants.  

– The ultrasonic rangefinder (URF) sub-system, which is used to avoid obstacles while driving.  

– The vision sub-system (on-board camera), that the agent needs for localization and mapping.  

Each of these sub-systems has its reliability indicator, which depends on the probability of failure-free 

operation for a given time. Let us assume that the agent should work without failures within 30 minutes. 

Such a minor time interval is chosen in the consideration of the widely available and cheap hardware com-

ponents, employed in this study. We assume, that each of the defined sub-system’s depends on a particular 

hardware component that corresponding to this sub-system. The employed AV model’s hardware compo-

nents are listed below.  

1) Raspberry Pi 3 single-board computer, which serves as the computing sub system. It directly  

receives the data from an on-board camera, and from the communication sub-system via Arduino Nano;  

2) Arduino Nano is connected to the URF and communication sub-system, and serves as a controller 

sub-system;  

3) NRF24L01 serves as a communication sub-system. It is connected to Arduino Nano via SPI;  

4) URF sub-system is connected to the Arduino Nano digital outputs;  

5) RaspiCam is chosen as the AV’s on-board camera, and it serves as the vision sub-system. It is con-

nected with the computing sub-system, which processes the obtained image via OpenCV.  

In Fig. 1 connection between hardware components is presented. 

For this empirical study, we use two previously developed AV’s models with two single sets of  

components, listed above. We ran these two models to drive through the intersections on our testbed [6] for 

30 minutes, and monitored their sub-system’s failures. Usually, it is possible to determine quite accurately 

that one of the agent’s sub-systems has failed, as, depending on the subsystem, the agent can start to transmit 

meaningless data or stops updating information about their actions. According to the obtained results, we 
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calculated the reliability indicators for both sets, which are presented in Table 1. Based on the 7 and 8, and 

assuming that all sub-systems are connected in series, we calculated the new initial Reputation value for two 

sets of sub-systems. These values are also presented in Table 1. 
 

 

Fig. 1. Hardware connection UML-diagram 

 

T a b l e  1  

 Reliability values for the studied real hardware components 

Hardware component First set Second set 

Raspberry Pi 3 0,98 0,95 

NRF24L01 0,94 0,90 

Arduino Nano 0,82 0,70 

Camera 0,97 0,89 

Rangefinders 0,94 0,85 

Reliability value 0,68 0,45 

 

2.2. Software Simulation Assumptions 

 

Since we have a limited number of AVs models, we leveraged the software simulator for the AVs in-

tersection management system [14]. We used the Reputation values obtained with the hardware components 

to initialize agents’ Reputation indicators. Let us assume that about half of the agents in the system have sub-

systems’ reliability indicators higher than 0,5, and the other half have lower than 0,5.  

The simulation parameters can be represented as follows.  

1) Two groups of experiments were conducted: with the constant Reputation initialization (0,5); and 

based on the calculated reliability characteristics.  

2) In both experiment groups, there were two sub-groups: for each values calculated based on the studied 

hardware set.  

3) A group of 20 agents operates in the system. The main objective of the agent is to safely and opti-

mally traverse the intersection. Detailed simulation environment description is provided in [14, 15].  

4) 1000 iterations of the simulation are conducted for each sub-group.  
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5) Initially agents in the group have different reliability indicators for their sub systems. To avoid  

setting the same reliability values for different agents, we took values from Table 1 and randomly distribute 

it over the agents. As we studied two hardware sets, we divided our agents into two sub-groups of 10 partici-

pants: with initially more reliable components, and with less reliable ones. The reliability values are initialized 

in the range of 0,65 – 0,72 for the first sub-group, and in the range of 0,42 – 0,45 for the second set.  

6) Agents’ sub-systems can fail in the operation process with a probability corresponding to the expo-

nential distribution law. The parameter λ for a given distribution law is obtained from the reliability indicators 

of agent sub-systems. After sub-system fails agent starts transmitting “incorrect” data. Data is considered 

“incorrect” when it does not represent the real condition of the agent or surrounding environment.  

7) Agents are able to determine when one of their subsystem fails.  

8) The assumed uptime for all agent’s subsystems is set to 30 minutes, and every 30 seconds agents 

communicate with each other and perform one round of the Reputation values calculation.  

9) When agent’s Reputation drops below the 0,3 threshold, they are excluded from the group commu-

nication. 

 

2.3. Results 
 

As an evaluation criteria, we considered the following ones: average time Tavg and its standard devia-

tion σT of the agents’ operation during the experiment; and the average time required to exclude failed agent 

from the group communication Terr_avg and its standard deviation σT_err. Moreover, to investigate the effect  

of reliability-based Reputation indicators affect the operation time of the agents. To address this question,  

we calculate the linear correlation coefficient between the time spent by agents in the system and their initial 

reputation value rtrep. The empirical study results are represented in Table 2.  
T a b l e  2  

Empirical study results 

Initial Reputation calculus Components’ set Tavg, sec σT, sec Terr_avg, sec σT_err, sec 

Realibility-based 
First set 1453 387 827 701 

Second set 1030 395 602 554 

Constant-based (0,5) 
First set 1374 417 787 744 

Second set 1081 431 643 600 

 

In Fig. 2 The relationship between the agent's initial Reputation value and the time of agent's operation 

in the system is presented. 
 

 

Fig. 2. The relationship between the agent's initial Reputation value and the time of agent's operation in the system  

(dots – initial Reputation and time values, orange line – linear regression) 
 

As one can see from the obtained results, the employment of reliability indicators allows to slightly 

decrease average time to exclude agents that provide “incorrect” data due to sub-systems failures. The linear 
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correlation coefficient between the overall average agent’s operation time (calculated based on both sub-groups), 

and initial reliability indicator is rtrep = 0,97, which can be interpreted as a strong relationship between the 

initial reliability indicators and the agent’s operation time. Moreover, it can be seen that in all cases with  

reliability indicators, the standard deviation de creases. This can be interpreted by the fact that all agents are 

initially divided into two groups according to the initialized Reputation values. Thus, the spread of values 

both for the time spent in the system and for the agent’s exclusion from the group communication decreased.  

The results on correlation allows us to say that with reliability indicators it becomes possible to predict 

the average time of how long the agent with a specified reliability value will operate in the system. With the 

traditional Reputation initialization approach, such prediction is impossible, as there is no objective indica-

tors can be used. In addition, reliability-based approach allows to reduce the time to exclude a failed agent 

from the group communication. 

 

Conclusion 

 

In this paper, we proposed to integrate reliability indicators to improve Reputation and Trust-based 

approach for AVs intergroup communication. Reputation and Trust models have found its implementation to 

enhance security in VANETs. However, these models has a substantial security gap – they rely on retrospective 

actions of the agent, and the initial Reputation value are usually set as a constant. In our preliminary research, 

we developed various approaches to address this issue [8, 12], but the direct relationships between the “cor-

rectness” of the data produced by the AVs and its hardware components were not considered in those studies. 

In this study, we employ reliability indicators to assess the AVs hardware parameters and to use these pa-

rameters to define initial Reputation value. We lever aged terms and models from the reliability theory and 

integrated them into the initial Reputation value calculus. Furthermore, to verify the reliability-based  

approach, we conducted an empirical study, We employed two real-world AVs models, developed in our 

preliminary intersection management research, and used its hardware components to empirically obtain  

reliability indicators. Furthermore, we conducted a set of software simulations to investigate the effect of the 

developed calculus against tradition Reputation initialization. The results showed that in the reliability-based 

approach the initial reliability indicator and the agents operation time are strongly correlated with each other 

(0,94). In addition, the approach allowed to decrease the time for exclusion failed agents’ from the intergroup 

communication. 
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Нейронные сети находят активное применение в разнообразных интеллектуальных системах 

для задач, решение которых классическими методами является трудоемким или даже невозможным. 

Среди таких задач – обработка естественного языка, классификация и распознавание образов, пре-

диктивный анализ и многие другие. Одним из ключевых недостатков нейронных сетей является вы-

сокая вычислительная сложность. Особенно это характерно для активно применяемых сверточных 

нейронных сетей, размер которых сейчас достигает сотен миллиардов параметров [1]. 

Для эффективного применения нейронных сетей в маломощных автономных системах (напри-

мер, сенсорные сети, мобильные сети) требуются разработка специализированных аппаратных уско-

рителей и тонкая адаптация применяемых алгоритмов. 

Существует множество работ на тему оптимизации аппаратного и алгоритмического обеспече-

ния систем машинного обучения для маломощных устройств. В качестве развития аппаратного обес-

печения обычно предлагается замена мощных, но энергозатратных графических процессоров на более 

эффективные FPGA и ASIC [2–5]. При этом осуществляется адаптация алгоритмов под особенности 

конкретной архитектуры для эффективного использования вычислительных ресурсов. Зачастую также 

производится компромиссное ухудшение некоторых характеристик исходной модели для уменьшения 

вычислительной сложности. К примеру, в [6, 7] предлагается переход к числам меньшей точности,  

а в [8, 9] – полная бинаризация сигналов. В работе [10] рассматривается уменьшение сложности сети 

через устранение части внутренних связей – разряжение сети. 

Данная работа посвящена аспектам построения перестраиваемых ускорителей для реализации 

нейронных сетей на основе концепции перестраиваемых вычислительных сред. Данный подход от-

крывает новые возможности для реализации нейросетевых алгоритмов, в том числе с точки зрения 

повышения качественных характеристик. Одним из ключевых вопросов проектирования ускорителя 

на перестраиваемых средах является реализация функций активации нейронов. В данной работе 

предложен вариант реализации на перестраиваемых вычислительных средах одной из наиболее по-

пулярных функций активации – сигмоидной. 

 

1. Динамически перестраиваемые ускорители нейронных сетей  

 

Искусственные нейронные сети представляют собой математическую модель вычислительной 

системы, имитирующей структуру и базовые принципы функционирования биологических нейронных 

сетей. В классической архитектуре искусственной сети нейроны распределены в несколько слоев (рис. 1). 

Каждый нейрон выполняет простую функцию: суммирует значения на всех своих входах, добавляет  

к ним собственное значение смещения и применяет к результату заданную функцию активации (рис. 2). 

Полученный результат передается нейронам следующего слоя, умножаясь на вес связи [11]. 
 

 

Рис. 1. Полносвязная сеть прямого распространения с двумя скрытыми слоями 

Fig. 1. A fully connected direct distribution network with two hidden layers 
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Рис. 2. Структура искусственного нейрона с тремя входами 

Fig. 2. The structure of an artificial neuron with three inputs 
 

Функция активации нейрона – нелинейная функция одного аргумента, которая приводит взве-

шенную сумму входов нейрона к некоторому распределению. На практике применяются различные 

функции активации в зависимости от назначения слоя и решаемой сетью задачи. В задачах классифи-

кации в нейронах скрытых слоев зачастую используется функция активации ReLU, а на выходном 

слое – сигмоидная функция. Это позволяет получить на выходе сети результат в виде вероятности 

принадлежности объекта целевому классу. Использование в сигмоидной функции операций деления 

и возведения в произвольную степень усложняет ее реализацию, в связи с чем применяются различ-

ные способы адаптации и упрощения. В данной работе сигмоидная функция будет заменена ее ку-

сочно-линейной аппроксимацией. 

Внедрение глубоких нейронных сетей в реальные системы приводит к необходимости приме-

нения специальных вычислительных устройств. Большое количество однотипных вычислений даже 

на современных центральных процессорах требует значительных затрат времени и энергии. В послед-

ние годы набирает популярность использование гибридных систем, где применяются одновременно 

центральный процессор и специализированный под задачи машинного обучения сопроцессор [12]. 

Благодаря распределению задач между центральным процессором и сопроцессором такие системы 

достаточно эффективно справляются с широким классом задач. Но при этом сохраняется проблема 

узкой направленности сопроцессоров. Одним из способов устранения такого ограничения является 

применение динамически перестраиваемых аппаратных ускорителей. 

Отличительной особенностью динамически перестраиваемых ускорителей является способность 

менять внутреннюю структуру в процессе функционирования для изменения реализуемой модели сети. 

Иными словами, одно и то же вычислительное устройство в разные моменты времени может реали-

зовывать нейронные сети принципиально разных архитектур. Это дает следующие преимущества: 

– способность использовать разные архитектуры нейронных сетей без изменения аппаратной 

базы; 

– поддержку различных моделей сети для различных режимов функционирования (к примеру, 

использование в режиме ожидания менее точной, но экономной модели); 

– поддержку удаленной настройки и модификации реализуемых алгоритмов, что может быть 

очень полезно, когда отсутствует априорная информация, необходимая для подготовки целевой мо-

дели сети, или когда условия функционирования изменчивы; 

– возможность восстановления работоспособности устройства посредством изменения струк-

туры вычислителя и перераспределения вычислений по неповрежденным участкам. 

На данный момент разрабатываются различные подходы к построению перестраиваемых уско-

рителей. В [13] предлагается иерархическая «многогранульная» архитектура на основе разделяемой 

нейронной сети (Bisection Neural Network), допускающая несколько уровней настройки. Работа [14] 

предлагает реализацию перестраиваемости посредством выделения некоторого количества реконфи-

гурируемых нейронов, которые могут свободно перераспределяться между скрытыми слоями сети.  

В данной работе авторами предлагается построение динамически перестраиваемых ускорителей на ос-

нове концепции перестраиваемых вычислительных сред. 
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2. Перестраиваемые вычислительные среды 

 

Перестраиваемые вычислительные среды (ПВС) – математическая модель широкого класса  

вычислительных устройств, основанных на идее организованного совместного функционирования 

большого количества однотипных, относительно простых вычислительных элементов (ВЭ), располо-

женных в виде регулярной решетки и попарно соединенных с соседними вычислительными элемен-

тами [15, 16]. Каждый ВЭ может быть независимо настроен при помощи внешнего управляющего 

сигнала на одну операцию из некоторого предопределенного базиса. Организованное функциониро-

вание большого количества вычислителей позволяет реализовать на среде сложные алгоритмы обра-

ботки. Таким образом, вычислительные возможности перестраиваемой среды ограничиваются коли-

чеством элементов и заданным базисом операций. 

В общем случае ПВС может иметь ВЭ произвольной формы и быть одно-, двух- и трехмерной. 

В данной работе будут рассматриваться двумерные среды с квадратными ВЭ. Таким образом, каж-

дый неграничный ВЭ будет соединен с четырьмя соседними элементами (рис. 3). 
 

 

Рис. 3. Перестраиваемая вычислительная среда 

Fig. 3. Reconfigurable computing environment 

 

Одной из важных задач при проектировании ускорителей является уменьшение движения данных 

внутри системы в связи с сильным влиянием на быстродействие и энергопотребление. В целях сни-

жения потока данных их стараются эффективно переиспользовать. Выделяют четыре основные стра-

тегии переиспользования данных: фиксация весов, входов, выходов и строк [17]. При фиксации весов 

каждый ВЭ хранит собственное значение веса и использует его для каждого поступающего входного 

сигнала. Фиксация входов подразумевает, что каждый ВЭ хранит фрагмент входного сигнала, а зна-

чение весов поступает на вход элемента. Для фиксации выходов характерно пошаговое накопление  

в каждом ВЭ его промежуточных результатов (полусумм) до получения конечного результата. В уско-

рителях с фиксацией строк каждый ВЭ хранит строку данных и значение веса и последовательно рас-

считывает несколько промежуточных результатов посредством умножения векторов в плавающем 

окне [18]. Предлагаемая нами модель ускорителя использует гибридную стратегию переиспользования 

(табл. 1). При обработке входного сигнала большого размера используется фиксация весов, а в осталь-

ных сценариях переиспользование не используется. Отсутствие переиспользования компенсируется 

замыканием всех вычислений внутри среды и конвейеризацией. Благодаря тому, что все вычисления 

осуществляются внутри среды, отсутствует необходимость ввода / вывода промежуточных результа-

тов, устраняются накладные расходы на обращение к внешней памяти и другим модулям. 
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Т а б л и ц а  1  

Сравнение архитектур ускорителей на основе однородных сред 

Характеристика TPU systolic array [19] Eyeriss [18] Предложенная модель 

Вычислительный элемент 8-битовый MAC 

16-битовый MAC с модулями 

памяти и накоплением про-

межуточных результатов 

16-битовый элемент 

с поддержкой 7 атомарных 

операций 

Память ВЭ Нет 448KB SRAM + 72KB Reg 21 бит 

Размер ВЭ Очень малый Крупный Средний 

Количество вычислитель-

ных элементов 

Очень много:  

256 × 256 = 65 536 

Мало: 

12 × 14 = 168 

Много, 

зависит от задачи 

Перестраиваемость ВЭ Нет Нет Да 

Задача однородной среды Матричное умножение Матричное умножение Полный цикл вычислений 

Стратегия переиспользо-

вания данных 
Фиксация весов Фиксация строк 

Гибридная (фиксация весов либо 

отсутствие переиспользования) 

Место хранения проме-

жуточных результатов 
Буфер Буфер ВЭ 

Постобработка (актива-

ция, субдискретизация) 
Отдельный блок Отдельный блок Внутри среды 

 

В отличие от некоторых альтернативных решений [13, 18], предлагаемая нами архитектура 

ускорителя основана на принципе предельной атомарности вычислительных элементов. Это означает, 

что ВЭ имеют простое строение, а базис операций включает минимально необходимое число операций. 

Это позволяет добиться высокой степени гибкости среды и допускает тонкую настройку параметров 

реализуемой модели. Анализ классических сетей прямого распространения позволил выделить сле-

дующий базис операций: «источник сигнала», «передача сигнала», «умножение с накоплением», 

«ReLU», «сигмоида» [20]. С их помощью каждый нейрон сети может быть представлен в виде цепочки 

из нескольких ВЭ (рис. 4) [21]. Длина цепочки определяет количество входов, что позволяет создавать 

нейрон любой конфигурации. Разработанная модель ВЭ оперирует 16-битными числами с фиксиро-

ванной запятой. 
 

 

Рис. 4. Реализация нейрона на вычислительных элементах среды 

Fig. 4. Implementation of a neuron on computational elements of the environment 

 

Для поддержания реализации глубоких нейронных сетей и обеспечения конвейерной обработки 

в разрабатываемую вычислительную среду заложен механизм многотактной обработки сигнала по-

средством внутреннего зацикливания [22]. Он заключается в разбиении среды на несколько сегментов, 

каждый из которых реализует один из слоев сети. Сигнал, перемещаясь по сегменту, не только про-

ходит необходимую обработку, но и разворачивается в направлении следующего сегмента (рис. 5). 

По мере движения сигнала сегменты динамически перестраиваются на реализацию последующих 
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слоев сети. Такая архитектура позволяет реализовать на среде сеть произвольной глубины. Связанные  

с многотактной обработкой потери производительности могут быть частично устранены при помощи 

конвейеризации. Для четырехугольной среды с четырьмя сегментами можно на каждом такте пере-

страивать один сегмент, а на трех других производить обработку трех смещенных друг относительно 

друга на один такт входных сигналов. Реализация многотактной обработки требует добавления в базис 

операции «фиксация» для хранения промежуточного результата между сегментами среды. Функция 

поворота сигнала на 90° заложена в операцию «умножение с накоплением». 
 

 

Рис. 5. Реализация многотактной обработки сигнала на сегментированной среде 

Fig. 5. Implementation of multi-step signal processing in a segmented environment 

 

Другим недостатком многотактной реализации является ограничение максимально поддержи-

ваемого размера слоя в связи с сегментированием среды. Для решения этой проблемы может быть 

использован цельный режим функционирования, когда для реализации слоя сети используется вся 

площадь среды. Данный режим требует применения дополнительной внешней (относительно среды) 

памяти и контроллера маршрутизации входного сигнала (рис. 6). 
 

 

Рис. 6. Структура ускорителя в режиме без сегментирования 

Fig. 6. Accelerator structure in non-segmentation mode 

 

Временная симуляция нейронов, выполненных согласно обозначенным принципам, показала 

приемлемые результаты временной симуляции. Однако одна из базовых операций – сигмоидная 

функция активации – в изначальном виде является значительно более трудоемкой, что приводит к 

большой площади каждого вычислительного элемента и их низкому быстродействию.  
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Рис. 7. Сигмоидная функция активации 

Fig. 7. Sigmoid activation function 

 

График и математическое выражение сигмоиды (ее также называют логистической функцией) 

приведены на рис. 7. Применение предложенной в [23] кусочно-линейной аппроксимации отчасти 

решает проблему, но операция по-прежнему остается самой трудоемкой во всей модели ВЭ. В связи  

с этим в данной работе рассматривается распределенная реализация сигмоиды на однородных средах. 

 

3. Распределенная реализация сигмоидной функции активации 

 

Распределенная реализация опирается на возможность независимого расчета значений на раз-

ных интервалах аппроксимации. Это позволяет распределить вычисления интервалов между разными 

вычислительными элементами. Блок вычислительных элементов среды, соответствующий распреде-

ленной реализации сигмоиды, представлен на рис. 8. 
 

 

Рис. 8. Распределённая реализация сигмоиды 

Fig. 8. Distributed implementation of sigmoid 

 

Для наглядности используется цветовая дифференциация операций: зеленый – «источник сиг-

нала», красный – «минимум двух чисел», желтый – «умножение с накоплением» (первый множитель 

поступает на нижний вход элемента, второй хранится во внутренней памяти элемента, аккумулиру-

ющее значение поступает на левый вход), синий – «затвор», фиолетовый – «объединение». Как видно, 
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для реализации распределенной сигмоиды было необходимо ввести в базис несколько новых опера-

ций – «минимум», «затвор» и «объединение». На данный момент эти операции используются только 

для сигмоиды, но они могут быть переиспользованы для реализации других функций, поэтому их 

введение в базис операций целесообразно. 

Операция «затвор» используется для ограничения распространения сигнала в зависимости от 

поступающего на вход-ключ значения. На представленной схеме вход-ключ расположен на нижней 

грани элемента, а управляемый сигнал поступает на левый вход. Затвор сравнивает поступающее на 

вход значение ключа и, если он совпадает с заложенным во внутреннюю память элемента значением, 

пропускает входной сигнал через себя (слева направо). В противном случае на выходе элемента 

(справа) будет 16-битный ноль. Значение ключа передается вверх другим элементам-затворам неза-

висимо от срабатывания текущего затвора. Таким образом, у всех затворов, чей внутренний параметр 

не совпадает со поступающим значением ключа, выход будет равен нулю. 

Как было показано ранее, при сравнении входного сигнала с узлами аппроксимации нас инте-

ресует только целая часть числа. В то же время операция «затвор» осуществляет сравнение ключа 

целиком. Это необходимо для переиспользования операции в других задачах, где сравнения только 

целой части числа может быть недостаточно. Для разрешения этого противоречия используется ниж-

няя пара вычислительных элементов «key shift» и «объединение». Они осуществляют дополнитель-

ное смещение значения ключа – все биты дробной части (младшие 8 бит ключа) устанавливаются 

равными единице. 

Операция объединения заключается в применении побитового ИЛИ к входным сигналам. Она 

позволяет объединить промежуточные результаты, полученные на разных интервалах аппроксима-

ции (выходные значения элементов-затворов), в конечный результат. Также операция используется 

для осуществления сдвига ключа. 

Минимум используется для ограничения максимального значения ключа. В принятом алгорит-

ме аппроксимации всем значениям аргумента свыше 5 соответствует значение функции 1. Поэтому 

множество проверок узлов от 5 до 127 можно заменить ограничением ключа значением 5 и одним 

сравнением с этим значением. Для значений от –128 до –5 дополнительной логики не предусмотрено, 

так как на этом диапазоне значение функции равно 0, что соответствует нахождению всех затворов  

в закрытом состоянии. 

Таким образом, на реализацию распределенной сигмоиды требуется 48 вычислительных эле-

ментов. 

 

4. Симуляция разработанных моделей 

 

Для сравнения предложенной реализации сигмоидной функции была разработана модель вычисли-

тельного элемента на языке описания аппаратуры Verilog. Разработанный Verilog-модуль включает 

весь описанный базис операций ВЭ. Оценивались две характеристики предложенных модулей – размер 

на среде (в логических элементах, ЛЭ) и быстродействие. Полученные результаты приведены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2  

Результаты экспериментов 

Реализация Полный размер, ЛЭ 
Размер  

ячейки, ЛЭ 

Наибольшая  

задержка, нс 

Абс. ошибка 

средняя 

Абс ошибка 

макс. 

Распределенная 13 175 296 18,5 4e–3 1e–2 

 

Для оценки размера был осуществлен синтез модуля в среде Quartus Prime (версия 20.1.0, сбор-

ка 711 от 06.05.2020 SJ Edition) для устройства Cyclone V 5CGXFC9E7F35C8. В настройках синтеза 

отключено использование DSP блоков. Для защиты всех внутренних подмодулей от удаления в про-

цессе оптимизации применялась Verilog-директива synthesis keep. 

Для анализа быстродействия использовался встроенный в среду Quartus инструмент Timing 

Analyzer соответствующей версии. Симуляция происходила в режиме Fast 1000mV 0C посредством 
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определения наибольшей задержки между входом и выходом исследуемого модуля. Оба модуля были 

предварительно сконфигурированы, т.е. время перенастройки ячеек не включено в результаты изме-

рения. 

Поскольку в структуре однородных сред существуют двусторонние связи между соседними 

элементами, при временной симуляции распределенной реализации Timing Analyzer обнаруживает 

петли комбинационной логики. Для устранения этой проблемы на момент измерения быстродействия 

распределенной реализации были отключены неиспользуемые соединения между отдельными ВЭ. 

Измерение ошибки аппроксимации осуществлялось при помощи тестового приложения. Прило-

жение берет случайное число в диапазоне аппроксимации [–5, 5], округляет его до точности 16-битного 

числа, рассчитывает значение аппроксимации в этой точке и сравнивает со значением натуральной 

сигмоиды для исходного неокругленного числа. Эксперимент повторяется 1е6 раз, в результате чего 

определяются наибольшая и средняя абсолютные ошибки. 

Результаты аналогичных исследований приведены в [24]. Как видно из табл. 2, предложенная 

реализация сигмоидной функции имеет приемлемую среднюю ошибку и высокое быстродействие. 

Однако распределенная реализация требует значительно большего количества логических элементов. 

Это связано с распределением вычислений по большому количеству вычислительных элементов, 

каждый из которых содержит логику всех базисных операций среды. Также существенную роль иг-

рает комбинационная реализация арифметических операций, что увеличивает быстродействие за счет 

большей площади модулей. 
 

Заключение 
 

В данной работе предложен способ реализации кусочно-линейной аппроксимации сигмоиды на 

однородной среде. Распределенная реализация имеет меньшую производительность и требует боль-

шего количества ВЭ, но строится из простых базовых операций, которые могут быть переиспользо-

ваны для других задач и обеспечивают меньший размер отдельного ВЭ. Эксперименты показали вы-

сокое быстродействие (18,5 нс) и приемлемую точность (наибольшая и средняя абсолютные ошибки 

1e–2 и 4e–3 соответственно). Сравнение с аналогичными исследованиями показывает перспективность 

дальнейшего изучения и применения разработанных моделей. 
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При решении ряда задач диагностики и тестирования логических схем полезными оказываются 

особые функции для внутренних полюсов, которые зависят от некоторого подмножества предше-

ствующих полюсов схемы. Эти функции являются частично определенными. Область их определения 

состоит из таких наборов предшествующих полюсов, что смена значения сигнала на соответствую-

щем набору внутреннем полюсе вызывает смену значений сигналов хотя бы на одном из выходов 

схемы. Такие функции могут использоваться для маскирования неисправностей и вредоносных под-

схем [1, 2], верификации частичных реализаций схем [3, 4], структурного кодирования («обфуска-

ции») [5, 6], защиты схем со структурной избыточностью (троирование) [7, 8]. 

Такие функции могут вычисляться либо с помощью частично определенных функций внутрен-

них полюсов, зависящих от входов схемы (область определения таких функций – множество тесто-

вых наборов для одиночной константной неисправности в соответствующем полюсе) [9, 10], либо без 

использования таких функций. Второй способ более предпочтителен, так как построение частично 

определенной функции внутренних полюсов, зависящей от входов схемы, возможно далеко не все-

гда, поскольку в некоторых случаях размеры ROBDD-графов, требуемых для построения функции, 

растут экспоненциально. Алгоритм построения, реализующий этот способ, приведен в работе [11].  

На первом шаге алгоритма вычисляется множество наборов, которые могут появиться на некотором 

подмножестве внутренних полюсов схемы. Эта задача эквивалентна задаче получения множества 

всех возможных выходных реакций некоторой известной комбинационной схемы. 

В работе [11] данная задача решается путем перебора всех возможных наборов (выходных реак-

ций на подмножестве полюсов) с проверкой их на достижимость. При маскировании неисправностей 

число переменных, от которых зависит частично определенная функция, обычно достигает одного-

двух десятков, и поэтому полный перебор выполняется за приемлемое время. Однако при решении 

других задач, например при верификации частичных реализаций логических схем, число переменных 

может достигать нескольких десятков, а число возможных реакций, как известно, увеличивается экс-

поненциально с ростом числа переменных. Поэтому желательно иметь алгоритмы, которые опреде-

ляют множество достижимых реакций схемы без полного перебора и компактно их представляют.  

В данной работе предлагается алгоритм построения ROBDD-графа, представляющего множе-

ство всех достижимых реакций комбинационной логической схемы. Получаемый граф содержит 

внутренние вершины, которые помечены только выходными переменными схемы. Алгоритм предла-

гается использовать в тех случаях, когда ROBDD-граф, зависящий от входных и выходных перемен-

ных, не может быть построен из-за экспоненциального роста количества его внутренних вершин. 

 

1. Основные определения и постановка задачи 

 

Комбинационная логическая схема – модель устройства без памяти. У таких устройств состоя-

ния выходов однозначно определяются набором входных сигналов (булевым вектором на множестве 

входных переменных). Состояние выходов комбинационной схемы (булев вектор на множестве вы-

ходных переменных схемы) при подаче на входы определенного набора называется реакцией схемы 

на этот входной набор.  

Например, рассмотрим комбинационную схему (рис. 1), реализующую систему булевых функций: 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3 4 5

4 3 4 5

,

,

,

.

y x x x

y x x x

y x x x

y x x x

 



  

 

 

Если на входы схемы поступает набор 10101, то на выходах схемы достигается набор 1100,  

т.е. набор 1100 является реакцией схемы на входной набор 10101.  

Булев вектор в пространстве выходных переменных называется достижимой реакцией, если суще-

ствует набор, при подаче на входы которого заданный булев вектор появляется в качестве реакции схемы. 



Дискретные функции и автоматы / Discrete function and automatons 

130 

 

Рис. 1. Пример комбинационной схемы 

Fig. 1. Example of combinational circuit 

 

Формально задача может быть поставлена следующим образом. Имеется многовыходная ком-

бинационная схема C, реализующая систему булевых функций  1 2, . , , 1, ,i nf x x x i m . Требует-

ся найти такое множество   1 2 2, , , m
mN B     , что для каждого  1 2, , , m N     существует 

непустое множество, такое что для каждого  1 2, , , n M      1 2, , , , 1, ,i n if i m      . 

Элементы множества   1 2, , , m
mN B      будем называть достижимыми реакциями схемы. 

Множество   1 2 2, , , n
nM B      будем называть полным прообразом реакции 

 1 2, , , .m N     Отметим, что для различных наборов  1 1 1
1 2, , , m N     и  2 2 2

1 2, , , m N     со-

ответствующие множества M1 и M2 не пересекаются (их пересечение означало бы, что подача одного 

набора на входы схемы приводит к двум разным реакциям одновременно, что невозможно).  

 

2. Определение функции, содержащей информацию о достижимых  

реакциях комбинационной схемы, и ее свойства 

 

Пусть задана многовыходная комбинационная схема C, реализующая систему булевых функ-

ций      1 1 1 2 2 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,n n m m ny f x x x y f x x x y f x x x   . Рассмотрим следующую 

функцию, которая зависит от входных и выходных переменных комбинационной схемы:  

   1 2 1 2 1 2
1

, , , , , , , ~ , , ,
m

n m i i n
i

f x x x y y y y f x x x

     , 

где ~ – логическая операция «эквивалентность». Эта функция обладает следующими свойствами: 

1. Если вместо входных переменных подставить константы из {0, 1}, то получим функцию,  

которая принимает единичное значение на единственном наборе. Этот набор является реакцией схе-

мы на данный входной набор. На остальных наборах полученная функция принимает нулевое значе-

ние. Пусть  1 2, , , n    – некоторый входной набор, тогда существует один и только один выход-

ной набор  1 2, , , m    такой, что  1 2 1 2, , , , , , , 1n mf        , причем  1 1 1 2, , , ,nf      

 2 2 1 2, , , ,nf      ...,  1 2, , ,m m nf     . Для всякого набора    1 2 1 2, , , , , ,m m         

 1 2 1 2, , , , , , , 0n mf        . 

2. Если вместо выходных переменных подставить константы из {0, 1}, то получится функция, 

которая принимает единичное значение на всех наборах, которые обеспечивают проявление заданной 

реакции на выходах схемы. В частном случае, если заданная реакция недостижима, то полученная 

функция тождественно равна 0. Рассмотрим некоторый выходной набор  1 2, , , m   . Тогда 
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 1 2 1 2, , , , , , , 1n mf         для любого набора  1 2, , , n    такого, что  1 1 1 2, , , ,nf      

   2 2 1 2 1 2, , , , , , , ,n m m nf f          . Если таких наборов не существует, то 

 1 2 1 1 2 2, , , , , , , 0n m mf y y y          для всех наборов  1 2, , , n   . 

Для получения всех достижимых реакций схемы можно построить ROBDD-граф функции 

 1 2 1 2, , , , , , ,n mf x x x y y y , причем выбираем следующий порядок переменных при использовании 

формулы разложения Шеннона: 1 2 1 2, , , , , , ,m ny y y x x x . Полученный граф будет обладать следую-

щими свойствами. 

Утверждение 1. Каждая простая цепь, заканчивающаяся в вершине со значением 0 и не содер-

жащая вершин, помеченных входными переменными, соответствует недостижимому набору (воз-

можно, некоторому множеству наборов). 

Доказательство. Корневой вершине графа соответствует функция  1 2 1 2, , , , , , ,n mf x x x y y y , 

и этой вершине приписана переменная y1. При переходе из корневой вершины по дуге, помеченной 

значением 1 (0), попадаем в вершину, которой соответствует функция  1 2 2, , , ,1, , ,n mf x x x y y   

(  1 2 2, , , ,0, , ,n mf x x x y y ). Эта вершина помечена переменной y2. Перейдя из нее по дуге, помечен-

ной значением 1 (0), получаем функцию, которая построена из функции, соответствующей предыду-

щей вершине, подстановкой значения 1 (0) в переменную y2. Продолжим этот процесс до тех пор, по-

ка не дойдем до 0-концевой вершины. Так как в цепи присутствуют только вершины, помеченные 

выходными переменными, то это значит, что подстановки значений выполнялись только в те аргу-

менты функции, которые соответствуют выходным переменным схемы. Поскольку цепь заканчивается 

в 0-концевой вершине, то  1 2 1 1 2 2, , , , , , , 0n m mf y y y          для всех наборов  1 2, , , n    

и, следовательно, набор  1 2, , , m    недостижим. 

Утверждение 2. Каждая простая цепь, содержащая вершины, помеченные входными перемен-

ными схемы, и заканчивающаяся в 1-терминальной вершине графа, соответствует некоторой дости-

жимой реакции, представленной всеми выходными переменными схемы, за счет отрезка цепи, связы-

вающего рассматриваемую простую цепь с корнем графа. 

Доказательство. Если пройти по отрезку цепи из корневой вершины до первой вершины v 

простой цепи, помеченной входной переменной, то этой вершине сопоставляется функция 

 1 2 1 1 2 2, , , , , , ,n m mf x x x y y y      , которая принимает единичное значение на таких наборах 

 1 2, , , n   , для которых справедливы равенства  1 1 1 2, , , ,nf       2 2 1 2, , , ,nf      …,

 1 2, , ,m m nf     . Иными словами, граф с корнем в вершине v представляет функцию, являю-

щуюся полным прообразом реакции  1 2, , , m   . 

Пусть задана комбинационная схема, поведение которой описывается следующей таблицей ис-

тинности (табл. 1). 
Т а б л и ц а  1  

Пример таблицы истинности, описывающей поведение комбинационной схемы  

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 

0 0 0 0 0 1 1 

0 0 0 1 1 1 0 

0 0 1 0 1 0 1 

0 0 1 1 0 1 1 

0 1 0 0 1 1 0 

0 1 0 1 1 0 1 

0 1 1 0 0 1 1 

0 1 1 1 1 1 0 
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О к о н ч а н и е  т а б л .  1  

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 

1 0 0 0 1 0 1 

1 0 0 1 0 1 1 

1 0 1 0 1 1 0 

1 0 1 1 1 0 1 

1 1 0 0 0 1 1 

1 1 0 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 0 1 

1 1 1 1 0 1 1 

 

ROBDD-граф функции  1 2 3 4 1 2 3, , , , , ,f x x x x y y y  представляется следующим образом (рис. 2). 

 

 

Рис. 2. ROBDD-граф функции  1 2 3 4 1 2 3, , , , , ,f x x x x y y y  

Fig. 2. ROBDD of function  1 2 3 4 1 2 3, , , , , ,f x x x x y y y  

 

Будем искать в ROBDD-графе пути, начинающиеся в корневой вершине, до первой вершины, 

помеченной входной переменной схемы. На рис. 2 видно, что таких путей три: 18–16–13–10, 18–16–

15–11 и 18–17–15–12. Им сопоставляются двоичные векторы 101, 110 и 011 соответственно. Выделив 

подграфы с корневыми вершинами 10, 11 и 12, получаем входные наборы, поступление которых на 

входы схемы приводит к появлению соответствующей реакции на выходах. Так, для реакции 101 это 

наборы 0010, 0101, 1000, 1011 и 1110, для реакции 110 – наборы 0001, 0100, 0111, 1010 и 1101, а для 

реакции 011 – наборы 0000, 0011, 0110, 1001, 1100 и 1111. 

 

3. Модификация общего алгоритма построения ROBDD-графа для построения графа реакций 

 

С помощью ROBDD-графа, построенного по функции  1 2 1 2, , , , , , ,n mf x x x y y y , можно по-

лучить все достижимые реакции схемы. Однако часто в задачах требуется найти только достижимые 

реакции схемы, и не требуется знать, какие входные наборы дают соответствующие реакции. Напри-

мер, для предыдущего примера граф, который представляет только достижимые реакции схемы, вы-

глядит следующим образом (рис. 3). 
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Рис. 3. ROBDD-граф достижимых реакций схемы 

Fig. 3. ROBDD of reachable circuit patterns 

 

Этот граф, назовем его в дальнейшем графом достижимых реакций, получается из исходного 

следующим образом: если 1(0)-дуга из вершины, помеченной выходной переменной схемы, ведет  

в вершину, помеченную входной переменной схемы, то из вершины, помеченной выходной перемен-

ной схемы, проводится 1(0)-дуга в 1-терминальную вершину графа. Затем из графа удаляются все 

вершины, помеченные входными переменными схемы. Далее в графе выполняются соответствующие 

для ROBDD операции упрощения. 

Очевидно, что граф достижимых реакций содержит существенно меньше внутренних вершин, 

чем граф функции  1 2 1 2, , , , , , ,n mf x x x y y y  (7 вершин вместо 19). Хотя граф достижимых реакций 

может быть получен из графа функции  1 2 1 2, , , , , , ,n mf x x x y y y , желательно иметь алгоритм его 

построения без предварительного получения графа функции f. Такой алгоритм может быть использо-

ван в тех случаях, когда, например, построение графа функции f невозможно из-за экспоненциально-

го роста количества его вершин. 

Предлагаемый алгоритм построения ROBDD-графа, представляющего все достижимые реакции 

схемы, основан на алгоритме построения ROBDD-графа произвольной булевой функции. В графе 

сначала выполняется разложение по выходным переменным схемы, а затем по ее входным перемен-

ным. Модификация этого алгоритма основана на следующем правиле. 

Пусть в графе дуга из некоторой вершины, помеченной выходной переменной схемы, ведет  

в вершину, помеченную входной переменной схемы. Тогда вершина, помеченная входной перемен-

ной схемы, представляет функцию    1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , ,n n m mf x x x f x x x y y y       , причем 

эта функция не равна тождественно ни константе 0, ни константе 1 (так как в противном случае эта 

вершина была бы 1- или 0-терминальной вершиной графа). Эта функция принимает значение 1 на 

таких двоичных векторах, подача которых на входы схемы приводит к появлению на ее выходах ре-

акции  1 2, , , m   . Если важна только достижимость реакции, но нет необходимости знать, на ка-

ких входных наборах она достигается, то значение функции  

   1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , ,n n m mf x x x f x x x y y y        

можно положить равным 1. Это значит, что в соответствующем ROBDD-графе достижимых реакций 

дуга из вершины, помеченной выходной переменной схемы, должна вести в 1-терминальную верши-

ну. На основе вышесказанного предлагается поступать следующим образом. 

Если в процессе построения графа на множестве входных и выходных переменных обнаруже-

но, что функция f принимает значение 1 на некотором наборе, то соответствующая 0- или 1-дуга из 

последней вершины v, помеченной выходной переменной схемы, ведет в 1-терминальную вершину 

графа реакций, а граф с корнем в вершине v, состоящий из вершин, помеченных входными перемен-

ными схемы, удаляется.  

Если для функции f такого набора не существует, т.е. она тождественно равна нулю, то соот-

ветствующая 0- или 1-дуга из вершины v ведет в 0-терминальную вершину строящегося графа. 
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Далее в полученном графе, состоящем из вершин, помеченных только выходными переменны-

ми, выполняются операции упрощения с целью получения ROBDD-графа достижимых реакций. 

Утверждение 3. Если для двух схем при одном и том же порядке разложения выходных пере-

менных графы достижимых реакций различны, то схемы реализуют различные системы булевых 

функций. 

Доказательство следует из свойств ROBDD-графов, полученных при одном и том же порядке 

разложения переменных. 

Покажем работу алгоритма на примере. Рассмотрим комбинационную схему с четырьмя вхо-

дами и тремя выходами, поведение которой описывается системой булевых функций: 

        

        

        

1 1 1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4

3 3 1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4

, , , ,

, , , ,

, , , .

y f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

y f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

y f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

       

       

       

 

Тогда функция  

          

       

       

  

1 2 3 4 1 2 3 1 1 1 2 3 4 2 2 1 2 3 4 3 3 1 2 3 4

1 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4

3 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 3

, , , , , , ~ , , , ~ , , , ~ , , ,

~

~

~

f x x x x y y y y f x x x x y f x x x x y f x x x x

y x x x x x x x x x x x x x x x x

y x x x x x x x x x x x x x x x x

y x x x x x x x x x x x x

 

        
  

        
  

        4 1 2 3 4 .x x x x  
  

 

Пусть переменные y1, y2 и y3 имеют номера 1, 2 и 3 соответственно, переменные x1, x2, x3 и x4 – 

номера 4, 5, 6 и 7. Число входных переменных n = 4, число выходных переменных m = 3. 

Номер текущей переменной i = 1. Подставляем в переменную y1 значение 0: 

         

       

       

1 2 3 4 2 3 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4

3 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4

, , , ,0, ,

~

~ .

f x x x x y y x x x x x x x x x x x x x x x x

y x x x x x x x x x x x x x x x x

y x x x x x x x x x x x x x x x x

        
  

        
  

       
  

 

Переходим к переменной y2 (i = i + 1 = 2) – подставляем в эту переменную значение 0: 

         

       

       

1 2 3 4 3 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4

3 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4

, , , ,0,0,

~ .

f x x x x y x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

y x x x x x x x x x x x x x x x x

        
  

        
  

       
  

 

Переходим к переменной y3 (i = i + 1 = 3) – подставляем в эту переменную значение 0: 

         

       

       

1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4

1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4

, , , ,0,0,0

.

f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

        
  

        
  

       
  

 

Переходим к переменной x1 (i = i + 1 = 4) – подставляем в эту переменную значение 0: 

      

         

2 3 4 2 3 4 3 4 2 3 4

2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 3 4

0, , , ,0,0,0

.

f x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

     
  

        
    

 



Провкин В.А., Матросова А.Ю. Графовые представления множеств всех достижимых реакций  

135 

Переходим к переменной x2 (i = i + 1 = 5) – подставляем в эту переменную значение 0: 

     3 4 3 4 3 4 3 4 3 40,0, , ,0,0,0 .f x x x x x x x x x x     

Переходим к переменной x3 (i = i + 1 = 6) – подставляем в эту переменную значение 0: 

 40,0,0, ,0,0,0 0.f x   

При подстановке в переменную x4 и значения 0, и значения 1 значение функции равно 0. По-

этому функции  40,0,0, ,0,0,0f x  соответствует 0-терминальная вершина. 

Подставляем в переменную x3 значение 1:  4 4 40,0,1, ,0,0,0 0f x x x  . 

При подстановке в переменную x4 и значения 0, и значения 1 значение функции равно 0. По-

этому функции  40,0,1, ,0,0,0f x  соответствует 0-терминальная вершина. 

Следовательно, и функции  3 40,0, , ,0,0,0f x x  соответствует 0-терминальная вершина. 

Возвращаемся к переменной x2 (i = 5) и подставляем в эту переменную значение 1: 

     3 4 3 4 3 4 3 4 3 40,1, , ,0,0,0 .f x x x x x x x x x x     

Переходим к переменной x3 и подставляем в нее значения 0 и 1: 

 40,1,0, ,0,0,0 0f x  ,  40,1,1, ,0,0,0 0f x  . 

Получаем, что функции  3 40,1, , ,0,0,0f x x  соответствует 0-терминальная вершина. 

Возвращаемся к переменной x2: получаем, что    3 4 3 40,0, , ,0,0,0 0,1, , ,0,0,0 0f x x f x x  . По-

этому функции  2 3 40, , , ,0,0,0f x x x  также соответствует 0-терминальная вершина. 

Возвращаемся к переменной x1 (i = 4) и подставляем в эту переменную значение 1: 

      

         

2 3 4 2 3 4 3 4 2 3 4

2 3 4 2 3 4 3 4 2 3 4 2 3 4

1, , , ,0,0,0

,

f x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

     
  

        
    

 

     3 4 3 4 3 4 3 4 3 41,0, , ,0,0,0 0,f x x x x x x x x x x      

     3 4 3 4 3 4 3 4 3 41,1, , ,0,0,0 0.f x x x x x x x x x x      

В результате получили, что  1 2 3 4, , , ,0,0,0 0f x x x x  , т. е. функции  1 2 3 4, , , ,0,0,0f x x x x  соот-

ветствует 0-терминальная вершина. 

Вернувшись к переменной y3 (i = 3) и подставив в нее значение 1, получим, что  

 1 2 3 4, , , ,0,0,1 0f x x x x  . 

Таким образом, имеем 

 1 2 3 4 3, , , ,0,0, 0f x x x x y  . 

Теперь вернемся к переменной y2 (i = 2) и подставим в нее значение 1. Далее подставим значе-

ние 0 в переменную y3. Получим, что  1 2 3 4, , , ,0,1,0 0f x x x x  . Подставим значение 1 в переменную y3: 

         

       

       

1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4

1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4

, , , ,0,1,1

.

f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

        
  

        
  

       
  

 

Переходим к переменной x1 – подставляем в эту переменную значение 0: 

           

    

2 3 4 2 3 4 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4

2 3 4 2 3 4 3 4

0, , , ,0,1,1

.

f x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

          
      

    
  

 



Дискретные функции и автоматы / Discrete function and automatons 

136 

Подставим значение 0 в переменную x2:      3 4 3 4 3 4 3 4 3 40,0, , ,0,1,1f x x x x x x x x x x    . 

Подставим значение 0 в переменную x3:  4 40,0,0, ,0,1,1f x x . 

Подставим значение 1 в переменную x4 и получим, что  0,0,0,0,0,1,1 1f  , т.е. функции 

 0,0,0,0,0,1,1f  соответствует 1-терминальная вершина. Это значит, что функциям  40,0,0, ,0,1,1 ,f x  

 3 40,0, , ,0,1,1f x x ,  2 3 40, , , ,0,1,1f x x x  и  1 2 3 4, , , ,0,1,1f x x x x  также соответствует 1-терминальная 

вершина. Ранее мы получили, что функции  1 2 3 4, , , ,0,1,0f x x x x  соответствует 0-терминальная вер-

шина. Поэтому функции  1 2 3 4 3, , , ,0,1,f x x x x y  соответствует внутренняя вершина, помеченная пере-

менной y3, из которой 0-дуга ведёт в 0-терминальную вершину, а 1-дуга – в 1-терминальную верши-

ну. Добавим в ROBDD-граф такую вершину (рис. 4). 
 

  

Рис. 4. ROBDD-граф функции  1 2 3 4 3, , , ,0,1,f x x x x y  

Fig. 4. ROBDD of function  1 2 3 4 3, , , ,0,1,f x x x x y  

Рис. 5. ROBDD-граф функции  1 2 3 4 2 3, , , ,0, ,f x x x x y y  

Fig. 5. ROBDD of function  1 2 3 4 2 3, , , ,0, ,f x x x x y y  

 

Ранее мы получили, что  1 2 3 4 3, , , ,0,0, 0f x x x x y  . Поэтому функции  1 2 3 4 2 3, , , ,0, ,f x x x x y y  

соответствует внутренняя вершина, помеченная переменной y2, из которой 0-дуга ведет в 0-терми-

нальную вершину, а 1-дуга – в ранее добавленную внутреннюю вершину. Теперь граф примет вид, 

представленный на рис. 5. 

Далее подставим значение 1 в переменную y1 и продолжим работу алгоритма. В результате по-

лучаем ROBDD-граф, изображенный на рис. 6. 
 

 

Рис. 6. ROBDD-граф, представляющий все достижимые реакции 

Fig. 6. ROBDD representing all reachable patterns 

 

4. Экспериментальное сравнение размеров полного и сокращённого графов 

 

Разработана программа, реализующая алгоритм. Проведено сравнение количества вершин гра-

фа функции f и графа достижимых реакций схемы на контрольных примерах схем из набора 

LGSynth89. Результаты сравнения приведены в табл. 2. 



Провкин В.А., Матросова А.Ю. Графовые представления множеств всех достижимых реакций  

137 

Т а б л и ц а  2  

Экспериментальные результаты: сравнение числа вершин в полном и сокращенном графах 

Название 

схемы 
Число входов Число выходов 

Число достижимых  

реакций 

Число вершин  

в графе функции f 

Число вершин  

в графе реакций 

alu2 10 6 38 736 10 

alu4 14 8 146 8 174 12 

C432 36 7 128 2 608 1 

x2 10 7 14 107 24 

 

Из таблицы видно, что предлагаемый алгоритм позволяет строить ROBDD-графы достижимых 

реакций схемы, содержащие существенно меньше, иногда на порядки, внутренних вершин, чем гра-

фы соответствующих функций f, зависящих от входных и выходных переменных схемы. В частности, 

если все возможные двоичные наборы достижимы на выходах схемы, то получается граф реакций, 

состоящий из одной терминальной вершины 1 (схема C432). 

 

Заключение 

 

Предложен алгоритм построения ROBDD-графа, представляющего множество всех достижимых 

реакций комбинационной логической схемы, зависящего только от выходных переменных схемы. 

При построении графа реакций не требуется получения предложенного в работе более громоздкого 

графа функции f, представляющей входные наборы схемы вместе с порождаемыми ими реакциями. 

Проведено сравнение количества вершин в графе функции f и соответствующем графе реакций схемы. 

Эксперименты показали, что предлагаемый алгоритм позволяет строить графы достижимых реакций 

схемы, значительно более компактные, чем графы функций f. 
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