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Изучается задача об асимптотической нормальности числа r-кратных повторе-
ний знаков в отрезке стационарной (в узком смысле) дискретной случайной по-
следовательности на множестве {1, 2, . . . , N}, обладающей свойством равномер-
но сильного перемешивания. Показано, что в случае, когда коэффициент равно-
мерно сильного перемешивания ϕ(t) при произвольно заданном α > 0 убывает
как t−6−α, расстояние в равномерной метрике между функцией распределения
числа повторений и функцией распределения стандартного нормального закона
с увеличением длины последовательности n убывает со скоростью O(n−δ) для лю-
бого δ ∈ (0;α(32 + 4α)−1)).

Ключевые слова: нормальная аппроксимация, число кратных повторений,
стационарная случайная последовательность, равномерно сильное перемешива-
ние, расстояние в равномерной метрике.
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The paper presents the problem of asymptotic normality of the number of r-fold repe-
titions of characters in a segment of a (strictly) stationary discrete random sequence on
the set {1, 2, . . . , N} with the uniformly strong mixing property. It is shown that in the
case when the uniformly strong mixing coefficient ϕ(t) for an arbitrarily given α > 0
decreases as t−6−α, then the distance in the uniform metric between the distribution
function of the number of repetitions and the distribution function of the standard
normal law decreases at a rate of O(n−δ) with increasing sequence length n for any
δ ∈ (0;α(32 + 4α)−1)).
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Введение
В настоящее время большую роль играет задача генерации случайных или псев-

дослучайных последовательностей как основы имитационного моделирования изуча-
емых процессов в науке и технике, что делает необходимой проверку соответствия
их свойств требованиям модели. Особенно важно это для криптографических при-
менений. Для такой проверки в криптографической литературе разработаны наборы
статистических тестов [1, 2].

Например, отдельно изучены свойства статистик, основанных на числах повто-
рений знаков, в том числе кратных, в независимых и конечно зависимых последова-
тельностях случайных величин. Наиболее успешными оказались исследования условий
сходимости распределений чисел повторений к распределению Пуассона [3, 4]. В каче-
стве примера построения достаточных условий асимптотической нормальности числа
повторений следует привести работу А.М. Шойтова [5].

В последние годы активно велись исследования повторяемости знаков в дискрет-
ных цепях Маркова. Например, в работах [6–8] исследована возможность аппроксима-
ции распределения чисел повторений цепочек в цепи Маркова распределением Пуассо-
на. Аналогичная задача о доказательстве центральной предельной теоремы для таких
случайных величин решена в [9]. В частности, в [9, теорема 3] установлена оценка
скорости сходимости к нормальному закону для числа кратных совпадений знаков
в конечной стационарной цепи Маркова. В настоящей работе показано, что вместо це-
пей Маркова можно рассматривать более широкий класс — стационарные случайные
последовательности, удовлетворяющие условию равномерно сильного перемешивания.

1. Оценка скорости сходимости в центральной предельной теореме
Пусть X1, . . . , Xn — отрезок стационарной (в узком смысле) случайной последо-

вательности со значениями из множества {1, . . . , N}, стационарным распределением
P[X1 = k] = pk ∈ (0; 1), k = 1, . . . , N , p1 + . . . + pN = 1, удовлетворяющей условию
равномерно сильного перемешивания.

Напомним [10, c. 361], что процесс {Xt}∞−∞ называется стационарным (в узком смыс-
ле), если распределения случайных векторов вида (Xt1+h, . . . , Xts+h) при всех нату-
ральных s не зависят от h.

Стационарная последовательность {Xt}∞−∞ обладает свойством равномерно силь-
ного перемешивания [10, c. 391], если

ϕ(t) = sup
A∈F0

−∞,B∈F∞t
|P[B|A]− P[B]| ↓ 0, t→∞,

где F ba — σ-алгебра событий, порождённая величинами Xa, . . . , Xb.
В работе [9] доказаны теоремы, описывающие условия асимптотической нормаль-

ности при n→∞ распределения случайной величины

ξr =
∑

16j1<...<jr6n
I{Xj1 = . . . = Xjr}

— числа r-кратных повторений знаков в отрезке X1, . . . , Xn (здесь и далее I{A}—
индикатор события A). В частности, доказана следующая теорема 1.
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Введём случайные величины

ζk =
n∑
t=1

I{Xt = k}, ηk = ζk − npk, k = 1, . . . , N,

Un =
1

(r − 1)!

N∑
k=1

pr−1
k ηk.

Рассмотрим центрированную и нормированную случайную величину

ξ∗r =
ξr

nr−1
√
DUn

− 1

nr−1r!
√
DUn

N∑
k=1

(
r−1∏
j=0

(npk − j)
)
.

Теорема 1 [9, теорема 3]. Пусть X1, . . . , Xn — отрезок простой стационарной це-
пи Маркова с множеством состояний {1, . . . , N} и положительной матрицей переход-
ных вероятностей. Тогда для любого 0 < δ < 1/4

sup
−∞<x<∞

|P[ξ∗r 6 x]− Φ(x)| = O
(
n−δ
)
, n→∞.

Оказывается, что аналогичный результат может быть получен в несколько более
общем случае — для стационарных последовательностей, удовлетворяющих условию
равномерно сильного перемешивания. Основной результат работы имеет следующий
вид:

Теорема 2. Пусть X1, . . . , Xn — отрезок стационарной (в узком смысле) случай-
ной последовательности со значениями из множества {1, . . . , N}, со стационарным рас-
пределением P[X1 = k] = pk ∈ (0; 1), k = 1, . . . , N , p1 + . . .+ pN = 1. Пусть среди веро-
ятностей p1, . . . , pN есть различные, а для коэффициента равномерно сильного преме-
шивания ϕ последовательности X1, . . . , Xn при некотором α > 0 выполнено условие

ϕ(t) 6 t−6−α.

Тогда для любого 0 < δ <
α

4(8 + α)

sup
−∞<x<∞

|P[ξ∗r < x]− Φ(x)| = O
(
n−δ
)
, n→∞,

где Φ(·) —функция распределения стандартного нормального закона.
Замечание 1. В условиях теоремы 2 выполнены неравенства 0 < δ < 1/4.

2. Доказательство теоремы 2
Ясно, что последовательности

I{X1 = k} − pk, . . . , I{Xn = k} − pk
при всех k = 1, . . . , N являются стационарными и обладают свойством равномерно
сильного перемешивания. Такими же свойствами обладают последовательности

u1 =
N∑
k=1

pr−1
k (I{X1 = k} − pk), . . . , un =

N∑
k=1

pr−1
k (I{Xn = k} − pk).

Нетрудно проверить, что

Un =
1

(r − 1)!
(u1 + u2 + . . .+ un).
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Замечание 2. В равновероятном случае, когда p1 = . . . = pN = 1/N , величины
Un, u1, u2, . . . , un с вероятностью единица равны нулю. Условия теоремы 2 исключают
эту ситуацию.

Нам понадобится ряд вспомогательных утверждений.
Лемма 1 [9, теорема 2]. Пусть выполнены условия теоремы 2 иRn —натуральное

число, удовлетворяющее условию Rn < n. Тогда

Dn = sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣P [ Un√
DUn

< x

]
− Φ(x)

∣∣∣∣ 6
6 4

√
2

π

(
4N3 nR2

n

(
√
DUn)3

+
6

π(r − 1)!

n2ϕ(Rn)√
DUn

+
2N2

π

n2ϕ(Rn)

DUn

)1/2

.

(1)

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для любого 0 < δ <

<
α

4(8 + α)

Dn = sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣P [ Un√
DUn

< x

]
− Φ(x)

∣∣∣∣ = O

(
1

nδ

)
, n→∞.

Доказательство. Обозначим

An = 4N3 nR2
n

(
√
DUn)3

; (2)

Bn =
6

π(r − 1)!

n2ϕ(Rn)√
DUn

; (3)

Cn =
2N2

π

n2ϕ(Rn)

DUn
. (4)

Тогда неравенство (1) можно переписать в виде√
π

2
D2
n 6 An +Bn + Cn. (5)

Заметим, что величина Un является суммой элементов стационарной последовательно-
сти. Применим к ней утверждение [10, теорема 18.2.3, c. 413]: eсли вещественная стаци-
онарная последовательность X1, . . . , Xn удовлетворяет условию равномерно сильного
перемешивания и lim

n→∞
DSn =∞, то

DSn = nh(n), (6)

где h(n) —медленно меняющаяся функция.
Напомним, что функция h = h(x) вещественного аргумента x называется медленно

меняющейся, если она удовлетворяет условию

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
= 1 для всех t > 0.

Для примера отметим, что медленно меняющимися являются функции (lnx)α при
α ∈ (−∞,∞).
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Тогда, возвращаясь к нашей задаче, согласно (6), имеем

DUn = nh(n), (7)

где h(n) —медленно меняющаяся при n→∞ функция.
Из (2)–(4) и (7) следует, что

An = 4N3 nR2
n

(
√
DUn)3

=
R2
n√
n
h1(n); (8)

Bn =
6

π(r − 1)!

n2ϕ(Rn)√
DUn

=
n3/2

R6+α
n

h2(n); (9)

Cn =
2N2

π

n2ϕ(Rn)

DUn
=

n

R6+α
n

h3(n). (10)

Здесь h1(n), h2(n), h3(n) —медленно меняющиеся при n→∞ функции.
Подставив оценки (8)–(10) в (5), получим√

π

2
D2
n 6

(
R2
n√
n

+
n3/2

R6+α
n

)
h̃(n), (11)

где h̃(n) —некоторая медленно меняющаяся при n→∞ функция.
Положив

Rn =
[
n2/(8+α)

]
,

получим, что слагаемые в правой части (11) равны по порядку с точностью до мед-
ленно меняющихся функций и

Dn = O

(
Rn

n1/4

)
= O

(
n−α/(4(8+α))

)
, n→∞. (12)

Из (12) следует утверждение леммы 2.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 2 и для распределения случайной
величины Un при некоторых c > 0 и 0 < δ < α/(4(8 + α)) справедливо неравенство

sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣∣P
[

U(n)√
DU(n)

< x

]
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 c

nδ
. (13)

Тогда найдётся такое c1 <∞, что

sup
−∞<x<∞

|P[ξ∗r 6 x]− Φ(x)| 6 c1

nδ
. (14)

Доказательство. Лемма 3 доказывается аналогично лемме 3 в [9]. Пусть

V = ξ∗r −
Un√
DUn

,

{vk : k > 1}—множество значений величины V . Тогда для x ∈ R

P[ξ∗r < x] = P

[
Un√
DUn

+ V < x

]
= P

[
Un√
DUn

+
∑
k>1

vkI{V = vk} < x

]
=

=
∑
k>1

P

[
Un√
DUn

< x− vk
]
P[V = vk].
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Воспользуемся оценкой (13). Получаем

P[ξ∗r < x] 6
∑
k>1

P[V = vk]
(

Φ(x− vk) +
c

nδ

)
=

=

(∑
k>1

P[V = vk]
(

Φ(x− vk) +
c

nδ

)
− Φ(x)

)
+ Φ(x).

(15)

Так как
∑
k>1

P{V = vk} = 1, то из (15) следует

P[ξ∗r < x] 6 Φ(x) +
c

nδ
+
∑
k>1

P[V = vk] (Φ(x− vk)− Φ(x)) 6

6 Φ(x) +
c

nδ
+

1√
2π

∑
k>1

|vk|P[V = vk] = Φ(x) +
c

nδ
+

1√
2π

E|V |.
(16)

Согласно [9, оценка (15)], выполнено соотношение E|V | = O
(
h(n)n−1/2

)
, где h(n) —

некоторая медленно меняющаяся функция. Поэтому из (16) вытекает, что найдётся
такое c′ <∞, при котором

P[ξ∗r < x] 6 Φ(x) +
c′

nδ
. (17)

Аналогично доказывается, что

P[ξ∗r < x] > Φ(x)− c′′

nδ
. (18)

Из (17) и (18) следует (14) c c1 = max{c′, c′′}.
Этим доказательство теоремы 2 завершено.

Заключение
Получена оценка скорости сходимости распределения числа r-кратных повторений

знаков в стационарной случайной последовательности, удовлетворяющей условию рав-
номерно сильного перемешивания с коэффициентом ϕ(t) 6 t−6−α при некотором α > 0,
к нормальному распределению. Установлено, что в этом случае расстояние в равно-
мерной метрике между функцией распределения центрированного и нормированного
специальным образом числа повторений и сопровождающим нормальным распределе-
нием с увеличением длины последовательности n убывает со скоростью O(n−δ) для
любого δ ∈ (0, α(32 + 4α)−1)).
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