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Аннотация. Описана структура конечных групп, в которых любая строго 2-макси-

мальная подгруппа перестановочна с произвольной строго 3-максимальной под-

группой. Показано, что класс групп с указанным свойством совпадает с классом 

групп, в которых любая 2-максимальная подгруппа перестановочна с произвольной 

3-максимальной подгруппой, и, как следствие, такие группы являются разреши-

мыми. В качестве вспомогательных результатов в работе описано строение групп, 

в которых любая строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произвольной 

максимальной подгруппой. В частности, показано, что класс таких групп совпадает 

с классом групп, в которых любая 2-максимальная подгруппа перестановочна  

со всеми максимальными подгруппами, и, как следствие, такие группы являются 

сверхразрешимыми. 
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Abstract. Let G be a finite group. If there is a maximal subgroup M in G such that 

H M  and H is a maximal subgroup of M, then H is called the 2-maximal subgroup of 

G. The 3-maximal subgroups can be defined similarly. Note that the n-maximal subgroup 
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of the group G is called strongly the n-maximal if it is not the n-maximal subgroup in any 

proper subgroup of the group G. 

This paper is devoted to describing the structure of the groups in which any strongly  

2-maximal subgroup is permutable with the arbitrary strongly 3-maximal subgroup. The 

class of groups with this property is proved to coincide with the class of groups in which 

any 2-maximal subgroup is permuted with the arbitrary 3-maximal subgroup, and, as  

a consequence, such groups are solvable. As an auxiliary result, this work presents a de-

scription of groups in which any strongly 2-maximal subgroup is permutable with an  

arbitrary maximal subgroup. The class of such groups is shown to coincide with the class 

of the groups in which any 2-maximal subgroup is permutable with all maximal  

subgroups and, as a consequence, such groups are supersolvable. 

Keywords: solvable group, i-maximal subgroup, strongly i-maximal subgroup, normal 

subgroup, nilpotent group, supersolvable group, Schmidt group 
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Введение 

 

Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Напом-

ним ряд основных понятий, используемых в работе. 

Подгруппа A перестановочна с подгруппой B в группе G, если AB = BA. 

Группа Шмидта – это ненильпотентная группа, все собственные подгруппы 

которой нильпотентны. 

Рассмотрим ряд подгрупп вида G3 ≤ G2 ≤ G3 ≤ G, где G1 – максимальная под-

группа в G, G2 – максимальная подгруппа в G1, G3 – максимальная подгруппа в G2. 

Тогда G2 и G3 называются 2-максимальной подгруппой и 3-максимальной под-

группой в G соответственно. 

Кроме того, некоторая подгруппа группы G называется строго i-максимальной, 

если она i-максимальна в G, но при этом не является i-максимальной ни в одной 

собственной подгруппе группы G для i ≥ 2.  

В данной статье рассматривается одно из направлений теории групп, связан-

ное с анализом вопроса: как на строение группы влияет наличие в ней некоторых 

систем перестановочных подгрупп? Отметим, в частности, работы [1, 2], в кото-

рых получено строение групп, в которых любая 3-максимальная подгруппа пере-

становочна со всеми 2-максимальными подгруппами или со всеми максималь-

ными подгруппами. Опираясь на эти результаты, на Гомельском алгебраическом 

семинаре (2005) В.С. Монаховым и О.И. Тавгенем были сформулированы задачи 

описания точного строения групп с перестановочными 2-максимальными под-

группами, а также групп с перестановочными 3-максимальными подгруппами. 

Эти две задачи в ненильпотентном случае были решены в работе автора [3]. В свя-

зи с последним результатом возникает вопрос описания ненильпотентных групп 

с перестановочными строго i-максимальными подгруппами, который был решен 

автором в классе разрешимых групп для i = 2, 3 в недавней работе [4]. В частности, 

было доказано, что класс ненильпотентных разрешимых групп с перестановочны-

ми i-максимальными подгруппами совпадает с классом ненильпотентных разре-

шимых групп с перестановочными строго i-максимальными подгруппами (i = 2, 3).  
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Данная работа посвящена описанию структуры групп, в которых любая строго 

2-максимальная подгруппа перестановочна с произвольной строго 3-максималь-

ной подгруппой. Доказано, что класс групп с указанным свойством совпадает  

с классом групп, в которых любая 2-максимальная подгруппа перестановочна  

с произвольной 3-максимальной подгруппой, и, как следствие, такие группы явля-

ются разрешимыми. Данный результат позволяет усилить формулировки основных 

теорем более ранней работы [1], заменив условие перестановочности всех 3-мак-

симальных и 2-максимальных подгрупп на условие перестановочности только 

строго 3-максимальных и строго 2-максимальных подгрупп. В качестве вспомога-

тельных результатов в работе описано также строение групп, в которых каждая 

строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произвольной максимальной 

подгруппой. Показано, что класс таких групп совпадает с классом групп, в которых 

любая 2-максимальная подгруппа перестановочна со всеми максимальными под-

группами, и, как следствие, такие группы являются сверхразрешимыми. 

 

1. Вспомогательные результаты и условные обозначение 

 

Приведем основные обозначения и результаты, используемые в работе. Пусть 

G – группа. Тогда: 

G  – порядок группы G; 

F(G) – подгруппа Фиттинга группы G, т.е. произведение всех нормальных 

нильпотентных подгрупп группы G; 

Op(G) – наибольшая нормальная p-подгруппа группы G; 

:G H  – индекс подгруппы H в группе G; 

( )G GM Core H  – ядро подгруппы M в группе G, т.е. пересечение всех под-

групп, сопряженных с M в группе G; 

[N]M – полупрямое произведение нормальной подгруппы N группы G и под-

группы M группы G; 

G' – коммутант группы G, т.е. подгруппа, порожденная коммутаторами всех 

элементов группы G; 

Z(G) – центр группы G; 

Ф(G) – подгруппа Фраттини группы G, т.е. пересечение всех максимальных 

подгрупп группы G; 

x  – циклическая подгруппа, порожденная элементом x. 

Лемма 1.1 [5. Леммы 1.43, 1.44]. Пусть A и B – собственные подгруппы груп-

пы G. Тогда: 

(1) Если G = AB, то G = ABx для всех x G ; 

(2) xG AA  для всех x G . 

Лемма 1.2 [6. Гл. VI, теоремы 26.1, 26.2]. Если G – группа Шмидта, тогда: 

(1)  G P a , где P и a  – силовские p-подгруппа и q-подгруппа группы G, 

соответственно; 

(2) G имеет в точности два класса максимальных подгрупп, представителя-

ми которых являются группы qP a  и 'P a ; 

(3) 'G P ; 
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(4) ( ) ( ) ' qФ G Z G P a   ; 

(5) / ( )P Ф P  – главный фактор группы G, причем если / ( )P Ф P p , то p  

сравнимо с единицей по модулю q; 

(6) Наибольшая нормальная подгруппа группы G, строго содержащаяся в P, 

совпадает с ( ) ' ( )PФ P P C a  ; 

(7) Если P абелева, то она элементарна; 

(8) Если P неабелева, то ее центр, коммутант и подгруппа Фраттини совпа-

дают и имеют экспоненту p. 

Лемма 1.3 [7. Следствие 2.5]. Предположим, что группа G не является ниль-

потентной. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(1) в группе G каждая 2-максимальная подгруппа нормальна; 

(2) в группе G каждая строго 2-максимальная подгруппа нормальна; 

(3) в группе G каждая 2-максимальная подгруппа S-квазинормальна; 

(4) в группе G каждая строго 2-максимальная подгруппа S-квазинормальна. 

Лемма 1.4 [7. Теорема 2.1]. Пусть G – ненильпотентная группа. Тогда сле-

дующие условия эквивалентны: 

(1) G является группой Шмидта, нормальная силовская подгруппа которой 

имеет простой порядок; 

(2) каждая 2-максимальная подгруппа группы G нормальна; 

(3) каждая строго 2-максимальная подгруппа группы G S-квазинормальна. 

Теорема 1.1 [1. Теорема 2.4]. Каждая максимальная подгруппа группы G пе-

рестановочна с каждой 2-максимальной подгруппой из G в том и только в том 

случае, когда G либо нильпотентна, либо G является сверхразрешимой группой 

порядка G pq  такой, что силовская q-подгруппа Q x  из G является цик-

лической и 1

GQ x . 

Теорема 1.2 [1. Теорема 3.5]. Пусть G – конечная ненильпотентная группа. 

Тогда каждая 2-максимальная подгруппа из G перестановочна со всеми 3-макси-

мальными подгруппами из G в том и только в том случае, когда либо 

G p q r   , где , ,p q r  – различные простые числа и 3   , либо G явля-

ется группой одного из следующих типов: 

(1) G – группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами и a bG p q , 

где a + b > 3; 

(2)  G P Q  – группа Шмидта, где P – группа кватернионов порядка 8 и Q – 

группа порядка 3, 

либо G – сверхразрешимая группа одного из типов: 

(3)  G P Q  и : ( )QQ C P q , где P – группа простого порядка p q , Q – 

нециклическая группа с порядком aQ q  (a > 2) и все максимальные подгруппы 

из Q, отличные от CQ(P), являются циклическими;  

(4)  G P Q , где P – группа порядка p2 (p – простое число), все максимальные 

подгруппы из P нормальны в G, Q a  – циклическая q-группа ( q p ) с поряд-

ком Q q  и ( ) q

QC P a ;  
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(5)  G P Q , где P a  – циклическая группа порядка p3 (p – простое число), 

Q – группа простого порядка q p  и 2( )GC a P ;  

(6)  G P Q R  , где P – группа простого порядка p, Q – группа простого по-

рядка q p , R – циклическая группа порядка aR r  (a > 1), R не является нор-

мальной в G, но всякая максимальная подгруппа из R нормальна в G. 

 
2. Структура групп, для которых любая строго 2-максимальная подгруппа 

перестановочна с произвольной максимальной подгруппой 

 
Лемма 2.1. Пусть G – примитивная разрешимая группа. Тогда и только то-

гда в группе G любая строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произ-

вольной максимальной подгруппой, когда G = [N]M, причем N и M – группы раз-

личных простых порядков. 

Доказательство. Необходимость. Пусть G – примитивная разрешимая груп-

па, в которой любая строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произ-

вольной максимальной подгруппой. Тогда, в силу строения примитивных групп 

(см.: [8. Ch. А, 15.6 Theorem]), имеем G = [N]M, где ( ) ( ) ( )p GN F G O G C N    и 

M – максимальная подгруппа из G с единичным ядром. 

Пусть M1 – максимальная подгруппа в M. Тогда M1 является 2-максимальной 

подгруппой в G. Предположим вначале, что M1 – строго 2-максимальная под-

группа в G. Тогда, в силу условия леммы, получаем 
1

xM M G  для всех элемен-

тов x G . Следовательно, имеет место ряд подгрупп 
1

xM M M G  . В силу мак-

симальности M в G, имеем либо 1

xM M M , либо 
1

xM M G . Если
1

xM M G , 

то xM M G , что противоречит лемме 1.1 (2). Следовательно, 
1

xM M M . Это 

влечет 
1

xM M  для всех x G . Следовательно, 
1 1GM M  .  

Предположим теперь, что M1 не является строго 2-максимальной подгруппой 

в G. Это означает, что в группе G существует некоторая строго 2-максимальная 

подгруппа T, содержащая M1. Тогда 
1M M T   и имеет место ряд подгрупп 

1M M T M   . В силу максимальности M1 в M имеем либо 
1M M T  , либо 

M T M  . Если M T M  , то M T , что противоречит максимальности M  

в G. Следовательно, 
1M M T  . Так как T – строго 2-максимальная подгруппа в G, 

то, по условию, xT M G  для всех элементов x G . Следовательно, имеет место 

ряд подгрупп xM T M G  . В силу максимальности подгруппы M в G, имеем 

либо ,xT M M  либо xT M G . Если 
xT M M , то 

xT M  для всех x G . 

Следовательно, 
1 1GM T M   . Пусть теперь xT M G . Тогда  

1

: .
G T M T T

G M N
M T M M T M M

    
 

 

Следовательно,   1T N M . Так как при этом T является строго 2-максимальной 

подгруппой в G и G = [N]M, то M1 является строго 2-максимальной подгруппой  
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в M, что противоречит максимальности M1 в M. Следовательно, случай xT M G  

не имеет места. 

Итак, мы показали, что для произвольной максимальной подгруппы M1 из M 

верно 
1 1GM M  . Это означает, что M является группой простого порядка, 

например M q . Поэтому N является максимальной подгруппой в G.  

Предположим далее, что N имеет неединичную максимальную подгруппу, 

например N1. Тогда N1 является строго 2-максимальной подгруппой в G  

с 1:G N pq  и, в силу условия, 
1N M G . Снова ввиду максимальности под-

группы M в G получаем 
1N M M . Поэтому 

1N M  и, следовательно, 
1 1N  . 

Полученное противоречие показывает, что N p . Таким образом, G = [N]M, 

где N p , M q  и p q . 

Достаточность. Пусть G = [N]M, где N p , M q  и p q . Тогда, оче-

видно, единичная 2-максимальная подгруппа из G перестановочна с любой ее 

максимальной подгруппой. Лемма доказана. 

Лемма 2.2. Пусть G – группа, в которой любая строго 2-максимальная подгруп-

па перестановочна с произвольной максимальной подгруппой. Тогда G разрешима. 

Доказательство. Предположим, что группа G является контрпримером ми-

нимального порядка, т.е. всякая группа, удовлетворяющая условию леммы, поря-

док которой меньше порядка G, является разрешимой. Тогда, очевидно, G не мо-

жет быть нильпотентной группой, а значит, она содержит некоторую максималь-

ную подгруппу M, причем M не является нормальной в группе G. Тогда 
GM M . 

Таким образом, мы можем рассмотреть примитивную фактор-группу 
G

G
M

. Так как 

для фактор-групп сохраняется условие перестановочности подгрупп, то в 
G

G
M

 

любая строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произвольной макси-

мальной подгруппой, и в силу допущения 
G

G
M

 разрешима. Тогда по лемме 2.1 

имеем: 

G

G G G

NMG M
M M M

       
, где G

G

NM
p

M
  и 

G

M q
M

  ( p q ). 

Таким образом, MG является единственной неединичной максимальной под-

группой в группе M. Следовательно, M – циклическая примарная группа (см.: [9. 

Kapitel III, 8.3 Satz]). Заметим также, что  

G G

G

G

G
M NMG p

M M M
M

   . 

Последнее означает сверхразрешимость фактор-группы .
G

G
M

 При этом в силу 

цикличности M ядро MG является циклической q-группой, следовательно, G сверх-

разрешима в силу [5. Лемма 4.46 (1)], что противоречит нашему предположению 

о группе G. Полученное противоречие доказывает лемму. 
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Теорема 2.1. Тогда и только тогда любая максимальная подгруппа группы G 

перестановочна с произвольной ее строго 2-максимальной подгруппой, когда 

группа G либо нильпотентна, либо является сверхразрешимой группой Шмидта. 

Доказательство. Необходимость. Пусть G не является нильпотентной груп-

пой и в G любая строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произволь-

ной максимальной подгруппой. Тогда, согласно лемме 2.2, G разрешима. Если  

в группе G каждая максимальная подгруппа является нормальной, то G нильпо-

тентна (см. [5. Теорема 3.13]), что противоречит допущению. Следовательно, 

группа G имеет максимальную подгруппу M, которая не является нормальной в G. 

Тогда в силу разрешимости G справедливо :G M p  для некоторого простого 

числа p. 

Рассмотрим произвольную максимальную подгруппу M1 в группе M. Очевид-

но, что M1 является 2-максимальной подгруппой в G. Предположим, что M1 – 

строго 2-максимальная подгруппа в G. Тогда, по условию, 
1

xM M G  для всех 

элементов x G . Следовательно, имеет место ряд подгрупп 
1

xM M M G  . В силу 

максимальности M в M имеем либо 
1

xM M M , либо 
1

xM M G . Если 
1

xM M G , 

то xM M G , что противоречит лемме 1.1 (2). Следовательно, 
1

xM M M . Это 

влечет 
1

xM M  для всех x G , значит, 
1 GM M . В силу максимальности под-

группы M1 в M это означает, что M1 = MG является нормальной подгруппой в G. 

Предположим теперь, что M1 не является строго 2-максимальной подгруппой 

в G. В этом случае существует ряд подгрупп 
1 2 1M G G G   , где G1 – макси-

мальная подгруппа в G, G2 – максимальная подгруппа в G1, причем G2 является 

строго 2-максимальной подгруппой в G. По условию имеем 
2 1

xG G G  для всех 

элементов x G . Следовательно, 
1 2 1

xG G G G  , что в силу максимальности 

подгруппы G1 в G влечет либо 
2 1 1

xG G G , либо 
2 1

xG G G . Если 
2 1

xG G G , то 

1 1

xG G G , что противоречит лемме 1.1 (2). Следовательно, 
2 1 1

xG G G . Это влечет 

2 1

xG G  для всех x G , следовательно, 
2 1( )GG G . В силу максимальности под-

группы G2 в G1 это означает, что 
2 1( )GG G  является нормальной подгруппой в G. 

Таким образом, произвольная 2-максимальная подгруппа M1 группы G либо 

является строго 2-максимальной нормальной подгруппой в G, либо содержится  

в некоторой нормальной строго 2-максимальной подгруппе из G. Следовательно, 

произвольная строго 2-максимальная подгруппа нормальна в группе G, и, в силу 

леммы 1.3, произвольная 2-максимальная подгруппа нормальна в группе G. Тогда, 

согласно лемме 1.4, G является группой Шмидта, нормальная силовская под-

группа которой имеет простой порядок. Тогда, согласно лемме 1.2 (1), (2), мак-

симальные подгруппы группы G имеют простые индесы, а значит, по теореме 

Хупперта, G является сверхразрешимой группой.  

Достаточность. Если группа G нильпотентна, то каждая ее максимальная 

подгруппа нормальна в G, а значит, перестановочна с произвольной ее 2-макси-

мальной подгруппой, в том числе и строго 2-максимальной подгруппой. 

Предположим, что G – сверхразрешимая группа Шмидта. Согласно лемме 1.2 (1), 

(4),  G P Q , где P – силовская p-подгруппа, Q a  – циклическая q-группа, 
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причем ( )qa Z G . По лемме 1.2 (2), подгруппа 'P a  максимальна в G и F(G) 

не содержится в 'P a  (так как ( ) qF G P a ). Тогда, согласно [5. Теорема 4.56, 

следствие 2], : 'G P a p , что влечет : 'P P p . Предположим, что P не явля-

ется абелевой группой. В этом случае, по лемме 1.2 (8), ' Ф( )P P  и, следова-

тельно, Ф(P) является единственной максимальной подгруппой в P. Тогда, в силу 

[9. Kapitel III, 8.3 Satz], P является циклической, а значит, и абелевой группой, – 

противоречие. Следовательно, P – абелева группа, что влечет P' = 1. Так как при 

этом P' – максимальная подгруппа в P, то P p . Тогда, в силу леммы 1.2 (2), 

каждая 2-максимальная подгруппа группы G является нормальной, а следователь-

но, перестановочной с любой максимальной подгруппой из G. Теорема доказана. 

Теорема 2.1 позволяет усилить формулировку более ранней теоремы 1.1, за-

менив условие перестановочности всех 2-максимальных подгрупп на перестано-

вочность только строго 2-максимальных подгрупп, что отражено в следствии 2.1. 

Следствие 2.1. Следующие условия равносильны: 

(a) любая максимальная подгруппа группы перестановочна с произвольной ее 

2-максимальной подгруппой; 

(b) любая максимальная подгруппа группы перестановочна с произвольной ее 

строго 2-максимальной подгруппой. 

Доказательство. Пусть G – произвольная группа. Если G нильпотентна,  

то каждая ее максимальная подгруппа нормальна в G, а значит, перестановочна  

с произвольной ее 2-максимальной подгруппой, в том числе и строго 2-макси-

мальной подгруппой, что влечет равносильность условий (а) и (b). 

Предположим, что группа G не является нильпотентной и верно условие (a), 

т.е. любая максимальная подгруппа из G перестановочна с произвольной ее  

2-максимальной подгруппой, в том числе и со строго 2-максимальной подгруп-

пой. Следовательно, верно условие (b). 

Предположим, что группа G не является нильпотентной и верно условие (b), 

т.е. любая максимальная подгруппа из G перестановочна с произвольной ее строго 

2-максимальной подгруппой. Согласно теореме 2.1, G является сверхразрешимой 

группой Шмидта. Покажем, что в этом случае G удовлетворяет условию теоремы 1.1, 

т.е. G pq , силовская q-подгруппа Q x  из G является циклической и 

1

GQ x . Согласно лемме 1.2 (1), (4), G = [P]Q, где P – силовская p-подгруппа 

и Q a  – циклическая q -группа. Рассуждая аналогично, как и при доказатель-

стве достаточности в теореме 2.1, можно показать, что P p . Осталось пока-

зать, что 1

GQ a , т.е. ядро подгруппы Q в G совпадает с максимальной под-

группой из Q. Согласно лемме 1.2 (4), максимальная подгруппа из Q содержится 

в центре группы G, а значит, является наибольшей нормальной подгруппой груп-

пы G, содержащейся в Q. Тогда, по [5. Лемма 3.18 (1)], QG совпадает с макси-

мальной подгруппой из Q. Таким образом, G является группой, описанной в тео-

реме 1.1, и, согласно этой теореме, каждая максимальная подгруппа группы G 

перестановочна с каждой 2-максимальной подгруппой из G. Следовательно, вер-

но условие (а). Следствие доказано.  
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Следствие 2.2. Пусть G – произвольная группа. Если любая максимальная 

подгруппа группы G перестановочна с произвольной строго 2-максимальной под-

группой, и порядок группы G делится более чем на два простых числа, то G ниль-

потентна. 

Доказательство. Предположим обратное, т.е. G – ненильпотентная группа. 

Так как в группе G любая максимальная подгруппа перестановочна с произволь-

ной строго 2-максимальной подгруппой, то, по теореме 2.1, G является сверхраз-

решимой группой Шмидта. Тогда, в силу леммы 1.2 (1), порядок группы G де-

лится в точности на два простых числа, – противоречие с условием. Следова-

тельно, группа G нильпотентна. Следствие доказано.  

Следствие 2.3. Пусть G – произвольная группа. Если любая максимальная 

подгруппа группы G перестановочна с произвольной ее строго 2-максимальной 

подгруппой, то G сверхразрешима. 

Доказательство. Согласно теореме 2.1, группа G, в которой любая макси-

мальная подгруппа перестановочна с произвольной строго 2-максимальной под-

группой, либо нильпотентна, либо является сверхразрешимой группой Шмидта. 

Так как нильпотентные группы сверхразрешимы, то группа G сверхразрешима  

в каждом из двух возможных вариантов. Следствие доказано. 
 

3. Структура групп, для которых любая строго 2-максимальная подгруппа 

перестановочна с произвольной строго 3-максимальной подгруппой 
 

Лемма 3.1. Пусть G – произвольная группа. Если любая строго 2-максимальная 

подгруппа из G перестановочна с произвольной ее строго 3-максимальной под-

группой, то G разрешима. 

Доказательство. Предположим, что M – произвольная максимальная под-

группа группы G. Ввиду условия любая максимальная подгруппа из M переста-

новочна со всеми ее строго 2-максимальными подгруппами. Следовательно, по 

следствию 2.3, M сверхразрешима. Но тогда группа G является разрешимой  

в силу теоремы Хупперта о разрешимых группах со сверхразрешимыми макси-

мальными подгруппами (см.: [7. Гл. VI, теорема 9.6]). Лемма доказана. 

Лемма 3.2. Если G – сверхразрешимая группа, то все ее n-максимальные под-

группы являются строго n-максимальными. 

Доказательство. Предположим, что K – произвольная n-максимальная под-

группа группы G. Тогда в группе G существует ряд максимальных подгрупп вида: 

1 2 1...n nK K K K K G      , 

где K1 – максимальная подгруппа в G, K2 – максимальная подгруппа в K1, Kn – 

максимальная подгруппа в Kn–1. Согласно теореме Хупперта о сверхразрешимых 

группах, индекс :G K  делится в точности на n необязательно различных про-

стых чисел. 

Предположим, что M – произвольная максимальная подгруппа группы G, со-

держащая K. Покажем, что при этом K является (n – 1)-максимальной подгруппой 

в M. Так как :G K  делится на n простых чисел, и :G K  также является простым 

числом в силу сверхразрешимости группы G, то индекс 
:

:
:

G K
M K

G M
  делится 

на (n – 1) необязательно различных простых чисел. Это означает, что K является 
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(n – 1)-максимальной подгруппой в M. Произвольность выбора подгруппы M озна-

чает, что K является строго n-максимальной подгруппой в G. Лемма доказана. 

Следующая теорема позволяет усилить результат, полученный авторами в тео-

реме 1.2, заменив условие перестановочности всех 2-максимальных и 3-макси-

мальных подгрупп на перестановочность только строго 2-максимальных и строго 

3-максимальных подгрупп. 

Теорема 3.1. Для ненильпотентной группы следующие условия равносильны: 

(a) любая 2-максимальная подгруппа группы перестановочна с каждой ее  

3-максимальной подгруппой; 

(b) любая строго 2-максимальная подгруппа группы перестановочна с произ-

вольной ее строго 3-максимальной подгруппой. 

Доказательство. Пусть G – ненильпотентная группа, и G p q r   , где 

, ,p q r  – различные простые числа и 3   . Тогда теорема, очевидно, верна, 

так как в этом случае 3-максимальные подгруппы в G единичны. Поэтому далее бу-

дем считать, что G p q r   , где , ,p q r  – различные простые числа и 4   . 

   a b . Пусть верно условие (a) теоремы. Тогда оно распространяется 

также на все строго 2-максимальные и строго 3-максимальные подгруппы. Таким 

образом, верно условие (b). 

   b a . Пусть верно условие (b) теоремы. Тогда, согласно лемме 3.1, G яв-

ляется разрешимой группой. Кроме того, для каждой максимальной подгруппы 

из G выполняется условие теоремы 2.1, следовательно, в группе G каждая макси-

мальная подгруппа либо нильпотентна, либо является сверхразрешимой группой 

Шмидта.  

Если допустить, что все максимальные подгруппы из G нильпотентны, то  

G является группой Шмидта. Тогда, в силу леммы 1.2 (1), имеем G = [P]Q, где P – 

нормальная силовская p-подгруппа в G, Q – циклическая силовская q-подгруппа 

в G. Покажем, что в этом случае для G выполняется одно из двух условий: либо 

ее подгруппа P абелева, либо P – группа кватернионов порядка 8 и Q – группа 

порядка 3. С этой целью предположим, что группа G – контрпример минималь-

ного порядка. 

Предположим вначале, что силовская q-подгруппа Q имеет собственную не-

единичную подгруппу Q1 такую, что 1Q q . В силу леммы 1.2 (4) подгруппа Q1 

содержится в центре группы G, следовательно, Q1 является нормальной в G, и мы 

можем рассмотреть фактор-группу 1

1 1 1

PQ QG
Q Q Q

       
, которая также являет-

ся группой Шмидта. Так как для фактор-групп сохраняется условие перестано-

вочности подгрупп, то любая строго 2-максимальная подгруппа из 
1

G
Q

 переста-

новочна с произвольной строго 3-максимальной подгруппой из 
1

G
Q

. Таким об-

разом, в силу выбора G либо 
1

G
Q

 является полупрямым произведением группы 

кватернионов порядка 8 на группу порядка 3, либо фактор-группа 1

1

PQ
Q

 абелева. 
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В последнем случае подгруппа P, изоморфная фактор-группе 1

1

PQ
Q

, также яв-

ляется абелевой, что невозможно в силу выбора G.  

Значит 1

1 1 1

PQ QG
Q Q Q

       
 является группой Шмидта, в которой 1

1

PQ
Q

 – 

группа кватернионов порядка 8, и 
1

Q
Q

 – группа порядка 3. Это означает, что 

подгруппа P, изоморфная фактор-группе 1

1

PQ
Q

, также является группой кватер-

нионов порядка 8, и Q является циклической группой порядка 9. Тогда, в силу 

леммы 1.2 (2), (8), максимальными подгруппами в группе Шмидта G = [P]Q яв-

ляются подгруппы вида ' Ф( )P Q P Q  и PQ1, где ' 2P   и 1 3Q  . Тогда под-

группа Q является строго 2-максимальной в группе G, и подгруппа P1 является 

строго 3-максимальной в группе G, где P1 – максимальная подгруппа в P поряд-

ка 4. По условию Q и P1 перестановочны, следовательно, P1Q является подгруп-

пой в G. Тогда в силу максимальности подгруппы 'P Q  в группе G имеем 

1 ' Ф( )P P P  . Это означает, что P имеет единственную максимальную под-

группу порядка 2, что противоречит строению группы кватернионов порядка 8. 

Полученные противоречия показывают, что подгруппа Q не имеет собственной 

неединичной подгруппы Q1 такой, что 1Q q . Следовательно, Q q . 

Далее осталось показать, что P либо абелева, либо группа кватернионов по-

рядка 8 и q = 3. Предположим, что P не является абелевой группой. В этом слу-

чае, в силу леммы 1.2 (2), максимальными подгруппами в G являются группы 

вида 'P Q  и P, т.к. Q q . Значит, подгруппа 
1 'P Q  является строго 2-макси-

мальной в группе G, где 
1 'P  – максимальная подгруппа в 'P . Также, очевидно, 

подгруппа P2 является строго 3-максимальной в группе G, где P2 – произвольная 

2-максимальная подгруппа в P. Согласно условию, 
1 'P Q  и P1 перестановочны, 

следовательно, 
2 1 'P P Q  – подгруппа в G. Тогда в силу максимальности подгруппы 

'P Q  в группе G имеем 
1 2' 'P P P . Следовательно, 

2 'P P , т.е. любая 2-макси-

мальная подгруппа из P содержится в 'P . Это означает, что либо P является 

циклической, либо подгруппа 'P  является единственной 2-максимальной под-

группой в P. Если P циклическая, то она абелева, что невозможно в силу выбора 

P. Значит, P является группой кватернионов порядка 8 согласно [7. Гл. III, теорема 

8.2]. В силу леммы 1.2 (5), (8), порядок фактор-группы ' 4P P   сравним с еди-

ницей по модулю q, что влечет q = 3.  

Итак, мы показали, что группа Шмидта G является либо полупрямым произ-

ведением группы кватернионов порядка 8 на группу порядка 3 (т.е. G изоморфна 

группе SL(2, 3)), либо группой с абелевыми силовскими подгруппами (т.е. груп-

пой Миллера–Морена). Значит, G – группа одного из типов (1)–(2), описанных  

в теореме 1.2.  

Допустим теперь, что не все максимальные подгруппы из G нильпотентны, 

т.е. G не является группой Шмидта. Покажем, что тогда G является группой од-

ного из типов (3)–(6), описанных в теореме 1.2. Заметим, что условия (3)–(6) из 
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теоремы 1.2 справедливы в случае, когда G является сверхразрешимой группой. 

Согласно лемме 3.2, в сверхразрешимой группе все ее n-максимальные подгруп-

пы являются строго n -максимальными. Это означает, что случаи (3)–(6) из тео-

ремы 1.2 справедливы также при условии перестановочности каждой строго 2-мак-

симальной подгруппы с любой строго 3-максимальной подгруппой. Следователь-

но, G удовлетворяет одному из типов групп (3)–(6), описанных в теореме 1.2. 

Таким образом, группа G удовлетворяет условию теоремы 1.2, что, в свою 

очередь влечет, справедливость условия (a). Теорема доказана. 

Следствие 3.1. Пусть G – группа, в которой любая строго 2-максимальная 

подгруппа перестановочна с произвольной ее строго 3-максимальной подгруппой, 

и порядок группы G делится более чем на три простых числа. Тогда G нильпо-

тентна. 

Следствие 3.2. Пусть G – группа, в которой любая строго 2-максимальная 

подгруппа перестановочна с произвольной ее строго 3-максимальной подгруппой. 

Тогда G либо сверхразрешима, либо является группой Миллера–Морена, либо 

изоморфна группе SL(2, 3). 

Доказательство следствий 3.1 и 3.2 проводится аналогично доказательству 

следствий 2.2 и 2.3. 

 

Заключение 

 

Основным результатом работы является описание структуры групп, для которых 

любая строго 2-максимальная подгруппа перестановочна с произвольной строго 

3-максимальной подгруппой. Отметим также, что полученные в работе результа-

ты и методы доказательств могут быть использованы для получения точного 

строения групп, для которых любая строго 3-максимальная подгруппа переста-

новочна с произвольной строго 4-максимальной подгруппой. 

В заключение приведем ряд открытых вопросов, которые естественным обра-

зом возникают из результатов, полученных в данной работе. 

Вопрос 1. Какое строение имеют группы, в которых любая строго 3-макси-

мальная подгруппа перестановочна с произвольной строго 4-максимальной под-

группой? 

Вопрос 2. Верно ли, что класс групп, в которых любая n-максимальная под-

группа перестановочна с произвольной (n + 1)-максимальной подгруппой, совпа-

дает с классом групп, в которых любая строго n -максимальная подгруппа пере-

становочна с произвольной строго (n + 1)-максимальной подгруппой для n ≥ 3? 
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