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Аннотация. Исследована на отрезке [0, T] задача Коши для обыкновенного диф-
ференциального уравнения с дробной производной Капуто порядка α = α(t), где  

0 < α(t) < 1 – непрерывная функция. Построен численный метод решения задачи. 
Показано, что численное решение задачи сходится к точному решению первым по-

рядком. Проведен вычислительный эксперимент по анализу численного решения 
задачи Коши. На основе вычислительного эксперимента показано, что если в каче-

стве α(t) взять среднее значение, численное решение задачи также имеет первый 
порядок точности. 
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Abstract. The Cauchy problem for differential equations with fractional derivatives is 
used in many spheres of science and technology. It was the reason for the development of 

various methods for its solution, both analytic and approximate ones. The search of an 
exact solution of differential equations with fractional derivatives by analytic methods is 

a complex and ineffective task; for this reason, an attempt to solve the considered prob-
lem approximately is undertaken in this paper.  
The Cauchy problem for the ordinary differential equation with a fractional derivative of 
the Caputo order, α = α(t) where 0 < α(t) < 1 is a continuous function, has been investi-
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gated on the segment [0, T]. The method of finite differences which is relatively primary 

to implement is used for the numerical solution. A difference scheme approximating the 
Cauchy problem with the first order is constructed on a uniform grid. The difference 

problem is studied for stability and convergence with a fixed value of the function α(t). It 
is shown that the numerical solution of the problem converges to the exact solution in the 
first order. Explicit recurrent formulas for the numerical solution are obtained. A compu-

tational experiment upon analysis of the numerical solution of the Cauchy problem is 
carried out. It is shown on the basis of the computational experiment that if we take the 

average value for α(t), the first order exactness takes place. 
Keywords: fractional derivative, approximation, Cauchy problem, numerical methods, 

computational experiment 
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Введение 
 

Основы дробного исчисления были заложены еще в XVIII в., но широко оно 

стало применяться в последние 15 лет. Об этом свидетельствуют работы [1–3]. 

Приведем небольшой перечень задач, где применимы и эффективны диффе-

ренциальные уравнения с дробными производными: обратные задачи механики, 

пластина в вязкой жидкости, диффузия в пористых средах, динамика турбулентной 

среды, задача о падении тела в атмосфере, задача теплопереноса, теория фазовых 

переходов, задача о релаксации, космофизика и многие другие задачи физики [3]. 

Задача Коши для дифференциального уравнения с дробными производными 

применяется во многих областях науки и техники. Это явилось причиной разра-

ботки для ее решения различных методов, как аналитических, так и приближенных. 

Поиск точного решения дифференциальных уравнений с дробными производными 

аналитическими методами является задачей сложной и малоэффективной, поэтому 

большое количество работ посвящено приближенным численным методам решения. 

Численные методы решения задачи Коши рассмотрены в работах [4–6]. В [4] 

анализируются разностные методы решения задачи Коши для обыкновенного 

дифференциального уравнения с оператором дробного дифференцирования, до-

казана устойчивость разностной схемы. В [5] рассматривается задача Коши для 

системы трех дифференциальных уравнений с производными дробного порядка 

Капуто, исследуются вопросы существования и единственности решения рас-

сматриваемой задачи и способ его отыскания. В [6] изучен разностный метод  

(2 – α)-го порядка точности решения задачи Коши для дифференциального урав-

нения с оператором дробного дифференцирования Римана–Лиувиля. Получена 

оценка предложенного численного метода, из которой следует сходимость.  

Доказательству устойчивости и сходимости разностных схем, аппроксимиру-

ющих краевые задачи для дифференциальных уравнений с дробной производной 

Капуто, посвящены работы [7, 8]. 

В данной работе исследуется задача Коши с дробной производной Капуто  

в случае, когда порядок α = α(t) – некоторая непрерывная функция. Для конкретных 

представлений функции α = α(t) проведен вычислительный эксперимент, показыва-

ющий, что предложенный численный метод сходится к точному решению задачи.  
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1. Постановка задачи 

 

В области D = [0, T] рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений с дробной производной Капуто [9. С. 597]: 
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производная Капуто, α(t) – непрерывная функция, удовлетворяющая условию 

0 < α(t) < 1, t > 0.  

Так как функции , 1,2,..., ,if i m  непрерывные во всей области D, то имеют 

место неравенства , 1,2,..., ,if M i m   где M > 0 – некоторая константа. 
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Если выполнены сформулированные выше условия, то существует един-

ственное решение 1 1 2 2( ), ( ), .., ( )m mu u t u u t u u t    системы (1), определенное 

при всех 0 min( / )t t Т M   и принимающее при t = 0 заданные начальные зна-

чения [10]. 

 
2. Численный метод решения задачи Коши для дифференциального  

уравнения с дробной производной  

 
Построим численное решение задачи (1). Для этого в области D введем по пе-

ременной t равномерную сетку с шагом 0:   
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ние обозначим , 0,1,2,.. .ny n N  Тогда для дробной производной при t = tn имеет 

место равенство 
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Воспользовавшись аппроксимацией (2), систему уравнений (1) заменим си-

стемой разностных уравнений 
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Преобразуя систему разностных уравнений (3), получим явные рекуррентные 

формулы: 

 

0

0 0

( )

1 0 0 0 0

1
( ) ( ) 1 1 ( ) 1 ( )

1 1 1

0

,

(2 ( )) ( , ),

(2 ( )) ( , ) ( )( ),

0,1,2,.. 1.

n n n n

t

n
t t t t

n n n n n k k n k n k

k

y u

y y Г t f t y

y y Г t f t y y y t t

n N




    

    





   

       

 


 (4) 

Когда α(t) =1 для всех t D , из (4) получим расчетные формулы Эйлера.  

Определение 1. Будем говорить, что метод (3) сходится при t = tn, если 

0n ny u   при 0.  Метод сходится на отрезке [0, T], если он сходится в каж-

дой точке [0, ]t T  [11]. 

Исследуем сходимость разностного метода (3). Пусть   – любое произволь-

ное значение функции α(t).  

Обозначим через n n nz y u   погрешность метода. Покажем, что 0nz   при 

0.  Если 
n n ny z u   подставим в равенство (3), получим разностное уравне-

ние для погрешности 
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Правую часть равенства (5) представим в виде суммы 
(1) (2)

n n  , где  
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Функция (1)

n  называется невязкой, или погрешностью аппроксимации, раз-

ностного уравнения (3) на решении исходного уравнения (1). Будем говорить, что 

разностный метод аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение, если 
(1) 0n   при 0.  [11]. Разложим 1( ) ( )k ku t u t     в ряд Тейлора: 

 
2

1( ) ( ) ( ) ( ),
2

k k k ku t u t u t u


       (7) 

где 
k  – некоторая точка, расположенная в интервале ( , )k kt t  . 

Подставляя (7) в (6), получим 

   (1) 1 1 1 1

1 1 ,

0 0

0

1
( ) ( ) ( )

(2 ) 2 (2 )

 ( ( )) ( , ) ( ) ( ).

m m

n k n k n k k n k n k n n

k k

t n n n

u t t t u t t f t y
Г Г

u t f t u O O

   

     

 




         

 

       

 
 

Из этого равенства следует, что разностный метод (3) аппроксимирует задачу (1) 

с первым порядком.  
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(2)
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Следовательно, 
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Из оценки (10) следует сходимость разностной схемы (3) при ( )t   . Так 

как   было взято произвольно, следовательно, разностный метод (3) сходится 

для всех α(t).  
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3. Вычислительный эксперимент по анализу численного решения 

 

Рассмотрим систему разностных уравнений: 
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i
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


    

    




 


    


        




 (11) 

Для вычислительного эксперимента исследовали тестовую задачу

 

2 ( )
( ) 2

0

2
( ) ( ) ,

(3 ( ))

(0) 0,

t
t
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
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 
 

  0 1,t   0 ( ) 1,t    

точным решением которой является функция 2( ) .u t t  

Обозначим через 
0
max ( )n n

n N
y u t

 
   , где yn, 0,1,2..., ,n N  – таблица чисел, 

полученная на основе рекуррентных формул (11), а ( )nu t  – точное решение. 

Проверим выполнение условия Липшица для функции  
2 ( )

2 2
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tt
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Таким образом, 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )f t u f t u L u t u t   , следовательно, константа 

Липшица 1.L      

Выбор τ осуществляем из условия устойчивости 
2

.
(2 )L

 
 

 
 

Значения погрешности ε при для различных α(t) 

α(t)   τ 0
maх ( )n n

n N
y u t

 
    

при α(t) при   

1
( )

1
t

t
 


 0,693 

τ < 0.4 

0.2 0.200607 0.193696 

0.1 0.102727 0.0993468 

0.01 0.0108135 0.0107151 

0.001 0.00110652 0.00111727 

2

1
( )

3
t

t
 


 0.302 

τ < 0.0005 

0.0004 0.000422696 0.000425794 

0.0002 0.000211383 0.000212949 

0.0001 0.000105703 0.000106491 

 ( ) sint t   0.46 

τ < 0.04 

0.03 0.0300878 0.0318397 

0.02 0.0203528 0.0215116 

0.01 0.0103327 0.0108322 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  

 

В таблице приведены значения погрешности ε при 
1

0

( )t dt    для различных 

функций α(t). Как видно из таблицы, при 0  погрешность 0 , т.е. пред-

ложенный численный метод сходится к точному решению задачи. 
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