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Аннотация. Строго аналитически показано, что учет собственного вращения тела, 
порождающего силу Магнуса, существенно влияет на форму брахистохроны. С по-
мощью методов численного интегрирования приведены различные виды деформи-
рованных брахистохрон, обязанных учету этого эффекта. 
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Abstract. This paper studies the effect of the rotational motion of a body on the trajectory 
of its fastest descent into the gravity field. The body is considered as a ball rotating about 

its instantaneous axis, which is perpendicular to the pattern, with a variable angular  
frequency. The rotation of the ball creates a vortex flow that induces the highest pressure 
at the top of the ball and the least pressure at the bottom. Thus, the Magnus force (down-
force), which is opposed to the reaction force of a trough, occurs. It provides an "anti-
lifting" effect resulting in strong changes in the brachistochrone shape. Based on the  
fundamental principle of dynamics, a general vector equation of motion is obtained in  
the form of projections on a moving basis represented as unit vectors of the tangent and 
normal to the trajectory of the motion. A parametric solution to the equations describing 

the shape of the trough in Cartesian coordinates is obtained in the absence of dissipative 
forces. It follows from the resulting solution that the Magnus effect is most noticeable 
only for massive bodies of long radius. Using the numerical integration methods, various 
shapes of the deformed brachistochrone are presented as a result of the Magnus effect. 
Keywords: Magnus effect, brachistochrone, equations of motion 
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Введение 

 

Вопрос, которому посвящена настоящая работа (как и предыдущие статьи [1–3]), 

относится к классическим проблемам механики, связанным с выяснением влияния 

на форму брахистохроны различных внешних физических факторов, приводящих 

к ее существенной деформации. Ранее было рассмотрено влияние на траекторию 

движения таких природных проявлений, как силы сухого и вязкого сопротивле-

ния, центробежные силы, связанные с вращением брахистохроны, и т.п.  

В настоящем сообщении мы продолжим изучение влияния на ее форму ре-

зультата воздействия внешних природных факторов и проанализируем возмож-

ное изменение желоба при учете собственного вращения тела, которое мы выберем 

в форме шара (или сплошного диска), катящегося под действием силы тяжести. 

Задачу будем решать без учета проскальзывания, но с учетом его собственного 

момента инерции, а также с учетом силы Магнуса, которая при этом проявляется 

вполне естественным образом.  

Напомним, что суть этого эффекта заключается в дополнительном воздей-

ствии на тело силы, порождаемой собственным вращением. Действительно, если 

имеется катящийся шар, то он должен характеризоваться своей частотой враще-

ния ω, что естественным образом приводит, во-первых, к появлению дополни-

тельной энергии, которую можно записать как 
2

2

J
E


  , где момент инерции 

для шара 22

5
J ma , m – его масса, a – радиус, во-вторых, дополнительной силы, 

действующей перпендикулярно траектории движения и представляющей из себя 

силу Магнуса FM. Она определяется в виде векторного произведения (см., напр.: 

[4–16]): 

   M km F V ω , (1)  

где ck





, ρc – плотность окружающего континуума, ρ – плотность шара, m – его 

масса, V – результирующая скорость, связанная с траекторией движения соотно-

шением V r , где конец вектора  tr  описывает интересующую нас траекто-

рию движения.  

Формулу (1) для дальнейшего использования удобно переписать в виде: 

    V VM km km km       F V ω τ k n , (2) 

где τ – единичный вектор касательной, направленный вдоль траектории движе-

ния, k – единичный вектор по направлению частоты вращения, т.е. перпендику-

лярный плоскости рис. 1, n – единичный вектор нормали к траектории. Как видно 

из формулы (2), сила Магнуса направлена против силы реакции, действующей со 

стороны желоба на тело.   
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Рис. 1. Схематическое изображение постановки задачи 

Fig. 1. Schematic representation of the problem formulation 
 

Далее, поскольку сила Магнуса (1) линейна по плотности континуума, то  

с формальной точки зрения нам необходимо учесть и силу сопротивления Сток-

са, также линейную по плотности.  

В свете вышесказанного мы можем теперь записать полную систему уравне-

ний, позволяющих найти аналитическое решение задачи о возможном изменении 

формы брахистохроны с учетом эффекта Магнуса.  

 

1. Основные уравнения. 

 

Таким образом, с учетом формулы (2) имеем согласно второму закону Нью-

тона   

 Vfr Sm m km    V g F F n , (3) 

где g – ускорение силы тяжести, а его разложение по подвижному базису τ–n 

имеет вид: 

   sin cosg   g τ n , (4)   

  ˆ
fr N   F N τ , (5)  

здесь ̂  – тензорный коэффициент трения, μ – общепринятое обозначение коэф-

фициента трения, N – сила реакции желоба.  

Сила Стокса  

 6 VS a  F τ . (6)  

Поскольку ускорение в базисе τ–n имеет вид:  

 
2V

V
R

 V τ n , (7)  

то с учетом (4)–(7) векторное уравнение (3) становится таким:   

  
2V V

V sin cos V
N

g k
R m

       


τ n τ n n τ n , (8) 

где введено время релаксации  

 
1 6 a

m





. (9)  

Проектируя уравнение (8) на базис τ–n, мы автоматически приходим к двум 

следующим уравнениям:  
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2

V
V sin ,

V
cos V .

N
g

m

N m g k
R


    


       

  

 (10) 

Заметим, что верхнее уравнение в системе (10) представляет собой след-

ствие закона сохранения полной суммарной мощности системы (см.: [17]),  

и была учтена формула (5). Нижнее уравнение представляет собой полную силу 

реакции желоба. В соответствии с алгоритмом, намеченным в работах [1, 2], 

полагаем, что   

 
2V

cos Vg k
R

    .  (11) 

Следовательно, силу реакции желоба с учетом формулы (11) можно вычислить, 

исходя из следующего общего выражения:  

 
V

2 cos
k

N mg
g

 
   

 
. (12) 

Полная же система уравнений с учетом (10) и (11) становится такой:  

 
2

V
V sin ,

V
cos V.

N
g

m

g k
R


   


    


 (13) 

 
2. Анализ уравнений (13) при отсутствии диссипативных сил 

 
Если пренебречь силами сопротивления и вспомнить, что V R  , то уравне-

ния (10) существенно упростятся, и мы получим  

 
V sin ,

V cos V.

g

g k

  


     
 (14) 

Так как 
V

a
  , где a – радиус шара, то, разделив верхнее уравнение на ниж-

нее и вводя новую функцию  

 cosp   ,  (15)  

приходим к линейному уравнению  

 
V

V

p k
p

ag
    . (16)  

где 
V

dp
p

d
  .  

Его решение имеет вид:  

 
2

1

V
cos V

k
p C

ag
    , (17)  

где C1 – константа интегрирования.  
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Из (16) получим  

 

2

1 1 cos
V

2 2

C ag C ag ag

k k k

 
   

 
. (18)  

В предельных случаях отсюда имеем, если 0k  , то    

 
2

3

1 1

cos cos
V

k

C C ag

 
   . (19)  

Напомним, что cos 0 , поскольку 
2


    . Если же 0a , то  

 
cos

V
ag

k


  . (20) 

Далее, в силу определений  

Vcos ,

Vsin ,

x

y

 


  
 

с учетом общей формулы (18) приходим к следующему параметрическому ре-

шению     

 
0

0

1
1 cos ,

1 cos

1
1 sin ,

1 cos

a
x d

k

a
y h d

k









  
     

  


 
        





 (21) 

где h – высота падения и введен безразмерный параметр  

  
2

1

4k

C ag
  . (22)  

Учтено также, что  

 
1

2

1 cos

d
dt

C g


 

 
.  (23)  

Заметим, что в предельном случае, когда радиус шара a   0  (т.е. шар 

не катится, а просто скользит по желобу), решение (21) вырождается в следую-

щую систему:    

 

 

0 0

0

0

2

0 02

1

2 2

02

1

1
1 cos cos

21 cos

1 1 1
sin 2 sin 2 ,

2 2

1
1 sin

1 cos

1
cos sin . cos cos .

2

a a
x d d

k k

gC

a
y h d

k

a
h d h

k gC

 

 









  
          

  


          
  


           

 

         


 





 (24)  
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Рис. 2. Зависимость y(x) для случая λ = 0.01 (большой радиус тела) 
Fig. 2. Dependence y(x) for λ = 0.01 (a long radius of the body) 

 

 

Рис. 3. Форма брахистохроны для случая λ = 0.1 
Fig. 3. Brachistochrone shape at λ = 0.1 
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y 
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Рис. 4. Изменение формы брахистохроны при дальнейшем уменьшении радиуса тела  
для случая λ = 0.75 

Fig. 4. Brachistochrone shape variation with a further decrease in the radius of the body  
at λ = 0.75 

 

 

Рис. 5. Форма брахистохроны для сравнительно небольшого тела, λ = 5 

Fig. 5. Brachistochrone shape for a relatively small body at λ = 5 
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Как видно из (24), мы пришли к уравнению брахистохроны (для нее 
0

2


  ). 

Численное решение уравнений (21) для различных значений параметра λ, проил-

люстрированое рис. 2–5, доказывает, что влияние эффекта Магнуса на форму 

брахистохроны существенно возрастает с уменьшением размера скатывающегося 

тела. Начальные условия выбраны в виде:    00 , V 0 0
2


     .   

 

Заключение 

 

В заключение работы выделим несколько основных моментов. 

1. Получена общая система уравнений, учитывающая влияние на уравнения 

движения эффекта Магнуса. 

2. Проведен анализ полученных уравнений и найдено их численное решение 

для различных значений параметра λ. 

3. Дана графическая иллюстрация численного решения.   
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