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Область ∆ называют областью с симметрией переноса вдоль вещественной оси
на 2π, если при линейном преобразовании L(w) = w + 2π область остается неиз-
менной L(∆) = ∆.

Область ∆ называют область типа полуплоскости, если при преобразовании
L(w) = w + 2π среди всех простых концов границы области ∆ в бесконечно уда-
ленной точке неподвижным остается только один простой конец.

Определение 1. Счетноугольником с симметрией переноса вдоль веществен-
ной оси на 2π называют [1] односвязную область ∆ типа полуплоскости, c сим-
метрией переноса вдоль вещественной оси на 2π, такую, что часть границы облас-
ти ∆ от точки w0 до точки w0 + 2π состоит из конечного числа прямолинейных от-
резков и лучей.

Двигаясь по границе счетноугольника ∆ от точки w0 до точки w0 + 2π в поло-
жительном направлении, обозначим последовательно встречающиеся угловые
точки границы через 0 0 0 1

1 2 1, ,..., ,nA A A A , 1 0
1 1 2A A= + π , n ∈N , а углы счетноуголь-

ника обозначим соответственно через α1π, α2π ,…, αnπ, α1π. Для вершин 0
kA  в ко-

нечной части плоскости ( ) ( ]0,1 1, 2kα ∈ ∪ , если вершина 0
kA  находится в беско-

нечно удаленной точке, то αk = 0. Из геометрических соображений видим, что
α1 + α2 +…+ αn = n. Остальные вершины m

kA  определяются сдвигом вершин 0
kA

вдоль вещественной оси 0 2m
k kA A m= + π , m ∈Z , k = 1,…,n.

Согласно теореме Римана, существует отображение f, однолистно и конформ-
но переводящее верхнюю полуплоскость { }: Im 0z z+Π = ∈ >C  на счетноуголь-
ник ∆. Интерес к конформным отображениям верхней полуплоскости на счетно-
угольники с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π появился в по-
следние десятилетия [2, 3] благодаря приложению к некоторым задачам гидроди-
намики, задачам теплопроводности, СВЧ-теории и др.. Интегральная формула
Кристоффеля – Шварца записана для отображения f  верхней полуплоскости на
счетноугольники с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π
И.А. Александровым [4] с использованием принципа симметрии Римана – Швар-
ца, С.А. Копаневым и Л.С. Копаневой [1] с помощью формулы типа формулы
Шварца в следующей теореме.
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Теорема 1. Для отображения f, переводящего верхнюю полуплоскость на
счетноугольник и удовлетворяющего условию ( )

Im
lim ( ) 0
z

f z z
⇒+∞

− = , имеет место

формула (типа формулы Кристоффеля – Шварца)
10

1 2
10

( ) sin ,
2

kz n
k

k

a
f z c d c

α −

=

⎛ ⎞− ζ
= ζ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫  (1)

где c1, c2, – комплексные постоянные, [ )0 0,2ka ∈ π  – прообразы вершин счетно-
угольника с углами αkπ.

На отображение f наложено дополнительно условие
( )

Im
lim ( ) 0,
z

f z z
⇒+∞

− =

предел здесь равномерный относительно Re z. Заметим, что это условие влечет за
собой свойство f(z + 2πm) = f(z) + 2πm, m ∈Z .

В задачах на нахождение конформного отображения задаются вершины облас-
ти, а прообразы вершин ka  и константы c1, c2, называемые акцессорными пара-
метрами, как и в классической формуле Кристоффеля – Шварца остаются неиз-
вестными. К настоящему времени разработаны различные эффективные методы
численного определения этих параметров в классической формуле Кристоффеля –
Шварца. Один из таких методов определения акцессорных параметров восходит к
работе П.П. Куфарева [6] (см., более подробно, [7]). Используя параметрический
метод Левнера, П.П. Куфарев показал, что для отображения с внутренней норми-
ровкой определение акцессорных параметров в интеграле Кристоффеля – Шварца
может быть сведено к задаче интегрирования некоторой системы дифференци-
альных уравнений с начальными условиями Коши. Первые доведенные до конца
расчеты выполнены Ю.В. Чистяковым [8]. Метод П.П. Куфарева получил разви-
тие в работе [9], в работе [10] – применительно к случаю конформного отображе-
ния верхней полуплоскости на многоугольник при наличии граничной нормиров-
ки. В работе [11] с использованием идеи П.П. Куфарева и аппарата краевых задач
Гильберта с кусочно-гладкими коэффициентами и вариации решений таких задач
получен новый приближенный метод нахождения акцессорных параметров в ин-
теграле Кристоффеля – Шварца. В настоящей статье метод П.П. Куфарева опре-
деления акцессорных параметров распространяется на случай конформного ото-
бражения верхней полуплоскости на счетноугольник с симметрией переноса
вдоль вещественной оси на 2π.

Пусть D есть односвязная область с симметрией переноса вдоль вещественной
оси на 2π типа полуплоскости, представляющая собой плоскость C  с разрезами
по попарно непересекающимся простым кривым γm, уходящим на бесконечность,
γm = γ0 + 2πm, m ∈Z , где γ0 имеет некоторую параметризацию [ )0 : 0,γ +∞ → C ,

γ0 = γ0(ξ). Часть кривой γ0, когда [ ) [ ), 0,sξ ∈ +∞ ⊂ +∞ , обозначим через ( )
0
sγ , то есть

[ )( )
0 : ,s sγ +∞ → C , ( )

00 ( )sγ = γ ξ .
Согласно теореме Римана, для каждого [ )0,s ∈ +∞  существует однолистное и

голоморфное отображение :s
+Ψ Π → C , ( ) ( , )s z z sΨ = Ψ = Ψ , такое, что
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( ) ( )\ \ ( ), .s
s m m

m m
s+

∈ ∈

⎧ ⎫
Ψ Π = γ = γ ξ ≤ ξ < +∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
∪ ∪
Z Z

C C

Ясно, что ( )0 D+Ψ Π = . Выберем параметризацию кривой ( )0 0 0( ) ( )s t tγ = γ = γ

так, чтобы 0 t≤ < +∞  и выполнялось
( )( )

Im
lim , 0.
z

z t z
⇒+∞

Ψ − =

Обозначим ( ) ( )t D t+Ψ Π = . При фиксированном t D(t) является частным случаем

счетноугольника с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π.
Семейство отображений ( ),z tΨ  удовлетворяет дифференциальному уравне-

нию типа уравнения Левнера [12]:
( ) ( ), , ( )ctg .

2
z t z t t z
t z

∂Ψ ∂Ψ λ −
=

∂ ∂
 (3)

Заметим, что λ(t) при каждом фиксированном t – точка вещественной оси, являю-
щаяся прообразом конца кривой γ0(t).

Построим континуальное семейство областей ( )D t , 0 < t < ∞, сходящееся
к счетноугольнику ∆ как к ядру относительно точки w0 при t, стремящемся к
нулю, где w0 принадлежит области ∆. Соединим какую-нибудь вершину 0

kA ,

{ }1,...,k n∈ , и вершины 0 2m
k kA A m= + π , m ∈Z , счетноугольника ∆ с бесконечно

удаленной точкой параллельными лучами 0
ml , целиком лежащими вне ∆. Прове-

дем переменные разрезы 0 ( )m tγ , m ∈Z , удлиняющиеся из бесконечно удаленной

точки по лучам 0
ml  до начала этих лучей, получим семейство областей

( )0 0\ ( )m

m
D t t

∈

= γ∪
Z

C , 00 t t< ≤ < ∞ . Каждому разрезу может принадлежать не-

сколько вершин счетноугольника ∆, выделим какие-нибудь из них с одинаковой
мнимой координатой. Выпустим из выбранных вершин прямолинейные разрезы

1 ( )m tγ  вдоль некоторых сторон 1
ml  счетноугольника ∆, примыкающих к лучам

0
ml  в этих вершинах так, чтобы подвижные концы разрезов при изменении  t от

t0 до некоторого t1, 1 00 t t≤ ≤ , проходили путь, равный длине стороны 0
1l  счет-

ноугольника ∆. Можем считать, что на этом и последующих этапах построения,
для отображения ( ), : ( )z t D t+Ψ Π →  выполняется условие (2). Если

( )1 0 1\ ( ) \ ( )m m

m m
D t t t

∈ ∈

⎛ ⎞
= γ γ ≠ ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ ∪
Z Z

C , то 1 0t >  и в этом случае продолжаем по-

строение, принимая область ( )1D t  за исходную и проводя в ней разрезы 2 ( )m tγ

вдоль некоторых сторон 2
ml  счетноугольника, примыкающих к 0 1

m ml l∪ . Получим

область ( )
2

2
0

\ ( )m
k

m k
D t t

∈ =

= γ∪ ∪
Z

C , 2 10 t t≤ < . После n аналогичных шагов будет
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построена полигональная область 
1

0
\ ( )

n
m
k

m k
t

−

∈ =

γ∪ ∪
Z

C  без внешних точек, содержа-

щая счетноугольник ∆ и не включающая в свою границу стороны m
nl , m ∈Z ,

этого счетноугольника. Проведя надлежащие разрезы m
nγ , m ∈Z , вдоль этих

сторон счетноугольника ∆, получим семейство областей, сходящееся к счетно-
угольнику ∆ как к ядру относительно точки w0 при t,  стремящемся к нулю.

Семейство отображений : ( )D t+Ψ Π →  можем выбрать таким образом, чтобы

выполнялось условие (2) и ( ) 0
10, t AΨ =  для всех [ )0,t ∈ ∞ . Равномерная сходи-

мость внутри верхней полуплоскости семейства отображений ( ),z tΨ  к отобра-
жению f следует из приведенной далее теоремы.

Теорема 2. Пусть { }n nD ∈N  – последовательность односвязных областей,

nD ⊂ C . Все области Dn, n ∈N , содержат точку w0 вместе с некоторой ε-
окрестностью, границе каждой области Dn, n ∈N , принадлежат точки w1, w2, w3.
При n, стремящемся к бесконечности, последовательность областей Dn сходится к
ядру D относительно точки w0, причем границе области D принадлежат точки w1,
w2, w3. Тогда последовательность отображений :nf

+Π → C , ( )n nf D+Π = , нор-

мированных условиями 1(0)nf w= , 2(1)nf w= , 3( )nf w∞ = , сходится к отображе-

нию :f +Π → C , ( )f D+Π = , при n стремящемся к бесконечности равномерно

внутри +Π , причем 1(0)f w= , 2(1)f w= , 3( )f w∞ = .

Доказательство. Пусть последовательность отображений :ng +Π → C ,

( )n ng g= ζ , ( )n ng D+Π =  удовлетворяет условиям ( )0 0ng wζ = , ( )0 0ng ′ ζ > ,

n ∈N , где 0
+ζ ∈ Π . Согласно теореме Каратеодори о сходимости последователь-

ности областей к ядру, последовательность отображений gn равномерно сходится
к голоморфному однолистному отображению g, ( )g D+Π =  внутри верхней по-

луплоскости. Обозначим прообразы точек w1, w2, w3 при отображении g через a, b,
c соответственно, пусть, для определенности, a < b < c. Обозначим прообразы то-
чек w1, w2, w3 при отображении gn через an = a + αn, bn = b + βn, cn = c + γn соответ-
ственно.

Построим последовательность дробно-линейных отображений ( )n n zζ = ζ ,
удовлетворяющую условиям ( )0n naζ = , ( )1n nbζ = , ( )n ncζ ∞ = . Предположим
сначала, что точки a, b, c – конечные, тогда отображение ζn будет иметь вид

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

.n n n n n n
n

n n n n

z b a c b c a
z

z b a b c
− + β − α + γ − − + β − γ + α

ζ =
− + β − α − − + β − γ

При n, стремящемся к бесконечности, последовательность отображений ζn схо-
дится к отображению

( ) ( ) ( )
( ) ( )

.
z b c c b c a

z
z b c b c

− − −
ζ =

− − −
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Покажем, что последовательность отображений ζn сходится равномерно внут-
ри верхней полуплоскости к отображению ζ, т. е. что для всякого ε > 0 существует
такой номер N, что ( ) ( )n z zζ − ζ < ε  при любом n > N и для всякого z K∈ , где
K – компакт, содержащийся в верхней полуплоскости. Поскольку z принадлежит
замкнутому, ограниченному множеству K, то существуют max | |

z K
z

∈
 и min Im

z K
z

∈
,

обозначим их соответственно M и m. Последовательности an, bn, cn сходятся к
числам a, b, c, следовательно, можно указать такой номер N, что при n > N выпол-
няется |αn| < δ, |βn| < δ, |γn| < δ, для любого δ > 0, пусть

| |
3

b a−
δ ≤ . (4)

Оценим модуль разности отображений ζ и ζn для n > N, имеем

( ) ( )
( )

2| | | |
,

( )
n n n

n
n n n n

z A z B C
z z

z b a c b z b c c b
+ +

ζ − ζ ≤
− + β − α + − + γ − β − + −

     (5)

где последовательности An, Bn, Cn выражаются через a, b, c, αn, βn, γn. Оценим
сверху последовательность An, имеем

( )( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) | | 2 .n n n nA b a b a a b a b a= γ − + − β − ≤ δ − + − δ

В силу (4) заключаем, что
,nA A≤ δ

где 25 ( )
3

A b a= −  – константа. Аналогично, для Bn, Cn получаем

,nB B≤ δ  .nC C≤ δ

Оценим знаменатель правой части неравенства (5). Для первого множителя, учи-
тывая (4), получаем

( )

( )

Im
1| | 2 Im | | Im ,
3

n n n n n nz b a c b b a z

b a z b a z

− + β − α + − + γ − β ≥ − + β − α ≥

≥ − − δ ≥ −

а для второго
( ) | | Im .z b a c b b a z− + − ≥ −

Таким образом,
( ) ( ) ,n z z Rζ − ζ ≤ δ

где
2

2 23 .
( )

M A MB CR
m b a

+ +
=

−

Для заданного ε > 0 возьмем δ > 0, удовлетворяющее условию (4) и 
R
ε

δ ≤ ,

получим
( ) ( ) .n z zζ − ζ ≤ ε

Рассмотрим теперь случай, когда c = ∞ . Отображение
( )( )n n n nz z b a aζ = − + β − α + + α
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переводит верхнюю полуплоскость на верхнюю полуплоскость так, что
(0)n naζ = , (1)n nbζ = , ( )n ncζ ∞ =  и при n, стремящемся к бесконечности, сходит-

ся к отображению
( ) ( ) .z z b a aζ = − +

Покажем, что последовательность отображений ζn сходится равномерно внут-
ри верхней полуплоскости к отображению ζ. Пусть z K∈ , где K – компакт, обо-
значим max | |

z K
z

∈
 через M. Зафиксируем ε > 0. Возьмем такое N, чтобы |αn| < δ,

|βn| < δ, при всех n > N, где

.
2 1M

ε
δ =

+
Оценим модуль разности отображений ζ и ζn для n > N, имеем

( )( ) ( ) | || | | || | | | (2 1) .n n n n n n nz z z z z Mζ − ζ = β − α + α ≤ β + α + α ≤ δ + ≤ ε

Таким образом, последовательность отображений ζn сходится равномерно
внутри верхней полуплоскости к отображению ζ, ( )0 aζ = , ( )1 bζ = , ( ) cζ ∞ = .

Пусть точка z K∈ , K – компакт, K +⊂ Π . Начиная с некоторого номера N1,
образ точки z при отображении ζn содержится в ( )

1
( )U zε ζ  – окрестности точки

ζ(z) радиуса ε1. Функция | |: ( )g K′ ζ → R  непрерывна, задана на компакте и, в силу
теоремы Вейерштрасса, принимает в ζ(K) наибольшее значение ( )g h′ ζ ≤ < ∞  для
всех ( )Kζ ∈ ζ . Следовательно, при достаточно малых ε1 окружность 1( )zζ − ζ = ε
переходит в кривую, такую, что расстояние от любой ее точки до окружности

( ) 1( )w g z h− ζ = ε  является малой высшего порядка относительно ε1 т.е. образ ок-
рестности ( )

1
( )U zε ζ  содержится в окрестности точки ( )( )g zζ  радиуса ε1(h+1).

Пусть 1 .
2( 1)h

ε
ε =

+
 Получаем, что

( ) ( ) 1( ) ( ) ( 1)
2ng z g z h ε

ζ − ζ < ε + ≤

для всех z K∈  при 1n N≥ . Начиная с некоторого номера N2, для всех
z K∈ выполняется

( ) ( )( ) ( ) .
2n n ng z g z ε

ζ − ζ ≤

Из неравенства треугольника следует, что, начиная с номера N = max(N1, N2),
выполняется

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n n ng z g z g z g z g z g zζ − ζ ≤ ζ − ζ + ζ − ζ ≤ ε

для всех z K∈ .
Получаем, что композиция ( )( ) ( )n n ng z f zζ =  сходится равномерно внутри

верхней полуплоскости к отображению f. Теорема доказана.
Теорема 2 обычным образом обобщается на случай континуального семейства

областей.
Теорема 2 может быть получена с помощью [13, теорема 14.6].
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Таким образом, для отображения f, переводящего верхнюю полуплоскость +Π
на счетноугольник ∆, существует производящая функция ( ),z tΨ , совпадающая с
отображением f при t = 0.

Зафиксируем на границе счетноугольника ∆ точки 0
* * 2mA A m= + π , m ∈Z , где

0
*A  – точка, принадлежащая части границы счетноугольника от точки 0

1A  до точ-

ки 1
1A  и 0 0

* 1A A≠ , 0 1
* 1A A≠ . Из точек *

mA  проведем прямолинейные разрезы
φm = φ0 + 2πm, m ∈Z , переменной длины, зависящие от вещественного параметра
φ0 = φ0(t), 0 t ′≤ ≤ τ , внутрь области ∆. С увеличением параметра t от 0 до некото-
рого ′′τ , 0 ′′ ′≤ τ ≤ τ , разрезы φm удлиняются соответственно до точек

0
* * ( ) 2m m′′Λ = Λ τ + π , 0

* 0
lim ( )

t
A t

→+
= ϕ . Обозначим прообраз конца разреза 0

* ( )tΛ  че-

рез ( )tλ , пусть 0 ( ) 2t< λ < π  при 0 t ′≤ ≤ τ . Углы, образованные разрезом φm(t) с
границей области ∆, обозначим через αn+1π, αn+2π. При t, стремящемся к ′τ , разре-
зы φm(t)  могут замкнуться на границу счетноугольника ∆, в этом случае точка

0
* ( )′Λ τ  попадает на часть границы счетноугольника от точки 0

1A  до точки 1
1A  и

0 0
* 1( ) A′Λ τ ≠ , 0 1

* 1( ) A′Λ τ ≠ . Обозначим через ∆(t) область ∆ с разрезами, ∆(t) являет-
ся счетноугольником с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π.

Обозначим через f(z,t) отображение, переводящее верхнюю полуплоскость
+Π  на счетноугольник с разрезами ∆(t), такое, что ( ),0f +Π = ∆ ,

( )( )
Im

lim , 0
z

f z t z
⇒+∞

− =  и ( ) 0
10,f t A= . Отображение f(z,t) удовлетворяет диффе-

ренциальному уравнению (2). C другой стороны, отображение f(z,t), согласно тео-
реме 1, представляется интегралом

( )
02

0
1

10

( )( ), ( ) sin sin ,
2 2

kz n
k

k

a ttf z t c t d A
σ+

=

⎛ ⎞− ζλ − ζ
= ζ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫ (6)

где 0
1na + , 0

2na +  – прообразы точки 0
*A , 0

1 0a = , λ(t) – прообраз подвижного конца

разреза 0
* ( )tΛ , 0 0

1 20 ( ) 2n na t a+ +< ≤ λ ≤ < π , 1k kσ = α − , k = 1,…,n+2. Отметим, что

параметры αn+1 и αn+2 связаны соотношениями αn+1 + αn+2 = 1, если 0 0
* kA A≠ ,

k = 1,…,n  и αn+1 + αn+2 = αk, если 0 0
* kA A= , k = 1,…,n.

Пусть при t = 0 известны значения всех параметров, входящих в формулу (6),
то есть известно конформное отображение :f +Π → ∆ , ( ),0f f z= . Требуется

определить конформное отображение : ( )f t+Π → ∆ ,  f = f (z,t), при всех допусти-
мых значениях параметра t, иначе говоря, найти при таких t акцессорные пара-
метры 0 ( )ka t , λ(t), c(t). Для определения акцессорных параметров отображения f
получен следующий результат.

Теорема 3. Для всех 0 't≤ ≤ τ  акцессорные параметры удовлетворяют системе
дифференциальных уравнений

0 0( ) ( ) ( )1 ctg ,
2 2

k kda t t a t
dt

λ −
= −  2,..., 2k n= + , (7)
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02

1

( ) ( )( ) 1 ctg
2 2

n
k

k
k

t a td t
dt

+

=

λ −λ
= − σ∑ ;    (8)

1( ) constc t c= = ,  (9)
с начальными условиями

( )0 00 , 2,..., 2,k ka a k n= = +

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0
1 2 *0 0 0 ,0 .n na a f A−

+ += = λ =

Замечание 1. Если 0 0
* pA A= , p = 2,…,n, то в формуле (7) отсутствует уравне-

ние при k = p, а в формулах (8), (9) должно отсутствовать слагаемое при k = p.
Доказательство. Рассмотрим функцию ( ) ( ), ln ,zz t f z t′Φ = , которая удовле-

творяет дифференциальному уравнению

( ) ( ) 2, , ( ) 1 ( )ctg sin .
2 2 2

z t z t t z t z
t z

−∂Φ ∂Φ λ − λ −
= +

∂ ∂
   (10)

Поскольку

( )
02

1

( )( ), ln ( ) ln sin ln sin ,
2 2

n
k

k
k

a t zt zz t c t
+

=

−λ −
Φ = + + σ∑

то ее частные производные относительно параметра t и переменной z имеют вид

( ) ( )
02

0

1

, ( )( ) ( )( ) ctg ( ) ctg
( ) 2 2

n
k

k k
k

z t a t zc t t zt a t
t c t

+

=

′∂Φ −λ − ′′= + λ + σ
∂ ∑ ;  (11)

( ) 02

1

, ( )1 ( ) 1ctg ctg .
2 2 2 2

n
k

k
k

z t a t zt z
z

+

=

∂Φ −λ −
= − − σ

∂ ∑     (12)

Подставляя (11) и (12) в уравнение (10), получим соотношение

( )
02

0

1
02

2 2

1

( )( ) ( )( ) ctg ( ) ctg
( ) 2 2

( )1 ( ) 1 ( ) 1 ( )ctg ctg ctg sin ,
2 2 2 2 2 2 2

n
k

k k
k
n

k
k

k

a t zc t t zt a t
c t

a t zt z t z t z

+

=
+

−

=

′ −λ − ′′+ λ + σ =

−λ − λ − λ −
= − − σ +

∑

∑
    

которое должно выполняться при всех значениях параметра t и всех z из верхней
полуплоскости.

Приравнивая вычеты левой и правой частей уравнения (13) в точках 0 ( ),kz a t=
λ(t) и сравнивая свободные члены, получим следующую систему обыкновенных
дифференциальных уравнений:

0 0( ) ( ) ( )1 ctg ,
2 2

k kda t t a t
dt

λ −
= −  2,..., 2k n= + ; (14)

02

1

( ) ( )( ) 1 ctg ,
2 2

n
k

k
k

t a td t
dt

+

=

λ −λ
= − σ∑ (15)
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2

1

ln ( ) 1 1 ,
2 2

n

k
k

d c t
dt

+

=
= + σ∑

с начальными условиями

( )0 0

0
lim ,k kt

a t a
→+

=  2,...,k n= ,

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0
1 2 *0 0 0

lim lim lim ,0 ,n nt t t
a t a t t f A−

+ +
→+ →+ →+

= = λ =  (16)

( ) 10
lim

t
c t c

→+
= .

Так как 
2

1
1

n

k
k

+

=
σ = −∑ , то

1( ) const (0)c t c c= = = .         (17)
Теорема доказана.
Уравнения (14), (15), (17) вместе с начальными условиями (16) для акцессор-

ных параметров позволяют путем интегрирования найти их значения в любой
момент времени t, 0 t ′≤ ≤ τ .

Предположим, что разрез φ0 выходит не из вершины счетноугольника ∆. Обо-
значим длину прямолинейного отрезка 0 0

* *, ( )A tΛ  через s. Поскольку

( ),
,

f tds
dt t

∂ λ
=

∂

то, используя уравнение (3) и (6), можем показать, что
02

1

( ) ( )
( ) sin .

2

kn
k

k

a t tds c t
dt

σ+

=

⎛ ⎞− λ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏

Таким образом, значение ′′τ  параметра t, до которого проводится интегриро-
вание, определяется в процессе интегрирования из соотношения

02
0 0
* *

10

( ) ( )
, ( ) ( ) sin ,

2

kn
k

k

a t t
A c t dt

σ′′τ +

=

⎛ ⎞− λ
′′Λ τ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫

если разрез φ0 выходит не из вершины счетноугольника, и соотношения
02

0 0
* *

1,0

( ) ( )
, ( ) ( ) sin ,

2

kn
k

k k p

a t t
A c t dt

σ′′τ +

= ≠

⎛ ⎞− λ
′′Λ τ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫

если разрез выходит из вершины 0
pA .

Для определения значения ′′τ  параметра t, до которого проводиться интегри-
рование, также можно воспользоваться соотношением

( )

( )

0
1

02
0 0
* * 1

1

( )( ), ( ) sin sin ,
2 2

k

n

n
k

ka

a
A c d

+

σ′′λ τ +

=′′τ

⎛ ⎞′′′′ τ − ζλ τ − ζ′′Λ τ = ζ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏∫

если разрез φ0 выходит не из вершины счетноугольника, и соотношением



Определение акцессорных параметров для отображения на счетноугольник 27

( )

( )

0
1

02
0 0
* * 1

1,

( )( ), ( ) sin sin ,
2 2

k

n

n
k

k k pa

a
A c d

+

σ′′λ τ +

= ≠′′τ

⎛ ⎞′′′′ τ − ζλ τ − ζ′′Λ τ = ζ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏∫

если разрез выходит из вершины 0
pA .

Теорему 3 можно применять и в том случае, когда разрезы φm замыкаются на
границу счетноугольника. Тогда при t, стремящемся к ′τ , r прообразов вершин

0 ( )ka t  стягиваются в одну точку 0 0 0
1lim ( ) lim ( ) ... lim ( )j j j rt t t

a t a t a t+ +′ ′ ′→τ →τ →τ
= = = . Число r

равно числу вершин счетноугольника ∆(t), которые отделяются от счетноуголь-
ника ∆ разрезом φ0.
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Kolesnikov I.A. DETERMINATION OF ACCESSORY PARAMETERS FOR MAPPING ONTO
A NUMERABLE POLYGON. We consider a simply connected region of the half-plane type
with symmetry of translation along the real axis by 2π and such that a part of the boundary from a
point w0 to a point w0+2π consists of a finite number of straight line segments and rays. The re-
gion is called a numerable polygon with symmetry of translation along the real axis by 2π. Con-
formal mappings of the upper half-plane onto a numerable polygon find applications in some
problems of hydrodynamics, heat conduction problems, microwave theory, etc. The representa-
tion of conformal mappings of the half-plane onto a numerable polygon with symmetry of trans-
lation along the real axis by 2π is known in a form of the Christoffel–Schwarz type integral. Dif-
ferent efficient numerical methods of finding the accessory parameters included in the classical
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Christoffel–Schwarz integral have been developed; one of them was proposed by P.P. Kufarev. In
this paper, the problem of finding the accessory parameters in the Christoffel–Schwarz integral
for mapping onto a numerable polygon with symmetry of translation by 2π along the real axis is
reduced to the problem of integrating a system of ordinary differential equations with Cauchy ini-
tial conditions by use of an idea of P.P. Kufarev. The system of differential equations is derived
using the Christoffel–Schwarz formula for mapping onto a numerable polygon and the differential
equation of the Loewner type for mapping the half-plane onto the plane with cuts along pairwise
disjoint simple curves γm tending to infinity, γm = γ0 + 2πm, m ∈Z .

Keywords: conformal mapping, numerable polygon, symmetry of translation, accessory parame-
ters, P.P. Kufarev’s method.
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