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НА КЛАССАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Исследования, проведённые в данной работе, относятся к геометрической
теории функций комплексного переменного. А именно, продолжается реше-
ние экстремальной задачи о нахождении управляющих функций в уравне-
нии Лёвнера, приводящих к граничным функциям системы функционалов,
зависящих от значения функции и её производной в фиксированной точке,
на некоторых классах однолистных функций.
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ционала, уравнение Лёвнера, экстремальная управляющая функция.

Задача о нахождении множества значений функционалов, зависящих от значе-
ния функции и её производных в фиксированной точке, является классической за-
дачей геометрической теории функций комплексного переменного. Подобными
функционалами занимались такие авторы, как Л. Бибербах, Г.М. Голузин, И.Е.
Базилевич, П.П. Куфарев, И.А. Александров и другие. Для исследований исполь-
зовался, среди прочих, метод параметрических представлений Лёвнера, в основе
которого лежит обыкновенное дифференциальное уравнение, в частном случае
уравнение Лёвнера.

Пусть S – класс голоморфных однолистных в единичном круге { }: 1E z z= <
функций f(z), нормированных условиями f(0) = 0, f′(0) = 1. Пусть Sp (p=1,2,…) –
подкласс класса S функций, обладающих p-кратной симметрией вращения отно-
сительно нуля, т.е. таких, что
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Подкласс Sp выделяется в самостоятельный класс функций, причём S1=S.
Рассмотрим уравнение Лёвнера
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1, 0z < ≤ τ < ∞ ,

в котором управляющая функция μ(τ), |μ(τ)| = 1, является непрерывной или кусоч-
но-непрерывной на [0,∞). Функции ( ) ( )lim ,f z e zτ

τ→∞
= ς τ , которые мы называем

предельными для решений уравнения Лёвнера, образуют плотный подкласс клас-
са Sp.

Ставится задача выделить управляющие функции в уравнении Лёвнера, при-
водящие к так называемым граничным функциям системы функционалов
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на классах S и Sp, т.е. к функциям, вносящим граничные точки в область значений
этих функционалов, обнаружить закономерности. Эта задача была решена для
arg f′(z) на классе S  И.А. Александровым и А.И. Александровым [1], на классе Sp
(p = 2,3,…) Г.Д. Садритдиновой [2], для ln|f′(z)| на классах S и Sp (p = 2,3,…)
Г.Д. Садритдиновой [3, 4].

В настоящей работе задача решается для функционала ( )ln
f z

I
z

=  на классах

S и Sp.
Выполним над уравнением (1) некоторые преобразования. Будем иметь
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Проинтегрировав последнее равенство по τ, 0<τ< ∞, получим
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где ( ) pf z S∈ .

Множество значений функционала ( )ln
f z

z
 не зависит от arg z , поэтому далее

будем считать z = r, 0 < r < 1.
Введём обозначения

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,r r r r y rς τ = ρ τ ς τ μ τ = ρ τ τ . (3)

Тогда уравнение Лёвнера (1) после некоторых преобразований примет вид
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Из этого равенства следует, что
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Равенство (2) с учётом обозначений (3) преобразуется к виду
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Заменим в последнем интеграле τ на ρ, используя формулу (4), которая свидетель-
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ствует об убывании функции ρ(τ), причём ( ) ( ),0 , lim , 0r r r
τ→∞

ρ = ρ τ = . Тогда
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Положив в полученном интеграле 
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, будем иметь
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. Заменим в (6) функцию y(r,s) на вещественнозначную функцию

t(r,s) по формуле 
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Таким образом,
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Условие g′t(s,t) = 0 даёт t(s) = 0 и t(s) = ∞.
Вычислив в (7) интеграл при t(s) = 0, приходим к минимальному значению
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 [5].

Восстановим μ(τ), соответствующую минимуму функционала I. При t = 0 име-
ем y = 11/p. Проинтегрировав при таких y уравнение (4) с начальным условием
ρ(r,0) = r, получаем
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С учётом начального условия arg ς(r,0) = 0 находим arg ς(r,τ) = 0.
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Поскольку получили ς(r,τ) = ρ(r,τ), то из формул (3) следует, что 1/1 pμ =  и со-
ответственно μ = 11/p – экстремальные управляющие функции, дающие функцио-
налу I минимум.

Интегрирование уравнения Лёвнера (1) с μ = 11/p даёт решение
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Однозначная ветвь функции ς выбирается в соответствии с условием

ς(z,τ) = e−τz+…. Функция ( ) ( )
( )2/lim ,
1

ppp

zf z e z S
z

τ

τ→∞
= ς τ = ∈

+
 является гранич-

ной функцией относительно функционала I, на которой функционал достигает
своего минимального значения.

Вычислив теперь интеграл в (7) при t = ∞, приходим к максимальному значе-
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Восстановим μ(τ), соответствующую максимуму функционала I. При t = ∞ по-
лучаем y = (−1)1/p. Интегрирование уравнения (4) с такими y и начальным услови-
ем ρ(r, 0) = r даёт решение
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. Уравнение (5) при y = (−1)1/p с начальным условием

arg ς(r,0) = 0 даёт arg ς(r,τ)=0. Таким образом, из формул (3) следует, что
μ = (−1)1/p – экстремальные управляющие функции, приводящие к максимуму
функционала I.

Проинтегрировав уравнение Лёвнера (1) с μ = (−1)1/p, получаем
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Тогда ( ) ( )
( )2/lim ,
1

ppp

zf z e z S
z

τ

τ→∞
= ς τ = ∈

−
 – граничная функция для функциона-

ла I, на которой функционал достигает своего максимума.
Итак, экстремальные управляющие функции, приводящие к граничным значе-

ниям функционала I на классе Sp, найдены.
Положив везде p = 1, найдём экстремальные управляющие функции для функ-

ционала I на классе S. Так, μ = 1 приводит к минимальному значению, а μ = −1 – к
максимальному значению данного функционала.
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Добавим, что экстремальные управления на классе Sp (p = 1,2,…) для функцио-

нала ( )ln
f z

z
оказываются такими же, как и для функционала ln|f′(z)| [3, 4].
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Статья поступила 17.11.2013 г.

Sadritdinova G. D. EXTREME CONTROL FOR A FUNCTIONAL ON CLASSES OF ANA-
LYTICAL FUNCTIONS.

Let S be the class of holomorphic univalent functions f(z) normalized by conditions f(0) = 0,
f′(0) = 1 in a unit circle { }: 1E z z= <  functions f(z), rated conditions f(0)=0, f′(0)=1. Let Sp

(p = 1, 2, …) is a subclass of the class S of functions possessing p-multiple symmetry of rotation
with respect to zero, that is, such that

( ) ( )
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, 1,2, , 1
k ki i

p pf e z e f z k p
π π

= = −… .

The subclass Sp is distinguished as an independent class of functions, and S1=S.
We consider Loewner's equation
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in which control function μ(τ), |μ(τ)|=1, is continuous or piecewise-continuous on [0,∞). Func-
tions ( ) ( )lim ,f z e zτ

τ→∞
= ς τ  which we call limiting for solutions of the Loewner equation form a

dense subclass of the class Sp.
In this article the problem of finding control functions leading to boundary functions of the

functional ( )ln
f z

I
z

=  in Loewner's equation on classes S and Sp is solved by the parametrical

method.
The set of values of this functional does not depend on arg z therefore, from now on we sup-

pose z = r, 0 < r < 1.
Executing some transformations over Loewner's equation, introducing the designations
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where ( )
2

2
1 1,
1

tg s t
st

−
= ⋅

+
, 1

1

p

p
r
r

−
σ =

+
.

The condition g′t(s,t) = 0 yields t(s) = 0 and t(s) = ∞. The solution t(s) = 0 leads to extreme
control functions μ=11/p, providing a minimum to the studied functional. Function

( )
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1

ppp

zf z S
z

= ∈
+

, as applied to the functional I, is a boundary function at which the func-

tional reaches the minimum value.  As t(s) = ∞,  we find extreme control functions μ = (–1)1/p,

leading to a maximum of the functional I. The boundary function ( )
( )2 /
1

ppp

zf z S
z

= ∈
−

 pro-

vides a maximum to the functional I.
Setting everywhere p = 1, we find extreme control functions for the functional I on the

class S.

Keywords: Boundary function, class of univalent holomorphic functions, the maximum value of
the functional, minimal value of the functional, Loewner’s equation, extreme control function.
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