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Аннотация. В работе вводится класс ( )
1

2( , , ) ( ) : (1 ) ( ) ,C a f z z f z a a  
  = −  −  

  
 

0 1,    0 1,    1/ 2,a   почти выпуклых порядка γ функций, обобщающий 

классы функций с ограниченным вращением ( ), 0a →+  =  и функций, выпук-

лых порядка γ в направлении мнимой оси ( ), 1a →+  = . 

Для класса ( , , )C a   и его подклассов найдены неулучшаемые теоремы искажения 

и точные радиусы выпуклости, а также получены аналогичные результаты в клас-

се, обобщающем класс типично вещественных функций. 

Ключевые слова: геометрическая теория функций, однолистные функции, оценки 

аналитических функций, типично вещественные функции, радиусы выпуклости 
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Abstract. The paper introduces a class ( , , )C a   of functions ( )f z , analytic in the unit disk 

 : 1E z z=  , having a power series expansion of the form 2 3
2 3( ) ...,f z z a z a z= + + +  

,z E  and satisfying the condition ( )
1

21 ( ) ,z f z a a
 −  − 

 
 where 0 1,    

0 1,    and 
1

.
2

a   It is proved that all functions of class ( , , )C a   are close-to-

convex of the order of γ. Class ( , , )C a   generalizes classes of functions with bounded 

turning Re ( ) 0f z   (as ,a →+  0 = ) and functions ( )f z  convex in the direction of 

the imaginary axis 2Re[(1 ) ( )] 0z f z−    ( ,a →+  1 = ) and creates a simple para-

metric passage from one class to another. 

Based on the subordination method in class ( , , )C a   and its subclasses, exact estimates 

are obtained for ( ) , ( ) , ( ) / ( )f z f z zf z f z    and the exact radii of the convexity. In par-

ticular cases, they yield previously known results for functions with bounded turning and 

functions convex in the direction of the imaginary axis.  

Using the relationship ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ),f z C a F z zf z T a    =     the article intro-

duces the class 
1

2( , , ) ( ) : (1 ) ( ) /Т a F z z F z z a a     = −  −     
 functions generalizing 

the class of typically real functions and the class of functions satisfying the condition 

Re[ ( ) / ] 0.F z z   In the class ( , , )Т a   and its subclasses, exact estimates of 

( ) , ( ) / ( )F z zF z F z  are found and the exact radii of starlikeness are determined, which 

generalizes the classical results for typically real functions. 

Keywords: geometric theory of functions, single-leaf functions, estimates of analytic 

functions, typically real functions, radii of convexity 

 
For citation: Maiyer, F.F., Tastanov, M.G., Utemissova, A.A., Baimankulov, A.T. (2023) 
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Введение 

 

Пусть A – класс аналитических в круге  : 1E z z=   функций ),(zf  имею-

щих разложение вида ,...,)( 3

3

2

2 Ezzazazzf +++=  а S есть класс всех функ-

ций Azf )( , однолистных в E. 

Уже не один десяток лет внимание многих математиков привлекают различ-

ные подклассы класса K почти выпуклых функций ),(zf  введенного Одзаки [1] и 

Капланом [2] с помощью условия 

 
( )

Re 0, ,
( )

f z
z E

g z

 
  

 
 (1) 

где )(zg  – аналитическая функция, отображающая круг E на какую-нибудь вы-

пуклую область. Известно, что SK   и подклассами класса K являются классы 

выпуклых 0S  и звездообразных *S  функций.  

В работах М. Рида и А. Реньи [3, 4] с помощью условия 

 
( )

arg , 0 1, ,
( ) 2

f z
z E

g z

 
     


 (2) 

введен подкласс ( )K   класса K функций ( ),f z  однолистных и почти выпуклых 

порядка γ. 

Каждой функции 
0)( Szg   соответствует свой подкласс почти выпуклых 

функций ( ),f z  наследующий в некоторой степени свойства функции ).(zg  

Например, функциям ,
1

1
ln

2

1
)(1

z

z
zg

−

+
=  ,

1
)(2

z

z
zg

−
=  )1ln()(3 zzg −−=  соответ-

ствуют следующие подклассы почти выпуклых функций: 0))()1Re(( 2 − zfz , 

0))()1Re(( 2 − zfz , .0))()1Re(( − zfz    

Среди таких подклассов особый интерес представляют функции, выпуклые  

в определенном направлении, а также классы функций, соединяющие с помощью 

параметра различные подклассы класса K. Например, в работе [5] исследовался 

класс функций, выпуклых в положительном направлении действительной оси 

(подкласс функций (1) с )1/()( zzzg −= ). Работа [6] дала толчок целому ряду 

исследований класса выпуклых в направлении мнимой оси функций, удовлетво-

ряющих условию 

 
2Re((1 ) ( )) 0, .z f z z E−    (3) 

В работе [7] изучались свойства класса функций ,)( Azf   удовлетворяющих 

условию 
2Re((1 ) ( )) 0,z f z−    0 1, .z E     При 1 =  получается условие  

на класс функций, выпуклых в направлении мнимой оси, а при 0 →  – условие 

0)(Re  zf  на класс функций с ограниченным вращением (подкласс функ-

ций (1) при zzg =)( ), известное как признак однолистности Носиро [8] и Вар-

шавского [9]. 
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Как и для всего класса S однолистных функций, так и для его подклассов тео-

ремы искажения интересовали многих математиков. Например, в числе первых 

точные оценки )(zf   в классе ( )K   были найдены в работе [4], для класса 

функций с условием (3) – в [10], а для класса функций с ограниченным вращени-

ем – в [11]. 

Введем класс ( , , )C a  , 0 1,    0 1,    ,2/1a  функций ,)( Azf   удо-

влетворяющих условию 

 ( )
1

2(1 ) ( ) , .z f z a a z E


−  −    (4) 

Цель настоящей работы – нахождение неулучшаемых теорем искажения и 

точных радиусов выпуклости в классе ( , , ) ( )C a K    , а также получение ана-

логичных результатов в некотором классе функций, построенном на основе клас-

са ( , , )C a   и обобщающем класс типично вещественных функций. 

 

1. Описание основных классов функций 

 

При 1/ 2 =  условие (4) означает, что множество значений 2(1 ) ( ),z f z z E−   , 

содержится в области }0Re,:{ 2 − waaww , ограниченной лемнискатой Бер-

нулли. В общем случае, при 0 1,    множество значений 
2(1 ) ( ),z f z z E−    

содержится в области, симметричной относительно действительной оси, ограни-

ченной кривой, сходной с правой половиной лемнискаты Бернулли с узловой 

точкой 0=w  и углом между касательными в узловой точке, равным γπ. При 

+→a  данная область преобразуется в угол  : arg / 2w w   . 

Основным методом исследования в работе является метод подчиненности. 

Пусть функции ( )z  и 0 ( )z  являются аналитическими в круге E и, кроме того, 

функция 0 ( )z  однолистна в круге E. Говорят, что функция ( )z  подчинена 

функции 0 ( )z  в круге E и пишут 0( ) ( )z z  , если 0( ) ( )E E    и 

0(0) (0). =   С учетом этого на языке подчиненности условие (4) можно запи-

сать в виде: 

( )2 (1 ) 1
(1 ) '( ) ( ) , ( ) , ,

( 1) 2

a z
z f z w z w z a

a a z

 +
− = 

− −
 

где )(zw  – отображение круга E на круг  .: aaww −  Поскольку ( )arg ( )w z

  

/ 2, ,z E    то при любом 2/1a  функция )(zf  удовлетворяет условию 

 2arg((1 ) ( )) , ,
2

z f z z E


−      (5) 

т.е. выполняется условие (2) с выпуклой в круге E функцией 
1 1

( ) ln ,
2 1

z
g z

z

+ 
=

 − 
 

так как 
2 1( ) (1 )g z z − = −  . Поэтому для всех 0 1,    1/ 2a   класс ( , , )C a   
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является подклассом класса ( )K   функций ),(zf  однолистных и почти выпук-

лых порядка γ.  

Заметим, что при +→a  условие (4) преобразуется в условие (5). Поэтому 

при 1 =  класс ( , , )C     совпадает с классом ( )C   функций [12], почти выпук-

лых порядка γ в направлении мнимой оси. Функции класса ( )C   обладают 

наглядным геометрическим свойством [12]: область )(Ef  достижима извне уг-

лами раствора (1 )−    с биссектрисами, параллельными мнимой оси. 

Поскольку из условия (4) следует условие (5), то (1, , ) ( )C a C    при любом 

2/1a . Кроме того, ( ) (1)C C C  =  при всех γ, 0 1,    а C есть класс всех 

функций Azf )( , удовлетворяющих условию (3) и выпуклых в направлении 

мнимой оси [6, 10]. 

Класс C тесно связан с классом T типично вещественных функций, введенным 

В. Рогозински [13], который изучался в работах ряда авторов (см., напр., [13–15]). 

Функция AzF )(  называется типично вещественной, если )(zF  является веще-

ственной при вещественном z и 0Im)(Im  zzF  в остальных точках круга E. 

При этом (см.: [13]) 

 
21

( ) Re ( ) 0, .
z

F z T F z z E
z

 −
     

 
 (6) 

Поэтому с помощью соотношения )()( zfzzF =  осуществляется простой пе-

реход от класса C к классу T и обратно. В связи с этим введем в рассмотрение 

класс ( , , ),T a   0 1,    0 1,    1/ 2,a   функций, удовлетворяющих условию 

 

1
21

( ) , .
z

F z a a z E
z

 − 
−    

 
 (7) 

Между функциями классов ( , , )C a   и ( , , )T a   существует простая связь: 

 ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ).f z C a F z zf z T a    =     (8) 

Очевидно, что ( , , ) ( , , ), (1, , ) ( ) (1)T a T T T T T        =   =  для всех 1/ 2,a   

0 1.    Таким образом, при 1 =  все функции класса ( , , ),T a   1/ 2,a 

0 1,    являются типично вещественными. 

 

2. Теоремы искажения в классах ),,(  aC  и ),,(  aT  

 

В работе М. Рида [3] в классе ( )K   почти выпуклых порядка γ функций 

найдена точная оценка 

2 2

1 1 1 1
( )

1 1(1 ) (1 )

r r
f z

r rr r

 
− +   

    
+ −+ −   

. 

Ее уточнение для класса ( , , )C a   и его подклассов дает следующее утвержде-

ние. 
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Теорема 1. Пусть функция ( ) ( , , )f z C a   . Тогда в круге z r  имеют ме-

сто точные оценки 

 
2 2

(1 ) 1 (1 ) 1
( ) ,

( 1) ( 1)1 1

a r a r
f z

a a r a a rr r

 
   − +

    
+ − − −+  −   

 (9) 

 
2

2

( ) 2 (2 1)
.

( ) (1 )( ( 1) )1

f z z a r
z

f z r a a rz

   −
− 

 − + −−
 (10) 

Правая оценка в (9) достигается для функции 

 0 2
0

(1 )
( )

( 1) 1

z a t dt
f z

a a t t


 +

=   
− − − 

 (11) 

в точке ,rz =  оценка (10) – для функции (11) в точке ,rz −=  а левая оценка в (9) – 

в точке irz =  для функции  

 1 2
0

(1 )
( ) .

( 1) 1

z a it dt
f z

a a it t


 +

=   
− − − 

 (12) 

Доказательство. Поскольку ( ) ( , , ),f z C a    то в силу (4) выполняется под-

чиненность 

 2
0

(1 )
( ) (1 ) ( ) ( ) .

( 1)

a z
z z f z z

a a z


 +

 = −  =  
− − 

 (13) 

Поэтому в силу (13) при любом ,10,  rr  имеет место включение областей 

0( ) ( ),z r z r      т.е., с учетом вида области ( )0 ,E  в круге rz   справед-

лива оценка 

 2(1 ) (1 )
(1 ) ( ) .

( 1) ( 1)

a r a r
z f z

a a r a a r

 
   − +

 −    
+ − − −   

 (14) 

Учитывая, что 
2 221 1 1 ,z z z−  −  +  из последней оценки получаем 

2 2 (1 )
(1 ) ( ) (1 ) ( ) ,

( 1)

a r
r f z z f z

a a r


 +

 −   −   
− − 

 

откуда вытекает правая оценка (9). Аналогично, поскольку  

2 2(1 )
(1 ) ( ) (1 ) ( ) ,

( 1)

a r
z f z r f z

a a r


 −

  −  +  
+ − 

 

получаем левую оценку (9). 

Для доказательства оценки (10) нам потребуется следующая лемма. 

Лемма. Пусть функция ,1...,)( 1
1 ++= +
+ nzczcz n

n
n

n  является аналитиче-

ской в круге E и удовлетворяет условию 

 
1 1

exp ( ) , , 0 1.
2

z a a a
 

 −      
 

 (15) 

Тогда в круге rz   справедлива точная оценка 
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1(2 1)

( ) ,
(1 )( ( 1) )

n

n n

a nr
z

r a a r

− −
 

− + −
 (16) 

которая достигается для функции )()( 0
nzz =  в точке ,1 rz n −=  где 

0

(1 )
( ) ln .

( 1)

a z
z

a a z

+
 = 

− −
  

Доказательство леммы. Условие (15) равносильно тому, что ).()( 0 zz    

Тогда, как показано в [16], в круге rz   имеет место точная оценка 

 
1

02
( ) ( , ( )),

1

n

n

n r
z R D z

r

−
   

−
 (17) 

где 0 0 ( ),D E=   R – внутренний радиус области 0D  относительно точки ).(z  

В силу свойств внутреннего радиуса области 
2

2

0 0 0

(2 1) (1 )
( , ( )) ( ) (1 ) .

(1 ) ( ( 1) )

a z
R D z z z

z a a z

 −  −
 =   − =

+  + −
 

Известно, что если область симметрична относительно некоторой прямой, не из-
меняется при ее симметризации относительно этой прямой и имеет ограниченный 
максимальный внутренний радиус, то его значение достигается в точке, лежащей на 

этой прямой. Учитывая, что область )(00 ED =  симметрична относительно действи-

тельной оси и отрезок [ 1;1] E−   преобразуется в луч 0( ; ln 2 ] ( ),a E−    имеем  

0 0 0 0max ( , ( )) max ( , ( )).
z r r t r

R D z R D t
 −  

 =   

Обозначим  

0 0

(1 )
( ) ( , ( )) (2 1) , [ , ].

( ( 1) )

t
t R D t a t r r

a a t

−
 =  =  −  −

− −
 

Поскольку ( ) 0 [ , ],t t r r    −  то на ],[ rr−  максимум функции ( )t  достигается 

в точке .rt −=  Следовательно,  

0 0 0 0

1
max ( , ( )) ( , ( )) (2 1) .

( ( 1) )z r

r
R D z R D r a

a a r

+
 =  − =  −

+ −
 

Поскольку ),()( 0 zz    то с учетом разложения )(z  в ряд Тейлора получаем, 

что ( ) ( )nrzrz  0  при любом .10,  rr  Поэтому 

0 0 0

1
max ( , ( )) max ( , ( )) (2 1) .

( ( 1) )n

n

nz r z r

r
R D z R D z a

a a r 

+
   =  −

+ −
 

Поэтому в силу (17) окончательно получаем 
1

2

1
( ) (2 1) ,

1 ( ( 1) )

n n

n n

n r r
z a

r a a r

− +
   − 

− + −
 

что дает (16). Точность оценки (16) проверяется легко. 
Докажем теперь оценку (10). В силу (13) 

2
0

(1 )
( ) ln((1 ) ( )) ( ) ln ,

( 1)

a z
z z f z z

a a z

 +
 = −  =   

− − 
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а это равносильно условию (15). Поэтому на основании леммы при 1=n  получаем 
2

2

( ) 2 (2 1)
( ) ,

( ) (1 )( ( 1) )1

f z z a r
z z z

f z r a a rz

   −
 = − 

 − + −−
 

т.е. оценка (10) доказана. 

Докажем точность оценок (9), (10). 

Действительно, для функций (11) и (12) соответственно в точках ,z r z r= = −  

и irz =  имеем 

0 2

(1 ) 1
( ) ,

( 1) 1

a r
f z

a a r r


 +

 =  
− − − 

   
2

0

2
0

( ) 2 (2 1)
,

( ) (1 )( ( 1) )1

f z z a r
z

f z r a a rz

   −
− = −

 − + −−
 

1 2

(1 ) 1
( ) ,

( 1) 1

a r
f z

a a r r


 −

 =  
+ − +  

 

т.е. оценки (9), (10) улучшить нельзя. Теорема 1 доказана. 

Заметим, что предельный случай оценки (9) при +→a  получен в [7]. При 

1 =  и +→a  класс ( , , )C a   преобразуется в класс ( ) (1, , )С C = +   функ-

ций [12], почти выпуклых порядка γ в направлении мнимой оси. В этом случае из 

теоремы 1 вытекает следующий известный результат. 

Следствие 1. Пусть функция ( ) ( ),f z C   т.е. удовлетворяет условию (5) 

при 1. =  Тогда в круге rz   имеют место точные оценки 

 
2 2

1 1 1 1
( ) ,

1 11 1

r r
f z

r rr r

 
− +   

    
+ −+ −   

 (18) 

 
1 1

( ) 1 ,
2 1

r
f z

r

 + 
 −    −  

 (19) 

 
2

2 2

( ) 2 2
.

( ) 1 1

f z z r
z

f z z r

 
− 

 − −
 (20) 

Оценки (18) и (20) вытекают из оценок (9), (10) при 1 =  и +→a . Оценка (19) 

получается из (18) интегрированием по отрезку от 0 до r.  

Правая оценка в (18) и оценка (19) достигаются для функции 

0

1 1
( ) 1

2 1

z
f z

z

 + 
= −    −  

 в точке ,rz =  оценка (20) достигается для этой же функ-

ции в точке rz −= .  

Левая оценка (19) достигается для функции 
2

0

1
11

1
)(

t

dt

it

it
zf

z

−









−

+
= 



 в точке 

,irz =  что проверяется непосредственным вычислением. 

Следствие 1 получено в [12], а при 1 =  оценка (18) получена в [10], позже, 

как частный случай, в [7]. 

При 0 =  из теоремы 1 получаем оценки в одном из подклассов функций  

с ограниченным вращением. 
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Следствие 2. Пусть функция ( ) (0, , ),f z C a   т.е. удовлетворяет условию  

( )
1

( ) , .f z a a z E −    

Тогда в круге rz   имеют место точные оценки 

 
(1 ) (1 )

( ) ,
( 1) ( 1)

a r a r
f z

a a r a a r

 
   − +

    
+ − − −   

 (21) 

 

 
( ) 2

.
( ) 1

f z r
z

f z r

 


 −
 (22) 

Правая оценка в (21) и оценка (22) достигаются для функции

0
0

(1 )
( )

( 1)

z a t
f z dt

a a t


 +

=   
− − 

 соответственно в точках rz =  и rz −= , а левая оцен-

ка в (21) – для функции 1
0

(1 )
( )

( 1)

z a it
f z dt

a a it


 +

=   
− − 

 в точке .irz =  

При 1 =  =  из теоремы 1 вытекает следствие 3. 

Следствие 3. Пусть функция ),1,,1()( aCzf   т.е. удовлетворяет условию  

2(1 ) ( ) , .z f z a a z E− −    

Тогда в круге rz   имеют место точные оценки 

 
2

(1 )
( ) ,

( ( 1) )(1 )( ( 1) )(1 )

a r a
f z

a a r ra a r r

−
 

− − −+ − +
 (23) 

 
( 1)

( ) ln ,
(1 )

a a r
f z

a r

− −


−
 (24) 

 
( )

2

2

( ) 2 (2 1)
.

( ) (1 ) ( 1)1

f z z a r
z

f z r a a rz

 −
− 

 − + −−
 (25) 

Правая оценка в (23), оценка (24) и оценка (25) достигаются для функции

)1(

)1(
ln)(0

za

zaa
zf

−

−−
=  соответственно в точках rz = , rz =  и rz −= , а левая 

оценка (23) достигаются для функции 
−−−

+
=

z

titaa

dtita
zf

0
21
)1)()1((

)1(
)(  в точке .irz =  

Взаимосвязь (8) классов ( , , )C a   и ( , , )T a   позволяет легко получить 

оценки в классе ( , , )T a  , которые вытекают непосредственно из теоремы 1.  

Теорема 2. Пусть ( ) ( , , )F z T a   . Тогда в круге rz   имеют место точ-

ные оценки 

 
2

(1 )
( ) ,

( 1) 1

a r r
F z

a a r r


 +

  
− − − 

 (26) 
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2

2

( ) 1 (2 1)
,

( ) (1 )( ( 1) )1

F z z a r
z

F z r a a rz

 +   −
− 

− + −−
 (27) 

которые достигаются для функции 

0 2

(1 )
( )

( 1) 1

a z z
F z

a a z z


 +

=  
− − − 

 

в точках rz =  (оценка (26)) и rz −=  (оценка (27)). 
Доказательство. Оценка (26) получается сразу из оценки (9) с учетом соот-

ношения )()( zfzzF = . Учитывая, что в силу данного соотношения  

( ) ( )
1,

( ) ( )

zf z zF z

f z F z

 
= −


 

из оценки (10) получаем оценку (27). Точность оценок проверяется непосред-
ственным расчетом. 

Следствие 4. Если функция ( ) ( ),F z T   то в круге rz   имеют место точ-

ные оценки 

 
2

1
( ) ,

1 1

r r
F z

r r


+ 

  
− − 

 (28) 

 
2

2 2

( ) 1 2
,

( ) 1 1

F z z r
z

F z z r

 + 
− 

− −
 (29) 

 
2

2

( ) 1 2
,

( ) 1

F z r r
z

F z r

 +  +


−
 (30) 

 
2

2 2

1 1 2
'( ) .

1 (1 )

r r r
F z

r r


+ +  + 

  
− − 

 (31) 

Экстремальная функция имеет вид .
11

1
)(

20
z

z

z

z
zF

−









−

+
=



 

Доказательство. При 1, =  +→a  класс ( , , )T a   преобразуется в под-

класс ( ) (1, , )T T = +   класса T типично вещественных функций [13–15]. В силу 

этого непосредственно из теоремы 2 вытекают оценки (28)–(29). Оценка (30) 

непосредственно следует из (29). Поскольку в силу (28) 21
(1 ),

( ) 1

z r
r

F z r


− 

 − 
+ 

то с учетом оценки (30) находим 
2

2

2

1 ( ) 1 2
(1 ) ( ) .

1 ( ) 1

r F z r r
r F z z

r F z r


− +  + 

−   
+ − 

 

Отсюда получается оценка (31). Оценки (28)–(31) достигаются в точке ,rz =  что 

устанавливается непосредственной проверкой. 
При 1 =  следствие 4 дает следующий результат.  

Следствие 5. Если функция )(zF  является типично вещественной в круге E, 

тогда в круге rz   имеют место точные оценки 
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2

( ) ,
(1 )

r
F z

r


−
 (32) 

 
2

2 2

( ) 1 2
,

( ) 1 1

F z z r
z

F z z r

 +
− 

− −
 (33) 

 
( ) 1

,
( ) 1

F z r
z

F z r

 +


−
 (34) 

 
3

1
( ) ,

(1 )

r
F z

r

+
 

−
 (35) 

которые достигаются для функции 
2

0 ( ) / (1 )F z z z= −  в точке .rz =  

Отметим, что оценки (33)–(34) получены в [15], а оценки (32) и (35) вытекают 

из результатов работы [14]. 

 
3. Радиусы выпуклости и звездообразности 

 

С помощью оценки (10) нетрудно найти радиус выпуклости класса ( , , )C a  , 

т.е. наибольшее из чисел ,10,  rr  таких что каждая функция ( ) ( , , )f z C a    

отображает круг rz   на выпуклую область. 

Теорема 3. Радиус выпуклости 0r  класса ( , , )C a   определяется как наи-

меньший положительный корень уравнения 

 
( )

2

2

(2 1) 1
0

(1 ) ( 1) 1

a r r

r a a r r

 − −
− =

− + − + 
 (36) 

и достигается в точке 0irz =  для функции  

0 2
0

(1 )
( )

( 1) 1

z a it dt
f z

a a it t


 +

=   
− − − 

. 

Доказательство. В силу оценки (10) в круге rz   получаем 

( )

2

2

2

2

( ) (2 1) 2
Re min Re

( ) (1 )( ( 1) ) 1

(2 1) 2
.

(1 ) ( 1) 1

z r

f z a r z
z

f z r a a r z

a r r

r a a r r



  − 
 − + =

 − + − −

 − 
= − −

− + − + 

 

В силу условия выпуклости 1
)(

)(
Re −





zf

zf
z  функция )(zf  является выпуклой  

в круге 0rz  , где 0r  – наименьший положительный корень уравнения (36). 

Для экстремальной функции )(0 zf  имеем 

2
0

2
0

( ) (2 1) 2
.

( ) (1 )( ( 1) ) 1

f z a iz z
z

f z iz a a iz z

  − 
= +

 + − − −
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Поэтому в точке 0irz =  получаем 

2
0 0 0

2
0 0 0 0

( ) (2 1) 2 ( )
1 1.

( ) (1 )( ( 1) ) 1 ( )

f z a r r
z

f z r a a r r

  − 
+ = − − +

 − + − + 
 

Следовательно, радиус выпуклости увеличить нельзя. Теорема доказана. 

Теорема 3 при 1, =  +→a  дает радиус выпуклости класса ( ) (1, , ),С С =    

полученный в [12], при 1 =  – в [10], при 0, =  +→a  – радиус выпуклости 

класса  (0, , ) ( ) : arg ( ) / 2, ,С f z f z z E  =     равный 
2

0 1 1,r =  + −  полу-

чен в [17] (следствие 1, случай 1=n ), и при 1 =  дает известный результат [11]  

о радиусе выпуклости 120 −=r  класса функций с ограниченным вращением 

.,0)(Re Ezzf   

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 
0 *( ) ( ) ( ) ,f z S F z zf z S  =   а также соотношение (8), из теоремы 3 получа-

ем радиус звездообразности класса ( , , )T a  . 

Следствие 4. Пусть ( ) ( , , )F z T a   . Тогда функция )(zF  является звездооб-

разной в круге *rz  , где 
*r  – наименьший положительный корень уравнения (36). 

Радиус звездообразности является точным. 

При 1, =  1, =  +→a , учитывая, что TT =+ )1,,1( , следствие 4 дает точ-

ный радиус звездообразности класса типично вещественных функций 

( )* 1
5 1 2( 5 1) ,

2
r = + − +  

ранее найденный независимо друг от друга в работах [15, 18]. 
Кроме того, при 0, =  1, =  +→a  получается точный радиус звездооб-

разности [11] 12* −=r  класса функций AzF )( , удовлетворяющих условию 

.,0)/)(Re( EzzzF    

 

4. Случай функции с пропуском второго члена  

в разложении в степенной ряд 
 

В случае когда функции )(),( zFzf  в разложении в степенной ряд имеют 

пропуски членов, теоремы 1–4 и их следствия можно уточнить. Пусть в разложе-

нии ,...,...)( 2
2 Ezzazazzf n

n ++++=  в ряд Тейлора 02 =a , т.е. 

 
3

3( ) ... ..., .n
nf z z a z a z z E= + + + +   (37) 

Тогда в разложении в степенной ряд функции )()( zfzzF =  второй член тоже 

будет равен нулю. 

Теорема 5. Пусть функция )(zf  разлагается в ряд вида (37) и ( ) ( , , ).f z C a    

Тогда в круге rz   выполняются оценки 

 
2

2 2

(1 ) 1
( ) ,

( 1) 1

a r
f z

a a r r


 +

    − − − 
 (38) 
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2 2

2 2 2

( ) 2 2 (2 1)
,

( ) 1 (1 )( ( 1) )

f z z a r
z

f z z r a a r

   −
− 

 −  − + −
 (39) 

Оценки (38)–(39) точные и достигаются для функции 

 
2

0 2 2
0

(1 )
( )

( 1) 1

z a t dt
f z

a a t t


 +

=    − − − 
 (40) 

соответственно в точках rz =  и .irz =  

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, имеет место подчи-

ненность (13), однако в силу разложения (37) функция 
2( ) (1 ) ( )z z f z = −  будет 

разлагаться в ряд вида 
1

1( ) 1 ...n n
n nz с z a z +

+ = + + +  с .2n  Поэтому из подчи-

ненности (13) следует, что 0( ) ( )nz r z r      при любом ,10,  rr  и, сле-

довательно, 

2
2

2

(1 )
(1 ) ( ) ,

( 1)

a r
z f z

a a r


 +

−     − − 
 

откуда вытекает оценка (38). 

Аналогично, 
2( ) ln((1 ) ( ))z z f z = −  имеет разложение вида ( ) n

nz с z = +  

1
1 ..., 2,n

na z n+
++ +   поэтому с использованием оценки (16) при 2n =  получаем 

неравенство (39). 

Теорема 6. Пусть функция )(zf  разлагается в ряд вида (37) и ( ) ( , , ).f z C a    

Тогда функция )(zf  будет выпуклой в круге rz  , где 0rr =  определяется как 

наименьший положительный корень уравнения 

 
2 2

2 2 2

2 (2 1) 1
0.

(1 ) ( ( 1) ) 1

a r r

r a a r r

 − −
− =

−  + − + 
 (40) 

Радиус выпуклости 0r  является точным и достигается для функции (40) в точ-

ке .irz =  

Доказательство. По аналогии с доказательством теоремы 3 в силу оценки (39) 

получаем 
2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( ) 2 (2 1) 2
Re min Re

( ) (1 )( ( 1) ) 1

2 (2 1) 2
.

(1 )( ( 1) ) 1

z r

f z a r z
z

f z r a a r z

a r r

r a a r r



  − 
 − + =

 − + − −

 − 
= − −

− + − + 

 

В силу условия выпуклости 1
)(

)(
Re −





zf

zf
z  функция )(zf  является выпуклой  

в круге 0rz  , где 0r  – наименьший положительный корень уравнения (41). 

Для функции (40) имеем 
3

0 3( ) .., ( , , ),f z z a z C a= + +     кроме того, 

2 2
0

2 2 2
0

( ) 2 (2 1) 2

( ) (1 )( ( 1) ) 1

f z a z z
z

f z z a a z z

  − 
= +

 − − − + 
, 
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и в точке 0irz =  получаем 

( )

2 2
0 0 0

2 2 2
0 0 0 0

( ) 2 (2 1) 2 ( )
1 1.

( ) (1 )( ( 1) ) 1

f z a r r
z

f z r a a r r

  − 
+ = − − +

 − + − + 
 

Следовательно, радиус выпуклости увеличить нельзя. 

Рассмотрим два частных случая. При 0, =  +→a  из (41) получаем урав-

нение 4 24 1 0,r r+  − =  откуда 

 2
0 4 1 2 .r =  + −   (42) 

Если 1, =  +→a , то (41) преобразуется в уравнение  

6 4 2(4 1) (4 1) 1 0,r r r−  + −  + + =  

которое равносильно уравнению  
4 2 2( 2(2 1) 1)( 1) 0,r r r−  + + + =  

откуда находим  

 0 2 1 2 ( 1) .r =  + −   +  (43) 

Таким образом, доказано 

Следствие 5. Пусть функция ......)( 3
3 ++++= n

nzazazzf  является аналити-

ческой в круге E. Тогда точные радиусы выпуклости классов функций с условием 

arg ( ) / 2f z    или 2arg((1 ) ( )) / 2z f z−    определяются соответственно 

по формулам (42) и (43). 

Для класса функций arg ( ) / 2f z    радиус выпуклости (42) получен в [17] 

(следствие 1, случай 2n = ), а для класса функций 2arg((1 ) ( )) / 2z f z−    ра-

диус выпуклости (43) получен в [12].   

Заметим, что разложение ...,...)( 3
3 ++++= n

n zazazzf  в частности, будет 

иметь место, если функция )(zf  является нечетной. В этом случае 

...)( 5
5

3
3 +++= zazazzf  

 

Заключение 

 

В работе введены два взаимосвязанных друг с другом класса аналитических  

в единичном круге E функций.  

Первый из них является подклассом класса почти выпуклых порядка γ функ-

ций и обобщает классы функций с ограниченным вращением и функций, выпук-

лых в направлении мнимой оси. Второй из классов обобщает класс типично ве-

щественных функций и функций, для которых .0/)(Re zzF  На основе метода 

подчиненности в данных классах функций получены теоремы искажения и 

найдены радиусы выпуклости (звездообразности). Все результаты являются точ-

ными и дают обобщения целого ряда ранее известных результатов. Дополни-

тельно рассмотрен случай, когда разложение функций этих классов в степенной 

ряд имеет пропуск второго члена. 
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прерывной регрессии с негауссовским шумом Леви малой интенсивности. Задача 
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1. Introduction 

In this paper, we consider a non-Gaussian Lévy regression model in continuous 

time, introduced in [1], i.e., 

 ( )t tdy S t dt d= +   , 0 1t  , (1.1) 

where ( )S   is a nonrandom unknown  0,1 →  function from  2 0,1 , ( )
0 1t t 

  is an 

unobserved noise defined through a Lévy process and 0   is the noise intensity. We 

study the estimation problem for this model in nonparametric setting, i.e., we assume that 

 
1

( ) ( )j j

j

S t t


=

=   , 0 1t  , (1.2) 

where the Fourier coefficients 
1( )j j  belong to some set Θ defined later and 

1( )j j  is 

an orthonormal basis in  2 0,1 , i.e., for any , 1i j   

 ( )  

1

0

, ( ) ( )i j i j i j
t t dt


  =   = 1 . (1.3) 

The problem is to develop efficient estimation methods for the regression function 

S, as 0 → , based on the discrete observations   

 0( )
lt l ny    and 

l

l
t

n
= , (1.4) 

where the number of observations n is a function of the parameter ε, i.e., n n= , such 

that 2( )n O −

 =   as 0 → . The condition 0 →  means that the signal/noise ratio goes 

to infinity. Note that, if ( )
0 1t t 

  is a Brownian motion, then we obtain a “signal+white 
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noise” model which is very popular in statistical radio-physics (see, for example, [2–4] 

and the references therein). 
We assume that the stochastic component in the model (1.1) is given by a Lévy pro-

cess with jumps. The reasons for the appearance of pulse noises in stochastic dynamic 
systems can be, for example, a sudden change in environmental conditions like the 
emergence of epidemics in sociological systems, crisis phenomena in economic systems, 
all kinds of failures and disruptions in the functioning of technical systems, etc. Note 
that the pulse noises for the continuous time regression models have been introduced in 
[5–7] on the basis of the compound Poisson processes for parametric regression models, 
and in [8, 9] such noises are used for nonparametric signal estimation problems. Later, 
to include all possible impulse noises, in the observation model (1.1) in [1] it is pro-

posed to use general non-Gaussian Lévy processes ( )
0 1t t 

  whose distribution Q is un-

known and belongs to the distribution family *Q
 defined in the next section. For these 

reasons, in this paper, to study the quality of estimation, we use the robust risk 

 
*

* ˆ ˆ( , ) sup ( , )Q
Q Q

R S S R S S





= , (1.5) 

where Ŝ  is an estimator (i.e., any measurable function of 0( )
lt l ny   ), 

 
2

ˆ ˆ( , ) :Q QR S S S S= −E  and 
1

2 2

0

( )S S t dt=  . (1.6) 

Here 
QE  stands the expectation with respect to distribution Q. We consider the 

minimax estimation problem, i.e., our main goal is to minimize the maximal value risk 

(1.5) over all possible estimation procedures Ŝ , i.e., 
*

ˆ

ˆsup ( , ) min
SS

R S S


→  as 0 → . 

To this end we use the exact lower bounds obtained in [10] for the nonparametric 

estimation problems on the basis of the complete data 0 1( )t ty   . It should be noted 

that in [10] the first time it was constructed super-efficient nonparametric estimation 
procedures, i.e., estimators for which the minimax convergence rate coincides with the 
parametric one up to a logarithmically increasing coefficient. In this paper, we show 
that the same lower bounds provide the super efficiency properties on the discrete ob-
servations (1.4) in the robust estimation setting. 

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2 we give the main condi-
tions which will be assumed for the model (1.1). In Section 3 we construct the estima-
tor. In Section 4 we state our main results on the adaptive efficiency. Section 5 contains 
the main proofs. Section 6 contains all necessary auxiliary results. 

 
2. Main conditions 

 

Let the unknown function S in (1.1) belong to the ellipse in  2 0,1  defined as 

   2

2

1

0,1 : j j

j

S a r


=

 
 =    

 
 , (2.1) 

where 2 j

ja e
=  with fixed constants 0 1    and 0  . For this set we need the 

following condition. 
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A1) S   there exists continuous derivate S  such that sup
S

S


  . 

To estimate unknown function S in (1.1) we use its Fourier expansion on the time 

grid  1,..., nt t  defined in (1.4) for which we use empiric inner product and the norm in 

n  defined as  

( )
1

1
,

n

j jn
j

x y x y
n =

=   and 
2

( , )nn
x x x= . 

As to the basis in (1.2) we assume that the first n functions 
1( )j j n   are orthonor-

mal with respect to this product, i.e., 

  
1

1
( , ) ( ) ( )

n

i j n i l j l i j
l

t t
n

=
=

  =   = 1 . (2.2) 

For example, one can take spline basis defined in [11] or the trigonometric basis 

1( )j jTr 
 with 1 1Tr   and for 2j   

 
cos(2 [ / 2] )  for even ,

( ) 2
sin(2 [ / 2] )  for odd ,

j

j x j
Tr x

j x j


= 


 (2.3) 

where [x] denotes the integer part of x. Note, that if n is odd, then the trigonometric 

basis possesses the orthonormality property (2.2). In this case we set 22[ ] 1n −=  + . 

Now, for any  1,..., nt t t , we represent function S as  

 ,

1

( ) ( )
n

j n j

j

S t t
=

=    and 
, ( , )j n j nS =  . (2.4) 

A2) For any 0  , the coefficients 
, 1( )j n j n   satisfy the following inequalities  

 
,

1
11

sup max sup
j n j

j nn S

q n
j  

 −
=    (2.5) 

and 

 2 2 2

2 ,
1

sup sup (1 )
n

j n j
N n S j N j N

q n
   = 

 
=  − +     

 
  . (2.6) 

Now we set 

 

1

, , 1

1

( ) ( )( ( ) ( ))
l

l

tn

j n j n j l l

l t

S t S u S t du

−

−

=

 =  =  −  . (2.7) 

A3) The vector ( )
1n j n 

  is uniformly bounded in n , i.e. 

 2 2

3 ,
1 1

sup sup
n

j n
n S j

q n
  =

=    . (2.8) 

Remark 2.1. Note that one can check directly that for the trigonometric basis (2.3) 

for all functions S from Θ and for any 1k   there exists the continuous derivative of 

order k such that 
2

( )sup k

S

S


  . Therefore, Lemmas A.4–A.6 from [9] imply that the 

conditions A2) – A3) hold for the trigonometric basis. 
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Furthermore, as to the noise process ( )
0 1t t 

  similar to [1] we set 

 1 2t t tw z =  +  and ( )t tz x=   − , (2.9) 

where 1  and 2  are some unknown constants, ( )
0 1t t

w
 

 is a standard Brownian mo-

tion, “*” denotes the stochastic integral with respect to the compensated jump measure 

(see, for example, in [12], Chapter 3), ( )ds dx  is a jump measure with deterministic 

compensator ( ) ( )ds dx ds dx −  , and ( )   is the unknown Lévy measure such that 

 2( ) 1x =  and 4( )x   , (2.10) 

where 
\{0}

(| | ) | | ( )m mz z dz =  . Note that the measure ( \{0})  could be equal  

to + . In the sequel we will denote by Q  the distribution of the process ( )
0 1t t 

  and 

by *Q
 the family of such distributions in the Skorokhod space [0,1]D  for which 

 

       and 2 2 *

1 2 +    (2.11) 

where the unknown bounds *

*0      can be functions of ε, i.e., * * ( ) =    and 

* * ( ) =   , such that for any 0   

 *
0

liminf ln ( ) 0


→
     and *

0
liminf ln ( )

−

→
     . (2.12) 

In this case the expectation 
2 2 2

1 2( ) ( )( )Q t s t s −  =  − −E  for any 0 1s t    and, 

therefore, in view of the property (2.11) 

 
2 *sup ( ) ( )Q t s

Q Q

t s


 −    −E . (2.13) 

The bounds *

*    may be any positive fixed constants. 

 

3. Estimation procedure 

 

In this paper, as in [13], to estimate the function S, we use discrete Fourier expan-

sion (2.4) in which we estimate the coefficients ( ), 1k n k n 
  through the least squares 

estimation method, i.e., 

 
1

ˆ ( )
j

n

k k j t

j

t y
=

 =   . (3.1)  

Using here the model (1.1), we obtain 

 , ,
ˆ

k k n k n k =  + +  , (3.2) 

where 
1

( )
j

n

k k j t

j

t
=

 =   . The orthonormality property (2.2) implies 

2 2

1

( )
j

n

Q k k j Q t

j

t
=

 =  E E , 

and, therefore, in view of the bounds (2.13) 

 
2 *

1

sup sup Q k
k n Q Q  

  E . (3.3) 
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Now, using the weighted least squares estimate from [10], we estimate the function S by 

 
*

1

ˆ( ) ( )
n

k k k

k

S t t

=

=    ,  *

( )

1
(1 )n k

k k n
e

 − −

 
 = − 1  (3.4) 

and 

  2 2

* max 1 : ( )ln l n e g l r
 −=     , (3.5) 

where ( )
1

( ) ( )

1

( ) 1
l

l j l j

j

g l e e
   

−
− − − −

=

= − . 

 

4. Main results 

 

First, we study the upper bound for the robust risk (1.5) corresponding to the esti-

mation procedure (3.4). 

Theorem 4.1. Assume that the conditions A1)–A3) hold. Then 

 * * 1/

0

limsup sup ( , )
S

R S S − 

  
→ 

   , (4.1) 

where the rate 
1/2 ln
− −

 =    and * =   . 

Now, to compare with other estimators we need to introduce the class of possible 

estimators, i.e., let Ξ be the set of all estimators Ŝ  measurable with respect to the -

field generated by the observation (1.1), i.e.,  ,0
lt

y l n   . 

Theorem 4.2. The robust risk (1.5) admits the following lower bound 

 
* 1/

ˆ0

ˆliminf inf sup ( , )
S S

R S S − 

 
→  

   . (4.2) 

These theorems imply the following efficient property. 

Theorem 4.3. The estimate (3.4) is asymptotically efficient, i.e., 

 

*

ˆ

* *0

ˆinf sup ( , )

lim 1
sup ( , )

S S

S

R S S

R S S




 

→
 



=  (4.3) 

and, moreover, 

 * * 1/

0
lim sup ( , )

S

R S S − 

  
→ 

 =  . (4.4) 

Remark 4.1. For the model (1.1) the optimal convergence rate for parametric 

problems is 
2 , here we obtained 

1/2 ln


  , i.e., almost parametric convergence rate up 

to the logarithmically increasing coefficient 
1/

ln


 . The same effect was found in [10] 

for the case of continuous observations. For this reason, the estimation procedure (3.4) 

is called super-efficient. 

 

5. Proofs 

 

5.1. Proof of Theorem 4.1. First note, that from (2.4), (3.2), and (3.3) one can de-

duce directly that 
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2
* 2 2 2

1

n

Q j Q j nn
j

S S U

=

− =    +E E , 

where 2

, , ,

1

( )
n

n j j n j n j j n

j

U
=

=   − +   . Moreover, in view of the bound (3.3), we obtain 

 
2

* 2 2

1

sup
n

Q j nn
Q Q j

S S U



 =

− =   +E . (5.1) 

As to the last term, here note that for any 0 1    

 1 2

,

1

(1 ) (1 )
n

n n j n

j

U T −

=

 +  + +   , (5.2) 

where 2 2

,

1

(1 )
n

n j j n

j

T
=

= −    for which from (3.4) it follows that 

*

*

2 2 2

, , 1, 2,

1 1

(1 ) :
n n

n j j n j n n n

j j n

T T T
= = +

= −   +  = +  . 

Note here that for any 0   
2 2 1 2

, ,(1 ) (1 )( )j n j j n j

−  +   + +   − . 

In view of the condition (2.5), we obtain for any 0 1    

* *

2 2 1 2 2

1, , 1

1 1

(1 ) (1 ) (1 )
n n

n j j n

j j

T q n j− −

= =

 +  −   + +   

*

2 2 1 3 2

, 1 *

1

(1 ) (1 ) (1 )
n

j j n

j

q n n− −

=

 +  −   + +  . 

Through the condition (2.6) we have 

*

2 1 2

2, 2

1

(1 ) (1 )n j

j n

T q n− −

 +

 +   + +   

and, we obtain 
* 1 3 2

1 * 2(1 ) (1 )( )n nT T q n q n− − + + +  + , 

where the first term * 2 2

1

(1 )n j j

j

T


= −   . To study the last term in (5.2), note that the 

condition (2.8) implies 

2 2

, 3

1

sup
n

j n
S j

q n−

 =

  . 

From Lemma 6.2 
*

0 0

limsup sup limsup supn n
S S

U T 
→  → 

   . 

To estimate the term *

nT , we apply the definition in (3.4). Then, it can be estimated as  

*

* ** * *

* 2 2 2

1 1

1 1
n

n j j j j j

j j n j nn n n

r
T a a

a a a=  + 

=  +       . 

From the definition of *n  in (3.5) it follows that  

*

2

1 */ ( 1)na r g n−

+   +  and *

*

1* 2

*( 1)
n

n

n

a
T g n

a

+
  + . 
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Taking into account here that 
* *1

0
lim / 1n na a+
→

= and using the last property in (6.2), we 

obtain that for any 0      
*

2 1
0 *

limsup nT

n −
→

 


. 

Therefore, the first property in (2.12) and Lemma 6.2 imply 
*

0
lim 0nT
→

 = . 

Using the property (6.3) and Lemma 6.2 in the upper bound (5.1), we obtain that  
2

* 1/

0

limsup sup sup Q n
S Q Q

S S


− 

 
→  

 −  E . 

Now Condition A1)  and Lemma 6.3 imply the upper bound (4.1).  

5.2. Proof of Theorem 4.2. First of all, note that  

0

2
* *ˆ( , ) QR S S S S  −E , 

where 0Q  is the distribution of the noise ( )
0 1t t 

  in (1.1) with *

1 =   and 2 0 = , 

i.e., under the distribution 0Q  we obtain the “signal+white noise” model, i.e., 

( )t tdy S t dt dw= +   with the small parameter * =   . So, Theorem 1 and Theorem 5 

from [10] imply immediately the lower bound (4.2).  

 

6. Auxiliary results 

 

Lemma 6.1. The function g(n) defined in (3.5) satisfies the following properties  

 1liminf ( ) 0
n

n g n− +

→
 , (6.1) 

for any 0      

 1limsup ( )
n

n g n− +

→

  . (6.2) 

Moreover, for the weight (3.4) 

 2

1

1
lim 1

n

j
n

jn→
=

 = . (6.3) 

Proof. Setting ( )j n n j  = − −  we can represent g as 

( ) ( )
1

1 1

( ) 1 1j j j j

n m

j j

g n e e e e
−

− − − −

= =

= −  −  , 

where 1[ ]m n −= . For 
1/2n   and 1 j m   through the Taylor expansion one can 

obtain that  
2

1 1 2 1
1j

j j j j

n n n n− − − −
     +   + . 

Moreover, taking into account that 
1 2m n m−  , we obtain that 

2

1

( ) 1
j jm

m m

j

g n e e e


− −
−

=

 
 − 

 
  

and, therefore,  
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1

2

0

( )
liminf 1 0

u
u

n

g n
e e e du

m


−

− −

→

 
 −  

 
 . 

This implies the lower bound (6.1). Moreover, note also that for any 0 1    

 
( ) (1 )

1

( ) (1 ) 1 (1 ) 1

n

n j n

j

g n n e n ne
   



− − − −

=

 − + +  − + + . 

Choosing 1 n− = −  with 0      and noting through Taylor expansion that 

1 n −−   , as n → , we obtain the upper bound (6.2). Moreover, from this 

through the definition of weights 
j  immediately follows the property (6.3).  

Lemma 6.2. The function *n  defined in (3.4) satisfies the following limit property 

1/*

1/
lim

ln

n − 

→
= 


. 

Proof. First note that *n →  as 0 → . Moreover, from (3.5) and (6.1) it follows 

that for a sufficiently small ε 
2

*2 lnn r −    and 2

* *2 ( 1) ln ( 1) lnn g n r − + + +   . 

From here we can deduce immediately that 
1/ 1/

* / lnn
  →   as 0 → . Using here 

the bounds (2.12), we obtain this lemma.  

Lemma 6.3. Let : [0,1]f →  be an absolutely continuous function with square  

integrable derivative f , i.e., f    and : [0,1]g →  be a piecewise constant func-

tion of the form 
1( , )

1

( ) ( )
j j

n

j t

j

g t c t
− 

=

=  , where 
jc  are some constants. Then, for any 

0   the function f g = −  satisfies the following inequality 

2

2 2 1

2
(1 ) (1 )

n

f

n

−  +   + +  . 
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Хорошие кольца формальных матриц  

над кольцами вычетов 
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Аннотация. Пусть p – простое число, m, n – натуральные и m  n  0. Кольцо  

формальных матриц 
m n

n n

p p

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
, изоморфное кольцу эндоморфизмов 

E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)), может представлять интерес в шифровании данных. Мы по-

кажем, что кольцо E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)), m  n, является 2-хорошим и 2-ниль-

хорошим при p > 2 и не является хорошим при p = 2 и m > n. 

Ключевые слова: кольцо, хорошее кольцо, кольцо контекста Мориты, кольцо  

эндоморфизмов абелевой группы 
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Good formal matrix rings over residue class rings 
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Abstract. For an arbitrary prime p ring E((Z/p2Z)  (Z/pZ)) is a semilocal ring with  

p5 elements that cannot be embedded in any matrix ring over commutative ring. In a more 

general case – a ring E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)), m  n, is isomorphic to a formal matrix ring 
m n

n n

p p

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z
.

Z/ Z Z/ Z
 There are cryptographic systems based on the arithmetic of 

E((Z/p2Z)  (Z/pZ)). We show that ring E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) is 2-good and 2-nil-good 

for p > 2 and not good for p = 2 and m > n. 

Theorem 3.3. Let p be a prime and p > 2, m ≥ n, then E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) is a 2-good ring. 

What if p = 2? In case of m = n, we have E((Z/2nZ)  (Z/2nZ)) = M(2, Z/2nZ) which is  

2-good.  
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Theorem 3.5. Let m  n, then for a matrix 

2 2
(( / 2 ) ( / 2 ))

2 2

m n

m m

n n

a b
A E

c d

 + +
=   

+ + 

Z Z
Z Z Z Z

Z Z
, 

a, b, c, d  Z, the following statements are true: 

1) Matrix A is 2-good if a and d are even;  

2) Matrix A is 3-good if a and d are odd; 

3) Matrix A is not good if a and d are numbers of different parity. 

Thus, formal matrix ring E((Z/2mZ)  (Z/2nZ)), m  n, is not good. 

Keywords: ring, good ring, Morita context ring, endomorphism ring of abelian group 
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Введение 

 

Далее все кольца – ассоциативные с единицей, E(A) – кольцо эндоморфизмов 

абелевой группы А, U(R) – группа обратимых элементов кольца R, Z – кольцо  

(и группа) целых чисел, Z/pnZ – кольцо (и группа) вычетов по модулю pn, ■ – ко-

нец доказательства или его отсутствие. 

Бергман [1] доказал, что если p – простое число, то E((Z/p2Z)  (Z/pZ)) – полу-

локальное кольцо мощности p5, которое не может быть вложено в кольцо матриц 

ни над каким коммутативным кольцом. Климент, Наварро и Тортоса [2] показали, 

что E((Z/p2Z)  (Z/pZ)) изоморфно некоторому кольцу матриц второго порядка  

с элементами из Z/pZ, pZ/p2Z и Z/p2Z (фактически получив кольцо формальных 

матриц). Они изучили арифметику этого кольца, описали группу его обратимых 

элементов, его центр. Далее ими была построена криптографическая система, 

основывающаяся на арифметике E((Z/p2Z)  (Z/pZ)) [2–4]. Крылов и Туганба-

ев [5, 6] рассмотрели более общий случай – E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)), m  n. Такое 

кольцо эндоморфизмов изоморфно кольцу формальных матриц 
m n

n n

p p

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z
.

Z/ Z Z/ Z
 

В [7] Крылов вводит понятие определителя формальной матрицы второго поряд-

ка в общем случае и над кольцами вычетов, а также приводит некоторые свой-

ства определителей формальных матриц. В своей недавней работе Степанова и 

Тимошенко [8] нашли необходимые и достаточные условия обратимости элемен-

тов E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)), m  n, а также формулы для построения обратной фор-

мальной матрицы. 

Классический объект в математике – M(n, R) – кольцо всех матриц порядка n 

над некоторым кольцом R. В последнее время внимание специалистов привлекают 

кольца формальных матриц, или, как еще говорят, кольца обобщенных матриц, 

или кольца контекста Мориты. Понятия формальной матрицы и кольца формаль-

ных матриц проистекают из работ японского математика Киити Мориты [9]. Де-

тальный обзор истории изучения контекста Мориты можно найти в [10]. 
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Напомним, кольцом контекста Мориты, или кольцом формальных (обоб-

щенных) матриц второго порядка, мы называем кольцо матриц вида  

, , ,
   

=      
   

R S S R

r m
K r R m M n N s S

n s
, 

где R и S – кольца, RMS – R-S-бимодуль, SNR – S-R-бимодуль, : SM N R  →  и 

: RN M S  →  – бимодульные гомоморфизмы, с поэлементным сложением и 

умножением вида 
' ' ' ( ') ' '

' ' ' ' ( ') '

r m r m rr m n rm ms

n s n s nr sn n m ss

+  +     
 =     

+   +     
, причем 

должны выполняться равенства ассоциативности ( ) ' ( ')m n m m n m   =    и 

( ) ' ( ')n m n n m n   =    для всех , ' , , ' m m M n n N . Часто кольцо K обозна-

чают как 
 

=  
 

R M
K

N S
. 

Естественным образом можно ввести в рассмотрение формальные матрицы 

порядка n  2. Изучению произвольных колец формальных матриц посвящено 

множество работ (см., напр.: [5–16]).  

 

1. О строении кольца E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) 

 

Пусть p – простое число. Рассмотрим произвольную конечную p-группу H 

ранга 2. Всегда можно подобрать группу вида ((Z/pmZ)  (Z/pnZ),+), где m  n  0, 

так, что она будет изоморфна группе H. 

Как устроено кольцо эндоморфизмов E((Z/pmZ)  (Z/pnZ))?  

Знаем, что если G – абелева группа и G = A  B для каких-то подгрупп A и B, то  

Hom

Hom

E A B A
E A B

A B E B

 
   

 

( ) ( , )
( )

( , ) ( )
, 

где справа имеем кольцо формальных матриц. В качестве произведения гомо-

морфизмов γ  Hom(B, A), δ  Hom(A, B) берем их композицию γδ  E(A). Анало-

гично δγ  E(B). 

Возвращаясь к нашему случаю, ((Z/pmZ)  (Z/pnZ),+) – абелева группа, тогда  

Hom

Hom

m n m

m n

m n n

E p p p
E p p

p p E p

 
   

 

(Z/ Z) (Z/ Z,Z/ Z)
((Z/ Z) (Z/ Z))

(Z/ Z,Z/ Z) (Z/ Z)
. 

Общеизвестны следующие факты. Пусть m  n  0, тогда 

1. Группа Hom(Z/pmZ, Z/pnZ) изоморфна группе Z/pnZ. 

2. Группа Hom(Z/pnZ, Z/pmZ) изоморфна группе Z/pnZ. 

3. Кольцо E(Z/pmZ) изоморфно кольцу Z/pmZ. 

Таким образом, получаем, что  

Hom

Hom

m n m

m n

m n n

m n

n n

E p p p
E p p

p p E p

p p

p p

 
   

 

 
  
 

(Z/ Z) (Z/ Z,Z/ Z)
((Z/ Z) (Z/ Z))

(Z/ Z,Z/ Z) (Z/ Z)

Z/ Z Z/ Z
.

Z/ Z Z/ Z
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То есть всякому эндоморфизму  группы Z/pmZ  Z/pnZ соответствует един-

ственная формальная матрица 
m n

n n

a p b p
A

c p d p

 + +
=  

+ + 

Z Z

Z Z
, a, b, c, d  Z, такая что 

для всяких z1, z2  Z выполнено  

1 1 2

2 1 2

θ
m m n m

n n

z p az p bz p

z p cz dz p

−   + + +
=   

+ + +   

Z Z

Z Z
, 

здесь элементы группы Z/pmZ  Z/pnZ записаны в столбец. 

Как устроена композиция эндоморфизмов группы Z/pmZ  Z/pnZ? Пусть эн-

доморфизмам  и ′ соответствуют формальные матрицы  
m n

n n

a p b p
A

c p d p

 + +
=  

+ + 

Z Z

Z Z
 и 

m n

n n

a p b p
A

c p d p

  + +
 =  

 + + 

Z Z

Z Z
, a, b, c, d, a′, b′, c′, d′  Z.  

Тогда 

1 1 2

2 1 2

1 2

1 2

(θθ ) θ

( ) ( )
.

( ) ( )

m m n m

n n

m n m n m

m n n

z p a z p b z p

z p c z d z p

aa p bc z p ab bd z p

ca dc z p cb dd z p

−

− −

−

   + + +
= = 

 


 
 

+ + +   

    + + + +
=  

   + + + + 

Z Z

Z Z

Z

Z

 

Итак, 
m n m n

n n n n

m n m n

n m n n

a p b p a p b p
A A

c p d p c p d p

aa p bc p ab bd p

ca dc p p cb dd p

−

−

    + + + +
 =  =   

 + + + +   

    + + + +
=  

   + + + + 

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z

Z Z

 

для матриц A и A′. То есть (( ( ' ) 'n n m n mb p c p p bc p− +  + = +Z) Z) Z  и 

(( ) ( ' )) 'n n m n nc p b p p cb p− +  + = +Z Z Z  для любых b, c, b′, c′  Z. 

Таким образом, далее можем не делать различий, в алгебраическом смысле, 

между эндоморфизмами из кольца E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) и формальными матри-

цами из кольца 
m n

n n

p p

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
. 

 

2. Обратимые элементы в E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) 

 

Степановой и Тимошенко [8] был получен полный ответ на вопрос о том, ко-

гда формальная матрица из кольца E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)), m  n  0, будет обрати-

мой. Также они смогли получить формулы для построения обратной матрицы. 

Представляется, что ключевым моментом здесь стало то, что они воспользова-

лись очень удачным обобщением понятия определителя на случай матриц из 

E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) из работы Крылова [7]. 

Иногда удается ввести аналог понятия определителя для некоторых колец 

формальных матриц, например для колец формальных матриц над коммутатив-

ным кольцом. Пусть R – кольцо. Рассмотрим кольцо формальных матриц второго 



Математика / Mathematics 

36 

порядка 
R R

s

R R

R R
K

R R

 
=  
 

 с бимодульными гомоморфизмами , : RR R R   →

, φ( )x y sxy = , ψ( )x y sxy =  для некоторого центрального элемента s кольца 

R. Кольцо вида Ks называется кольцом формальных матриц над данным кольцом, 

или кольцом формальных матриц со значениями в данном кольце, элемент s  R 

называется множителем кольца Ks. Впервые такие кольца появились в работе 

Крылова [13]. Вообще, каждый центральный элемент s  R определяет свое кольцо 

формальных матриц Ks. Иногда кольцо Ks обозначают как M(2, R, s). В [5] авто-

рами было введено понятие определителя для формальных матриц со значениями 

в коммутативном кольце.  

Определение 2.1 [5]. Пусть R – коммутативное кольцо, (2, , ).
a b

A M R s
c d

 
=  
 

 

Определителем матрицы A назовем элемент d(A) = ad – s(bc) кольца R. 

Также в [5] получен следующий важный результат, связывающий обрати-

мость формальной матрицы A с обратимостью ее определителя. 

Теорема 2.2 [5]. Матрица A  M(2, R, s) обратима тогда и только тогда, когда 

элемент d(A) обратим в R. ■ 

Вернемся к кольцам формальных матриц над кольцами вычетов. Крылов в [7] 

дает следующее определение.  

Определение 2.3 [7]. Пусть 

m n

n n

p p
A

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
, m  n, и 















++

++
=

ZZ

ZZ
nn

nm

pdpc

pbpa
A , 

a, b, c, d  Z. Определителем формальной матрицы A назовем элемент |A| = ad – 

– pm–nbc + pnZ кольца Z/pnZ. 

Предложение 2.4 [7]. Для любых A, A'  
m n

n n

p p

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
, m  n, выполне-

но |AA' | = |A|  |A' |. ■ 

Конечно, напрашиваются вопросы: каковы условия обратимости формальной 

матрицы над кольцами вычетов, есть ли связь с обратимостью ее определителя, 

можно ли получить формулу построения обратной матрицы? В [8] Степанова и 

Тимошенко дают полный ответ на эти вопросы.  

Если m = n, то E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) изоморфно кольцу матриц M(2, Z/pnZ), и 

тогда операция умножения и определитель в E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) совпадают с при-

вычными. Также и вопрос об обратимости матриц решается стандартным образом, 

а именно: матрица A = (aij)  M(l, Z/pnZ) обратима в M(l, Z/pnZ) тогда и только 

тогда, когда ее определитель det A обратим в кольце Z/pnZ. Если это условие вы-

полнено, то обратная к A матрица имеет вид: A–1 = (det A)–1  A*, где A* – союзная 

матрица к матрице A. Заметим, здесь через det A обозначен обычный определи-

тель матрицы A. 

Таким образом, остается рассмотреть случай m  n. 

Теорема 2.5 [8]. Пусть m  n  0. Для матрицы 














++

++
=

ZZ

ZZ
nn

nm

pdpc

pbpa
A , 

a, b, c, d  Z, равносильны следующие условия: 
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1. Числа a и d не делятся на p. 

2. Элемент |A| обратим в кольце Z/pnZ. 

3. Матрица A обратима слева в кольце E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)). 

4. Матрица A обратима справа в кольце E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)). 

5. Матрица A обратима в кольце E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)). 

Если эти условия выполнены, то матрица A–1 находится по формуле 

1 (1 )m n m n

n n

W p bcF p bF p
A

cF p aF p

−

−
 + + − +

=  
− + + 

Z Z

Z Z
, 

где F + pnZ = |A|–1  Z/pnZ и W + pmZ = (a + pmZ)–1  Z/pmZ. ■ 

Замечание 2.6. ((Z/pmZ)  (Z/pnZ),+) – абелева группа порядка pm+n, а ее коль-

цо эндоморфизмов имеет мощность, равную pm+3n.  

Из теоремы 2.5 вытекает следующий факт.  

Следствие 2.7. Пусть m  n  0. Тогда мощность группы обратимых элемен-

тов кольца E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) равна pm+3n–2(p–1)2. ■ 

 

3. О некоторых свойствах кольца формальных матриц E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) 

 

Большой интерес в теории колец представляют так называемые аддитивные 

задачи в кольцах – условия, при которых отдельные элементы колец представля-

ются в виде сумм обратимых элементов, нильпотентов, идемпотентов (часто та-

кие элементы обобщенно называют специальными элементами колец), или кольца 

целиком аддитивно порождаются множествами специальных элементов. Подроб-

нее об аддитивных задачах в кольцах можно прочитать, например, в [15–19]. 

Определение 3.1. Пусть k – натуральное число, k ≥ 2, R – кольцо. Элемент 

кольца R называется k-хорошим, если его можно записать в виде суммы k обра-

тимых элементов кольца R. Кольцо R называется k-хорошим, если каждый его 

элемент является k-хорошим. Если кольцо R не является k-хорошим ни для како-

го k , но все элементы k-хорошие для разных k, то будем говорить, что R яв-

ляется ω-хорошим. Если элемент кольца R невозможно представить в виде ко-

нечной суммы обратимых элементов, то говорим, что такой элемент не является 

хорошим и все кольцо R не является хорошим.  

Лемма 3.2. Пусть n – натуральное, p – простое. При p > 2 кольцо Z/pnZ явля-

ется 2-хорошим, кольцо Z/2nZ является ω-хорошим.  

Доказательство. Пусть p > 2, а – целое число. Тогда можем записать a + pnZ = 

= (а – 1) + pnZ + 1 + pnZ или a + pnZ = (а – 2) + pnZ + 2 + pnZ. И 1 + pnZ, и 2 + pnZ 

обратимы в Z/pnZ, поскольку числа 1 и 2 взаимно просты с p. Вместе с тем либо  

а – 1, либо а – 2 взаимно просты с p, а значит, хотя бы один из двух классов вы-

четов (а – 1) + pnZ и (а – 2) + pnZ обратим в Z/pnZ. Итак, a + pnZ является  

2-хорошим элементом, а Z/pnZ – 2-хорошим кольцом. 

Теперь пусть p = 2. Элемент a + 2nZ в Z/2nZ обратим тогда и только тогда, ко-

гда a – нечетное число. Очевидно, что для записи четного числа нужно четное 

количество нечетных слагаемых, а для записи нечетного – нечетное. Таким обра-

зом, Z/2nZ – ω-хорошее кольцо. ■ 

Теорема 3.3. Пусть p – простое и p > 2, m ≥ n, тогда E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) –  

2-хорошее кольцо. 
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Доказательство. Пусть A  E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) и 














++

++
=

ZZ

ZZ
nn

nm

pdpc

pbpa
A , 

a, b, c, d  Z. Тогда, учитывая лемму 3.2, можем записать матрицу A в виде сле-

дующей суммы: 

1 2

1 2

0

0

m n m nm n

n n n nn n

a p b p a p pa p b p
A B C

p d p c p d pc p d p

     + + + ++ +
= = + = +    

+ + + ++ +     

Z Z Z ZZ Z

Z Z Z ZZ Z
, 

где a1 + pmZ, a2 + pmZ  U(Z/pmZ) и d1 + pnZ, d2 + pnZ  U(Z/pnZ). Несложно про-

верить, что матрицы B и C обратимы в кольце 
m n

n n

p p

p p

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
 как в случае  

m = n, так и в случае m  n (по теореме 2.5). Таким образом, при p > 2 кольцо 

E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) – 2-хорошее. ■ 

Отдельная проблема – случай p = 2. Вообще, все классы вычетов a + 2nZ из 

Z/2nZ можем условно разделить на «четные» и «нечетные», по четности их пред-

ставителей a. Конечно, обратимыми в Z/2nZ будут «нечетные», а необратимыми – 

«четные». При m = n, как отмечалось выше, мы имеем привычное кольцо матриц 

M(2, Z/2nZ), – здесь матрица будет обратима тогда и только тогда, когда ее опре-

делитель «нечетен» (см. рассуждения перед теоремой 2.5). 

Лемма 3.4. M(2, Z/2nZ), n  0, – 2-хорошее кольцо.  

Доказательство. Пусть p = 2. Далее в этом доказательстве будем обозначать 

все «четные» элементы Z/2nZ как «ev», а «нечетные» – как «od». Рассмотрим все 

возможные матрицы из M(2, Z/2nZ) и покажем, что они 2-хорошие. 

1) 
1 1 0

0 1 1

ev ev ev ev

ev ev ev ev

−     
= +     

−     
,  

2) 
1 0 1

1 0 1

od ev od ev

ev ev ev ev

−     
= +     

−     
, 

3) 
1 1 0

0 1 1

ev od ev od

ev ev ev ev

−     
= +     

−     
,  

4) 
1 0 1

1 0 1

ev ev ev ev

od ev od ev

−     
= +     

−     
, 

5) 
0 1 1

1 1 0

ev ev ev ev

ev od ev od

−     
= +     

−     
,  

6) 
0 0

1 1 1 1

od od od od

ev ev ev ev

     
= +     

− −     
, 

7) 
1 0 1

0 1 1

od ev od ev

od ev ev od

−     
= +     

−     
,  

8) 
1 0 1

1 0 1

od ev od ev

ev od ev od

−     
= +     

−     
, 

9) 
1 1 0

0 1 1

ev od ev od

od ev ev od

−     
= +     

−     
,  

10) 
1 1 0

1 0 1

ev od ev od

ev od ev od

−     
= +     

−     
, 

11) 
1 1 1 1

0 0

ev ev ev ev

od od od od

− −     
= +     

     
,  

12) 
0 0

0 1 1

od od od od

od ev ev od

     
= +     

−     
, 

13) 
0 0

1 0 1

od od od od

ev od ev od

     
= +     

−     
,  

14) 
0 1 1

0 0

od ev ev od

od od od od

−     
= +     

     
, 

15) 
1 0 1

0 0

ev od ev od

od od od od

−     
= +     

     
,  

16) 
0 0

0 0

od od od od

od od od od

     
= +     

     
. 
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Конечно, предложенные выше разложения не единственно возможные, можно 

подобрать и другие варианты разбиений. ■ 

То есть E((Z/2nZ)  (Z/2nZ)) = M(2, Z/2nZ) – 2-хорошее кольцо. 

Что будет с хорошестью кольца формальных матриц E((Z/2mZ)  (Z/2nZ)) при 

m  n? 

Теорема 3.5. Для формальной матрицы 
2 2

2 2

m n

n n

a b
A

c d

 + +
=  

+ + 

Z Z

Z Z
, a, b, c, d  Z, 

из кольца 
2 2

2 2

m n

n n

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
, где m  n, справедливы следующие утверждения: 

1) Если a и d – четные числа, то А – 2-хорошая матрица;  

2) Если a и d – нечетные числа, то А – 3-хорошая матрица;  

3) Если a и d – числа разной четности, то А не является хорошей матрицей.  

Доказательство. Действительно, пусть 
2 2

2 2

m n

n n

a b
A

c d

 + +
=  

+ + 

Z Z

Z Z
, где  

1) a и d – четные числа, тогда можем записать 
1 2 2

2 1 2

m n

n n

a b
A

c d

 − + +
= + 

+ − + 

Z Z

Z Z
 

1 2 0 2

0 2 1 2

m n

n n

 + +
+  

+ + 

Z Z

Z Z
– сумма двух обратимых (по теореме 2.5) матриц. 

2) a и d – нечетные числа, тогда 
2 2 1 2 0 2

2 2 0 2 1 2

m n m n

n n n n

a b
A

c d

   + + + +
= + −   

+ + + +   

Z Z Z Z

Z Z Z Z

1 2 0 2

0 2 1 2

m n

n n

 + +
− 

+ + 

Z Z

Z Z
 – сумма трех обратимых матриц. Нечетные a и d предста-

вить в виде суммы четного количества нечетных слагаемых невозможно. 

3) a и d – числа разной четности, тогда матрицу А не получится записать как 

сумму матриц с обратимыми элементами на главной диагонали. ■ 

Следствие 3.6. Таким образом, кольцо E((Z/2mZ)  (Z/2nZ)) при m  n не яв-

ляется хорошим.  

Итак, Z/2nZ – ω-хорошее кольцо, M(2, Z/2nZ) – 2-хорошее, а 
2 2

2 2

m n

n n

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
 – 

не хорошее при m  n. 

Есть много работ, в которых рассматриваются свойства, похожие на хорошесть. 

Например, Кэлугэряну и Лам [17] вводят в своей статье понятие изящности. 

Определение 3.7. Элемент кольца называют изящным, если его можно запи-

сать как сумму нильпотентного и обратимого элементов. Соответственно, кольцо 

R называют изящным, если все его элементы, отличные от нулевого, являются 

изящными.  

Данчев [18], обобщая свойство изящности, ввел в рассмотрение свойство 

ниль-хорошести. 

Определение 3.8. Элемент кольца называют ниль-хорошим, если его можно 

записать как сумму нильпотентного элемента и элемента, который обратим или 
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равен 0. Соответственно, кольцо R называют ниль-хорошим, если все его элемен-

ты являются ниль-хорошими. 

Понятно, что если кольцо изящно, то оно будет ниль-хорошим. Обратное не-

верно. Казалось бы, разница между этими двумя свойствами невелика, но второй 

класс колец значительно шире и обладает более интересными свойствами. 

В [16] авторы ввели в рассмотрение свойство, связанное как с хорошестью, 

так и с другими аддитивными задачами в кольцах – k-ниль-хорошесть.  

Определение 3.9. Пусть k – натуральное число, k ≥ 1. Элемент кольца назы-

вают k-ниль-хорошим, если его можно записать как сумму одного нильпотентно-

го и k обратимых элементов. Кольцо R называют k-ниль-хорошим, если все его 

элементы k-ниль-хорошие. Если кольцо R не является k-ниль-хорошим ни для 

какого k, но каждый элемент из R является k-ниль-хорошим для подходящего k, 

то будем говорить, что R есть ω-ниль-хорошее кольцо.  

Несложно видеть, что если кольцо R является k-хорошим, то оно будет и  

k-ниль-хорошим. 

Следствие 3.10. E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) – 2-ниль-хорошее кольцо при p > 2 и m ≥ n. 

Предложение 3.11. M(2, Z/2nZ) – 2-ниль-хорошее, ниль-хорошее кольцо, но 

не изящное. 

Доказательство. Поскольку кольцо M(2, Z/2nZ) – 2-хорошее (лемма 3.4), то 

оно будет и 2-ниль-хорошим. Для проверки ниль-хорошести можно перебрать 

все возможные матрицы в M(2, Z/2nZ) и их разбиения в виде сумм нильпотент-

ных матриц и обратимых либо нулевых так же, как в доказательстве леммы 3.4. 

Нужно лишь учитывать, что нильпотентными будут матрицы вида 1), 3), 4) и 16), 

а обратимыми – 8), 9) и 12)–15). Изящными не будут матрицы вида 1). ■ 

Вопрос 3.12. Будет ли E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)) изящным или хотя бы ниль-хоро-

шим кольцом при p > 2? Что можно сказать о ниль-хорошести и изящности кольца 

E((Z/2mZ)  (Z/2nZ)), m  n? По всей видимости, в обоих случаях ни изящности, 

ни ниль-хорошести не будет.  
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Аннотация. Работа посвящена экспериментальным и теоретическим исследованиям 

распыления электродов в дуговом разряде. При моделировании формирующейся 

струи учитываются процессы в плазме дуги, распространение струи, перенос частиц 

струей и их ионизация. Экспериментально установлено, что увеличение тока разряда 

приводит к увеличению концентрации фуллеренов и графитовых структур в саже. 

На основе данных моделирования показано, что данный эффект обусловлен более 

длительным временем пребывания растущих частиц углерода в высокотемпера-

турной зоне (1 000–2 800 К). 

Ключевые слова: дуговой разряд, напыление, графитовые структуры, углеродные 

материалы 
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Abstract. This work is devoted to experimental and theoretical studies of the sputtering 

of electrodes in an arc discharge. The temperature distribution in the working chamber 

during arc discharge is analyzed depending on the discharge current. On the basis of expe-

rimental data on the anode sublimation and interelectrode distance, a fan jet is simulated, 

which is generated during the anode sputtering in an arc discharge. The calculation is 

carried out using the model describing the processes occurring in the arc plasma, jet 

propagation, transport of particles by the jet and their ionization. The numerical simula-

tion results for the radial temperature distribution are consistent with the experimental 

data. The experiments show that an increase in the discharge current leads to an increase 

in the concentration of fullerenes and graphite structures in the soot. Based on the simu-

lation data, it is shown that this effect is a result of the longer residence time of growing 

carbon particles in a high-temperature zone (1000-2800 K) at high arc discharge currents. 
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Введение 
 

Электродуговой разряд является одним из самых простых и дешевых способов 

получения наноматериалов [1, 2]. Применение электродугового разряда для син-

теза материалов можно разделить на две основные группы. Первая – синтез угле-

родных наноматериалов: фуллеренов, нанотрубок, графена. Данное направление 

популярно среди исследователей благодаря широким перспективам применения 
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углеродных наноматериалов. Экспериментальные исследования в данном направ-

лении сосредоточены на определении оптимальных параметров синтеза, а также 

поиске наиболее активных каталитических комплексов для роста углеродных 

наноструктур. Вторая группа – синтез металлических наночастиц при распыле-

нии композитных металл-углеродных электродов. Здесь интерес исследователей 

сосредоточен на синтезе наночастиц металлов и сплавов контролируемого соста-

ва, имеющих узкую функцию распределения по размерам [3, 4].  

Для понимания механизмов процессов, происходящих при дуговом разряде,  

а также определения возможностей управления этими процессами эксперимен-

тальные исследования должны дополняться соответствующими теоретическими 

и численными моделями. Существует ряд статей, посвященных моделированию 

дуговых разрядов для синтеза углеродных материалов [5]. Были представлены 

модели с катодным распылением [6] или модели для плазмы разрядного проме-

жутка [7]. Одномерная модель (в аксиальном направлении) синтеза углеродных 

нанотрубок в анодном дуговом разряде представлена в [8]. Однако, как указано  

в обзорной статье [5], до сих пор нет детальной модели для установления соот-

ношения между параметрами разряда и синтеза углеродных нанотрубок. 

Сегодня существует лишь несколько теоретических моделей, посвященных 

синтезу наночастиц при распылении материала анода. Стоит упомянуть ряд работ 

Дюжева и Алексеева, где представлена одномерная модель дугового разряда с ис-

паряющимся графитовым анодом [9] или рассматривалась термодинамика образо-

вания капель расплава углерода в металлическом катализаторе [10, 11]. Отметим 

разработанную недавно самосогласованную интегральную модель дугового разряда 

с распыляемым анодом [12]. В ней учитывается связь между параметрами плазмы 

разряда и электродными процессами, непрерывность тока на электродах, тепловой 

режим электродов и скорость эрозии анода. Кроме того, стоит отметить наиболее 

полную, на наш взгляд, разработанную двумерную модель анодного дугового раз-

ряда, которая учитывает абляцию материалов анода, состоящего из частиц углеро-

да и металлических частиц, и газодинамику потоков нейтральных и заряженных 

частиц в разрядной камере [13]. Однако, несмотря на широкую экспериментальную 

апробацию графитовой дуги, теоретические представления о механизмах конден-

сации носят модельный характер и недостаточны для описания процесса в целом. 

Представляемая работа посвящена экспериментальным и теоретическим ис-

следованиям процессов распыления различных материалов в углеродной дуге. 

Непосредственно исследовалось распределение температуры в рабочей камере 

при горении дугового разряда в зависимости от тока разряда. При соответствую-

щих условиях проводилось моделирование веерной струи, формирующейся при 

распылении графитового анода в дуговом разряде. Расчет проводился на основе 

модификации модели [13]. Данные эксперимента и моделирования сопоставля-

лись. Достигнуто хорошее согласование. При моделировании также вычислялось 

время пребывания углеродных частиц в различных температурных диапазонах, 

что позволило объяснить состав синтезируемых структур. 

 

Экспериментальная установка 

 

Экспериментальная установка представляла собой цилиндрическую вакуум-

ную камеру (рис. 1). Камера предварительно откачивалась до давления 10–2 торр, 
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а затем заполнялась рабочим газом (гелием) до давления 25 торр. Дуговой разряд 

зажигался между двумя соосными графитовыми электродами диаметром 8 мм. 

Заземленный нераспыляемый стационарный электрод (см. рис. 1, 1), прикреплен-

ный к корпусу камеры, играл роль катода. Положительное напряжение прикла-

дывалось источником постоянного тока через подвижный вакуумный ввод 2  

к графитовому электроду 3, который распылялся в процессе экспериментов. 

Напряжение разряда составляло 20 В и поддерживалось путем контроля меж-

электродного расстояния, в свою очередь, ток разряда, поддерживаемый источ-

ником, варьировал в экспериментах и был равен 80, 100 и 120 A. 
 

  

Рис. 1. Экспериментальная установка: 1 – графитовый катод; 2 – сильфонный блок  

перемещения; 3 – распыляемый анод; 4 – охлаждаемый экран для сбора сажи;  

5 – кварцевое окно; 6 – подвижный термопарный зонд 

Fig. 1. Experimental setup: 1, graphite cathode; 2, bellows displacement block; 3, sputtering 

anode; 4, cooled screen for soot collecting; 5, quartz window; and 6, movable thermocouple 

probe 
 

Распыление анода приводило к образованию потока углерода и буферного га-

за, протекающего из межэлектродного зазора к стенкам камеры. По мере при-

ближения к стенкам камеры пары углерода конденсировались в более крупные 

агломераты, которые осаждались на съемном экране 4, покрывающем поверх-

ность стенки камеры. Для предотвращения перегрева стенки камеры крепления 

анода и катода охлаждались проточной водой. 

Измерение температуры проводилось оптическим и зондовым методами. Из-

лучение разряда, проходящее через кварцевое стекло 5 детектировалось спектро-

метром в диапазоне длин волн от 190 до 1 100 нм. Пространственная фокусиров-

ка производилась по максимальному полному излучению. Температура вблизи 

электродов оценивалась по закону смещения Винна по расположению максимума 

излучательной способности. Также для определения радиального распределения 

температуры в камеру был помещен подвижный хромель-алюмелевый термопар-

ный зонд 6, который радиально перемещался от центра к стенкам камеры с одно-

временной фиксацией температуры. В процессе экспериментов оси собирающей 

линзы и зонда были направлены на центр межэлектродного пространства. Подоб-

1 

2 

3 

4 

5 6 
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ный комбинированный подход к измерению температур обусловлен тем, что в бо-

лее горячих зонах на процессы измерения температуры начинают существенно 

влиять процессы химического взаимодействия паров с материалом и процессы фа-

зовых переходов на термопаре (на термопаре начинают формироваться углеродные 

и металл-углеродные образования), что, в свою очередь, радикально снижает точ-

ность зондовых измерений в области вблизи электродов (ближе 10 мм). 
 

Моделирование распространения веерной струи 
 

Для описания динамики распространения веерной струи гетерогенного соста-

ва, формирующейся при электродуговом распылении электрода в дуговом разряде 

в атмосфере буферного газа, была построена теоретическая модель, описывающая 

основные явления, происходящие в исследуемой системе. За основу реализуемой 

модели бралась модель [13]. Модель состоит из пяти основных частей, описыва-

ющих процессы, происходящие в дуге, сублимацию анода, распространение 

струи, перенос атомов или молекул струей и их ионизацию. Определение элек-

тропроводности среды в модифицированной модели дуги проводится согласно 

уравнению Чепмена–Энскога c учетом частот столкновений электронов с ионами 

и нейтральными атомами различных компонент струи. При этом использовались 

давления насыщения соответствующих компонент. Распространение струи и соот-

ветствующие ей поля плотности и температуры определялись из системы урав-

нений: неразрывности, уравнения Навье–Стокса с учетом гравитационного и 

электромагнитного полей и уравнения для переноса тепла в энтальпийной форме, 

учитывающего Джоулево тепло и тепловой поток электронов. При этом буфер-

ный газ и компоненты струи рассматривались как одна среда. Перенос частиц 

компонент в модифицированной модели определялся согласно стандартным диф-

фузионным уравнениям (эффективный коэффициент диффузии в смеси находится 

усреднением по правилу Уилки), а их степень ионизации – по системе уравнений 

Саха для плазмы. Далее кратко рассмотрим основные уравнения для каждой из 

указанных частей общей модели, а также соответствующие граничные условия. 

Для нахождения плотности тока решалось уравнение для электропроводности σ 

и электрического потенциала φ 

 ( ) 0. − =  (1) 

Потенциал слабоионизованной плазмы в поле постоянного тока находился со-

гласно уравнению Чепмена–Энскога 

( )
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где e, me, ne – заряд, масса и концентрация электронов соответственно, а νe,a,l, νe,i,l – 

частоты столкновений электронов с нейтральными атомами и ионами соответ-

ствующих компонент, определяемые согласно уравнениям  
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где na,l, ni,l – концентрации нейтральных атомов и ионов соответствующих ком-

понент, kB, T – постоянная Больцмана и температура, Qm,l – сечение столкновения 

электронов с нейтральными атомами, ln(Λ) – Кулоновский логарифм для плазмы: 

( ) ( )2 2

4
ln ln 2ln 2 ,B

e

k T

e k

 
 = − 
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( )24
,

e

e

B

n e
k

k T


=  

здесь ln(γ) = 0.577. 

Для определения аксиально-симметричного магнитного поля использовался 

закон Ампера 

 0

0

,

R

zB j rdr
r




=   (2) 

где R – радиус экспериментальной области.  

Сублимация, в отличие от модели [13], не рассчитывалась на основе модели 

Ленгмюра. Скорость распыления анода бралась непосредственно из эксперимента.   

Для моделирования распространения потока использовалось стандартное урав-

нение неразрывности 

( ) 0,
t


+  =


u  

а также уравнения Навье–Стокса, учитывающие наличие поля тяжести и элек-

тромагнитного поля. При этом электромагнитное поле определялось согласно 

уравнениям (1), (2): 

( )
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Для нахождения распределения температуры решалось уравнение переноса 

тепла в энтальпийной форме, учитывающее Джоулево тепло и тепловой поток 

электронов: 
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При этом в уравнениях фигурируют усредненные параметры. Усреднение прово-

дилось по параметрам буферного газа и компонент распыляемой струи.  

Для нахождения распределения частиц в пространстве использовалось следу-

ющее диффузионное уравнение: 

( ) ( )
( )

( ) ,A

A A A

c
c D c
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где cA – массовая доля, DA – эффективный коэффициент диффузии частиц типа A. 

Эффективный коэффициент диффузии компоненты смеси находится усреднени-

ем по правилу Уилки [14]: 
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где MA и M – соответственно молярные массы компоненты A и смеси, состоящей 

из N компонент. DAB – бинарные коэффициенты диффузии, определяемые диф-

фузией компоненты A в компоненту B. Зависимость коэффициента бинарной 

диффузии от температуры находилось согласно модели твердых сфер: 
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где σ – сечение столкновения. Здесь учет размеров и масс частиц играет принци-

пиальную роль из-за существенного влияния этих параметров на тепломассопе-

ренос при высоких температурах [15]. 

Предполагая, что исследуемая плазма находится в локальном термодинамиче-

ском равновесии, можно определить степени ионизации частиц, используя си-

стему уравнений Саха 
3/2

,

2

0,

2
exp ,

e i l e B e l

l B e

n n m k T E

n k Th

  
= −  
   

 

где El – энергия ионизации частиц типа l. 

Расчетная область представляла собой цилиндрическую ячейку с электродами 

одного диаметра, оси которых соосны оси ячейки. Задача являлась аксиально сим-

метричной, т.е. фактически двумерной. Значение потенциала электрического поля 

на конце катода считалось постоянным, также постоянным считалась плотность тока 

на конце анода, все остальные поверхности анода считаются изолированными 

(плотность тока равна нулю). Скорости потока считались нулевыми на всех поверх-

ностях, кроме конца анода. Расстояние между катодом и анодом выбиралось рав-

ным 1 мм, что примерно соответствует экспериментальным значениям. Скорость 

сублимированного пара на конце анода получалась путем деления массового 

расхода электрода на сумму плотности пара и локальной плотности среды вблизи 

границы раздела, а также на площадь поперечного сечения анода. На нижней 

границе ячейки задавалось постоянное давление. Температура стенок ячейки 

считалась постоянной. На концах электродов также задавались потоки тепла. Для 

решения диффузионного уравнения задавался постоянный поток частиц на конце 

анода, все остальные поверхности считались непроницаемыми для частиц. 

Также отметим, что данная модель с учетом формул (3), (4) допускает описа-

ние распыления гетерогенной струи или композитного электрода. В нашем же 

случае в эксперименте использовались углеродные электроды, поэтому и модель 

рассматривалась в частном случае однокомпонентного распыления. 

 

Результаты и обсуждение 

 

Параметры разряда в экспериментах (ток разряда I, межэлектродное расстоя-

ние l, скорость распыления анода vA, скорость осаждения на экран vS и количе-

ство сажи осаждаемого на экране от количества распыляемого углерода в процессе 

дугового распыления χ) приведены в таблице. При увеличении тока происходит 

более интенсивное распыление анода, при этом изменяется процентная доля осаж-

денного на экране материала за счет осаждения части материала на катоде. 

Параметры электродугового распыления при различных токах 

I, A l, мм vA, мг/с vS, мг/с χ, % 

80 1.2 1.16 0.1 8.6 

100 1.1 1.91 0.39 20.3 

120 1 4.26 0.71 16.7 
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Оценка температуры по излучению центра горения дуги показала, что темпе-

ратура изменялась в пределе 3 900 ± 30 К. Пример фиксируемого спектра излу-

чения показан на рис. 2. В спектре излучения можно выделить линию углерода 

247 нм [16] и полосы Свона [17–19], возникающие в результате переходов между 

электронными состояниями молекул C2. Самая сильная полоса системы Свона 

излучает в зеленом цвете спектра (около 510 нм, 515 нм и 520 нм, что соответ-

ствует полосам (0,0), (1,1), (2,2)). 
 

 

Рис. 2. Спектр излучения плазмы в атмосфере гелия при давлении 25 торр  

при токе и напряжении разряда 100 А и 20 В соответственно 

Fig. 2. Plasma emission spectrum in a helium atmosphere at a pressure of 25 Torr,  

a discharge current of 100 A, and a voltage of 20 V 
 

Согласно модифицированной теоретической модели для струи была написана 

соответствующая расчетная программа. Программа была реализована на языке 

С++ в среде OpenFOAM. На основе данной программы получены профили рас-

пределения температуры в реальных условиях экспериментальной установки: диа-

метры электродов – 8 мм; ток дуги – 80, 100 и 120 A; давление гелия – 25 торр; 

экспериментальные скорости распыления анода и расстояния между анодом и 

катодом приведены в таблице. Геометрическая схема расчетной области с указа-

нием основных линейных размеров представлена на рис. 3.  
 

 

Рис. 3. Схематичное изображение расчетной области 

Fig. 3. Schematic representation of a computational domain 
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Рассчитанные при данных условиях профили температуры представлены на 

рис. 4. Радиальный профиль температуры был также экспериментально измерен 

при различных режимах горения дуги. Измерение проводилось зондовым мето-

дом, для чего в разрядную камеру через вакуумный ввод с механическим приво-

дом перемещения вводилась хромель-алюмелевая термопара. При измерениях 

термопара перемещалась вдоль радиальной координаты разрядной камеры в плос-

кости разряда в центральном срезе с одновременной регистрацией температуры. 

Измеренное распределение температуры при различных параметрах разряда имеет 

монотонный падающий характер (см. рис. 4) Показано, что температура на раз-

личных расстояниях вблизи электродов монотонно зависит от тока разряда, что 

связанно со значительным вкладом тока разряда в мощность распыления элек-

тродов. 
 

 

Рис. 4. Радиальное распределение температур. Давление гелия и напряжение разряда:  

25 торр и 20 В. Квадратные маркеры соответствуют экспериментальным данным при  

I = 120 А, треугольные – при I = 100 А, окружности – при I = 80 А. Сплошная линия соответ-

ствует моделированию при I = 120 А, пунктирная – при I = 100 А, точечная – при I = 80 А 

Fig. 4. Radial temperature distribution at a helium pressure of 25 Torr and a discharge voltage of 

20 V. Squares denote experimental data at I = 120 A; triangles, I = 100 A; and circles, I = 80 A. 

The solid line corresponds to a simulation at I = 120 A; the dashed line, I = 100 A, and the dotted 

line, I = 80 A 
 

Характер экспериментальных и теоретических температурных профилей ка-

чественно похож. На стенке установки значения температур совпадают и равны 

задаваемой температуре стенок (350 К). Оценки температуры, полученные из 

анализа спектра излучения, дают значение температуры в приэлектродной обла-

сти 3 900 ± 30 K, что лишь незначительно больше результатов моделирования. 

Учитывая сложность системы, это можно считать хорошим согласованием ре-

зультатов. Измеренные термопарой профили радиальных распределений темпе-

ратур имеют несколько заниженные значения по сравнению с температурами, 

определенными при помощи моделирования. Это может быть связано с влиянием 

теплоотвода по каркасу термопары и влиянием осаждающегося на поверхности 



Механика / Mechanics 

52 

термопары углерода. Нарастающая оболочка из продуктов распыления, покрыва-

ющая электрод, уменьшает контактную теплопроводность. Химические реакции 

углерода и металлов с материалом термопары и ее изоляции могут существенно 

повлиять на точность измерений. Отметим, что при удалении от электродов дан-

ный эффект должен проявляться в меньшей степени из-за уменьшения концен-

трации продуктов синтеза, а результаты зондового метода и численного модели-

рования должны согласовываться лучше, что и наблюдается на рис. 4.  

Результаты анализа материалов, синтезированных при различных условиях, пред-

ставлены на рис. 5–7. Методами просвечивающей электронной микроскопии (ПЭМ) 

не удалось выявить существенных различий в формирующейся саже (см. рис. 5). 

Здесь и далее под сажей подразумевается рентгеноаморфный углерод (смесь sp2 

и sp3). Материал представляет собой сажевые глобулы с размерами 10–50 нм, 

регулярных кристаллических структур не наблюдалось. Тем не менее рентгено-

фазовый анализ (РФА) показал, что при увеличении тока разряда формируются 

графитовые структуры (см. рис. 6). Широкое гало в диапазоне 2Ɵ от 10 до 20° 

может быть отнесено к малослойному графену с адсорбированным кислородом и 

азотом из атмосферы [20] и наличию фуллереновой фазы. С увеличением тока 

разряда в сигнале РФА формируется графитовая линия 002, что свидетельствует 

о формировании графитовых структур. Анализ дифракционного пика методом 

Шеррера показал, что средний размер когерентного рассеяния для графитовых 

структур составил 26 нм. Кроме того, увеличивается вклад фуллереновой фазы 

(10–20°), о чем свидетельствует формирование плечей в области 10.7 и 17.6°. 

Термогравиметрия (ТГ) показала, что материал, синтезированный при больших 

токах, активней окисляется на начальной стадии прогрева (температуры до 350°С) 

и интенсивнее горит при дальнейшем нагреве (см. рис. 7). Материал, синтезиро-

ванный при 80 А имеет более однородный состав, о чем свидетельствует моно-

тонность спектра дифференциальной термогравиметрии (ДТГ), полное выгора-

ние углерода происходит при температуре 650°C. С повышением тока разряда 

формируются термостабильные фазы углерода, окисляющиеся при больших тем-

пературах 650–750°C. Отсутствие на ПЭМ-изображениях разницы в материалах 

связано с локальностью метода, требующего подготовки образцов; графитовые 

структуры могут находиться в объеме сажевых глобул и не давать достаточного 

контраста при наблюдении. РФА и ТГА не требуют предварительной подготовки 

образцов и дают усредненный сигнал с большого объема материала. 
 

 

Рис. 5. ПЭМ-изображения материала, синтезированного в дуговом разряде  

при различных токах 

Fig. 5. TEM images of the material synthesized in an arc discharge at various electric currents 
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Рис. 6. РФА спектр углеродной сажи, синтезированной в дуговом разряде при различных 

токах. Линия g соответствует графиту-2H (гексагональному), линия f соответствует  

бакминстерфуллерену-C60 

Fig. 6. The XRF spectrum of the carbon soot synthesized in an arc discharge at various electric 

currents. The line g corresponds to graphite-2H (hexagonal); the line f,  

the buckminsterfullerene-C60 
 

В процессе формирования кластеров ключевую роль играет отношение вре-

мени формирования структурированных каркасов кластеров ко времени нахож-

дения пара при определенной температуре. Так, при температурах выше 2 000 К 

могут формироваться кластеры в десятки атомов с упорядоченной структурой [21]. 

При дальнейшем отжиге именно эти кластеры будут формировать фуллереновые 

структуры. В случае если время пребывания при относительно высоких темпера-

турах (2 000–2 800 К) оказывается недостаточным для формирования упорядочен-

ных структур, при дальнейшем отжиге будут формироваться менее упорядоченные 

структуры, так как при температурах ниже 2000 К они не будут разрушаться. При 

этом увеличение времени экспозиции растущих сажевых образований при темпе-

ратурах 1 000–2 000 К приводит к увеличению степени графитизации материала 

и формированию объемно неупорядоченных графеновых плоскостей [21]. Здесь 

под степенью графитизации материала понимаются характерный размер и струк-

тура кристаллических включений, таких как фуллерен, графен, графит и т.д.  

Таким образом, увеличение времени пребывания углерода в указанных темпера-

турных диапазонах должно приводить к увеличению выхода фуллеренов и гра-

фитовых структур в получаемой саже.  

В эксперименте установлено, что при повышении тока разряда происходит 

увеличение выхода фуллеренов, что согласуется с увеличением рассчитанного 

времени пребывания паров в зоне с температурой, соответствующей формирова-

нию фуллеренов – 2 000–2 800 К (6.2, 7.3, 10.7 мкс для 80, 100 и 120 A соответ-

ственно), и увеличению степени графитизации углерода, что может быть связано 

с более медленной закалкой материала в области температур 1 000–2 000 К (45.2, 

56.7, 78.4 мкс для 80, 100 и 120 A соответственно). Стабильность сажи, синтезиро-

ванной при малых токах, можно объяснить разницей массового потока материала.  
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Рис. 7. Термогравиметрический (ТГ), дифференциальный термогравиметрический (ДТГ)  

и дифференциальный сканирующий калориметрический (ДСК) анализ углеродной сажи, 

синтезированной в дуговом разряде 

Fig. 7. Thermogravimetric (TG), differential thermogravimetric (DTG), and differential scanning 

calorimetry (DSC) analysis of the carbon soot synthesized in an arc discharge 
 

Повышение тока разряда от 80 до 120 А приводит, согласно экспериментальным 

данным, к увеличению скорости сублимации анода в 4 раза, что ведет к возраста-

нию концентрации газа, а следовательно, и увеличению потока атомов углерода. 

Увеличение потока газа регистрируется экспериментально, при этом скорость 

роста сажи на экране с увеличением тока разряда возрастает в 7 раз. Увеличение 

частоты столкновений атомов углерода и частиц приводит к их быстрому росту, 

что влечет формирование более дефектных сажевых глобул. Стоит отметить, что 

более выгодным по производству сажи является распыление анода при токе 100 A, 

при котором синтезируемый материал составляет 20% от расхода графита.  

 

Заключение 

 

Было проведено экспериментальное и теоретическое исследование процессов 

распыления электродов в дуговом разряде. На основе сопоставления радиального 

распределения температур, полученного в рабочей камере при горении дугового 

разряда, и соответствующего распределения температур, полученного в рамках 

численного моделирования, можно сделать вывод о хорошем согласовании дан-

ных эксперимента и результатов численного моделирования. При моделировании 

было показано, что изменение тока разряда существенно влияет на скорость раз-
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лета компонент струи, в результате чего время пребывания углерода в различных 

температурных зонах отличается, что, в свою очередь, приводит к изменению 

состава получаемой сажи. Так, показано, что с увеличением тока разряда повы-

шается концентрация фуллеренов и графитовых структур в синтезируемой саже. 

Данный эффект связан с увеличением времени пребывания углерода в темпера-

турной зоне синтеза соответствующих структур. 
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Аннотация. Описана конструкция и построена математическая модель работы из-

мерительных рамок датчика скорости метаемого тела при его движении в канале 

или за дульным срезом. Принцип действия рамок основан на эффекте деформации 

магнитных барьеров, генерируемых рамками в измерительных сечениях канала, 

электропроводным телом. Модель учитывает 3D-взаимодействие тела с магнитным 

барьером и влияние индукционных токов в защитно-формирующей насадке. Ис-

следовано влияние скорости, формы, размеров тел и других параметров на величи-

ну и форму сигналов в измерительных катушках. 

Ключевые слова: датчик скорости, электромагнитная измерительная рамка, метае-
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Abstract. The design is described, and a mathematical model is developed for the opera-

tion of the measuring frames of a speed sensor for a projectile when it moves within  

a bore or behind its muzzle. In measuring sections, the frames generate magnetic fields 

that act as magnetic barriers for the projectiles. The operating principle is based on the 

effect of deformation of the magnetic field of the barriers due to the electrically conduc-

tive projectile. The magnetic circuit of the frame includes an open magnetic core with 

measuring coils, a coil generating a constant magnetic field (or a permanent superim-

posed magnet), and a protective cap made of durable nonmagnetic metal with high resis-

tivity. The mathematical model takes into account the 3D interaction of the projectile 

with the magnetic field of the barrier and the effect of induction currents in the protective 

cap on the magnitude and shape of the signals. The results of parametric studies on the 

effect of the speed, shape, and size of the projectile bodies, as well as the main parame-

ters of the measuring frames, on the magnitude and shape of the signals generated by the 

projectile are presented. 

Keywords: speed sensor, electromagnetic measuring frame, projectile, magnetic barrier, 
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Введение 
 

Бесконтактные электромагнитные датчики [1–3] применяются для определе-

ния скорости модели в разгонном канале ускорителя и на его дульном срезе. Тре-

бования к датчику значительно повышаются при ускорении модели в режиме 

«свободного» метания [4] либо в поддоне из неэлектропроводного материала. 

При проектировании таких датчиков необходимо рассчитывать распределение 

магнитного поля в его измерительных зазорах при различных положениях проле-

тающей модели для определения магнитного сопротивления RD(t) измерительно-

го зазора рамки. Зависимость RD(t) является интегральной характеристикой про-
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цесса деформации магнитного барьера метаемым телом. Деформация магнитного 

барьера генерирует сигнал в измерительных катушках рамок датчика. Величину 

и форму сигнала могут заметно искажать индукционные токи, наводимые в за-

щитно-формирующей насадке рамок при изменении магнитного потока при де-

формации магнитного барьера. По сигналу с электромагнитной измерительной 

рамки фиксируется момент пролета моделью t1 ее контрольного сечения. Две 

рамки, расположенные на известном расстоянии l друг от друга, позволяют опре-

делить среднюю скорость модели um на этом участке ее разгона: um = l (t2 – t1)–1.  

В некоторых случаях [5, 6] возможно определение мгновенной скорости модели  

с помощью одной измерительной рамки. 

 

Постановка задачи 

 

Общая схема измерительной рамки датчика в режиме ожидания показана на 

рис. 1. Магнитная цепь рамки состоит из разомкнутого магнитопровода 2 с изме-

рительными катушками 3, катушки-генератора магнитного поля 5 (или постоян-

ного накладного магнита) и цилиндрической насадки 7 из прочного немагнитно-

го металла с высоким удельным сопротивлением. Цилиндрическое отверстие 

насадки является продолжением канала ствола 8. Насадка формирует магнитный 

барьер 1 в канале ствола, а ее защитная перемычка 9 защищает магнитопровод от 

воздействия рабочего газа высокого давления.  
 

 
а                                                                             b 

Рис. 1. Схема электромагнитной измерительной рамки (а – вид с торца канала, б – вид 

сбоку): 1 – магнитный барьер в измерительном сечении канала; 2 − магнитопровод;  

3 − измерительные катушки; 4 − устройства регистрации сигнала; 5 − катушка-генератор 

магнитного барьера; 6 − источник постоянного тока; 7 – защитно-формирующая насадка; 

8 – стенки канала, 9 – защитная перемычка насадки 

Fig. 1. Design of an electromagnetic speed sensing frame ((а) end and (b) side views):  

1, magnetic field in the accelerator channel; 2 , magnetic core; 3, signal coils; 4, recording units; 

5, magnetic field generator; 6, DC source; 7, protective-forming cap; 8, bore wall; and 9, cap 

protective diaphragm 
 

Деформация магнитного барьера пролетающей моделью приводит к измене-

нию магнитного потока Φ через измерительную катушку, охватывающую магнито-
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провод. При этом в катушке наводится электродвижущая сила, представляющая 

собой измеряемый сигнал S(t) в вольтах: 

 ( ) ( )S t N t= −  . (1) 

Здесь N – число витков в измерительной катушке, t – время,   – скорость изме-

нения магнитного потока. 

Таким образом, сигнал является реакцией магнитной цепи рамки на модель, 

пролетающую через ее измерительный зазор в канале. Экспериментальная про-

верка работоспособности такой схемы измерительной рамки была реализована 

при скоростях моделей до 5 км/с в стволе легкогазовой баллистической установ-

ки калибром 8 мм [6]. 

Схема замещения магнитной цепи измерительной рамки приведена на рис. 2. 
 

 

Рис. 2. Схема замещения магнитной цепи измерительной рамки датчика 

Fig. 2. Scheme of the equivalent circuit for the sensing frame 
 

Здесь RD, Rm, Rh – магнитные сопротивления магнитного барьера, магнитопро-

вода и защитных перемычек насадки, nI0 − постоянная магнитодвижущая сила 

(МДС), создаваемая током I0 в катушке с n витками либо постоянными наклад-

ными магнитами на внешней части магнитопровода, Ih, Ic – МДС индукционных 

токов в защитных частях насадки и в ее пазах под магнитопровод, Lsc – индук-

тивно связанная с магнитопроводом измерительная катушка. Подключенный  

к катушке вольтметр V транслирует сигнал S(t), генерируемый рамкой. 

Уравнение магнитной цепи измерительной рамки определяется вторым зако-

ном Кирхгофа и законом Ома: 

 0( ) ( ) ( ) ( )D m h h cR t R R t n I I t I t+ +  =  + +   . (2) 

Входящие в (2) параметры Rm, Rh, RD(t), Ih(t), Ic(t) определяются при задании 

формы, размеров и скорости модели, а также геометрических и других необходи-

мых характеристик магнитопровода и защитно-формирующей насадки (см. рис. 1). 

Для магнитопровода с постоянным поперечным сечением Σ и длиной lm зна-

чение Rm определяется выражением: ( )
1

,m m mR l
−

=     где μm – магнитная про-

ницаемость магнитопровода. Магнитное сопротивление защитной h-перемычки 

рассчитывается по формуле ( )
1

0hR h
−

=    , где h – толщина перемычки, μ0 – 

магнитная проницаемость материала защитно-формирующей насадки. Для фор-

мирования магнитного барьера в измерительном зазоре канала материал насадки 

помимо высоких прочностных характеристик должен быть немагнитным с высо-

ким электрическим сопротивлением, например из титана [3, 6] и его сплавов. 

Rm Rh 

RD 

Ls.c. 

Ic Ih 

V 
МДС 
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Магнитное сопротивление измерительного зазора рамки RD. В [7] показа-

но, что напряженность магнитного поля в измерительном зазоре H  может быть 

рассчитана с помощью скалярного потенциала ψ: H grad=  . Его величина 

определяется уравнением Лапласа [8]: 0 = . Там же сформулированы краевые 

условия для 3D-расчета магнитного поля при взаимодействии с осесимметрич-

ными моделями, ось симметрии которых совпадает с осью симметрии цилиндри-

ческого канала. По найденному распределению магнитного поля определяется 

магнитный поток в зазоре. Он равен магнитному потоку на поверхности канала 

D  под полюсом магнитопровода ps : 0

p

D r p
S

H ds =    , где μ0 − магнитная 

проницаемость зазора. По известному значению D  определяется магнитное 

сопротивление зазора: 02D D
R =   , где 0  − значения потенциала под по-

люсами магнитопровода. На рис. 3 показана область определения магнитного 

поля в канале постоянного сечения диаметром D. Здесь ( )x t  – координата центра 

масс модели, 1x  – продольные координаты полюсов магнитопровода, 2x  – 

координаты границ чувствительности рамки, вне которых модель практически не 

взаимодействует с магнитным барьером. 
 

 

Рис. 3. Расчетная область магнитного барьера в цилиндрическом канале: 

1 – магнитопровод прямоугольного поперечного сечения, 2 – модель,  

3 – внутренняя поверхность защитной перемычки, 4 – внутренняя поверхность канала 

Fig. 3. Computational domain for the magnetic field in a cylindrical bore:  

1, rectangular magnetic core; 2, projectile; 3, inner surface of the protective diaphragm;  

and 4, inner surface of the bore 

 

Для магнитопровода прямоугольного поперечного сечения [7] 

 
1

1 0

1
0.5

0 02 ( 0.5 , , x)
x

D r
x

R D H r D d dx

−


− 

 
=      =     

  

. (3) 

Значение RD не зависит от величины 0 , поскольку напряженность магнит-

ного поля в зазоре H  прямо пропорциональна 0 . 

Индукционное падение магнитного напряжения Ih в защитной h-пере-

мычке. Переменный магнитный поток (t)  в защитных перемычках насадки  

у полюсов магнитопровода генерирует индукционные токи, вызывающие индук-

1 
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4 

А–А А–А 
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ционное магнитное напряжение в цепи рамки − противо-МДС Ih. Конкретизация 

выражения для Ih проводится при следующих предположениях: 1) поперечные 

сечения перемычки и магнитопровода имеют форму прямоугольника со сторона-

ми 2a (вдоль оси канала x) и 2b (рис. 4); 2) выполняется условие «тонкой» пере-

мычки 2 ,h a b  где h – ее толщина; 3) магнитный поток в перемычке 

( )( ) 4 zt a b B t =    однороден и направлен по нормали к ее поверхности. 

 

  

Рис. 4. Расчетная схема защитной перемычки 

Fig. 4. Computational model of a protective diaphragm  
 

При выполнении этих допущений уравнения для индуцированного электриче-

ского напряжения  ,x yE E E  в плоской декартовой системе координат (см. рис. 4) 

приводятся к виду: 

 
yx

EE

y x s

 
− =

 
, 0

yx
EE

x y


+ =

 
, (4) 

где точка сверху обозначает производную по времени t, 4s a b=   − площадь по-

перечного сечения перемычки. 

В силу симметрии линий индукционных токов относительно координатных 

осей уравнения (5) решаются в первом квадранте OABC с условиями симметрии  

 ( , 0) 0xE   = = , ( 0, ) 0yE  =  = ,  
( 0, )

0xE  = 
=


, 

( , 0)
0

yE   =
=


. (5) 

На отрезках OA и OC выполняется интегральное условие замкнутости индук-

ционных токов: 

 
0 0

( 0, ) ( , 0)
b a

x yE d E d−  =    =   =    . (6) 

На отрезках AB и BC нормальные составляющие E  равны нулю:  

 ( , ) 0xE a =  = ,  ( , ) 0yE b  = = . (7) 

Интегральное уравнение магнитной индукции Фарадея для прямоугольника 

OABC с помощью первых двух условий симметрии записывается в виде: 

 
0 0

1
( , ) ( , )

4

a b

x yE b d E a d  =   −  =    =   . (8) 

y(η) 
z 

x(ξ) 

2b 

2a 

h 

A 

B C 
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Решение краевой задачи (4)–(8) ищется в виде:  

1 2 .E E E= +  

Величина 1E  определяется в виде частного решения краевой задачи (4)–(6), (8) 

без учета граничных условий (7): 

 1 2 2
( )

4 ( )
x

a
E

b a b

 
 =

 +
,   1 2 2

( )
4 ( )

y

b
E

a a b

−  
 =

 +
. (9) 

Второе слагаемое 2E  описывается уравнениями Коши–Римана: 

 
22 0

yx
EE

y x


− =

 
,   

22 0
yx

EE

x y


+ =

 
, (10) 

с граничными условиями: 

2 ( 0, )
0xE  = 

=


,  2 ( , 0) 0xE   = = , 

 2 1( , ) ( )x xE a E =  = −  ,  2 ( , ) 0xE b  = = , (11) 

 
2 ( , 0)

0
yE   =

=


,  2 ( 0, ) 0yE  =  = ,   

 2 1( , ) ( )y yE b E  = = −  ,  2 ( , ) 0yE a =  = . (12) 

Последние условия в (11) и (12) получаются в результате подстановки значе-

ний Ex1 и Ey1 из (9) в (8). Таким образом, определение индукционных напряжений 

в h-перемычках свелось к решению двух уравнений Лапласа для прямоугольной 

области с граничными условиями (11) и (12) соответственно. Решение этих задач 

получено в виде рядов Фурье: 

( ) ( ) ( )

( )2 2 2
1

1 sin
,

2

n

x
n

ch n b n ba
E

n ch n a ba b



=

−      
= 

   +       

( ) ( ) ( )

( )2 2 2
1

1 sin
.

2

n

y
n

ch n a n ab
E

n ch n b aa b



=

−      
= 

   +
 

В этом случае плотность индукционных токов в перемычке j E=   записы-

вается в виде: 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )2 2
1

1 sin2
,

4

n

x
n

ch n b n ba
j

b n ch n a ba b



=

=

 −        
   + 

   +  

, (13) 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )2 2
1

1 sin2
,

4

n

y
n

ch n a n ab
j

a n ch n b aa b



=

 −        
   = + 

   +  

,  

где   − удельная проводимость материала насадки, включая ее h-перемычки.  

Магнитный поток индуцированных токов в h-перемычке Φi определяется  

с помощью векторного потенциала индуцированного магнитного поля A . В при-

ближении «тонкой» h-перемычки:  ( , ), ( , ) ,x yA A x y A x y  где 
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( )
( )0

2 2

,
,

4 ( ) ( )

a b
x

x
a b

j dh
A x y d

x y− −

    
 =  
   − + − 

, 

( )
( )

0

2 2

,
,

4 ( ) ( )

ba
y

y
a b

j dh
A x y d

x y− −


= − 

   
  
   − + − 

. 

Здесь 0  – магнитная проницаемость материала перемычек. Тогда выражение 

для магнитного потока индуцированных токов ( )i t  приводится к виду: 

0 0

0 0

( ) 4 ( )

4 4 ( , ) (0, ) ( , ) ( ,0) ,
OABC

a b

i z

b a

y y x x
l

t rotA i dydx

A dl A a y A y dy A x b A x dx

 =  = 

 
 =  = − − −      

 

 

но в силу осевой симметрии распределения ( ) ( ),0 0, 0,x yA x A y= =  так что 

 ( ) ( )
0 0

( ) 4 , ,
b a

i y xt A a y dy A x b dx
 

 = −  
 

. (14) 

Суммарное падение магнитного напряжения на обеих h-перемычках за счет 

индукционных токов определяется законом Ома для магнитной цепи: 

( ) ( )2 ,h h iI t R t=   где 04hR h a b=    – магнитное сопротивление одной h-пере-

мычки. Величину ( )hI t  удобно привести к виду:  

 ( ) ( )hI t h t= −  , (15) 

где   – форм-фактор двух h-перемычек прямоугольного поперечного сечения.  

С помощью соотношений (13), (14) значение   принимает вид:  

 
( )

2 28 ( )

x yh K K

a b

 +
 =

 +
,  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 20

1

1 1

1 sin2
,

a b a

x
b a

n

n

K
b x b

ch n b n b
d d dx

b n ch n a b

− −



=




=    
  − + −


 −         
  +     

       

 (16) 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 20

1

1 1

1 sin2
.

b b a

y
b a

n

n

K
a a y

ch n a n a
d d dy

a n ch n b a

− −



=




=    
  − + −


 −         
  +     

       
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Форм-фактор ψ – безразмерный параметр, зависящий только от трех геомет-

рических величин: a, b и h. Из (15) и (16) следует, что для тонких перемычек ве-

личина Ih(t), искажающая сигнал с рамки, прямо пропорциональна квадрату тол-

щины перемычки и удельной электропроводности ее материала. Поэтому для 

уменьшения влияния индукционных токов в перемычках их необходимо делать 

(как и всю насадку, см. рис. 1) из прочного металла с высоким удельным сопро-

тивлением, например из сплавов титана, а толщину перемычки минимизировать 

при условии сохранения ее прочности. Для магнитопровода круглого поперечно-

го сечения форм-фактор круглой защитной перемычки ψr определяется в следу-

ющем виде: 

 
22

2 3 2 20 0

cos

2 2 cos

cr

r

h d
d

r r r

       =    
    −    + 

, (17) 

где r – радиус перемычки. При 2 ,r a b=    когда площади круглой и прямо-

угольной перемычек одинаковы, справедливо неравенство 

 ψ < ψr, (18) 

т.е. индукционные токи в прямоугольной перемычке меньше влияют на сигнал 

рамки. 

Индукционный ток Ic(t) в пазах насадки. Пазы глубиной c – h (см. рис. 1) 

предназначены для подвода полюсов магнитопровода к измерительному зазору 

канала. Изменение магнитного потока генерирует индукционный ток Ic в боко-

вых стенках пазов. Ток Ic, охватывающий магнитопровод в пазах, представляет 

собой индуцированную противо-МДС, влияющую на сигнал рамки. При одно-

родном распределении магнитного поля вдоль вертикальных стенок пазов плот-

ность тока на их границах ( ), 0j t q =  зависит только от времени взаимодействия 

модели с магнитным барьером рамки. Здесь q – координата, направленная по 

внутренней нормали к поверхности паза. При плотном охвате магнитопровода 

прямоугольного сечения 2a × 2b стенками паза и в соответствии с законом элек-

тромагнитной индукции граничное условие для индукционного тока принимает 

вид: ( )( , 0) / 4 .j t q a b= = − +  Распределение тока по нормали к стенкам 

насадки определяется уравнением 

 
( ) 2

2
0

, 1 ( , )j t q j t q

t q

 
= 

   
.  

Момент t = 0 соответствует началу взаимодействия модели с магнитным «барье-

ром», поэтому начальное условие имеет вид: ( )0, 0.j t q= =  В силу кратковремен-

ности процесса индукционный ток сосредоточен в узком скин-слое [9] у стенок 

паза. Для материалов с низкой электропроводностью, например для титановых 

сплавов, толщина скин-слоя порядка одного миллиметра. Это позволяет опреде-

ление функции ( ),j t q  свести к известному решению задачи о распространении 

тепла в полуограниченном стержне [10]: 

 ( )
( )

( )
( )

3 2
0 0

3
0

2

( )
, exp

8 4

t qq
j t q d

a b t
t

      
= −    −      + −  − 

,  
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при этом искомая зависимость ( ) ( )
0

2 ,cI t c j t q dq


=    преобразуется к виду: 

 ( )
( )

00

t

c cI t d
t

 
= −    

  − 
,    

( )2
c

c

a b
 =

+
. (19) 

Здесь последнее выражение – безразмерный форм-фактор для паза прямоуголь-

ного поперечного сечения. Из (19) следует, что величина индукционного тока Ic 

прямо пропорциональна глубине выемки и обратно пропорциональна периметру 

сечения магнитопровода. Для магнитопровода и пазов круглого поперечного се-

чения (19) преобразуется к виду: 

 ( )
( )

00

t

cr crI t d
t

 
= −    

  − 
,     cr

c

r
 =


. 

При 2r a b=   , когда поперечные сечения прямоугольного и круглого па-

зов одинаковы, c cr   . Из (18) и последнего неравенства следует, что приме-

нение магнитопровода прямоугольного сечения снижает влияние индуцирован-

ных токов на сигнал рамки. 

Сигнал с измерительной катушки электромагнитной рамки датчика скоро-

сти. Уравнение магнитной цепи рамки (2) с помощью (15), (19) приводится к виду: 

 ( ) ( ) ( )
( )

0
0

t

h cR t t n I t d
t

 
 =  −  −   

− 
, (20) 

где ( ) ( )D m hR t R t R R= + + , h h =    , ( ) 02c c a b =   +   . Из (1) сле-

дует, что для магнитного потока Φ(t) выполняется следующая интегральная зави-

симость от сигнала S(t): 

 ( ) ( )0
0

1 t

t S d
N

 =  −     , (21) 

где Φ0 = Φ(0) – невозмущенный магнитный поток в цепи до начала взаимодей-

ствия модели с магнитным барьером. С помощью (21) уравнение (20) преобразу-

ется к интегральному уравнению Вольтера 2-го рода: 

 ( ) ( ) ( )
( )0

0 0

1
1

t
c

h h

R tN n I
S t R t S d

Rt

    
+  +     =  −   
 −      

, (22) 

где R0 = R(0) – значение магнитного сопротивления рамки до начала деформации 

магнитного барьера моделью. Уравнение (22) описывает зависимость сигнала S(t) 

от изменения магнитного сопротивления цепи R(t) при пролете модели через из-

мерительный зазор рамки с учетом индукционных токов в ее защитно-

формирующей насадке. При известном режиме движения модели расчет сигнала 

сводится к совместному решению 3D-краевой задачи для магнитного поля в за-

зоре [6], уравнения для сигнала (22) и замыкающего интегрального выражения 

R(t), определяемого с помощью (3). 
 

Результаты расчетов 
 

Задача по определению работы измерительных рамок датчика реализована в про-

граммном комплексе ANSYS [11] методом конечных элементов [12]. На рис. 5–9 
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представлены результаты расчетов для рамки датчика с магнитопроводом прямо-

угольного поперечного сечения 10 × 15 мм2, длиной 150 мм и магнитной прони-

цаемостью μ = 50μ0, где μ0 – магнитная проницаемость вакуума. Диаметр канала 

D = 30 мм, МДС рамки nI0 = 100 ампер∙витков. Материал защитно-формирующей 

насадки – титановый сплав ВТ-6, толщина защитного слоя насадки h = 2, 3, 5 мм, 

глубина паза под магнитопровод c = 3, 4, 6 мм. Модели имеют форму сферы, ци-

линдра и цилиндра с полусферической головной частью («пуля»). Все модели 

имеют одинаковый объем 10.3 см3, равный объему сферической модели диамет-

ром d = 0.9D. Диаметры цилиндрических частей моделей 0.7D и 0.9D, скорость 

моделей u = 2, 4, 8 км/с.  
 

   

   

   

Рис. 5. Распределение магнитного поля в барьере при пролете моделей через среднее сече-

ние рамки: невозмущенный магнитный барьер (а); сферическая модель диаметром 0.9D (b); 

цилиндрическая модель диаметром 0.7D (c); цилиндрическая модель диаметром 0.9D (d); 

«пуля» диаметром 0.7D (e); «пуля» диаметром 0.9D (f) 

Fig. 5. Magnetic field distribution in the barrier during the projectile motion through a frame 

midsection: (а) undisturbed magnetic barrier, (b) spherical projectile with a diameter of 0.9D,  

(c) cylindrical projectile with a diameter of 0.7D, (d) cylindrical projectile with a diameter  

of 0.9D, (e) bullet projectile with a diameter of 0.7D, and (f) bullet projectile with a diameter  

of 0.9D 

a b 

c d 

e f 



Биматов В.И., Механич А.А., Синяев С.В., Ящук А.А. Моделирование работы электромагнитного датчика  

69 

На рис. 5 показаны распределения магнитного поля в измерительном зазоре 

рамки в невозмущенном состоянии и при максимальных деформациях магнитно-

го барьера моделями различной формы. В силу симметрии на рисунках приведе-

ны четвертая часть объема чувствительности рамки и модели над верхней торце-

вой поверхностью магнитопровода. 

Цилиндрическая модель 0.9D (см. рис. 5, d) деформирует магнитный барьер 

значительно сильнее, чем другие модели обоих диаметров, в основном за счет 

торцевых поверхностей. Наглядным интегральным критерием степени деформа-

ции магнитного барьера является магнитное сопротивление измерительного за-

зора рамки (3). 

На рис. 6 приведены расчетные зависимости магнитного сопротивления измери-

тельного зазора рамки RD(x) при различных положениях центра массы моделей.  
 

  

Рис. 6. Магнитное сопротивление зазора в зависимости от положения центра масс  

метаемого тела 

Fig. 6. Gap reluctance as a function of the position of the projectile center of mass 
 

Значение RD минимально, когда модель находится вне «зоны чувствительно-

сти» рамки. Зависимости RD(x) симметричны относительно среднего сечения 

рамки за исключением «пуль», форма которых не является продольно симмет-

ричной. При приближении модели к среднему сечению рамки магнитное сопро-

тивление зазора растет, а затем уменьшается до «невозмущенного» значения.  

Результаты расчета на рис. 7 иллюстрируют влияние индукционных токов в за-

щитных перемычках и пазах насадки на форму и величину сигнала рамки. Скоро-

сти цилиндрической модели диаметром 0.9D − 2 и 8 км/с. Толщина перемычек – 

3 мм, глубина прямоугольных пазов – 4 мм.  

При скорости модели 2 км/с влияние индукционных токов на сигнал относи-

тельно невелико в окрестности его максимального значения. При скорости 8 км/с 

индукционные токи существенно сильнее влияют на амплитуду и форму сигнала 

за счет четырехкратного увеличения скорости изменения магнитного потока в маг-

нитной цепи рамки. В обоих случаях индукционные токи приводят к заметному 

«запаздыванию» сигнала, причем на его амплитуду в большей мере влияют ин-

дукционные токи в пазах насадки. 

На рис. 8 построены сигналы для четырех моделей одинакового объема при 

трех скоростях пролета измерительной рамки – 2, 4 и 8 км/с. В расчетах толщина 

защитных перемычек в насадке – 3 мм, глубина пазов – 4 мм. 
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Рис. 7. Влияние индуктивных токов при различных скоростях модели: 

1 – Ic = 0, Ih = 0; 2 – Ic = 0; 3 – с учетом Ic и Ih 

Fig. 7. Effect of inductive currents at various projectile speeds: 

(1) Ic = 0, Ih = 0, (2) Ic = 0, and (3) with account for Ic and Ih 

 

   

   

Рис. 8. Влияние скорости модели на сигнал для моделей различной формы  

и одинакового объема 

Fig. 8. The projectile speed effect on a signal for the models of the same volume  

and different in shapes  
 

Для каждой модели повышение скорости модели увеличивает амплитуду сигнала 

и уменьшает его длительность. Амплитуды сигналов у моделей с миделевым се-

чением диаметром 0.9D в 1.5 ÷ 2 раза больше, чем у моделей с цилиндрической 



Биматов В.И., Механич А.А., Синяев С.В., Ящук А.А. Моделирование работы электромагнитного датчика  

71 

частью диаметром 0.7D, за счет более значительной деформации магнитного  

барьера рамки (см. рис. 5). 

На рис. 9 приведены графики сигналов при различных значениях толщин за-

щитных вставок h и глубины пазов c у формирующей насадки рамки при скоро-

сти 4 км/с цилиндрической модели 0.9D. 
 

   

Рис. 9. Влияние толщины защитной перемычки h и глубины паза в насадке c  

на сигнал измерительной рамки датчика для цилиндра 0.9D 

Fig. 9. Effect of the protective diaphragm thickness h and the groove depth in the cap c  

on the measuring frame signal for a 0.9D cylinder  
 

Большее влияние на сигнал оказывает величина параметра h. Увеличение 

толщины вставки в 2.5 раза – с 2 до 5 мм – приводит к снижению амплитуды сиг-

нала на 41%. Поэтому толщину защитных вставок следует выбирать из условия 

их прочности при характерных давлениях рабочего газа в измерительном сече-

нии канала. Увеличение глубины пазов в 2 раза – с 3 до 6 мм – снижает амплиту-

ду сигнала на 19%. Индукционные токи в пазах можно существенно уменьшить  

с помощью экранирования соответствующего участка магнитопровода разомкну-

тым витком медной фольги. 

 

Заключение 

 

Разработана математическая модель работы внутриствольного индукционного 

датчика скорости с использованием эффекта магнитного барьера. Модель учиты-

вает 3D-взаимодействие метаемой электропроводной модели с магнитным барье-

ром в измерительном зазоре рамки датчика, а также влияние индукционных то-

ков в защитно-формирующей насадке. Проведены параметрические исследования 

сигналов при метании моделей различной формы в канале калибром 30 мм со ско-

ростями от 2 до 8 км/с при различных значениях толщины защитной перемычки 

и глубины пазов насадки. Показано влияние индукционных токов на амплитуду и 

форму сигнала. Во всех рассмотренных вариантах работы датчиков данной кон-

струкции амплитуды сигналов лежат в интервале от 5 до 15 В, что практически 

на порядок выше уровня возможных электрических помех в практике высокоско-

ростных баллистических исследований. Это позволяет применять датчики рас-

смотренного типа и в устройствах синхронизации для запуска регистрирующей 

аппаратуры и подключения дополнительных ступеней разгона модели. 
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Аннотация. Рассматриваются сепарационные эффекты, возникающие при класси-

фикации тонкодисперсных порошков. Проведена оценка скоростных взаимодействий 

твердых частиц в пневмоизмельчителе с псевдоожиженным слоем. Получены экспе-

риментальные данные значений окружных скоростей воздуха вблизи поверхности 

ротора в зависимости от числа его оборотов. Проведен расчет граничного размера 

сепарируемых частиц TiN. Представлено сравнение расчетного граничного размера 

керамических частиц TiN с полученными экспериментальными данными. 
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Abstract. For grinding and fractionation of submicron and nanosized powders, pneumatic 

methods with the use of built-in centrifugal-type separation elements of various designs 

are currently the most promising. In these devices, it is possible to most effectively pro-

vide the aerodynamics of the dust and gas flow in the separation zone, which allows one 

to control the separation boundary. In a fluidized bed apparatus, the layer extends to the 

rotor. The particles are affected not only by gravity and flow forces but also by the forces 

arising from the rotor impact on the flow. This paper considers the separation effects  

associated with the classification of fine powders. Experimental data on the circumferen-

tial air velocities near the rotor surface are obtained as the functions of the rotor rota-

tion number. The high-speed interactions of solid particles in a pneumatic grinder with  

a fluidized bed are evaluated. Using the obtained aerodynamic experimental data, the 

boundary size of the separated particles is calculated. A comparison of the calculated 

boundary size of TiN ceramic particles with the obtained experimental data on the frac-

tional separation of fine TiN powders based on granulometric composition measurements 

by laser diffraction is presented. 

Keywords: pneumogrinder, titanium nitride, fluidized bed, boundary size, separation of 

particles, velocity vector components 
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Введение 

 

На сегодняшний день пневматические методы получения тонкодисперсных 

узкофракционных порошков являются одними из перспективных и экологически 

чистых методов [1]. Понимание эффектов, сопутствующих процессам измельчения 

и классификации, дает возможность совершенствовать конструкции пневматиче-

ских аппаратов и повысить эффективность процессов фракционного разделения.  

Для измельчения и фракционирования субмикронных и наноразмерных по-

рошков в настоящее время наиболее перспективными являются пневматические 

методы с использованием встроенных сепарационных элементов центробежного 

типа различной конструкции совместно с циркуляцией двухфазной среды в своих 

контурах. В данных аппаратах можно наиболее эффективно организовать аэро-

динамику пылегазового потока в зоне сепарации, что позволяет интенсифициро-

вать процесс противоточно-центробежной сепарации частиц и регулировать гра-

ницу разделения. В струйных мельницах [2–6] разрушение частиц определяется 

разностью скоростей соударяющихся частиц и частотой взаимодействия частиц. 

Инжектируемые частицы и моли газа разгоняются струйным потоком, причем 

скорость частиц зависит от соотношения коэффициентов инжекции молей газа и 

частиц. В аппарате с псевдоожиженным слоем слой распространяется до ротора, 

на частицы действуют не только силы тяжести и силы потока, но и силы, возни-

кающие от воздействия на поток ротором. При входе потока воздуха в псевдо-

ожиженный слой материал вовлекается в поток и ускоряется до скорости, соиз-

меримой со скоростью потока. Во время вовлечения частиц материала в поток 

происходят интенсивные столкновения частиц друг с другом. Такие столкновения 

обусловлены различными скоростями частиц в самом потоке, разными размера-

ми частиц и разными точками входа в поток. Унос частиц из слоя компенсирует-

ся частицами, возвращаемыми ротором. В аппаратах кипящего слоя зернистых  

и мелкозернистых материалов скоростные струи (70–150 м/с) используются для 

стабилизации процесса ожижения слоя, повышения интенсивности тепломассо-

обменных процессов [7]. Истирание и измельчение частиц в псевдоожиженном 

слое является отрицательным моментом в таких процессах. Для пылеулавливания 

применяются циклоны, которые часто располагаются внутри аппаратов с псевдо-

ожиженным слоем катализатора [8]. Уловленная пыль возвращается в псевдоожи-

женный слой. В скоростных струях происходит измельчение частиц, на границах 

струй и в их окрестностях происходит истирание частиц [9].  

Цель настоящей работы – исследование сепарационных эффектов в пневмати-

ческих классификаторах, влияющих на процесс фракционного разделения, а также 

оценка скоростных взаимодействий твердых частиц в пневмоизмельчителе с псев-

доожиженным слоем. 

 

Теоретическая и экспериментальная часть 

 

В настоящей работе рассмотрены две оригинальные установки, представлен-

ные на рис. 1. 

В аппарате на рис. 1, a псевдоожиженный слой распространяется до ротора, 

на частицы действуют не только силы тяжести и силы потока, но и силы, возни-

кающие от воздействия на поток ротором. 
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а     b 

Рис. 1. Схема установки для противоточного размола в псевдоожиженном слое (a):  

1 – питающее устройство, 2 – бункер с исходными частицами вещества, 3 – система подачи 

частиц в камеру размола, 4 – псевдоожиженный слой, 5 – сопла подачи газа, 6 – трубопровод 

подачи газа высокого давления, 7 – камера для размола, 8 – сепаратор, 9 – выходной коллектор 

газа с мелкими частицами; аппарат с псевдоожиженным слоем (b): 1– ввод энергоносителя,  

2 – ввод исходного материала, 3– выход мелкого продукта, 4 – сепаратор, 5 – циклон,  

6 – фильтр, 7 – вихревая газодувка 

Fig. 1. Design of a facility for countercurrent grinding in a fluidized bed (a): 1, feeding device;  

2, hopper with initial particles of a substance; 3, system of the particle delivery into a grinding 

chamber; 4, fluidized bed; 5, gas supply nozzles; 6, high-pressure gas supply pipeline; 7, grinding 

chamber; 8, separator; and 9, gas outlet collector with fine particles; apparatus with a fluidized 

bed (b): 1, input of the energy carrier; 2, input of the source material; 3, output of the fine product; 

4, separator; 5, cyclone; 6, filter; and 7, vortex gas blower 
 

При входе потока воздуха в псевдоожиженный слой материал вовлекается  

в поток и ускоряется до скорости, соизмеримой со скоростью потока. Во время во-

влечения частиц материала в поток происходят интенсивные столкновения частиц 

друг с другом. Такие столкновения обусловлены различными скоростями частиц 

в самом потоке, разными размерами частиц и разными точками входа в поток.  

Унос частиц из слоя компенсируется частицами, возвращаемыми ротором. 

Газ, увлекаемый вращающимся ротором, движется по периферии вблизи стенок 

корпуса вниз и вверх. Ротор располагается в верхней части корпуса так, что про-

странство между ротором и верхней стенкой намного меньше, чем пространство 

между ротором и фокальной точкой пересечения осей сопел [10]. В этом случае 

возникает эффект диаметрального вентилятора [11], при котором газ диаметрально 

с периферии проходит внутрь ротора и за счет центробежных эффектов частично 

выходит из ротора в объем между ротором и верхней стенкой корпуса. Причем 

конфигурация этого объема имеет расширяющийся участок. При подаче газа из 

внешней магистрали газ из нижнего объема будет подходить к ротору с опреде-

ленным динамическим напором. Поэтому эффект диаметрального вентилятора 

проявляется. 

В [12] приведены данные о закручивающей способности различных роторов  

в осесимметричной схеме. Закрутка осуществляется турбулентным переносом 
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пульсаций моментов количества движения на границе вращающегося ротора. 

Интенсивность закрутки зависит от конструкции ротора, числа оборотов, отно-

шения скоростей радиального входа газа υr и окружной скорости обода ротора 

Wр. В области эффективной работы для обеспыливания газов принимается отно-

шение υr/Wр = 0.01–0.1, для классификации это отношение находится в диапазоне 

0.1–1. При закрутке газа ободом ротора в осесимметричной схеме окружная ско-

рость газа Uг в диапазоне υr/Wр = 0.5–1 на порядок меньше скорости ротора, по-

этому газ перед поступлением в ротор дополнительно закручивают [13].  

В аппарате на рис. 2 ротор создает токи газа, которые имеют тангенциальную 

направленность потока вблизи поверхности ротора. Перетекание части газа из ро-

тора в рабочий объем интенсифицирует подкрутку потока в окрестности ротора. 
 

             
  а     b 

Рис. 2. Схема токов газа и измерения окружной скорости газа в околороторном простран-

стве (a); схема обтекания газом стержней в системе вращающегося ротора (b): a – ширина 

стержня, b – расстояние между стержнями, Wp, Uг, υrpс – окружные скорости ротора и газа 

и радиальная скорость газа на входе в ротор 

Fig. 2. Circuit of gas currents and measurements of the circumferential velocity of gas in the near-

motor space (a); diagram of the gas flow around the rods in a rotating rotor system (b): a is the 

width of the rod, b is the distance between the rods, Wp and Uг are the circumferential velocities 

of the rotor and gas, respectively; υrpс is the radial velocity of the gas at the rotor entrance 

 

В таблице приведены значения окружных скоростей воздуха Uг, замеренных 

Т-образным насадком (см. рис. 2) на расстоянии 1 мм от поверхности ротора при 

диаметре ротора 50 мм и числе оборотов 4 000, 8 000, 12 000, 16 500 об./мин.  

Значения окружных скоростей газа на границе ротора  

υr, м/с Wр, м/с Uг, м/с 
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Окружная скорость ротора Wp = πDрn/60, радиальная скорость газа υr= Qр/Fр. 

В приведенных формулах Dр, Fр – диаметр и площадь боковой поверхности рото-

ра, Qр – расход воздуха через ротор, включающий расходы газа через сопла, под-

дувы через уплотнительные зазоры, подшипник. 

Из таблицы видно, что закрутка потока вблизи поверхности ротора определя-

ется интенсивностью радиального стока газа в ротор, причем радиальная компо-

нента при сопоставимых скоростях с окружной скоростью ротора оказывается 

больше тангенциальной скорости газа.  

В [14, 15] полагается, что граничный размер сепарируемых мелких частиц 

может быть оценен по соотношению Vs2/Rs = υrр, τ50 = (ρδ/ρ)(δ2
50/18ν), где Vs – 

окружная скорость частиц на сепарационном радиусе, υrр –радиальная скорость 

газа на границе ротора, Rs – сепарационный радиус, δ – диаметр частицы, ρ, ρδ – 

плотность газа и плотность частицы, ν – коэффициент кинематической вязкости. 

Будем полагать, что Vs = Uг – окружная скорость газа на границе ротора, и Rs = Rp – 

внешний радиус ротора. Окружные скорости частиц и газа совпадают. Гранич-

ный размер, учитывая данные таблицы, будет равен  

 
р p 4 5 5

50 2 2
δг

υ ρ 6.39 0.025
δ 18ν 4 10 18 1.5 10 1.34 10 м

ρ 7.6

r R

U

− − −
= =      =  . (1) 

Газ вблизи ротора имеет меньшую крутку по сравнению с ротором. Вращение 

газа и частиц вне ротора осуществляется посредством турбулентного обмена мо-

ментами количества движения молей газа, взаимодействующих со стержнями 

ротора и молями газа, поступающими из сопел и от уплотнительных зазоров. На 

рис. 2, b приведена схема обтекания стержней, представленных в развернутом 

виде, в системе вращающегося ротора. В лобовой и кормовой областях обтекания 

имеются вихревые зоны, вызванные отрывом потока. Поток между стержнями 

имеет радиус закругления rc на угол φ: rc = 0.5a + b – a – 0.5d = b – 0.5a – 0.5d, где 

a, b, c –конструктивные величины (см. рис. 2, b). 

Газ набегает на решетку профилей под углом, тангенс которого  

p

p г
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r

W U


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−
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Величина сужения потока из-за разности скоростей ротора и газа определится 

из соотношения  
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откуда d = (b – a) sin α. Скорость частиц относительно газа при его повороте 

определится из соотношения 
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τ = (ρδ/ρ)(δ2/18ν), rc = b – 0.5a – 0.5d, υrpс = Qp/[3 600(π Dp∙Lp – z∙c∙Lp)]. 

Уравнение траектории частицы в криволинейном потоке имеет вид:  
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где d  – знак дифференциала. Интегрируя это уравнение, найдем граничный 

размер отсепарированных частиц из соотношения  

c

*pc

sin
,

dr

r d

U 

 
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
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Расчет показывает, что при а = 0.006 м, b = 2πRp/z = 2π∙0.025/8 = 0.0196 м,  

с = 0.007 м, Q = 85 нм3/ч, Wp = 43.2 м/c, Uг = 16.7 м/с, ρ = 1.2 кг/м3, ρδ =3 000 кг/м3, 

φ = π/4 имеем следующие значения расчетных величин: υrpс = 8.98 м/с, α = 18.7°, 

d = 0.004 м, rc = 0.0146 м, ∆Udδ* = 19.58 м/с, τd* =3.67∙10–4 c, δd* = 5.1∙10–6 м. 

Частицы более 5.1 мкм будут сепарироваться на стержни-агломераторы ча-

стиц. В [16] показано, что в присутствии частиц менее 10 мкм возможна активная 

агломерация частиц за счет молекулярных сил. Вводится понятие критического 

размера частиц из условия соизмеримости сил сцепления между ними в струк-

турной сетке и их весом, если рассматривается агломерация в поле сил тяжести. 

В ряде случаев частицы получают электрический заряд в результате дробления ма-

териала, при движении в потоке газа из-за трения частиц между собой и о стенки 

аппарата. Число положительных и отрицательных частиц может быть одинаково, 

и в этом случае агломерация частиц резко интенсифицируется. При срыве отло-

жений со стержней ротора в поток поступают более уплотненные агломераты 

пыли. При обтекании стержней ротора со скоростью 8–11 м/с на фронтальной и 

кормовой частях образуются рыхлые отложения; при скорости обтекания более 

11 м/с на фронтальной части образуются плотные отложения, в кормовой – рыхлые. 

Количество осевшей пыли зависит от скорости потока и концентрации частиц.  

Скорости потока, при которых происходит отрыв частиц, определяются рас-

пределением сил адгезии и размеров частиц. Количественно отрыв прилипших 

частиц определяется медианной скоростью отрыва [16]. Однако в реальном аппа-

рате оценка этих факторов может быть проведена косвенно, только на основе 

испытаний измельчителя на конкретном материале. В [17] приведены экспери-

ментальные результаты классификации порошка Al2O3 на установке марки AFG  

с рассмотренным сепаратором. Полученные расчетные данные согласуются с экс-

периментом. Для нитрида титана TiN плотность равна ρδ =5 440 кг/м3. При анало-

гичных параметрах расчета, представленных выше (см. таблицу, формулу (1)), 

для данного материала получим граничный размер равный 12.8 мкм.  

В результате проведенных экспериментов по фракционному разделению мел-

кодисперсных порошков TiN на основе измерения гранулометрического состава 

методом лазерной дифракции установлено, что в мелкой фракции присутствуют 

частицы размером менее 14.3 мкм (рис. 3; темная область под кривой). Таким 

образом, экспериментальные данные и расчеты хорошо согласуются. 

Исследование гранулометрического состава порошков TiN выполнено на обо-

рудовании Томского регионального центра коллективного пользования Нацио-

нального исследовательского Томского государственного университета. Центр 

поддержан грантом Министерства науки и высшего образование Российской Фе-

дерации № 075-15-2021-693 (№ 13.ЦКП.21.0021). 
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Рис. 3. Распределение частиц TiN по размерам до и после процесса классификации 

Fig. 3. TiN particle size distribution before and after the classification  
 

В аппарате, представленном на рис. 1, b, при соударении струй повышается 

давление, при разлете струй возникают циркуляционные токи, которые ожижают 

слой, реализуется псевдоожиженный слой. Газ-энергоноситель с частицами и газ 

на аэродинамические уплотнения поступают в сепарационную зону, проходят 

через сепаратор, крупные частицы возвращаются в слой, мелкие выходят из ап-

парата вместе с газом на дополнительную сепарацию и окончательно выделяются 

в фильтре. 

Порозность насыпного слоя определяется соотношением  

1 2
0

1

1 н



 −
 = = −

 
, 

где Ω1, Ω2 – объемы слоя и частиц, ρн, ρδ – плотности насыпного слоя и частиц. 

Теоретическое значение 0 находится в диапазоне 0.475–0.259 [18]. Оценка по-

розности псевдоожиженного слоя в аппаратах с распределительными решетками 

представлена соотношением [19] 
0.21

0 0

  
=  

  
, 

где υ − скорость потока, отнесенная к поперечному сечению аппарата, υ0 − ско-

рость начала псевдоожижения. Отношение υ/υ0 называется числом псевдоожи-

жения и находится в пределах 1–50. В аппарате на рис. 1, a псевдоожиженный 

слой распространяется до ротора, на частицы действуют не только силы тяжести 

и силы потока, но и силы, возникающие от воздействия на поток ротором.  

На рис. 4, a представлена схема затопленной несжимаемой струи, распростра-

няющейся в среде с повышенной плотностью [20].  

Суммарный масштаб крупных вихрей и длины переноса этих вихрей на поря-

док больше масштаба переноса молей газа в теории Прандтля [20], что дает осно-

вание полагать, что некоторая доля примеси переносится этими вихрями в ядро 

потока с сохранением локального аксиального импульса вихревого моля. 
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Рис. 4. Схема крупных вихрей и распределений скоростей газа и концентраций частиц  

в струе (a): r0 – радиус сопла; хн, хп – длины начального и переходного участков; R1, R2 – 

радиусы границы струи в сечениях х1, х2; yt – радиус центровой окружности тора; W(х2, r) –

аксиальная скорость газа в сечении х2 основного участка; γR – концентрация частиц на гра-

нице струи; γ(х2, r) – концентрация частиц в сечении х2 основного участка на переменном 

радиусе r. Безразмерные скорости частиц диаметром 3 и 9 мкм в конечном сечении хк  

в зависимости от безразмерного расстояния их входа в струю (b). Безразмерные координаты  

                                           конечных сечений: к3 к96.67; 0.74x x= =   

Fig. 4. (a) Diagram of large vortices and distributions of gas velocities and particle concentra-

tions in a jet: r0 is the nozzle radius; хн, хп are the lengths of the initial and transition sections, 

respectively; R1, R2 are the radii of the jet boundary in sections х1, х2, respectively; yt is the radius 

of the center circle of the torus; W(х2, r) is the axial gas velocity in section х2 of the main region; 

γR is the concentration of particles on the jet boundary; γ(х2, r) is the concentration of particles in 

section х2 of the main region at a variable radius r; (b) dimensionless velocities of the particles 

with a diameter of 3 and 9 µm in the final section хк as the functions of the dimensionless distance  

 of their entry into the jet. Dimensionless coordinates of final sections are к3 к96.67; 0.74x x= =  

 

Таким образом, в приосевой области находятся частицы с аксиальными ско-

ростями, сравнимыми с аксиальными скоростями газа в приосевой зоне и при-

граничной области струи. Это объясняет уменьшение длины начального участка 

струи при значительных концентрациях частиц в приграничной области и боль-

шую разность скоростей частиц в приосевой зоне. Крупные вихри, возникающие 

в слое смешения осесимметричной струи, имеют замкнутую тороидальную фор-

му, т.е. представляют собой вихревые кольца конечной толщины [20]. В ядре 

начального участка, там, где отсутствуют градиенты скоростей в продольном и 

поперечном направлениях, фиксируются турбулентные пульсации, резко возрас-

тающие к концу ядра [20]. Это явление вызывается дальнодействием тородои-

дальных вихрей, возникающих в слоях смешения [20]. Принимается, что радиус 

тела тора dt/2 пропорционален толщине слоя смешения R – Rя, где R – радиус 

внешней границы струи, Rя – радиус границы ядра; дискретная завихренность 



Василевский М.В., Полюшко В.А., Романдин В.И. и др. Теоретические и экспериментальные исследования 

83 

(угловая скорость) пропорциональна максимальному поперечному градиенту 

скорости  

0

я

0.5 tA UW

r R R


 = =

 −
, 

где А0 – параметр завихренности, определяемый по безразмерному профилю ско-

рости, Ut – скорость обтекания тора в относительном движении. Окружная ско-

рость вихря равна uω = 0.5dt∆ϖ. Для основного участка Ut = 0 25Wm, где Wm – 

осредненная скорость на оси струи, А0 = 2.27; dt/2 = 0.22R. Частота прохождения 

вихрей после преобразований может быть выражена соотношением f = (3.4/x)W0 [20]. 

Расстояние между соседними вихрями определяется соотношением x0 = 0.17x [20]. 

Для оценки скоростного взаимодействия частиц рассмотрим аэрозоль, состоя-

щий из частиц диаметром δ = 3 и 9 мкм, плотностью 1 800 кг/м3 в воздухе с темпе-

ратурой 20°С. Для таких частиц можно пренебречь силой тяжести и в уравнении 

движения принять коэффициент сопротивления движения частицы в форме 

Стокса. 

Уравнение имеет вид [21]: 

 ,
dV W V

dt

−
=


 или 

dV W V
V

dx

−
=


, (2) 

где W, V – скорости газа и частиц, м/с; t – время, с; х – переменная осевая коор-

дината сечений струи, м; τ = (ρδ/ρ)(δ2/18ν) – время релаксации, с; ρ, ρδ – плотности 

газа и частиц, кг/м3; ν – коэффициент кинематической вязкости газа, м2/с. Полагая 

в первом приближении W = W0 постоянной величиной, проинтегрируем уравне-

ние (2) в пределах [х, хк], где х –координаты сечений вхождения частиц в струю, 

хк – координата сечения выхода частиц из участка струи. Решение имеет вид: 

 к

0 0 0

ln 1
x x V V

W W W

 −
= − − − 
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. (3) 

Пусть хк =0.1 м, W0 = 300 м/с, ν = 1.5∙10–5 м2/с, ρδ/ρ = 1 500, для частицы диа-

метром 3 мкм величина 
( )
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 а для частицы  

9 мкм величина τ будет равна τ9 = 4.5∙10–4 с. Для этих частиц безразмерные вели-

чины кx  имеют следующие значения: 
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На рис. 4, b представлены безразмерные кривые скоростей частиц в конечном 

сечении участка струи в зависимости от их безразмерного расстояния от среза 

сопла на входе в поток по уравнению (3). В правой части рис. 4, b кривая относи-

тельной скорости частиц размером 3 мкм показывает, что все частицы, инжекти-

рованные в струю в диапазоне  3 0; 4x =  в конечном сечении практически до-

стигают скорости газа. В диапазоне  3 6; 6.67x =  скорость частиц в конечном 

сечении много меньше скорости газа. Поэтому в конечном сечении могут проис-

ходить интенсивные соударения частиц, инжектированных в струю в области 

 3 0; 4x = , с частицами, инжектированными в струю в области  3 6; 6.67x = . 
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В левой части рис. 4, b кривая безразмерной скорости частиц диаметром 9 мкм 

свидетельствует, что частицы, инжектируемые в струю, не достигают скорости 

газа во всем диапазоне 90 0.74x  , а в диапазоне 90.6 0.74x   скорость ча-

стиц диаметром 9 мкм составляет 2–20% от скорости газа. Переходя к размерным 

величинам, можно сделать вывод, что на 70% длины струи мелкие частицы  

(3 мкм) одинаковой крупности измельчаются отколом и сколом, крупные части-

цы (9 мкм) уменьшаются разрушением сколом за счет взаимодействия с мелкими 

частицами. 

Для частиц более 50 мкм в результате расчетов получена приближенная фор-

мула скоростей частиц в струе, которые введены в начальном участке 

 ( )
0.5

0.23 0.5
0 1.5

0.78 , , , 9, 2 .c c

V v
V x V x xW k k

W

−




= = = =


 (4) 

При х = хк = 0.1 м, ρδ/ρ = 1 500, W0 = 300 м/с, δ = 1∙10−4 м, ν = 1.5∙10–5 м2/с,  

|kc = 23.0.6 (м∙с)–0.5, x  = 0.136, V  = 0.493, V = 148 м/с. При этом коэффициент 

сопротивления частиц рассчитывался в соответствии с рекомендациями [4]. При 

лобовом столкновении частиц скорость удара равна 296 м/с, этого достаточно для 

разрушения. Скорость столкновения в области разлета струй зависит от скорости 

инерционного пробега частиц. Скорости инерционного пробега частиц более 50 мкм 

в области разлета практически не меняются. Скорости инерционного пробега 

частиц менее 10 мкм в области разлета струй кратно уменьшаются. Частота по-

ступления ансамблей скоростных частиц в область разлета струй может быть 

определена по соотношению  

1
0

3.4 3.4
300 10200 c .

0.1
f W

x

−= = =  

Таким образом, измельчение частиц менее 10 мкм происходит в самой струе, 

а для частиц более 50 мкм измельчение происходит в области разлета струй. 

Плановая скорость потока определяется из соотношения  

пл ,
k k

G
W

F

=


 

где GΣ – суммарный расход энергоносителя через сопла, кг/с, ρk – плотность 

энергоносителя в камере кг/м3, Fk – площадь поперечного сечения камеры, м2. 

Расчеты показывают, что плановые скорости соответствуют скоростям витания 

крупных частиц с диаметром более 50 мкм. Поэтому частицы менее 50 мкм вы-

носятся в сепарационное пространство и отбиваются ротором. 

Агломераты, образующиеся в слое мелких частиц, могут вести себя в слое, как 

гранулы большого размера. Размеры агломерата определяются скоростью вита-

ния. Скорость витания υв находится из зависимости  

3
в а в а а

в 2
Re ,

18 0.61

Ar
Ar

Ar

    
= = =

 + 
 при вRe 700 , 

0.5

а
в а1.71 g

 
 =  

 
, 

где δа, ρа – диаметр и плотность агломерата, ρ, ν – плотность и кинематическая 

вязкость газа. Агломерат в виде шара, состоящий из множества частиц, обтекае-

мый потоком, испытывает раздавливающее воздействие перепада давления в ло-

бовой части. Возникающие при этом боковые усилия способствуют разъединению 

частиц, причем напряжение разъединения пропорционально перепаду давления, 
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поскольку частицы связаны аутогезионными силами. При обтекании агломерата 

более мелкими частицами возможно эрозийное разрушение его тела или, наобо-

рот, захват мелких частиц агломератом. Сопротивление крупной частицы в авто-

модельной области обтекания определяется  
2 2

,
4 2

a
x

d W
P


=    

где  – коэффициент сопротивления, W – скорость газа относительно агломерата 

на бесконечности,  – плотность газа.  

Коэффициент сопротивления шара в диапазоне чисел Рейнольдса 5∙102–105 

имеет значения, находящиеся в интервале 0.6–0.4; для диапазона 103–105 этот 

коэффициент принимается равным 0.44; а сила сопротивления прямо пропорцио-

нальна скоростному напору [12]. Распределение давления по поверхности агрега-

та приведено в [12]. В области 0–40° давление избыточно (положительно), при 

40° это давление равно нулю, в области 40–180° избыточное давление отрица-

тельно. Поскольку перепад давления на агломерате является действующей 

нагрузкой, то эта нагрузка должна определяться интегралом давления по поверх-

ности. Однако средний перепад определяется лобовым сопротивлением Р. Оцен-

ки прочности агломератов из частиц порядка 1 мкм при обтекании газовой стру-

ей показывают, что размер агломератов составляет порядка 40 мкм [8]. 

Газовый факел струи в псевдоожиженном слое из зерновых материалов (с ча-

стицами размером более 0.5 мм) образует струйный канал, занятый разреженной 

суспензией [10]. Течение в периферийной зоне факела (на границе между факе-

лом и плотной фазой слоя) можно рассматривать как затопленную струю, плот-

ность вещества которой ρRc = (0.34–0.035δ)ρR0, где δ – диаметр частиц в мм, ρR0 – 

плотность слоя в начальном участке струи [10]. Длина переходного участка 

определяется по соотношению  

1

0

3.28,nС x

r
=   

где С1 – коэффициент струи,  
0.32

3
0.1 э

1 2
0.46 , ,

p

f

W g
С Ga Ga

W

  
= = 

   

  

где 3.0 < Ga < 3 160, 1 < Wp/Wf < 2.5; Wp – рабочая скорость газа в струе, Wf – кри-

тическая начальная скорость псевдоожижения. Однако в силу большой инерци-

онности таких частиц силовое взаимодействие их между собой мало и в [8] не 

рассматривалось. 

 

Заключение 

 

В работе рассмотрены сепарационные эффекты, возникающие при классифи-

кации тонкодисперсных порошков. Получены экспериментальные данные значений 

окружных скоростей воздуха Uг вблизи поверхности ротора в зависимости от 

числа оборотов ротора. Проведена оценка скоростных взаимодействий твердых 

частиц в пневмоизмельчителе с псевдоожиженным слоем. На основе полученных 

аэродинамических экспериментальных данных проведен расчет граничного раз-

мера сепарируемых частиц. Представлено сравнение расчетного граничного раз-
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мера керамических частиц TiN с полученными экспериментальными данными по 

фракционному разделению мелкодисперсных порошков TiN на основе измерений 

гранулометрического состава методом лазерной дифракции. Расчетные и экспе-

риментальные данные имеют хорошее согласование. 
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Аннотация. Исследуется задача нестационарной фильтрации жидкости в окрест-

ности вертикальной скважины с учетом скин-эффекта и влияния ствола скважины 

после кратковременного возмущения нефтяного пласта. Численное решение задачи 

сравнивается с приближенным решением Маскета. Предлагается метод интерпрета-

ции результатов гидродинамических исследований вертикальных скважин, вскры-

вающих низкопроницаемые коллекторы, на основе теории некорректных задач. 

Проводится сравнение оценок значений коэффициента продуктивности и пласто-

вого давления, полученных предложенным методом, интегральным методом и ме-

тодом Маскета, с использованием реальных данных о восстановлении забойного 

давления.  

Ключевые слова: кривая притока, кривая восстановления давления, низкопрони-

цаемый пласт, продуктивность 
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Abstract. This paper investigates a numerical model of non-stationary fluid filtration in 

the vertical well vicinity after a short-term disturbance of a formation taking into account 

the skin effect and wellbore storage effect. The numerical solution to the problem is 

compared with an approximate solution to the Muskat problem, which is obtained by the 

method of sequentially changing stationary states. The influence of formation permeability 

and skin factor on the bottomhole pressure build-up is studied. The wellbore storage  

effect has been shown to completely mask indications of the bottomhole zone. For low-

permeability formations, the pressure build-up process is time-consuming. Hence, the 

flow-over techniques should be used to investigate them.  

A method for interpreting pressure-transient data based on the theory of solving ill-posed 

inverse problems is proposed. The method determines the formation permeability, skin 

factor, and formation pressure values using the measured bottomhole pressure profile  

after a short-term disturbance of the formation. Estimates of the well productivity index 

and formation pressure are in good agreement with those obtained using the integral and 

Muskat methods. In contrast to the methods based on the Muskat solution, the proposed 

method allows the assessment of the skin factor. 

Keywords: inflow curve, pressure build-up curve, low-permeability formation, produc-

tivity index 
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Введение 

 

Разработка нефтяных месторождений с низкопроницаемыми пластами в боль-

шинстве случаев проводится путем эксплуатации скважин в периодическом ре-

жиме. При этом такие скважины являются малодебитными, и для их исследова-

ния не всегда корректно применение традиционных гидродинамических методов 

(метод установившихся отборов, метод восстановления давления и т.д.). Это свя-

зано с невозможностью соблюдения технологии исследования скважин, например 

создания одного или нескольких устойчивых режимов работы скважины. 

Одним из способов исследования малодебитных скважин является метод про-

слеживания уровня. В стволе скважины производится «мгновенное» снижение 

уровня жидкости, т.е. создается кратковременное возмущение пласта. Далее из-

меряется восстановление уровня жидкости или забойного давления, затем по ре-

зультатам этих измерений оценивается коэффициент продуктивности скважины. 

Необходимо отметить, что при исследовании скважины методом прослеживания 

уровня не требуется знания дебита скважины. 

Кратковременное возмущение пласта достигается различными способами:  

1. Для мгновенного изменения уровня жидкости в стволе скважины сначала 

производится закачка воздуха в затрубное пространство, а затем – его выпуск. 

Вытесняемая жидкость отбирается из насосно-компрессорных труб (НКТ). Далее 

регистрируется восстановление уровня жидкости.  
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2. Свабирование скважины. С помощью сваба производится отбор жидкости 

из ствола скважины, что приводит к снижению забойного давления. После сва-

бирования в затрубном пространстве скважины за счет притока жидкости из пла-

ста происходит восстановление уровня жидкости.  

3. Применение испытателя пластов на трубах (ИПТ) для исследования пла-

стов в процессе бурения, а также низко- и среднедебитных скважин. ИПТ за счет 

малого подпакерного объема позволяет снизить влияние объема ствола скважины 

и за счет этого уменьшить продолжительность исследований для получения не-

обходимых условий фильтрации в пласте. 

Существуют различные подходы к интерпретации результатов гидродинамиче-

ских исследований низкопроницаемых коллекторов. Методы исследования мало-

дебитных скважин, основанные на приближенном решении Маскета, приведены 

в [1–4]. В работах [5–7] предлагаются методы на основе точных решений неста-

ционарной фильтрации жидкости после мгновенного отбора или подлива. В [8] 

учитывается длительность подлива в скважину или отбора из нее. В работах [9, 

10] рассматриваются методы исследования малодебитных скважин на основе 

приближенных решений нестационарной фильтрации. 

В данной работе исследуется численная модель нестационарной фильтрации 

жидкости в окрестности вертикальной скважины после кратковременного воз-

мущения нефтяного пласта с учетом скин-эффекта и влияния ствола скважины. 

 

Постановка задачи  
 

Предполагается, что скважина до проведения исследования не работала, т.е. 

пласт не был возмущен. При описании фильтрации к скважине учитывается со-

стояние призабойной зоны. Одним из способов является введение дополнитель-

ного стационарного перепада давления в бесконечно тонкой зоне вблизи стенки 

скважины [11]. Другой способ учета состояния призабойной зоны – использова-

ние приведенного радиуса скважины rwf = rwe–S, rw – радиус скважины, S – коэф-

фициент скин-фактора [12]. В работе [13], используя данный подход, построены 

типовые кривые и предложен метод, позволяющий оценить скин-фактор. В [14] 

предложен метод определения анизотропии проницаемости пласта и скин-фактора 

по данным экспресс-откачек из несовершенных скважин. 

Нестационарная фильтрация жидкости в окрестности вертикальной скважины 

после кратковременного возмущения нефтяного пласта с учетом скин-эффекта и 

влияния ствола скважины описывается системой уравнений 
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где k – проницаемость пласта, β* – упругоемкость пласта, H – толщина пласта, Cw – 

коэффициент влияния объема ствола скважины, μ – вязкость жидкости, Re – ра-
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диус пласта, pe – пластовое давление, pwf – забойное давление в момент прекра-

щения возмущения.  
 

Анализ численного решения 
 

Для численного решения системы (1)–(4) используется метод конечных раз-

ностей. Для этого область решения покрывается неравномерной сеткой, которая 

сгущается к скважине. Конечно-разностная сетка строится на основе преобразо-

вания u = ln r. Для решения системы сеточных уравнений на каждом временном 

слое используется метод прогонки. 

Далее приводятся результаты сравнения численного решения задачи (1)–(4)  

с приближенным решением Маскета, полученным методом последовательной 

смены стационарных состояний [1]: 

 ( ) ( ) ,t

wfee eppptp
−−−=   (5) 

где α = Kρg/f, K – коэффициент продуктивности, ρ – плотность нефти, f – пло-

щадь поперечного сечения межтрубного пространства. 

Рассматривается модельный пласт со следующими данными: k = 0.01 мкм2,  

β* = 10–4 1/МПа, H = 5 м, Cw = 1 м3/МПа, μ = 10 мПа с, Re = 100 м, rw = 0.1 м,  

pe = 5 МПа, pwf = 2 МПа, S = 0. На рис. 1 приведены результаты сравнения чис-

ленного решения задачи (1)–(4) с приближенным решением (5). В полулогариф-

мических координатах приближенное решение (см. рис. 1, a, кривая 1) и числен-

ное решение при β* = 0 (квазистационарная фильтрация; см. рис. 1, a, кривая 3) 

имеют вид прямой линии и практически совпадают, а численное решение при  

β* ≠ 0 (нестационарная фильтрация; см. рис. 1, a, кривая 2) отклоняется от прямой. 

На рис. 1, b приводятся приближенное и численное решения при Cw = 0.001 м3/МПа, 

что соответствует случаю, когда на забое скважины установлен пакер. Из рис. 1, b 

видно, что кривая 1 (приближенное решение) является касательной к начальному 

участку кривой 2 (численному решению).  
 

      
a                                                                              b 

Рис. 1. Кривые восстановления давления (КВД): 1 – приближенное решение Маскета,  

2 – численное решение (β* ≠ 0), 3 – численное решение (β* = 0) 

Fig. 1. Pressure build-up curves: (1) approximate solution to the Muskat problem, (2) numerical 

solution (β* ≠ 0), and (3) numerical solution (β* = 0) 
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Из рис. 1 видно, что время восстановления давления в пласте сильно зависит 

от коэффициента влияния объема ствола скважины. Для данного примера после 

кратковременного возмущения пласта давление в окрестности скважины восста-

навливается до пластового без пакера в течение 30 суток (см. рис. 1, a, кривая 2), 

а с пакером – в течение суток (рис. 1, b, кривая 2). 

На рис. 2 приведены преобразованные кривые восстановления давления (КВД) 

в зависимости от проницаемости k [15]. Для низкопроницаемых коллекторов 

процесс восстановления давления длителен, поэтому при их исследовании следу-

ет использовать потокоперекрывающие технологии. 
 

  

Рис. 2. Преобразованные КВД:  

1 – k = 0.01 мкм2, 2 – k = 0.001 мкм2 

Fig. 2. Transformed pressure build-up  

curves: k = (1) 0.01 and (2) 0.001 μm2 

Рис. 3. Преобразованные КВД:  

1 – S = 0, 2 – S > 0, 3 – S < 0 

Fig. 3. Transformed pressure build-up  

curves: (1) S = 0, (2) S > 0, and (3) S < 0 
 

На рис. 3 приведены преобразованные КВД в зависимости от значения коэф-

фициента скин-фактора S. Конечные участки кривых отличаются в зависимости 

от значения коэффициента скин-фактора, диагностические признаки наличия 

призабойной зоны полностью скрываются эффектом влияния объема ствола 

скважины. 
 

Определение фильтрационных параметров пласта 
 

Задача определения фильтрационных параметров пласта принадлежит к клас-

су обратных задач подземной гидродинамики. В качестве исходной информации 

используются результаты глубинных или поверхностных исследований скважины 

после кратковременного возмущения пласта. Обратная задача состоит в оценке 

фильтрационных параметров пласта k, S и pe, когда процесс фильтрации жидко-

сти к вертикальной скважине после кратковременного возмущения пласта опи-

сывается системой уравнений (1)–(4). При этом считается известной следующая 

информация: 

 ( ) ( ),
wf

p r t t=  , (6) 

где ϕ(t) – наблюдаемые значения давления на забое скважины.  
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Решение обратной задачи (1)–(4) и (6) сводится к минимизации функционала 

[16–18]: 

 ( ) ( )
2

exp

0

α ,

t

F t p r t dt
wf

  
=  −     

, (7) 

где α = (k, S, pe), 0 < ai ≤ αi ≤ bi (ai, bi = const), texp – время эксперимента. 

Для минимизации функционала (7) строится итерационная последовательность 

на основе метода Левенберга–Марквардта. Сходимость и устойчивость итерацион-

ного процесса исследовались на модельных задачах. Численные результаты ре-

шения модельных задач показали, что предложенный метод позволяет оценить 

проницаемость пласта, значения скин-фактора и пластового давления по резуль-

татам измерения забойного давления после кратковременного воздействия. 
 

Результаты интерпретации кривой восстановления давления  

различными методами 
 

Приведем пример интерпретации реальной КВД, снятой после кратковремен-

ного возмущения пласта. Исходные данные о скважине приведены в табл. 1. При 

расчетах коэффициент влияния объема ствола скважины, исходя из табл. 1, счи-

тался равным Cw = 1.012 м3/МПа. 
Т а б л и ц а  1  

Данные о скважине 

Характеристика Значение 

Интервал перфорации, м 1 738.5–1 748.5 

Внутренний диаметр НКТ, мм 60 

Толщина стенки НКТ, мм 5.5 

Внутренний диаметр обсадной колонны, мм 130.6 

Удлинение на глубину кровли, м 123.35 

 

  
Рис. 4. КВД: 1 – измеренная,  

2 – вычисленная 

Fig. 4. Pressure build-up curves:  

(1) observed and (2) calculated 

Рис. 5. Преобразованные КВД:  

1 – измеренная, 2 – вычисленная 

Fig. 5. Transformed pressure build-up  

curves: (1) observed and (2) calculated 
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Результаты интерпретации КВД предложенным численным методом приведе-

ны в графическом виде: на рис. 4 изображены измеренная и вычисленная КВД, на 

рис. 5 – КВД в преобразованном виде. По преобразованной кривой (pe – p)t вид-

но, что КВД является недовосстановленной.  

На рис. 6 приведены результаты обработки КВД методом Маскета. Уравнение (5) 

записывается в виде: 

 ( ) ( )ln ln
e e wf

p p t p p t− = − −   .  (8) 

Согласно (8), КВД в координатах (t, ln(pe – p)) является прямой с угловым коэф-

фициентом α. Для линии тренда y = –0.0145x + 1.8634 угловой коэффициент есть 

α = 0.0145 (см. рис. 6), тогда коэффициент продуктивности есть K = αCw = 0.0147. 

Значение пластового давления определяется путем графического подбора по фор-

муле (5) (рис. 7): pe = 11.0 МПа.  
 

  
Рис. 6. Метод Маскета.  

1 – КВД,  

2 – линия тренда 

Fig. 6. The Muskat method:  

(1) pressure build-up curve  

and (2) trend line 

Рис. 7. Графический подбор значений  

пластового давления: 1 – измеренная КВД,  

2 – КВД, вычисленная по формуле (5) 

Fig. 7. Graphic selection of the reservoir  

pressure: the pressure build-up curve is  

(1) observed and (2) calculated by formula (5) 
 

Далее приводятся результаты обработки КВД интегральным методом. Урав-

нение (5) после интегрирования сводится к виду: 

( )2
j e wf j

K p p Kp = − − , 

 
( )

( )1

1

2

1

2 i i

j

i ij wf

j

i

p pf

t tp p g

−

−
=

−
 = 

−− 
, (9) 

где pj – текущее давление. 

На рис. 8 приведены кривая притока, построенная по формуле (9), и линия 

тренда в координатах (pj, φj). По угловому коэффициенту уравнения тренда  

y = –0.0149x + 0.2592 определяется продуктивность пласта K = α = 0.0149. Из отрезка 

b = 0.1914, отсекаемого на линии тренда при p = pwf, по формуле pe = pwf + b/2K 

определяется значение пластового давления pe = 11 МПа.  

В табл. 2 приведены оценки параметров пласта, полученные предложенным и 

известными методами. Оценки продуктивности и значения пластового давления, 

полученные методом Маскета и интегральным методом, практически совпадают, 

также хорошо согласуются с оценками, полученными предложенным методом. 
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Рис. 8. Интегральный метод: 1 – кривая притока, 2 – линия тренда 

Fig. 8. Integral method: (1) inflow curve and (2) trend line 

 
Т а б л и ц а  2  

Результаты интерпретации кривой восстановления давления 

Метод 
K, 

м3/сут МПа 

pe, 

МПа 

k/μ, 

мкм2/ мПа с 
S 

Предложенный метод 1.13 10–2 12.1 3.58 10–5 10 

Метод Маскета 1.47 10–2 11.0 – – 

Интегральный метод 1.49 10–2 11.0 – – 
 

Здесь необходимо отметить, что предложенный в работе метод интерпретации 

кривой восстановления давления после кратковременного возмущения, в отличие 

от методов, основанных на решении Маскета, позволяет оценить значение скин-

фактора. 
 

Заключение 
 

Предложен метод интерпретации результатов гидродинамических исследова-

ний низкопроницаемых нефтяных пластов на основе теории некорректных задач. 

Показано, что по кривым восстановления давления после кратковременного воз-

мущения можно оценить проницаемость пласта, значения скин-фактора и пла-

стового давления. Проведено сравнение оценок коэффициента продуктивности  

и значения пластового давления, полученных с помощью предложенного алго-

ритма, интегральным методом и методом Маскета. 
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Аннотация. На примере трех объектов с малыми перигелийными расстояниями 

(3200 Phaethon, 394130 2006 HY51, 137924 2000 BD19) проведено исследование 

влияния эффекта Ярковского и светового давления на орбитальную эволюцию 

астероидов. Показано, что данные возмущающие ускорения оказывают незначи-

тельное влияние на поведение большой полуоси и характеристик орбитальных  

резонансов, приводя к изменению расстояния до планет и количества сближений 

астероидов с ними. Возмущения не влияют на интервал предсказуемости движения 

и поведение характеристик апсидально-нодальных резонансов. 

Ключевые слова: астероиды с малыми перигелийными расстояниями, орбиталь-
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Abstract. In this paper, the impact of the Yarkovsky effect and solar radiation pressure 

on the resonant behavior of three asteroids with small perihelion distances (3200 Phae-

thon, 394130 2006 HY51, and 137924 2000 BD19) is studied. The corresponding physi-

cal parameters are determined to estimate the effect of the solar radiation pressure. The 

Yarkovsky effect and the solar radiation pressure effect are estimated by comparing the 

results of the orbital evolution of the asteroids with the main force model and the included 

estimated perturbation. The application of different force models shows that accounting 

for the Yarkovsky effect and solar radiation pressure has a slight impact on the evolution 

of the orbital elements of the asteroids while changing the semimajor axis behavior at the 

ends of the study interval. This impact changes the approaches of the asteroids to planets. 

It is revealed that the impact of the Yarkovsky effect is stronger than that of the solar ra-

diation pressure. The evolution of the OMEGNO chaoticity parameter shows that the 

perturbations do not affect the predictability of the motion interval, but in some cases 

lead to deceleration or acceleration in growth of the parameter. The studied perturbations 

have no significant effect on the secular (apsidal-nodal) resonance characteristics due to  

a weak impact on the evolution of the orbital elements underlying their calculations. 

Keywords: asteroids with small perihelion distances, mean-motion resonance, apsidal-

nodal resonance, orbital evolution 

 

Acknowledgments: This work was supported by the Russian Science Foundation (pro-

ject No. 19-72-10022), https://rscf.ru/en/project/19-72-10022/ 

 
For citation: Galushina, T.Yu., Letner, O.N., Syusina, O.M. (2023) Influence of the 

solar radiation pressure and the Yarkovsky effect on the resonant behavior of asteroids 

with small perihelion distances. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. 

Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and 

Mechanics. 85. pp. 101–116. doi: 10.17223/19988621/85/8 

 

 

Введение 

 

Резонансное взаимодействие астероидов с большими планетами считается 

одной из наиболее важных особенностей их динамики. В движении астероидов 

обычно рассматривают орбитальные, так называемые резонансы средних движе-

ний, и вековые резонансы. Орбитальный резонанс представляет собой соизмери-

мость средних движений астероида и планеты, которая является прямым след-

ствием возникновения соизмеримости орбитальных периодов, а устойчивость 

формирующейся при этом геометрической конфигурации «астероид–планета» 

характеризует свойства резонанса. При устойчивой геометрической конфигура-

ции астероид избегает сближений с планетой, и резонанс служит защитным ме-

ханизмом от встречи с ней [1–3]. Проявление неустойчивости геометрической 

конфигурации повышает риск сближений астероида с соответствующей планетой, 

что способно значительным образом изменить элементы орбиты объекта и при-

вести к сближениям с другими планетами, в том числе с Землей. Вековой резо-

нанс возникает при соизмеримости скоростей прецессий орбит астероида и пла-

неты, а устойчивость геометрической конфигурации характеризуется взаимным 

расположением орбит взаимодействующих тел. Важно отметить, что наложение 
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двух неустойчивых резонансов, будь то орбитальные или вековые, может приве-

сти к хаотичности в движении объектов. 

В работе рассматриваются результаты исследования орбитальной эволюции 

некоторых астероидов, имеющих малые перигелийные расстояния (q ≤ 0.15 а.е.) 

и движущихся в окрестностях орбитальных и вековых резонансов с большими 

планетами. Исследование резонансных взаимодействий этих астероидов (орби-

тальных и вековых) с планетами – важная составляющая этапа построения их 

эволюции, так как в силу вытянутой формы своих орбит они потенциально спо-

собны взаимодействовать с большинством внутренних планет Солнечной систе-

мы [4–6]. Необходимо отметить, что на динамику астероидов с малыми периге-

лийными расстояниями при прохождении вблизи Солнца могут оказывать суще-

ственное влияние негравитационные возмущающие факторы, такие как эффект 

Ярковского (ЭЯ) [7, 8] и световое давление (СД). Неучет этих возмущений в мо-

дели сил в ряде случаев может привести к недостоверному прогнозу движения,  

в том числе к ошибочным оценкам вероятности столкновения. Поэтому в работе 

рассматривается динамика астероидов с учетом этих факторов и оценивается их 

влияние на эволюцию элементов орбит и характеристик выявленных резонансов. 

Данная работа является продолжением наших предыдущих исследований [9] и 

преследует цель получить ответ на вопрос, как влияют световое давление и эф-

фект Ярковского на орбитальные и вековые резонансы: способствуют сохране-

нию резонансных соотношений или же их разрушению.  

 

Методика исследования 

 

Ранее нами было проведено исследование влияния эффекта Ярковского на ре-

зонансные соотношения ряда астероидов с малыми перигелийными расстояния-

ми [9] путем численного интегрирования уравнений их движения методом Гаусса–

Эверхарта [10, 11] с использованием программного комплекса ИДА [12]. Для ис-

следования резонансного поведения, в частности для оценки влияния на него сла-

бых возмущающих воздействий, очень важна длительность интервала прогноза. 

Особенно большое значение данный фактор имеет при изучении вековых резонан-

сов, поскольку они характеризуются длительными периодами либрации. Интервал 

исследования в работе [9] для большинства изучаемых объектов не превышал 10 ты-

сяч лет. Для его увеличения необходимо повышение точности интегрирования, од-

ним из возможных путей достижения которого является переход на более эффек-

тивный интегратор. Нами было принято решение применить недавно разработанный 

коллокационный интегратор Lobbie, основанный на разбиении Лобатто [13].  

На рис. 1 представлены диаграммы «точность–быстродействие» для астероидов 

394130 2006 HY51 (a) и 137924 2000 BD19 (б), полученные с использованием 

интегратора Гаусса–Эверхарта (сплошная линия) и Lobbie (пунктирная линия). 

Рассматривались интервалы времени (2011, –4200) и (2010, –6500) соответственно. 

Порядок метода во всех случаях составил 18, число итераций на шаге 2. Точность 

оценивалась путем сравнения с решением, полученным с меньшим значением 

параметра внутренней точности. В качестве меры быстродействия использова-

лось число перевычислений функций правых частей. 

Из представленных на рис. 1 результатов видно, что даже при таком неболь-

шом порядке заметен выигрыш в эффективности нового интегратора Lobbie. Его 



Механика / Mechanics 

104 

использование позволило увеличить интервал интегрирования и исследовать ре-

зонансное поведение рассматриваемых объектов более детально. 
 

   
a                                                                             b 

Рис. 1. Диаграммы «точность–быстродействие» для астероидов 394130 2006 HY51 (a) и 

137924 2000 BD19 (б) с использованием интегратора Гаусса–Эверхарта (сплошная линия) 

и Lobbie (пунктирная линия) 

Fig. 1. Precision-speed diagrams for (a) 394130 2006 HY51 and (b) 137924 2000 BD19 aster-

oids using the Gauss-Everhart (the solid line) and Lobbie (the dashed line) methods 

 

На первом этапе в процессе улучшения орбит астероидов формировались 

начальные данные для каждого состава возмущающих факторов. Основная мо-

дель сил включала в себя возмущения от всех больших планет, Плутона, Луны, 

релятивистских эффектов от Солнца и сжатия Солнца. Путем включения возму-

щения от эффекта Ярковского или от светового давления в процессе построения 

эволюции оценивалось влияние одного из факторов. Орбитальная эволюция ис-

следуемых объектов строилась путем численного интегрирования уравнений их 

движения. Интервал времени подбирался индивидуально по результатам оценки 

точности интегрирования, которая не должна была превышать 10–9 а.е. в коорди-

натах. В процессе исследования орбитальной эволюции астероидов выявлены 

сближения с большими планетами и получены оценки времени предсказуемости 

их движения с помощью параметра хаотичности OMEGNO (Orthogonal Mean 

Exponential Growth factor of Nearby Orbit) [14]. Помимо характеристик орбиталь-

ного резонанса построена и проанализирована эволюция характеристик вековых 

резонансов с большими планетами. 

Возникновение соизмеримости средних движений (орбитальный резонанс) 

оценивалось путем анализа поведения двух характеристик: резонансного (крити-

ческого) аргумента   

 ( ) ( )k k k k k k    =  −  − − − −   (1) 

и так называемой резонансной щели α [15], представляющей собой первую про-

изводную по времени от  : 

 kn k n   − . (2) 

В формулах (1) и (2) используются следующие обозначения: ω,  – аргумент пе-

ригелия и долгота восходящего узла орбиты астероида; n, n' – средние движения 

астероида и планеты; λ, λ' – средние долготы астероида и планеты соответствен-

но; k, k' – целые числа.  

По поведению резонансных характеристик оценивался тип существующего 

резонанса (устойчивый или неустойчивый) или его отсутствие. Если критический 

аргумент колеблется около определенного центра с амплитудой строго меньше 

360° (либрирует), а резонансная щель колеблется около нуля с небольшой ампли-
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тудой, то резонанс определяется как устойчивый. Если же резонансный аргумент 

изменяется от 0 до 360°, то его поведение интерпретируется как циркуляция,  

а резонанс вовсе отсутствует. При смене либрации аргумента на циркуляцию и 

наоборот резонанс определяется как неустойчивый. Подробный алгоритм вычис-

ления характеристик орбитального резонанса описан в работах [1, 2]. 

Поиск вековых (апсидально-нодальных) резонансов осуществлялся путем 

оценки поведения 20 резонансных соотношений   и соответствующих им аргу-

ментов  . Рассмотрение апсидально-нодальных соотношений ограничивалось 

нами до шестого порядка включительно, подробное описание и математическое 

представление характеристик можно найти в работе [12]. Поведение резонансных 

характеристик оценивалось по аналогии с орбитальным резонансом.  

Оценка влияния эффекта Ярковского и светового давления на резонансную 

динамику астероидов осуществлялась путем сравнения результатов эволюции 

резонансных характеристик при основной модели сил и с включением в нее со-

ответствующего возмущения. Формирование начальных данных проводилось 

путем улучшения орбит астероидов методом наименьших квадратов при той же 

модели сил, что и расчет эволюции. Для учета эффекта Ярковского и светового 

давления использовались значения параметров из табл. 1, которая подробно опи-

сана ниже.  

Исследование хаотичности с помощью параметра OMEGNO ( Y⊥
) позволяет 

различить хаотические и регулярные орбиты и выявить среди регулярных траек-

торий периодические. Анализ поведения параметра OMEGNO со временем сво-

дится к исследованию его значений относительно двух опорных точек: 2Y⊥ =  и 

0Y⊥ = . Для квазипериодических (регулярных) орбит 2Y⊥ → , причем если 

0 2Y⊥  , кривая подходит к опорному значению снизу, то траектория близка  

к устойчивой периодической орбите, а если сверху, то траектория близка к не-

устойчивой периодической орбите. Если 2Y⊥   и растет в среднем линейно, 

движение считается хаотическим. Для периодической орбиты, описываемой 

уравнениями гармонического осциллятора, а также для любой периодической 

орбиты, отличной от гармонического осциллятора, 0Y⊥ =  [14]. 

 

Объекты исследования 
 

С использованием интегратора Lobbie исследована орбитальная эволюция 

всех астероидов с малыми перигелийными расстояниями (60 объектов, известных 

на апрель 2023 г.) на расширенном интервале времени (0, 4 000) лет и обновлен 

перечень астероидов, движущихся в окрестности орбитальных резонансов с боль-

шими планетами [9]. Среди 60 исследуемых астероидов 33 движутся в окрестно-

сти орбитальных резонансов с одной или несколькими планетами одновременно. 

Всего было выявлено 50 соизмеримостей, 16 из которых являются устойчивыми. 

Как и в предыдущем исследовании [9], устойчивый резонанс 3/1 с Юпитером 

всегда сопровождается неустойчивым резонансом 1/4 с Землей. 

Учет в модели сил негравитационных возмущений часто вызывает затрудне-

ния; в частности, для определения влияния светового давления и эффекта Ярков-

ского необходимо знание физических параметров астероидов, которые неизвест-
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ны для большинства из них. Одним из немногих исключений является астероид 

3200 Phaethon [16, 17]. 

Для учета эффекта Ярковского нами используется значение трансверсального 

ускорения A2, которое определяется в процессе улучшения орбит астероидов. 

Подробнее алгоритм определения параметра A2 можно найти в работе [9]. Вы-

числение светового давления требует знания диаметра D, массы m и альбедо A. 

Для получения адекватной оценки влияния этих двух факторов на орбитальную 

эволюцию астероидов необходимо исследовать динамику объектов с разными мо-

делями сил: основной моделью, без включения этих двух возмущений и с включе-

нием отдельно каждого из них. Из рассматриваемых астероидов, движущихся  

в окрестности орбитальных резонансов, только для трех (3200 Phaethon, 394130 

2006 HY51, 137924 2000 BD19) определены физические параметры для вычисле-

ния силы влияния светового давления, поэтому наше исследование ограничива-

ется ими. В табл. 1 приведены значения абсолютной звездной величины H, физи-

ческих параметров А, D, m, коэффициента А2 и ошибки его определения δA2. Зна-

чения А2 и δA2, представленные в таблице, были взяты из работы [9], диаметр D и 

альбедо A − с сайта NASA (https://ssd.jpl.nasa.gov/tools/sbdb_lookup.html#/), массы 

m − c сайта http://smallbodies.ru/ru/. 

Т а б л и ц а  1  

Физические параметры и значения коэффициента эффекта Ярковского А2  

для некоторых астероидов с малыми перигелийными расстояниями 

Астероиды H A D, км m, кг А2, а.е./сут2 δA2, а.е./сут2 

3200 Phaethon 14.3 0.107 6.25 1.40·1014 –5.4·10−15 2.5·10−15 

137924 2000 BD19  17.2 0.247 0.97 1.64·1012 4.9·10−14 9.7·10−15 

394130 2006 HY51  17.1 0.157 1.22 1.94·1012 3.9·10−14 9.8·10−14 
 

Из табл. 1 видно, что исследуемые астероиды являются нумерованными и их 

орбиты достаточно хорошо определены. Для двух из них ошибки определения 

коэффициента Ярковского имеют тот же порядок, что и само значение, для асте-

роида 137924 2000 BD19 δA2 на половину порядка меньше самого А2. Среди рас-

сматриваемых астероидов самым массивным является 3200 Phaethon, – его диа-

метр примерно в 6 раз превышает таковой для других астероидов. 

 

Исследование динамики некоторых астероидов  

с малыми перигелийными расстояниями 
 

Построение орбитальной эволюции астероидов, как уже отмечалось в разделе, 

посвященном описанию методики, включает в себя два основных этапа: получе-

ние номинальной орбиты в процессе улучшения и ее последующее численное 

отображение во времени. Улучшение орбит астероидов выполнялось нами мето-

дом наименьших квадратов (МНК) по наблюдениям, взятым с сайта центра ма-

лых планет (The Minor Planet Center of the International Astronomical Union, 

https://minorplanetcenter.net/). В табл. 2 представлены результаты улучшения ор-

бит для астероидов из табл. 1 с тремя наборами возмущений: 1 − основная мо-

дель, 2 − с включением в основную модель возмущения от светового давления и 

3 − с включением параметра А2 как фактора, отвечающего за влияние эффекта 
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Ярковского. Приведены следующие параметры: число наблюдений N и интервал 

наблюдений Δt в сутках, начальная эпоха t0, среднеквадратическая ошибка пред-

ставления наблюдений σ, среднеквадратическая ошибка НК-оценок векторов 

положения σ(x0) и скорости σ(v0). 

Т а б л и ц а  2  

Данные о наблюдениях и результатах улучшения орбит некоторых астероидов 

с малыми перигелийными расстояниями 

Астероид N Δt, сут. t0 Модель ,  σ(x0), а.е. 
σ(v0), 

а.е/сут 

3200 Phaethon 6833 14 376 07.07.2013 

1 0.445571 2.534∙10–8 3.247∙10–10 

2 0.445572 2.534∙10–8 3.247∙10–10 

3 0.446025 2.535∙10–8 3.249∙10–10 

137924 2000 BD19 769 7 748 10.12.2010 

1 0.552563 9.457∙10–8 1.767∙10–9 

2 0.552564 9.457∙10–8 1.767∙10–9 

3 0.542384 9.418∙10–8 1.760∙10–9 

394130 2006 HY51 300 4 784 28.06.2011 

1 0.403594 6.026∙10–7 6.678∙10–10 

2 0.403595 6.026∙10–7 6.678∙10–10 

3 0.403419 6.024∙10–7 6.675∙10–10 
 

Из табл. 2 видно, что орбиты астероидов хорошо определены, они наблюда-

лись на большой временной дуге, а среднеквадратические ошибки σ(x0) не пре-

вышают 1∙10–6 а.е. Результаты улучшения орбит исследуемых объектов демон-

стрируют слабое влияние светового давления и эффекта Ярковского на процесс 

улучшения и формирование начальных данных, но следует отметить, что учет 

эффекта Ярковского в двух случаях (для астероидов 2006 HY51, 2000 BD19) при-

водит к уменьшению среднеквадратической ошибки представления наблюдений 

и размера начальной области. Для 3200 Phaethon учет негравитационных возму-

щений в процессе улучшения приводит к незначительному увеличению ошибок  

и начальной доверительной области. Описываемые изменения параметров улуч-

шения наиболее заметны с моделью сил 3.  

По результатам улучшения орбит исследуемых астероидов для каждого из них 

была сформирована номинальная орбита в виде двух векторов (положения и ско-

рости) с тремя моделями сил: основной моделью, описанной в методике, и с до-

бавлением в эту модель по отдельности возмущения от эффекта Ярковского или 

от светового давления. Путем сравнения результатов построения орбитальной эво-

люции номинальных частиц с основной моделью и с включенным возмущением 

оценивалось влияние описанных малых возмущений на движение астероидов. 

Исследование орбитальной эволюции показало, что 137924 2000 BD19 и 3200 

Phaethon движутся в окрестности орбитальных резонансов с Венерой с разной 

соизмеримостью средних движений астероида и планеты [9]. 137924 2000 BD19 

практически на всем интервале исследования, (–7000, 5500) лет, находится в устой-

чивом резонансе 3/4 с Венерой, 3200 Phaethon движется в окрестности резонанса 

3/7 с планетой, но испытывает всего несколько прохождений через значение точ-

ной соизмеримости даже на расширенном интервале времени (–4000, 16000) лет. 

Большую часть времени резонансная щель для Phaethon колеблется по одну сто-

рону от точной соизмеримости, а критический аргумент циркулирует. Без учета 

эффекта Ярковского астероид движется в устойчивом резонансе на интервале  
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(–4000, –1500) лет, однако учет этого возмущающего фактора приводит к разру-

шению резонанса. Астероид 394130 2006 HY51 движется в окрестности резо-

нансной области 7/1 с Сатурном, но, скорее всего, не захвачен в резонанс. Резо-

нансная щель на интервале исследования принимает значения, не превышающие 

20"/сут., периодически проходя через точную соизмеримость, но центр ее либра-

ции смещен относительно нулевого значения. Критический аргумент в данном 

случае демонстрирует так называемую медленную циркуляцию.  

Необходимо отметить, что ранее нами были исследованы вероятностные об-

ласти движения астероидов 137924 2000 BD19 и 3200 Phaethon и получены оценки 

влияния эффекта Ярковского на поведение вероятностных областей. Подробно 

результаты исследования можно найти в работах [18, 19]. В текущем исследова-

нии увеличен интервал интегрирования за счет использования интегратора Lobie, 

что позволило более детально оценить влияние светового давления и эффекта 

Ярковского на поведение резонансных характеристик. 

Исследование влияния светового давления и эффекта Ярковского на динамику 

астероидов показало, что учет рассматриваемых негравитационных возмущающих 

факторов практически не оказывает влияния на эволюцию орбитальных элементов, 

лишь незначительно изменяя поведение большой полуоси на концах интервала 

интегрирования. Вследствие такого влияния возмущений изменяются количество 

сближений астероидов с большими планетами и расстояние до планет. Так как 

поведение резонансной щели напрямую зависит от большой полуоси, изменения 

коснулись и характеристик орбитального резонанса. Причем следует заметить, что 

световое давление меньше влияет на движение изучаемых астероидов, чем эффект 

Ярковского. Что касается влияния эффекта Ярковского и светового давления на ха-

рактеристики апсидально-нодальных резонансов, важно, что в основе их вычисле-

ния лежат элементы, отвечающие за пространственное расположение орбит асте-

роидов (долгота восходящего узла  и аргумент перицентра ω). Так как эффект 

Ярковского и световое давление не оказывают существенного влияния на эволюцию 

аргумента перицентра и долготы восходящего узла, изменений в поведении веко-

вых резонансных характеристик с разными моделями сил также не было выявлено. 

В качестве примера приведем результаты построения орбитальной эволюции 

астероидов 137924 2000 BD19 и 394130 2006 HY51. На рис. 2, 3 для 2000 BD19 

представлены графики эволюции характеристик орбитального резонанса 3/4 с Ве-

нерой α (рис. 2, a1, a2, a3) и  (рис. 2, b1, b2, b3), сближения с Землей (рис. 3, a1, a2, a3) 

и эволюция параметра Y⊥
 (рис. 3, b1, b2, b3). Нумерация графиков соответствует 

использованию одной из моделей сил при исследовании: 1 – основная модель;  

2 – основная модель с включенным возмущением от СД; 3 – основная модель  

с включенным возмущением от ЭЯ. 

Из рис. 2 видно, что световое давление меньше влияет на эволюцию резо-

нансных характеристик, чем эффект Ярковского. С учетом ЭЯ изменение боль-

шой полуоси приводит к изменению поведения резонансных характеристик α и : 

при интегрировании в прошлое уменьшается амплитуда колебаний α и , а при 

интегрировании в будущее в конце интервала либрация аргумента переходит  

в циркуляцию, а α начинает колебаться по одну сторону от точной соизмеримо-

сти. Без учета эффекта Ярковского переход к циркуляции вызывает сомнение и, 

скорее, характеризует неустойчивость резонанса на этом промежутке времени. 
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                                       a1                                                                           b1 

   
                                       a2                                                                           b2 

   
                                       a3                                                                           b3 

Рис. 2. Эволюция резонансной щели  (a1, a2, a3) и критического аргумента  (b1, b2, b3) 

для резонанса 3/4 астероида 137924 2000 BD19 с Венерой с основной моделью сил (1),  

с учетом светового давления (2) и с учетом эффекта Ярковского (3) 

Fig. 2. Evolution of the resonant band  (a1, a2, a3) and critical argument  (b1, b2, b3) for the 

mean-motion resonance 3:4 of the asteroid 137924 2000 BD19 with Venus: (1) with the main 

force model, (2) with account for the solar radiation pressure, and (3) with account for the 

Yarkovsky effect  
 

Астероид 137924 2000 BD19 на интервале исследования испытывает сближе-

ния лишь с Землей и Меркурием. Устойчивое резонансное взаимодействие с Ве-

нерой защищает объект от сближений с планетой. Что касается влияния СД и ЭЯ 

на сближения с другими планетами, на примере сближений астероида с Землей 

видно, что изменяется расстояние до планет на концах интервала интегрирования 

(рис. 3, a1, a2, a3), что очевидно при изменениях поведения большой полуоси. 

Оценки хаотичности орбиты астероида 137924 2000 BD19 с помощью пара-

метра OMEGNO, полученные с разными моделями сил, показывают, что световое 

давление и эффект Ярковского не влияют на интервал предсказуемости движения 

астероида 137924 2000 BD19 (когда 2Y⊥  ), для всех трех случаев он составляет 

примерно 5 400 лет. За пределами этого интервала параметр OMEGNO растет  

в среднем линейно, и у орбиты астероида проявляются признаки хаотичности.  

Но следует отметить, что учет эффекта Ярковского приводит к уменьшению зна-

чений параметра в период его линейного роста. 

Результаты построения орбитальной эволюции астероида 394130 2006 HY51 

приведены на рис. 4, 5. Астероид 394130 в отличие от 137924 испытывает сближе-

ния с пятью планетами – от Меркурия до Юпитера. Реже всего астероид сближает-
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ся с Марсом, а сближения с Венерой имеют схожее поведение, что и сближения  

с Землей. Расположение графиков имеет тот же порядок, что и для астероида 

137924 2000 BD19.  
 

   
                                       a1                                                                           b1 

   
                                       a2                                                                           b2 

   
                                       a3                                                                           b3 

Рис. 3. Сближения астероида 137924 2000 BD19 с Землей (a1, a2, a3) и эволюция параметра 

OMEGNO Y⊥  (b1, b2, b3) с основной моделью сил (1), с учетом светового давления (2)  

и с учетом эффекта Ярковского (3) 
Fig. 3. Approach of the asteroid 137924 2000 BD19 to Earth (a1, a2, a3) and the evolution  

of the OMEGNO parameter Y⊥  (b1, b2, b3): (1) with the main force model, (2) with account  

for the solar radiation pressure, and (3) with account for the Yarkovsky effect  
 

Анализируя результаты построения орбитальной эволюции астероида 394130 

2006 HY51 с тремя наборами возмущающих факторов, можно сделать вывод, что 

эффект Ярковского и световое давление практически не влияют на его динамику. 

Но если обратить внимание на поведение характеристик орбитального резонанса 

(см. рис. 4), то можно заметить, что с моделями сил 1 и 2 резонансная щель ухо-

дит дальше от точного резонанса в будущем и период циркуляции критического 

аргумента уменьшается. С учетом ЭЯ (модель сил 3) резонансная щель колеблет-

ся ближе к нулю, а период циркуляции  заметно медленнее уменьшается по 

сравнению с результатами при моделях сил 1 и 2. Кроме того, анализ сближений 

астероида с большими планетами показывает, что эффект Ярковского суще-

ственно меняет расстояние до планет (см. рис. 5). Астероид ближе подходит ко 

всем планетам, с которыми испытывает сближения на интервале исследования. 

Эволюция параметра OMEGNO для 394130 2006 HY51 демонстрирует при-

мерно одинаковое время предсказуемости движения астрероида с разными моде-
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лями сил, около 4200 лет (см. рис. 5, b1, b2, b3). Так как с учетом эффекта 

Ярковского объект теснее сближается с планетами, что особенно очевидно при 

интегрировании в прошлое, параметр Y⊥
 растет быстрее и принимает большие 

значения по сравнению с моделями 1 и 2. При интегрировании в будущее с уче-

том ЭЯ Y⊥
 растет медленнее, чем с основной моделью сил и с учетом СД, тем не 

менее для всех трех случаев признаки хаотичности проявляются в обоих направ-

лениях. 
 

   
                                       a1                                                                           b1 

   
                                       a2                                                                           b2 

   
                                       a3                                                                           b3 

Рис. 4. Эволюция резонансной щели  (a1, a2, a3) и критического аргумента  (b1, b2, b3) 

для резонанса 7/1 астероида 394130 2006 HY51 с Сатурном с основной моделью сил (1),  

с учетом светового давления (2) и с учетом эффекта Ярковского (3) 

Fig. 4. Evolution of the resonant band  (a1, a2, a3) and critical argument  (b1, b2, b3)  

for the mean-motion resonance 7:1 of the asteroid 394130 2006 HY51 with Saturn: (1) with  

the main force model, (2) with account for the solar radiation pressure, and (3) with account  

for the Yarkovsky effect 

 

Эффект Ярковского и световое давление, как уже упоминалось выше, не оказы-

вают существенного влияния на эволюцию характеристик апсидально-нодальных 

резонансов. Полученные результаты не вызывают сомнения, так как учет как ЭЯ, 

так и СД приводит в основном к изменению поведения большой полуоси a и ма-

ло влияет на долготу восходящего узла  и аргумент перицентра ω. В данной 

работе демонстрируется поведение двух апсидально-нодальных резонансов для 

астероида 394130 2006 HY51, интервал исследования динамики которого оказался 

достаточным для классификации поведения критического аргумента  на цирку-
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ляцию и либрацию. На всем интервале интегрирования с основной моделью об-

наружено 4 резонансных взаимодействия из 20 исследуемых со всеми большими 

планетами, остальные резонансы отсутствуют. В качестве примера на рис. 6 для 

астероида 2006 HY51 приводится эволюция резонансных характеристик при вза-

имодействии с орбитой Сатурна. 
 

   
                                       a1                                                                           b1 

   
                                       a2                                                                           b2 

   
                                       a3                                                                           b3 

Рис. 5. Сближения астероида 394130 2006 HY51 с Землей (a1, a2, a3) и эволюция параметра 

OMEGNO Y⊥  (b1, b2, b3) с основной моделью сил (1), с учетом светового давления (2)  

и с учетом эффекта Ярковского (3) 

Fig. 5. Approach of the asteroid 394130 2006 HY51 to Earth (a1, a2, a3) and the evolution  

of the OMEGNO parameter Y⊥  (b1, b2, b3): (1) with the main force model, (2) with account  

for the solar radiation pressure, and (3) with account for the Yarkovsky effect 
 

В качестве примера устойчивого резонанса на рис. 6 продемонстрирована 

эволюция соотношения ( )11 6
 = − +  (а1) и соответствующего ему резо-

нансного аргумента (b1). Видно, что 
11  колеблется около нуля с небольшой ам-

плитудой, а аргумент 11  либрирует на рассматриваемом интервале времени.  

На графиках (а2, b2) представлена эволюция соотношения ( )2 6 6
  = − −+  

и резонансного аргумента, демонстрирующие пример отсутствия резонанса.  

В данном случае аргумент 2  циркулирует, а соотношение 
2  колеблется по 

одну сторону от точной соизмеримости с большой амплитудой. Здесь ωʹ6, ʹ6 – 

аргумент перигелия и долгота восходящего узла орбиты Сатурна. 
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                                       a1                                                                           b1 

   
                                       a2                                                                           b2 

Рис. 6. Эволюция характеристик апсидально-нодальных резонансов 11 , 11  (а1, b1)  

и 2 , 2  (а2, b2) при взаимодействии астероида 394130 2006 HY51 с Сатурном 

Fig. 6. Evolution of characteristics of the apsidal-nodal resonances 11 , 11  (а1, b1)  

and 2 , 2  (а2, b2) during the interaction of the asteroid 394130 2006 HY51 and Saturn 

 

Заключение 

 

Исследовано влияние светового давления и эффекта Ярковского на резонанс-

ное поведение астероидов с малыми перигелийными расстояниями. Среди 33 объ-

ектов этого класса, которые движутся в окрестности орбитальных резонансов  

с одной или несколькими планетами одновременно, под рассмотрение попали 

всего три астероида (3200 Phaethon, 394130 2006 HY51, 137924 2000 BD19), так 

как только для них известны физические параметры, позволяющие адекватно 

оценить влияние светового давления на их движение. Для этих астероидов была 

построена орбитальная эволюция с тремя моделями сил: основной моделью без 

включения негравитационных возмущений от ЭЯ и СД и с добавлением в основ-

ную модель одного из факторов. Путем сравнения результатов эволюции номи-

нальных орбит астероидов с основной моделью и с включенным возмущением 

оценивалось влияние СД и ЭЯ на их динамику. Выявлены сближения астероидов 

с большими планетами и получены оценки времени предсказуемости их движе-

ния с помощью параметра хаотичности OMEGNO. Помимо характеристик орби-

тального резонанса построена и проанализирована эволюция характеристик ве-

ковых резонансов с планетами. 

Среди рассмотренных астероидов два (137924 2000 BD19 и 3200 Phaethon) 

движутся в окрестности орбитальных резонансов с Венерой с разной соизмери-

мостью средних движений астероида и планеты. Астероид 137924 2000 BD19 

находится в устойчивом резонансе 3/4 с Венерой. Астероид 3200 Phaethon дви-

жется в окрестности резонанса 3/7 с планетой, но на интервале исследования ис-

пытывает всего несколько прохождений через точный резонанс. Астероид 394130 

2006 HY51 движется в окрестности резонансной области 7/1 с Сатурном, но, ско-

рее всего, не захвачен в резонанс, так как резонансная щель колеблется с не-
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большой амплитудой, периодически проходя через точную соизмеримость, одна-

ко центр ее либрации смещен относительно нулевого значения, а критический 

аргумент медленно циркулирует.  

Исследование с разными моделями сил показало, что учет светового давления 

и эффекта Ярковского практически не оказывает влияния на эволюцию орби-

тальных элементов астероидов, изменяя поведение большой полуоси лишь на 

концах интервала интегрирования. Вследствие такого влияния возмущений из-

меняются количество сближений астероидов с большими планетами и расстоя-

ние до них. Причем световое давление влияет заметно меньше, нежели эффект 

Ярковского. Эволюция параметра OMEGNO с учетом одного из факторов пока-

зала, что данные возмущения не влияют на интервал предсказуемости движения, 

но в некоторых случаях учет одного из возмущений приводит к замедлению или 

же к ускорению роста параметра вследствие изменения количества сближений и 

расстояния до планет. 

Что касается оценки влияния эффекта Ярковского и светового давления на 

характеристики вековых (апсидально-нодальных) резонансов, изменений в пове-

дении их характеристик не было отмечено, так как исследуемые возмущающие 

факторы не оказывают существенного влияния на эволюцию элементов орбит, 

лежащих в основе вычисления этих характеристик (долгота восходящего узла  

и аргумент перицентра ω). 
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Аннотация. Работа посвящена описанию, апробации и применению разрабатывае-

мой микромасштабной математической модели неизотермического турбулентного 

течения и переноса пассивной газообразной примеси в уличных каньонах. В каче-

стве результатов ее успешного применения рассматриваются стационарные трех-

мерные турбулентные течения в ветровом туннеле с нагреваемой выемкой и в ка-

нале-каверне с подачей примеси, для которых имеются измерения. Рассчитаны и 

проанализированы поля скорости ветра и концентрации примеси при частичном 

или полном нагреве наветренной стенки уличного каньона. 
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Abstract. This work is devoted to the description and testing of the developed numerical 

microscale mathematical model of a non-isothermal turbulent flow and transport of  

a passive gaseous pollutant in street canyons and city blocks. The model is successfully 

applied to consider three-dimensional turbulent steady flows in a wind tunnel with  

a heated groove and in a cavern channel with a pollutant supply, for which measurements 

are available. A comparison of the calculated results, experimental data, and calculations 

obtained using ANSYS Fluent demonstrates the validity of the numerical model. The 

model is used to calculate and analyze the fields of wind speed and pollutant concentration, 

as well as the integral characteristics of the pollutant concentration in a street canyon as  

a whole and in a breathing zone (up to 2 meters above the canyon bottom) with partial or 

overall heating of the windward wall of the canyon. The flow structure and the observed 

maximum and average concentrations of the pollutants are found to depend significantly 

on the size of the heated part of the windward canyon wall. 
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Введение 
 

Качество атмосферного воздуха в городах оказывает существенное влияние 

на качество жизни и здоровье человека. Исследования показывают, что ежегодно 

миллионы людей страдают от болезней, связанных с загрязнением окружающей 

среды и атмосферного воздуха [1]. Для обеспечения максимальной комфортности 

населения проектирование расположения жилых городских кварталов требует 

применения современных высокотехнологических решений как с точки зрения 

используемых строительных материалов, так и с точки зрения оценки послед-

ствий различных физических и метеорологических явлений с помощью высоко-

точных и надежных методов математического моделирования. 

На микроклиматический комфорт современных городских кварталов и уличных 

каньонов в большей степени влияет автотранспорт, а точнее, выхлопные газы 

автомобилей. Исходя из скорости и направления ветра, а также интенсивности 

выбросов загрязняющих веществ автотранспортом, можно смоделировать, какой 

именно способностью к проветриванию будет обладать проектируемый уличный 

каньон. Актуальность исследований подобного рода подтверждается многочис-

ленными научными статьями авторов из любой точки земного шара [2–6]. 

Микромасштабное (с разрешением несколько метров) моделирование атмо-

сферного пограничного слоя в городской застройке представляет собой одно из 

важнейших современных направлений вычислительной механики и имеет боль-

шое научное значение. Моделирование течений в уличных каньонах и элементах 
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городской застройки с использованием гидродинамических моделей турбулент-

ности (RANS, LES, DES) активно развивается как у нас в стране, так и за рубе-

жом [2–6]. За последние несколько десятилетий исследователи значительно продви-

нулись в части моделирования переноса вредных выбросов. В качестве важных 

параметров, влияющих на структуру течения и механизм распространения при-

меси, можно выделить метеоусловия (скорость и направления ветра), геометри-

ческие характеристики (соотношение сторон уличного каньона, форма крыши), 

расположение акустических экранов, «живых» и бетонных изгородей и других 

ограждений. Однако далеко не все аспекты задачи о переносе выбросов авто-

транспорта в уличных каньонах хорошо изучены: например, влияние солнечного 

нагрева ограничивающих уличный каньон поверхностей. Для этого нужны хоро-

шо апробированные численные микромасштабные модели. 

Данная работа посвящена верификации разрабатываемой микромасштабной 

математической модели неизотермического турбулентного течения и переноса 

пассивной газообразной примеси в уличных каньонах и городских кварталах и ее 

применению для исследования влияния солнечного нагрева наветренной стенки 

на аэродинамику и перенос примеси. 

 

Постановка задачи 

 

Рассматривается стационарное неизотермическое трехмерное турбулентное 

движение воздуха в уличном каньоне, который представляет собой протяженный 

участок улицы с параллельно расположенными высокими зданиями с обеих сто-

рон (рис.1). По дороге между зданиями интенсивно движется автотранспорт, выбра-

сывающий в атмосферу продукты сгорания углеводородного топлива. Высота зда-

ний (H) соизмерима с шириной улицы (W). Примесь считается химически инертной 

и не осаждается на образующих уличного каньона. Стены и дно уличного каньо-

на могут иметь температуру, отличную от температуры окружающей среды. Это 

возможно в результате антропогенной деятельности или солнечного нагрева. 
 

 

Рис. 1. Иллюстрация физической постановки задачи 

Fig. 1. Illustration of the physical problem formulation  

L, м 

H, м 

W, м 

x1 

x2 

x3 
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Математическая модель рассматриваемого физического процесса включает  

в себя осредненные по Рейнольдсу уравнения неразрывности, Навье–Стокса, теп-

лообмена и переноса примеси [5]. Влияние силы плавучести на движение воздуха 

в уличном каньоне моделируется с помощью приближения Обербека–Буссинеска. 
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бодного падения, c – концентрация примеси, Sc – интенсивность поступления 

примеси, ρ, ν, a, D – плотность, кинематическая вязкость, температуропровод-

ность и коэффициент диффузии. 

Замыкание системы уравнений проводится с использованием градиентно-

диффузионной гипотезы Буссинеска и двухпараметрической k–ε модели [7], учи-

тывающей влияние плавучести на характеристики турбулентности. 
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В качестве граничных условий для системы уравнений (1)–(7) использовались: 

– условия первого рода на входе в расчетную область; 

– равенство нулю производных по нормали на верхней и боковых границах,  

а также на выходе из расчетной области; 
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– на твердых поверхностях условия прилипания и непротекания для соответ-

ствующих компонент скорости, равенство нулю производных по нормали от кон-

центрации примеси и метод пристеночных функций для определения трения и 

теплового потока на стенках и турбулентных характеристик в пристеночных об-

ластях [8].   

 

Численный метод решения задачи 

 

Рассматриваемая задача решалась численно на неравномерной структурирован-

ной сетке, сгущающейся при приближении к твердым поверхностям. При построе-

нии конечно-разностных аналогов дифференциальных уравнений используется 

метод конечного объема, обеспечивающий точное выполнение закона сохране-

ния массы на разностном уровне. Для учета препятствий используется метод 

фиктивных областей, в соответствии с которым компоненты скорости через грани 

конечного объема, принадлежащего препятствию, устанавливаются равными нулю. 

Аппроксимация конвективных членов уравнений переноса выполнена с использо-

ванием схемы MLU ван Лира [9], а диффузионных слагаемых – с помощью цен-

тральных разностей. Согласование полей скорости и давления с целью обеспече-

ния выполнения уравнения (1) осуществлялось на основе процедуры SIMPLE [10]. 

Для источниковых членов конвективно-диффузионных уравнений (4)–(6) приме-

нялась линеаризация, обеспечивающая неотрицательность в процессе глобально-

го итерационного процесса таких величин, как концентрация примеси, энергия 

турбулентности и скорость ее диссипации. Полученные в результате аппрокси-

мации разностные схемы для одного уравнения конвекции-диффузии решались 

численно методом неполной факторизации Н.И. Булеева [11]. 

 

Верификация математической модели и численного метода 

 

Для демонстрации достоверности получаемых с помощью модели (1)–(7) и 

разработанного численного метода результатов было рассмотрено два типа тече-

ний, для которых имеются экспериментальные результаты [12, 13]. 

В статье [12] проводились измерения в ветровом туннеле (канале прямо-

угольного сечения) с прямоугольной выемкой на его дне (рис. 2), моделирующей 

уличный каньон. На вход в канал поступал изотермический турбулентный поток. 

Число Рейнольдса, рассчитанное по средней скорости на входе и ширине или 

глубине выемки, составляло от 9 000 до 30 700. Кинематическая вязкость воздуха 

ν принята равной 1.5 × 10–5 м2 с–1. Стенки выемки подвергались нагреванию, при-

чем могла нагреваться одна из стенок или несколько сразу. Температура стенок 

составляла 70, 90, 110 или 130°C. Температура потока до выемки имела значение 

23°С. Измерения проводились для получения распределения компонент скорости, 

кинетической энергии турбулентности и в некоторых случаях температуры [12]. 

Для сравнения полученных экспериментальных данных с результатами расче-

тов по предлагаемой численной модели был выбран случай изотермического те-

чения для числа Рейнольдса Re = UinH/ν = 30 700 и неизотермического течения  

с температурой подветренной стенки 70°С. Использование для тестирования моде-

ли экспериментальных данных, полученных для течений с меньшими значениями 

числа Рейнольдса, ограничивается рассматриваемым в расчетах применением 
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метода пристеночных функций, а полученных для больших значений температу-

ры стенки – применяемым приближением Обербека–Буссинеска для представле-

ния силы плавучести. В расчетах использовалась сетка 110 × 62 × 68. Скорость 

потока на входе в канал Uin = 2.32 м/с.  
 

 

Рис. 2. Иллюстрация физической постановки задачи из эксперимента [12] 

Fig. 2. Illustration of the physical problem formulation for the experiment in [12] 
 

На рис. 3 представлены графики сравнения результатов расчетов с измерениями 

в сечении x1/H = 0.5 (верхний ряд рисунков; предполагается, что положительные 

значения x1 начинаются с левой (подветренной) границы каньона) и в сечении 

x3/H = 0.5 (нижний ряд рисунков).  
 

 

Рис. 3. Сравнение рассчитанных значений компонент скорости и кинетической  

энергии турбулентности в каньоне при изотермическом течении при Re = 30 700.  

Линии соответствуют расчетам, значки – измерениям [12] 

Fig. 3. Comparison of the calculated velocity components and turbulent kinetic energy  

in a canyon with an isothermal flow at Re = 30700. The solid lines denote the calculated  

data, and the dotted lines, the measured data [12] 

x1 

x2 

x3 
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Иллюстрации показывают, что разрабатываемая численная модель турбулент-

ного течения в уличных каньонах достаточно успешно предсказывает изменение 

компонент скорости и кинетической энергии турбулентности, хотя следует под-

черкнуть, что модель несколько недооценивает кинетическую энергию турбу-

лентности и интенсивность вращательного движения в каверне, предсказанные  

в расчетах, нежели наблюдается в экспериментах. Тем не менее характер измене-

ния рассчитанных и измеренных значений в рассматриваемых сечениях согласу-

ется достаточно хорошо. 

На рис. 4 приведены результаты расчетов и экспериментальные данные из [12] 

для неизотермического течения при том же числе Рейнольдса. Причиной неизотер-

мического течения в рассматриваемом случае был нагрев подветренной стенки 

каньона, ее температура составляла в эксперименте 70°С. Все другие параметры 

течения оставались прежними. Число Фруда Fr = Uin
2Tin/gH(Tw – Tin) = 17.29. 

 

 

Рис. 4. Сравнение рассчитанных значений компонент скорости в каньоне  

при неизотермическом течении, Re = 30 700 и Fr = 17.29. Линии соответствуют  

расчетам, значки – наблюдениям [12]. Слева сечение x1/H = 0.5; справа x3/H = 1 

Fig. 4. Comparison of the calculated velocity components in a canyon with a non-isothermal 

flow at Re = 30700 and Fr = 17.29. The solid lines denote the calculated data, and the dotted 

lines, the measured data [12]. Section x1/H = 0.5 is on the left; section x3/H = 1 is on the right 

 

Также для проверки способностей разрабатываемой микромасштабной моде-

ли [5] качественно предсказывать распространение примеси был выбран экспери-

мент, описанный в работе [13]. В нем испытательный канал-каверна представлял 

собой модель уличного каньона. Геометрические размеры каньона заданы сле-

дующим образом: высота H и ширина W = 1 м, глубина L = 0.3 м (рис. 5). Для 

подачи и отвода воздуха использовались входной и выходной каналы высотой  

0.2 м и длиной 0.6 м. Такая компоновка позволяла генерировать поля потока и кон-

центрации в камере, которые можно считать двумерными или однородными в на-

правлении оси Ox2. Эксперимент проводился в изотермических условиях со ско-

ростью набегающего потока 1.0 м/с при интенсивности турбулентности 4%.  

Кинематическая вязкость воздуха ν принята равной 1.5 × 10–5 м2 с–1. Число Рей-

нольдса составило 67 000. В экспериментальной установке на входе была установ-

лена пористая плита для обеспечения однородных распределений зависимых пере-

менных во входном сечении. Линейный источник примеси размером 0.01 × 0.26 м 

был размещен в центре нижней поверхности каньона. В качестве примеси рас-

сматривалась смесь воздуха с этиленом с концентрацией 1.2%. Расход примеси 

составлял 3 л/мин. С помощью термоанемометра измерялись скорость и концен-
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трация примеси в среднем сечении x2/H = 0.15. В результате эксперимента сдела-

ны замеры значений компонент скорости в сечениях x1/H = 0.5 и x3/W = 0.5,  

а также концентрации примеси в сечениях x1/H = 0.05, x1/H = 0.5, x1/H = 0.95. 

Скорость была нормирована на среднюю скорость Uin в точке (x1, x2, x3) = (0.5H, 

0.15H, 1.1H) [13].  
 

 

Рис. 5. Экспериментальная установка по изучению распространения примеси  

в уличном каньоне [13] 

Fig. 5. Experimental setup for studying the pollutant spreading in a street canyon [13] 
 

             

Рис. 6. Результаты сравнения рассчитанных значений компонент скорости с измерениями 

Kikumoto, Ooka [13] в среднем вертикальном сечении при x1/H = 0.5 и x2/W = 0.5(слева)  

и x2/W = 0.5 и x3/H = 1.1 (справа) 

Fig. 6. Comparison of the calculated velocity components with the measured data by Kikumoto 

and Ooka [13] in the average vertical section at x1/H = 0.5, x2/W = 0.5 (on the left) and 

x2/W = 0.5, x3/H = 1.1 (on the right) 
 

Для описанной выше геометрии и значений определяющих параметров с по-

мощью модели (1)–(7) было выполнено численное исследование течения и пере-

носа примеси. Для расчетов использовалась структурированная сетка размером 

100 × 100 × 30.  
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x3 
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На рис. 6 представлены профили скорости вдоль вертикальной линии с коор-

динатами (x1/H = 0.5 и x2/H = 0.15) и горизонтальной (x2/H = 0.15 и x3/H = 1.1). 

Видно, что характер полученных расчетным путем профилей соответствует вра-

щательному движению в каверне, наблюдаемому в [13]. Причем расчеты по раз-

виваемой микромасштабной модели [5] хорошо согласуются с расчетами по про-

грамме ANSYS Fluent и измеренным значениям скорости из [13].  
 

 

Рис. 7. Результаты сравнения рассчитанных значений безразмерной концентрации  

примеси с измерениями Kikumoto, Ooka [13] при x1/H = 0.05 (слева), x1/H = 0.5 (в центре), 

x1/H = 0.95 (справа) и x2/W = 0.5. Сплошная линия – расчет по (1)–(7), штриховая – расчет 

Fluent, значки – эксперимент 

Fig. 7. Comparison of the calculated dimensionless concentration of a pollutant with the meas-

ured data by Kikumoto and Ooka [13] at x1/H = 0.05 (on the left), x1/H = 0.5 (in the middle), 

x1/H = 0.95 (on the right) and x2/W = 0.5. The solid line denotes the calculation by formulas (1)–

(7); the dashed line, the calculation using ANSYS Fluent; and the circles, the experimental data 
 

На рис. 7 приведены графики изменения безразмерной концентрации примеси 

C* = cUinHL/Q вблизи подветренной стенки, в центре каверны и вблизи наветрен-

ной стенки. Здесь L = 0.3H; Q – объемный расход примеси. Анализируя рассчитан-

ные с помощью (1)–(7) и с помощью ANSYS Fluent распределения концентрации 

примеси, можно отметить их хорошее согласование между собой и с измеренны-

ми значениями концентраций. Из рис. 7 видно, что наибольшие значения концен-

трации наблюдаются вблизи места эмиссии примеси и ближе к левому нижнему 

углу каверны. С наветренной стороны концентрация имеет наименьшие из рас-

смотренных и практически постоянные вдоль вертикальной стенки значения. 

 

Исследование влияния частичного нагрева наветренной стенки  

на структуру турбулентного течения в уличном каньоне 
 

Разрабатываемая микромасштабная математическая модель была применена 

для исследования неизотермического турбулентного течения и переноса пассив-

ной газообразной примеси в уличном каньоне с частично нагретой стенкой зда-

ния с наветренной стороны (рис. 8). В численном эксперименте моделируется 

влияние нагрева стен здания от солнечного излучения при различной высоте све-

тила над горизонтом. Предполагается, что уличный каньон (ось Ох2) ориентирован 

на север, соответственно, ось Ох1 – с запада на восток. При таком выборе систе-

мы координат в зависимости от высоты Солнца при его заходе будет освещаться 

только часть наветренной стороны, размеры которой будут уменьшаться при 
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снижении высоты Солнца над горизонтом. Такие условия моделирования были 

выбраны в связи с тем, что при нагреве наветренной стороны [14–16] в каньоне 

может образовываться двухвихревая структура течения, приводящая к накоплению 

примеси у нижней границы каньона. Для выявления неблагоприятных условий 

проветривания каньона была проведена серия параметрических расчетов, в кото-

рых варьируемым параметром выступала доля высоты наветренной стены с по-

вышенной температурой. Рассмотрены следующие варианты: температура стены 

совпадает с температурой окружающей среды (0–4), нагрета верхняя четверть 

стены (1–4), нагрета половина стены (2–4), нагреты три четверти стены (3–4), 

нагрета вся стена целиком (4–4).  
 

 

Рис. 8. Иллюстрация физической постановки задачи для варианта 1–4  

(нагрета верхняя четверть наветренной стены каньона) 

Fig. 8. Illustration of the physical problem formulation for the pattern 1–4  

(the upper quarter of the windward wall of the canyon is heated) 
 

Геометрические размеры каньона заданы следующим образом: высота H и ши-

рина W = 20 м, глубина L = 30 м. В расчетах использовалась сетка 110 × 62 × 100 

(рис. 8). Скорость набегающего потока Uin = 1.0 м/с. Температура окружающей сре-

ды принята равной 23°, разница температур между нагретой стеной и окружающей 

средой 20°. Кинематическая вязкость воздуха ν принята равной 1.5 × 10–5 м2 с–1. 

Линейный источник примеси размещен в центре нижней поверхности каньона. 

На рис. 9 представлены векторные поля скорости на фоне изолиний концен-

трации примеси C* = cUinHL/Q для рассмотренных вариантов нагрева наветрен-

ной стенки уличного каньона. В случае варианта 0–4 (отсутствие нагрева стен) под 

влиянием основного потока воздуха, движущегося над крышами зданий, в кань-

оне формируется вращательное течение (см. рис. 9). Сформировавшееся вихревое 

движение воздуха обеспечивает проветривание уличного каньона.  

В таблице собраны максимальная, средняя в каньоне и средняя концентрация 

примеси в зоне дыхания людей (x3 = 1.5 м).  

Из рис. 9 видно, что нагрев наветренной образующей уличного каньона при-

водит к изменению структуры течения и характера распространения примеси 
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внутри каньона. Нагрев верхней четверти приводит к замедлению интенсивности 

вращательного движения, как результат значение максимальной концентрации 

возрастает практически вдвое, также увеличивается средняя концентрация в зоне 

дыхания. Нагрев половины наветренной стенки уличного каньона приводит к из-

менению структуры течения. На рис. 9 (2–4) видно, что в нижнем углу у наветрен-

ной стороны формируется небольшой вихрь. Примесь затягивается в сформиро-

вавшийся вихрь и циркулирует в нем. Это приводит к значительному увеличению 

максимальной концентрации примеси в каньоне. Средняя концентрация в зоне 

дыхания также увеличивается. 
 

 

Рис. 9. Векторное поле скорости и изолинии концентрации примеси  

для рассматриваемых вариантов  

Fig. 9. Velocity vector field and pollutant concentration isolines for the considered patterns 

 

Максимальная, минимальная и средняя концентрации C* в каньоне и зоне дыхания 

Обозначение 

Максимальная  

концентрация  

в каньоне 

Минимальная 

концентрация  

в каньоне 

Средняя  

концентрация  

в каньоне 

Средняя  

концентрация  

в зоне дыхания 

0–4 371.525 6.656 17.140 27.395 

1–4 662.072 5.510 24.448 37.741 

2–4 2 485.178 5.403 22.143 41.172 

3–4 1 312.013 2.997 23.518 45.771 

4–4 1 228.755 2.025 19.671 37.485 
 

Дальнейшее увеличение зоны нагрева наветренной стенки каньона до соот-

ношения 3/4 приводит к более существенному изменению структуры течения. 

0–4 1–4 2–4 

3–4 4–4 
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Восходящий поток теплого воздуха у нагретой образующей каньона конкурирует 

с основным направлением движения воздуха в каньоне. Это приводит к поджа-

тию основного вихря и образованию вторичного вихря в зоне между основным 

вихрем и наветренной стеной здания. На рис. 9 (3–4) видно, что для такого вари-

анта расчеты показывают изменение механизма проветривания каньона, примесь 

выносится вторичным вихрем. Как результат возрастает полученное расчетным 

путем значение максимальной концентрации примеси по сравнению с варианта-

ми 0–4 и 1–4. В случае нагрева всей стены структура течения принципиально не 

меняется, но увеличивается интенсивность движения во вторичном вихре, что 

приводит к снижению максимальных и средних концентраций примеси.  

Во всех случаях при увеличении доли нагретой части стены уменьшаются 

минимальные значения концентрации примеси, что в сочетании с увеличением 

максимальных и средних значений концентрации, по-видимому, косвенно свиде-

тельствует об ухудшении перемешивания воздушных масс в каньоне. 

 

Заключение 

 

Представлена разрабатываемая численная микромасштабная модель неизотер-

мического турбулентного течения и переноса пассивной газообразной примеси  

в уличных каньонах и городских кварталах. Модель опирается на трехмерные 

стационарные уравнения Рейнольдса, уравнения переноса примеси и теплообме-

на. Проблема турбулентного замыкания решается с помощью k–ε модели турбу-

лентности и метода пристеночных функций. Задача решается численно на струк-

турированных сетках методом конечного объема, с использованием монотонизи-

рованных схем второго порядка аппроксимации ван Лира, алгоритма SIMPLE 

Патанкара–Сполдинга и итерационного метода Булеева. Для демонстрации воз-

можностей численной микромасштабной модели рассмотрено два случая трех-

мерных турбулентных течений, для которых имеются измерения: течение в вет-

ровом туннеле с нагреваемой выемкой и течение в канале-каверне с подачей 

примеси. Сопоставление расчетов с экспериментальными данными и расчетами, 

выполненными с помощью ANSYS Fluent, показало хорошее качество разраба-

тываемой численной модели для исследования неизотермических турбулентных 

течений и переноса примеси в уличных каньонах.   

С помощью разработанной модели рассчитаны и проанализированы поля ско-

рости ветра и концентрации примеси, а также интегральные характеристики кон-

центрации примеси в уличном каньоне в целом и в зоне дыхания (до 2 м от дна 

каньона) при частичном или полном нагреве наветренной стенки уличного кань-

она. Получено, что структура течения и наблюдаемые максимальные и средние 

концентрации примеси существенно зависят от размера зоны нагретой части 

наветренной стены каньона. 
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Аннотация. Численно проанализировано неоднородное распределение деформации 

в образцах пористой керамики при диаметральном сжатии на основе стохастического 

представления структуры материала. Модели структуры основаны на вероятностном 

описании механических свойств керамики с применением гауссовых случайных по-

лей. Численное моделирование выполнено для циркониевой керамики с пористостью 

4 и 42%. Показано, что деформация локализуется в виде полос разного размера, 

расположенных под углом около 45° к оси нагружения. Применение данного под-

хода позволило получить различные типы неоднородного распределения деформа-

ций, а также контролировать размеры областей локализации. 

Ключевые слова: неоднородная случайная структура, пористая керамика, диамет-

ральное сжатие, стохастическое моделирование, гауссовы случайные поля, неод-

нородность деформации, численное моделирование 
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probabilistic description of mechanical properties of ceramics using Gaussian random 

fields. Numerical simulation is performed for zirconium ceramics with porosities of 4 and 

42 %. In the framework of the modeling method used, different porosities of ceramics are 

taken into account in terms of effective mechanical properties and parameters of the co-

variation matrix of a random Gaussian field. The simulation of the diametral compres-

sion of porous ceramic specimens is carried out in a two-dimensional formulation under 

plane-strain conditions. The loading is set in the upper and lower parts of the specimen 

near the central vertical axis through the velocities of the selected nodes. Distributions of 

the strain tensor components for the studied specimens are analyzed, and their evolution in 

the central part of the specimens is studied in detail. It is shown that the strain is localized 

in the form of bands of different sizes and intensities inclined at an angle of approximately 

45° to the loading axis. The difference in the strain distributions for the specimens with 

various porosities in the performed calculations is a result of different models of the inho-

mogeneous structure. The specimen with a porosity of 4 % is characterized by a greater 

number of heterogeneous regions of smaller size compared with a specimen with a po-

rosity of 42 %. The proposed method of describing the material structure allows one to 

obtain various types of inhomogeneous strain distributions under diametral compression, 

as well as to control the size of heterogeneous regions in the strain distributions. 

Keywords: inhomogeneous random structure, porous ceramics, diametral compression 

test, stochastic modeling, Gaussian random fields, strain inhomogeneity, numerical  

modeling 
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Введение 

 

Структурно-неоднородные материалы, состоящие из двух и более различных 

фаз, широко применяются в различных отраслях промышленности. Типичными 

примерами таких материалов являются композиты, пористые материалы, сплавы, 

бетоны, грунты и горные породы. Хорошо известно, что в этих материалах при-

сутствуют неоднородности (на микромасштабе), которые оказывают значитель-

ное влияние на их свойства и механическое поведение. Поэтому при выполнении 

анализа механического поведения и разрушения структурно-неоднородных мате-

риалов важно учитывать вклад каждого компонента структуры и их взаимодей-

ствия в эффективные упругие и прочностные характеристики этих материалов,  

а также получаемое в результате этого неоднородное распределение напряжений 

и деформаций в них под нагрузкой. 

Особый интерес вызывают растягивающие нагрузки, которые более опасны 

для хрупких материалов. Из-за природы таких материалов прямые испытания на 

растяжение для них становятся невозможными из-за трудностей с их реализацией 

(при захвате образца нагружающим устройством возникает концентрация напря-

жений, которая приводит к преждевременному разрушению образцов в захватах). 

Поэтому для измерения прочности на растяжение хрупких материалов применя-
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ют косвенные методы, например метод экспериментального исследования, из-

вестный как бразильский тест, или диаметральное сжатие [1, 2]. 

Огромное количество статей посвящено численному и экспериментальному 

исследованию различных аспектов, касающихся условий использования бразиль-

ского теста для разных материалов. Метод диаметрального сжатия был изначально 

предложен для измерения прочности на растяжение бетона – хрупкого гетеро-

генного материала, подобного горным породам [3, 4]. При исследовании струк-

турно-неоднородных материалов важно понимать, как влияют неоднородности 

материала, испытываемого в условиях бразильского теста, на выполняемость 

условий этого теста. В ряде работ экспериментальными и численными исследо-

ваниями подтверждается, что неоднородность среды не является препятствием 

для применения метода диаметрального сжатия к структурно-неоднородным ма-

териалам [5–7]. 

Также в ряде публикаций авторы интересуются вопросом, действительно ли 

трещина зарождается в центре диска в условиях диаметрального сжатия, и как на 

это влияют форма образца, соотношение толщины диска к его диаметру, способ 

приложения нагрузки, форма контакта и материал нагружающих оснасток [6–11]. 

Влияние способа приложения нагрузки изучено в работе [8]. Авторы методом ко-

нечных элементов исследовали поведение образца, нагруженного диаметральным 

сжатием с помощью толкателей, имеющих три различные геометрии и изготов-

ленных из различных материалов. Авторы работы [6], используя метод конечных 

элементов, численно изучили процессы деформации и разрушения бразильского 

диска из неоднородной горной породы в статических и динамических условиях 

нагружения. Неоднородность образца рассматривали в предположении, что свой-

ства материала в конечных элементах соответствуют распределению Вейбулла. 

Было показано, что при динамическом нагружении в горной породе образуется 

больше трещин по сравнению с статическим нагружением. В работе [9] представ-

лены испытания на диаметральное сжатие для определения прочности на растяже-

ние и сжатие чугунных образцов с различным отношением толщины к диаметру. 

Были исследованы образцы двух типов чугуна: с чешуйчатым графитом и сферо-

идальным графитом. Показано, что испытания на диаметральное сжатие для 

оценки прочности при растяжении могут быть применены при любом рассмот-

ренном отношении толщины к диаметру образцов из чугуна с чешуйчатым гра-

фитом и только при более низких значениях отношения толщины к диаметру 

образцов из чугуна со сфероидальным графитом. Авторы работы [10] провели 

испытания образцов из оксида алюминия и карбида кремния при различной ско-

рости деформации и показали, как скорость деформации влияет на значения 

прочности при растяжении. В работе [7] рассматривалось влияние неоднородно-

сти и анизотропии сланцевой породы на значения ее механических свойств и 

распространение трещин в образцах. Чтобы учесть анизотропию при численном 

моделировании, прочностные свойства образцов были заданы как простран-

ственно случайные поля. 

За последние несколько десятилетий были разработаны различные методы 

описания неоднородной структуры материалов (моделирования неоднородностей). 

Одним из распространенных направлений в микромеханике материалов со слу-

чайной структурой являются методы статистической механики. Для этого исполь-

зуются различные функции распределения случайных величин и методы теории 
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случайных полей. У многих природных и искусственно созданных материалов 

микроструктура является стохастической (имеет вероятностную природу) и фак-

тически может быть представлена как случайное поле [12, 13], которое описывает 

случайность в характеристиках плотности, местоположения, размера и формы 

неоднородности. Стохастическая реконструкция микроструктуры является эф-

фективным и экономичным способом генерирования структуры образцов гетеро-

генных материалов с использованием ограниченной информации об их микро-

структуре [14–16]. 

Среди наиболее часто используемых методов восстановления гетерогенных 

микроструктур выделяют метод стохастической оптимизации [12, 16] и метод гаус-

сова случайного поля [17–19]. По сравнению с другими широко используемыми 

распределениями распределение Гаусса обладает тем преимуществом, что под-

бор данных осуществляется достаточно просто и гибко за счет управления сред-

ним значением и дисперсией. Кроме того, распределение Гаусса обладает хоро-

шо зарекомендовавшими себя свойствами и средствами для компьютерного  

моделирования, например с помощью пакетов R, Matlab и других разработанных 

программ, которые могут легко генерировать гауссовы случайные величины  

и поля. 

Следует отметить, что к настоящему времени большое количество как экспе-

риментальных, так и численных работ посвящено исследованию связи между 

структурой и особенностями механического поведения разнообразных материа-

лов при различных типах механических нагрузок [20–25]. Однако особенности 

развития деформационных процессов в пористых материалах исследованы недо-

статочно полно. 

В данной работе представлены примеры построения стохастических моделей 

пористой керамики на основе гауссовых случайных полей и их использования 

для моделирования неоднородного распределения деформации в образцах пори-

стой керамики на основе диоксида циркония при диаметральном сжатии. Модели 

основаны на стохастическом описании неоднородного распределения упругих 

свойств керамики. 

 

Постановка задачи и методы моделирования 

 

Моделирование механического поведения пористой циркониевой керамики  

в условиях диаметрального сжатия выполнялось в рамках механики сплошных 

сред с помощью метода конечных разностей [26, 27]. Согласно данному подходу 

система уравнений механики деформируемого твердого тела включает основные 

законы сохранения и определяющие соотношения. 

Законы сохранения массы и количества движения при лагранжевом описании 

движения среды имеют вид: 

0 0ρ ρV = V ,     
σ

ρ
iji

j

dν
=

dt x




, 

где ρ0 и ρ – начальное и текущее значения плотности материала; V0 и V – началь-

ное и текущее значения бесконечно малого объема среды; vi – компонента векто-

ра скорости перемещений; xj – пространственная координата; σij – компонента 

тензора истинных напряжений Коши; ij  – компонента тензора скорости дефор-
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мации; использовалась плоская постановка задачи, поэтому i, j = 1, 2. Поскольку 

используется модель баротропной среды, то закон сохранения энергии не рас-

сматривался. 

В систему уравнений входят также геометрические соотношения: 

1
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x x
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=

2

1
ω , 

где ijω  – компонента тензора скорости вращения, а точка сверху символов обо-

значает материальную производную по времени. Законы сохранения и геометри-

ческие соотношения записаны в декартовой системе координат. 

Тензор напряжений записан как сумма шаровой (давление P) и девиаторной 

(sij) частей: ijijij s+P= δσ − , где δij – символ Кронекера. 

Описание упругого отклика материала выполнялось с использованием соот-

ношений гипоупругости для изотропной среды: 

θ K=P − , kjikkjikijijij ssG=s ωωδθ
3

1
ε2  −+








− , 

где K – модуль объемной упругости; θ = εii – объемная деформация; G – модуль 

сдвига, kjikkjik ss ωω  −  – поправка на поворот. 

Предполагается, что структура материала является неоднородной, т.е. упругие 

модули – функции пространственных координат. Для пористой циркониевой ке-

рамики основными элементами неоднородности структуры являются поры и зер-

на. Кроме того, исследуемая керамика может содержать моноклинную и тетраго-

нальную фазы с различными физико-механическими свойствами. Для задания 

неоднородной структуры материала были использованы случайные гауссовы 

поля – случайные функции двух пространственных переменных. Такой подход 

является универсальным и в последнее время активно используется при модели-

ровании в разных научных областях. Параметры случайных гауссовых полей 

можно увязать с особенностями поровой структуры (размеры, форма, связность / 

изолированность), которые ответственны за образование тех или иных картин 

неоднородного распределения деформаций. Многомерное гауссово поле x харак-

теризуется вектором математических ожиданий μ = (μ1, ..., µd)T и ковариационной 

матрицей Σ = (σij), а его плотность вероятности имеет следующий вид: 









−−−


= − )()(

2

1
exp

)2(

1
),( 1

2/12/
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T

d
p .

 
Здесь d – размерность вектора случайных величин (поля), т.е. в нашем случае 

d = 2, размерность матрицы Σ равна d × d, а ее элементы Σij полностью определя-

ют свойства случайного поля. 

Неоднородность структуры пористой керамики моделировалась путем изме-

нения упругих свойств (модуля объемной упругости и модуля сдвига) в разных 

точках расчетной области в соответствии со следующим законом: 

K = K0 + (f – 0.5)ΔK, G = G0 + (f – 0.5)ΔG, 

где f (x,y) – нормированное случайное поле, изменяющееся от 0 до 1, а ΔK и ΔG – 

некоторые параметры, задающие возможный разброс соответствующих упругих 

характеристик в пределах моделируемого образца.  
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Величины ΔK и ΔG составляли 12.5% от значения соответствующих модулей. 

Для выполнения моделирования гауссовы случайные поля были сгенерированы  

с использованием функции RMstable из библиотеки RandomFields, реализующей 

гауссово случайное поле в программном пакете R [28]. Используя эту функцию, 

можно независимо от размеров расчетной сетки ввести параметр масштаба, а также 

параметр, характеризующий анизотропию случайного поля. Таким образом, размер 

неоднородности получается управляемым, а его расположение в пространстве 

остается случайным.  

На рис. 1 представлены примеры моделей структуры исследуемых образцов, 

сгенерированные с помощью гауссовых случайных полей в программном ком-

плексе R. В этих статистических моделях случайные величины (элементы слу-

чайного поля) пространственно скоррелированы в соответствии с выбранными 

параметрами ковариационной матрицы. Параметры статистической модели под-

бирались таким образом, чтобы описать образование горизонтально вытянутых 

эллиптических областей, наблюдаемых в полях неоднородной деформации пори-

стой керамики в экспериментах [29, 30]. 
 

         
   a      b 

Рис. 1. Реализации гауссовых случайных полей, моделирующих неоднородность упругих 

свойств в образцах с разной пористостью: 4% (a) и 42% (b) 

Fig. 1. Realization of Gaussian random fields modeling the inhomogeneity of elastic properties 

in specimens of various porosities: (a) 4 and (b) 42% 
 

Исследование механического поведения в условиях бразильского теста вы-

полнялось для образцов циркониевой керамики диаметром 30 мм с разной пори-

стостью: П = 4 и П = 42%. В рамках принятого метода моделирования разная по-

ристость керамики была учтена через ее эффективные механические свойства и 

параметры корреляционной матрицы случайного гауссова поля.  

Моделирование диаметрального сжатия образцов пористой керамики прово-

дилось в двумерной постановке в условиях плоской деформации. Дискретизация 

области моделирования была выполнена структурированной криволинейной сет-

кой, состоящей из 40 000 четырехугольных ячеек с размером вычислительной 

ячейки около 150 мкм. В верхней и нижней частях образца вблизи центральной 

вертикальной оси задавалось нагружение образца через значения скорости вы-
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бранных точек. Для обработки и графического представления результатов моде-

лирования применялась программа Paraview [31]. 

 

Результаты моделирования и их обсуждение 

 

Проанализированы картины распределения компоненты тензора деформации εxx 

для исследуемых образцов (рис. 2), а также подробно изучена их эволюция в цен-

тральной части образцов (прямоугольная область на рис. 2; 10 × 6.5 мм). Видно, 

что распределения компоненты тензора деформации являются неоднородными и 

максимальные значения деформации наблюдаются в местах приложения нагруз-

ки, а также в местах, соответствующих ячейкам расчетной сетки с ослабленными 

упругими свойствами. Следует отметить, что в зависимости от значения пори-

стости в исследуемых образцах наблюдаются разные картины распределения 

деформации. Несмотря на выраженную горизонтально ориентированную анизо-

тропию случайного поля, заметную на рис. 1, на распределениях деформаций 

выделяются полосы локализованной деформации с наклоном около 45° к оси 

нагружения. Причем для образцов с пористостью 42% эти направления более 

выражены. 
 

      
   a      b 

Рис. 2. Распределение компоненты тензора деформации εxx  

в образцах с разной пористостью: 4%(a) и42 % (b) 

Fig. 2. Distribution of the strain tensor component εxx  

in specimens of various porosities: (a) 4 and (b) 42%  

 

На рис. 3 представлена эволюция неоднородного распределения деформаций 

на разных этапах деформирования (зарождение деформации, распространение и 

предразрушение). В образце с пористостью 4% на этапе зарождения деформации 

наблюдается формирование неоднородных полей локальных деформаций в виде от-

дельных хаотично расположенных очагов локализации деформации (см. рис. 3, a). 

С ростом нагрузки очаги локальной деформации увеличиваются за счет увеличе-

ния значений локальных деформаций в них, а также становятся более выражен-

ными другие очаги. На картинах распределения локальных деформаций наблю-



Зимина В.А. Моделирование неоднородной деформации пористой керамики  

139 

даются увеличение площади, занимаемой локализованной деформацией, и рост 

разброса значений деформаций. 

Для образца с пористостью 42% наблюдаются иные картины распределения 

деформации. На начальном этапе (см. рис. 3, d) формируется полоса локализо-

ванной деформации, расположенная под углом 45° к оси нагружения в центральной 

части анализируемой области. С ростом нагрузки значения деформаций увеличи-

ваются, что влечет за собой появление выраженных очагов локализации дефор-

мации с формированием сопряженных полос на представленных картинах рас-

пределения, а также увеличивается область, занимаемая очагами локализованной 

деформации. 

Полученные картины распределения неоднородных полей деформаций каче-

ственно согласуются с наблюдаемыми в экспериментах, представленными в ра-

боте [29].  
 

Образец с пористостью 4 % 

   
                       a                 b     c 

Образец с пористостью 42 % 

   
                        d                  e     f 

Рис. 3. Распределение компоненты тензора деформации εxx в центральной части неодно-

родных образцов в последовательные моменты процесса деформирования: зарождение 

деформаций (a, d), распространение (b, e) и предразрушение (c, f) 

Fig. 3. Distribution of the strain tensor component εxx in the central part of inhomogeneous spec-

imens at successive moments of deformation: (a, d) generation of deformations, (b, e) propaga-

tion, and (c, f) pre-fracture 
 

Природа образования полос локализации под углом ≈ 45° к оси нагружения, 

весьма вероятно, связана со сдвиговыми напряжениями. Это хорошо проявляется 

в распределениях сдвиговой деформации. На рис. 4 показаны картины распреде-

ления сдвиговой компоненты тензора деформации εxy в образце с пористостью 

42%, а также в его центральной части. Наблюдаемая симметрия в распределениях 

деформаций на рис. 4, a, b обусловлена круговой формой образца. Видно, что  

в центре образца превалируют положительные значения сдвиговой компоненты 
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тензора деформации. Именно для них наиболее ярко выражена полоса, располо-

женная под углом ≈ 45° к оси нагружения (см. рис. 4, c). 
 

 
                                  a     b 

 
c 

Рис. 4. Распределение сдвиговой компоненты тензора деформации εxy в образце с пористо-

стью 42%: отрицательные значения (a), положительные значения (b) и положительные 

значения в центральной части образца (c) 

Fig. 4. Distribution of the shear component of the strain tensor εxy in a specimen with  

porosity 42%: (a) negative values, (b) positive values, and (c) positive values in the central  

part of the specimen 

 

Различие в распределениях деформации для образцов с разной пористостью  

в выполненных расчетах обусловлено разными моделями неоднородной структу-

ры. Как видно из рис. 1 для образца с пористостью 4% характерно большее коли-

чество областей неоднородности с меньшим размером по сравнению с образцом 

с П = 42%. Предложенный подход для задания неоднородной структуры пори-

стых керамик с использованием случайных гауссовых полей позволяет получать 

модели неоднородной структуры с разной формой и размерами характерных эле-

ментов этой структуры. Варьирование параметров случайного гауссового поля 

позволяет получать широкий диапазон моделей структуры, среди которых можно 

выбрать наиболее близкие к реальным структурам материалов, а следовательно, 

и увеличить корреляцию между экспериментальными и численными результата-

ми по изучению распределения неоднородной деформации. Это является задачей 

для будущих исследований. 
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Заключение 

 

В работе численно с использованием метода конечных разностей исследовано 

распределение неоднородной деформации в пористой циркониевой керамике при 

диаметральном сжатии. Моделирование неоднородной структуры исследуемой 

керамики выполнено с помощью гауссова случайного поля путем изменения 

упругих свойств в разных точках расчетной области. Представленный способ 

описания неоднородности структуры в образцах привел к развитию неоднород-

ных полей деформаций разной степени и масштаба неоднородности, отличаю-

щихся в зависимости от значений пористости. Показано, что деформация локали-

зуется в виде полос, расположенных под углом 45° к оси нагружения. Получен-

ные картины распределения неоднородных полей деформаций качественно со-

гласуются с представленными в работе [29] экспериментальными данными. Для 

лучшего совпадения результатов моделирования с экспериментом необходимо 

более точно воспроизвести неоднородность конкретного образца, поскольку, как 

известно, эта неоднородность отличается от образца к образцу. А именно, регу-

лируя размеры и степень анизотропии областей корреляции гауссовых случай-

ных полей, можно улучшать соответствие результатов моделирования с экспери-

ментальными данными. В результате проведенного моделирования сделан вывод 

о том, что учет неоднородности свойств в образце с помощью стохастического 

метода позволяет получить неоднородность распределения деформаций, соответ-

ствующую экспериментальным данным. 
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Аннотация. Описаны результаты исследования взаимодействия одиночной сверх-

звуковой струи с подвижной преградой. Преграда приближалась и отдалялась пер-

пендикулярно оси струи от среза сопла со скоростью 1 м/c. Дистанция перемеще-

ния преграды составляла 0.03 м. При движении преграды по потоку преграда нахо-

дилась в зоне возрастания чисел Маха, а при движении против – в зоне убывания. 

Получено, что для всех расчетных вариантов ударно-волновая структура не явля-

ется стационарной. Показано, что при движении преграды против течения струи 

реализуется автоколебательный режим с массорасходным механизмом возникно-

вения пульсаций. Для конфигурации с движением преграды против течения струи 

амплитуда колебаний в 3–5 раз выше, чем для конфигурации с движением прегра-

ды по течению струи. 

Ключевые слова: газовая динамика, математическое моделирование, численные 

исследования, импактная сверхзвуковая струя, подвижная преграда, OpenFOAM 
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Abstract. This paper presents the results of research on a single supersonic jet interaction 

with a moving obstacle. The problem is described mathematically using the Favre-averaged 

Navier-Stokes equations. OpenFOAM free software is used to implement physical and 

mathematical modeling and perform numerical calculations. The obstacle moves forward 

and back perpendicular to the axis of the jet from the nozzle section at a velocity of 1 m/s 

over a distance of 0.03 m. When the obstacle moves along the flow, it appears in the zone 

of increasing Mach numbers, and when it moves against the flow, in the zone of decreasing 

Mach numbers. For all calculation options, the shock-wave structure is found to be non-

stationary. It is shown that when the obstacle moves against the jet flow, an auto-oscillatory 

mode with mass-consuming nature of pulsations occurs. The amplitude of oscillations is 

3-5 times higher when using the configuration with the obstacle moving against the jet 

flow than when using the configuration with the obstacle moving along the jet flow. 

Keywords: gas dynamics, mathematical modeling, numerical studies, impact supersonic 

jet, moving obstacle, OpenFOAM 
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Введение 

 

Развитие современной и перспективной ракетно-космической техники связано 

с решением ряда фундаментальных и прикладных задач. Одна из них – доставка 

космических аппаратов и полезной нагрузки на поверхности тел Солнечной си-

стемы. При выполнении космическим аппаратом старта или посадки важной 

проблемой являются нестационарные процессы взаимодействия сверхзвуковых 

струй с поверхностями, в результате чего образуются области торможения пото-

ка, а вдоль поверхности распространяется периферийное течение. В области 

между срезом сопла и поверхностью реализуется сложная конфигурация струи. 

Картина течения включает в себя контактные разрывы, волны разряжения и удар-
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ные волны, присутствуют зоны смешения. На сегодняшний день опубликован 

ряд работ, посвященных изучению различных аспектов данной задачи. В боль-

шинстве из них рассматривается случай взаимодействия одиночной сверхзвуко-

вой струи с плоской преградой. В работах [1–7] проведен ряд экспериментальных 

и численных исследований взаимодействия струй с поверхностями, показано два 

режима такого взаимодействия: стационарный и нестационарный. Авторами рабо-

ты [8] проведены экспериментальные исследования нестационарного взаимодей-

ствия недорасширенной струи с преградой, рассмотрен ряд автоколебательных 

режимов и их особенностей. Более полный обзор литературы по взаимодействию 

сверхзвуковых струй с преградой приведен в [9, 10].  

Большинство экспериментальных и теоретических работ посвящено исследо-

ванию взаимодействия сверхзвуковых струй с неподвижными поверхностями. 

Наблюдается недостаток исследований особенностей газодинамических процес-

сов, происходящих при взаимодействии сверхзвуковых струй с подвижными пре-

градами. Цель данной работы – математическое моделирование взаимодействия 

одиночной сверхзвуковой струи с подвижной преградой.  
 

Физико-математическая постановка задачи и метод решения 
 

Для математического описания задачи использовалась система уравнений На-

вье–Стокса, осредненная по Фавру в декартовой системе координат 1 2 3, ,x x x  [11]. 

Уравнение неразрывности: 

 0j

j

u
t x

 
 +  =  

, (1)

 
где   – плотность; t – время; ju  – скорость; jx  – координата. 

Уравнение импульса:  

  
( )

0
i

i j ij ij

j

u
u u p

t x

  
 +  +  −  =  

, (2)

 
где 1,2,3i = ; p  – давление; ij  – символ Кронекера.  

Уравнение энергии:  

 
( )

0j j j i ij

j

E
u E u p q u

t x

  
 +  + + −  =  

, (3)

 

где E  – полная внутренняя энергия; 
jq  – тепловой поток. 

Система уравнений (1)–(3) замыкается уравнением состояния идеального газа 

и моделью турбулентности SST k −  [8]. 

Тензор вязких напряжений имеет следующий вид:  

'' ''2
,

3

ji k
ij ij i j

j i k

uu u
u u

x x x

  
 =  + −   − 

      
где   – коэффициент динамической вязкости.  

Расчеты выполнялись от минимального сечения сопла аналогично работе [6]. 

Схема расчетной области приведена на рис. 1. В качестве граничных условий на 

границе Г1 задавался вектор скорости *u u n=  (где n  – вектор внутренней нор-
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мали к границе Г1), давление и температура: *P P= , *T T= , кинетическая энер-

гия турбулентности и диссипация кинетической энергии турбулентности: * ,k k=  

* =  , где индексом * обозначены параметры в критическом сечении сопла. На 

границах Г2, Г5 для скорости задавались условия прилипания: [0,0,0]u = ; для 

температуры условия тепловой изоляции: grad( )=0T ; для давления: grad( ) 0P = . 

Для постановки граничных условий для характеристик турбулентности на стен-

ках используется метод пристеночных функций. Граничные условия для Г3 име-

ют следующий вид: P = Pa, T = Ta,  0,0,0u = , где индексом а обозначены пара-

метры на бесконечности. Для границы Г4 использовались мягкие граничные 

условия:

 

0n  = . Граница Г5 движется по направлению против потока со ско-

ростью 1 м/с. В качестве начальных условий во всей расчетной области задаются 

параметры невозмущенной среды: P = Pa, T = Ta,  0,0,0u = . 

 

 

Рис. 1. Схема расчетной области 

Fig. 1. Scheme of a computational domain 
 

Для решения использовалась схема, основанная на методе С.К. Годунова вто-

рого порядка точности с ограничителем van Leer [12]. Дискретизация по времени 

производилась методом Рунге–Кутты второго порядка аппроксимации. Движение 

границы реализовано с использованием алгоритма, основанного на изменении 

координат вершин расчетных ячеек, лежащих на поверхности преграды, с сохране-

нием топологии расчетной сетки [13]. Численное моделирование данной задачи 

было проведено с помощью открытого пакета OpenFOAM. Расчеты выполнены 

на базе суперкомпьютера СКИФ Cyberia. Распараллеливание задачи осуществля-

лось методом декомпозиции расчетной области Scotch с использованием техно-

логий MPI [14].  

 

Результаты численных исследований 

 

В расчетах использовался профиль сопла из работ [6, 7, 15]. Преграда прибли-

жалась перпендикулярно оси струи к срезу сопла со скоростью 1 м/с. В качестве 
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рабочего тела был использован воздух с параметрами: показатель адиабаты k = 1.4, 

газовая постоянная R = 287 Дж/(кг·К), динамическая вязкость µ = 1.8·10–5 Па·с, 

давление и температура в критическом сечении P* = 56 атм, T* = 250 К. Длина 

расчетной области составила 10 м, ширина – 10 м, высота – 4 м. Расстояние от 

среза сопла до преграды h = 0.308 м. В расчетах использовалась генерируемая  

с помощью программного обеспечения Salome гексаэдральная структурирован-

ная расчетная сетка с числом ячеек 4 млн. Расчетная сетка обеспечивала 20 ячеек 

на радиус среза сопла. Расчет проводился до момента времени 0.03 с. Дистанция 

перемещения преграды составляла 0.03 м, что обеспечивало смещение поверхно-

сти преграды на расстояние, не превышающее половину длины второй «бочки» 

Маха невозмущенной струи. При движении преграды по потоку преграда нахо-

дилась в зоне возрастания чисел Маха, а при движении против – в зоне убывания. 

На рис. 2 показано изменение давления в критической точке на поверхности 

преграды для расчетных конфигураций с движением преграды по течению и против 

течения истекающей струи. Для расчетной конфигурации с движением преграды 

по течению струи получено хорошее количественное и качественное совпадение 

с результатами экспериментальной работы [7]. Анализ расчетных данных показы-

вает, что для рассматриваемых расчетных конфигураций при удалении преграды 

на дистанцию более 5 мм уровень давления в критической точке при движении 

преграды по течению струи выше, чем при движении против течения, в 3.5 раза. 

При движении преграды против течения струи наблюдаются существенные колеба-

ния давления, амплитуда и частота колебаний значительно выше, чем при движе-

нии преграды по течению струи. Это обусловлено различной локальной нестацио-

нарной картиной течения в окрестности преграды. При незначительном удалении 

преграды (на расстояние менее 4 мм) уровень давления на преграде в критиче-

ской точке для расчетных конфигураций с движением преграды по и против те-

чения струи согласуется с экспериментальными [7] и расчетными [6, 15] данны-

ми для неподвижной преграды. 
 

 

Рис. 2. Давление на преграде в критической точке: 1 – с движением преграды  

против течения струи, 2 – с движением преграды по течению струи 

Fig. 2. Pressure on the obstacle at a critical point: the obstacle is moving  

(1) against and (2) along the jet flow  
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На рис. 3 и рис. 4 для иллюстрации ударно-волновой картины течения показан 

модуль градиента плотности для расчетных конфигураций с движением преграды 

по течению и против течения струи. Видно, что при движении преграды по тече-

нию струи сохраняется симметричная картина течения. Ударно-волновая струк-

тура не является стационарной, реализуются периодические колебания относи-

тельно вертикальной оси. На всем временном промежутке в окрестности преграды 

вблизи оси наблюдается отраженная ударная волна с криволинейным фронтом. 

Течение в области между отраженной ударной волной и преградой – дозвуковое, 

с увеличением расстояния до преграды высота зоны торможения остается прак-

тически неизменной. Колебания не превышают 10% толщины зоны торможения, 

а осредненного по объему давления в зоне торможения – 5%. Максимум давле-

ния на преграде располагается в окрестности критической точки (рис. 5, b). 
 

 

Рис. 3. Градиент плотности для расчетной конфигурации с движением преграды по тече-

нию струи в моменты времени: a – 0.01 c, b – 0.015 c, c – 0.02 c, d – 0.025 c, e – 0.03 c 

Fig. 3. Density gradient for the calculated configuration with the obstacle moving along  

the jet flow at the time instants of (a) 0.01, (b) 0.015, (c) 0.02, (d) 0.025, and (e) 0.03 s 

 

 

Рис. 4. Градиент плотности для расчетной конфигурации с движением преграды против 

течения струи в моменты времени: а – 0.01 c, b – 0.015 c, c – 0.02 c, d – 0.025 c, e – 0.03 c 

Fig. 4. Density gradient for the calculated configuration with the obstacle moving against  

the jet flow at the time instants of (a) 0.01, (b) 0.015, (c) 0.02, (d) 0.025, and (e) 0.03 s 
 

При движении преграды против течения струи реализуется автоколебательный 

режим течения с массорасходным механизмом возникновения пульсаций [4, 5].  

В отличие от конфигурации с движением преграды по течению струи перемеще-

ния диска Маха относительно вертикальной оси на автоколебательном режиме 

происходят с большей амплитудой и частотой. Картина течения в окрестности 

преграды – существенно несимметричная (см. рис. 4). В окрестности оси струи 

a b c d e 

a b c d e 
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наблюдается рост массы газа. В области за центральной ударной волной происхо-

дит рост давления (рис. 6, а). Данное явление вызвано тем, что максимум давления 

на преграде располагается в окрестности границы струи. В результате происходит 

смещение прямой центральной ударной волны вверх по потоку (рис. 6, b, c) и вы-

брос избыточной массы газа (рис. 6, c–e). В области между отраженной ударной 

волной и преградой отмечается наличие локальных зон сверхзвукового течения. 

В результате выброса массы газа через боковую поверхность давление вблизи 

преграды падает, а центральная ударная волна смещается по направлению к пре-

граде (рис. 6, e, f). Процесс сопровождается образованием вихревого течения  

с тороидальным вихрем, расположенным под наклоном к поверхности преграды 

(рис. 5, a). Область в окрестности пересечения плоскости главного меридиана то-

роидального вихря и плоскости преграды соответствует зоне выброса массы газа.  
 

  

 

Рис. 5. Линии тока и распределение давления на поверхности преграды в момент времени 

0.02 с для расчетной конфигурации: a – с движением преграды против течения струи, 

b – с движением преграды по течению струи 

Fig. 5. Streamlines and pressure distribution on the obstacle surface at a time of 0.02 s for the 

calculated configuration: the obstacle is moving (a) against and (b) along the jet flow  

 

 

Рис. 6. Эволюция ударно-волновой структуры течения в окрестности преграды для  

расчетной конфигурации с движением преграды против течения струи в моменты  

времени: a – 0.0226 c, b – 0.0227 c, c – 0.0228 c, d – 0.0229 c, e – 0.023 c, f – 0.0231 c 

Fig. 6. Evolution of a shock wave structure of the flow in the barrier vicinity for the calculated 

configuration with the obstacle moving against the jet flow at the time instants of (a) 0.0226,  

(b) 0.0227, (c) 0.0228, (d) 0.0229, (e) 0.023, and (f) 0.0231 s 

 

Изменение максимального давления на поверхности преграды для рассматри-

ваемых расчетных конфигураций с движением преграды по течению и против 

течения струи показано на рис. 7. Видно, что процессы выброса избыточной мас-

сы приводят к значительному увеличению амплитуды и частоты колебаний мак-

симального давления. Для конфигурации с движением преграды против течения 

a b 

a b c d e f 
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струи амплитуда колебаний в 3–5 раз выше, чем для конфигурации с движением 

преграды против течения струи.  
 

 

Рис. 7. Максимальное давление на поверхности преграды для расчетной конфигурации: 

1 – с движением преграды против течения струи, 2 – с движением преграды по течению 

струи 

Fig. 7. Maximum pressure on the obstacle surface for the calculated configuration: 

the obstacle is moving (1) against and (2) along the jet flow  
 

Данный эффект может оказать значительное влияние на оценку процессов эро-

зии поверхности при воздействии сверхзвуковых струй посадочных аппаратов. 

 

Заключение 

 

В результате выполнения данной работы проведены математическое моделиро-

вание и численные исследования взаимодействия одиночной сверхзвуковой струи 

с подвижной плоской преградой. Преграда приближалась и отдалялась перпен-

дикулярно оси струи от среза сопла со скоростью 1 м/c на расстояние 30 мм. По-

казана эволюция ударно-волновой картины течения. Исследован характер неста-

ционарного течения газа в окрестности торможения струи. Получено, что для 

всех расчетных вариантов ударно-волновая структура не является стационарной. 

При движении преграды по течению струи в области за прямым скачком отсут-

ствует развитое вихревое течение, а колебания толщины зоны торможения не пре-

вышают 10%. При движении преграды против течения струи реализуется автоко-

лебательный режим с массорасходным механизмом возникновения пульсаций.  
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Аннотация. Сформулированы условия, накладываемые на упругие потенциалы 

полиномиального вида, при выполнении которых возможно обращение нелиней-

ных определяющих соотношений между напряжениями и деформациями. Исходя 

из полученных условий для изотропного материала и анизотропного материала, 

относящегося по типу симметрии свойств к кубической кристаллографической  

системе, получены выражения коэффициентов упругих податливостей второго и 

третьего порядков через константы упругости второго и третьего порядков. 
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that the nonlinear constitutive relations can be inverted. For polynomial elastic potentials, 

whose coefficients are dependent on elastic constants of the second and third orders,  

a dependence between the coefficients of the potential W(ε) (elasticity constants) and the 

coefficients of the potential V(T) (elastic compliances) is obtained. 

The relationships between the elastic constants and the coefficients of elastic compliance 

of the second and third orders for an isotropic material and for an anisotropic material 

corresponding to a cubic crystallographic system are found. For a copper crystal belonging 

to the cubic system, uniaxial loading along one of the anisotropy axes is considered. The 

stress-strain dependence obtained from direct and inverted relations coincides in the  

vicinity of zero. 

The stress-strain dependence calculated using direct and inverted relations for copper 

crystals has made it possible to determine the strain range in which the results of calcula-

tions using direct and inverted relations differ by less than 5%. 

Keywords: anisotropy, hyperelasicity, finite strains, tensor bases, nonlinear constitutive 

relations 
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Введение 
 

Современные материалы при воздействии эксплуатационных нагрузок, приво-

дящих к конечным деформациям, проявляют нелинейность своих механических 

свойств. Во многих случаях достоверные математические модели таких явлений 

строятся на основе нелинейной теории упругости [1–4]. Учет геометрической 

нелинейности осуществляется путем использования различных мер конечных 

деформаций и сопряженных с ними тензоров напряжений [1–5]. Во многих слу-

чаях деформации сопровождаются проявлением физической нелинейности, что 

приводит к необходимости использования определяющих соотношений в виде 

нелинейной связи тензоров напряжений и деформаций [1, 4, 6]. 

Наиболее распространенной формой нелинейных определяющих соотношений 

являются соотношения, в которых напряжения представляются как некоторые 

функции деформаций (см., напр.: [7, 8]). При решении практических задач в слу-

чаях, когда задано напряженное состояние в теле, такая форма определяющих 

соотношений приводит к необходимости отыскания деформаций как решения 

некоторой нелинейной системы уравнений даже при простейших видах нагруже-

ния. Эта задача еще более усложняется, если рассматриваемый материал облада-

ет анизотропией свойств. В этом случае обычно используют определяющие соот-

ношения, в которых деформации определяются как функции напряжений [9, 10]. 

Другой подход к решению данной проблемы заключается в возможном обра-

щении определяющих соотношений и представлении их как функции деформаций 

от напряжений. Вопрос об обращении нелинейной формы связи между тензорами 

напряжений и деформаций рассматривался в работе [1] для изотропных материа-

лов. Автор работы пришел к выводу, что вопрос об обращении нелинейной связи 
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между двумя тензорами в общем случае не может быть решен. В случае гипер-

упругих (имеющих потенциал напряжений) изотропных материалов обращение 

связи между тензорами напряжений и деформаций возможно с помощью обрат-

ного преобразования Лежандра. Еще один вариант обращения такой нелинейной 

связи в [1] основывался на использовании тригонометрических преобразований 

В.В. Новожилова [2]. Для анизотропных материалов в работах [11, 12] использо-

вался термодинамический подход к определению связи между модулями упруго-

сти второго и третьего порядков с коэффициентами упругой податливости. 

В данной статье для гиперупругих анизотропных материалов формулируются 

условия, накладываемые на производные потенциалов напряжений и деформаций, 

при выполнении которых возможно обращение нелинейной связи между напря-

жениями и деформациями. Рассматриваются упругие потенциалы полиномиаль-

ного вида, представляемые степенными функциями своих аргументов. На основе 

сформулированных условий для изотропного материала и анизотропного матери-

ала, относящегося к кубической кристаллографической системе [3, 4, 13], полу-

чены соотношения между модулями упругости и коэффициентами упругой по-

датливости второго и третьего порядков. Результаты решения задачи на одноос-

ное нагружение нелинейных кубических кристаллов с использованием прямых и 

обращенных соотношений позволяют определить диапазон деформаций, в котором 

для рассматриваемого материала обращение нелинейной связи между напряже-

ниями и деформациями производится с допустимой точностью. 

 

Связь между упругими потенциалами 

 

Рассмотрим конечные деформации однородного анизотропного гиперупруго-

го материала. Введем потенциал напряжений W(ε) так, что его дифференциал 

совпадает с удельной (отнесенной к единице начального объема) элементарной 

работой напряжений: 

 :dW d= T ε , (1) 

где ε – тензор деформаций Коши–Грина, T – энергетический тензор напряжений 

(второй тензор Пиолы–Кирхгоффа) [1, 4]. Знаком [:] обозначено двойное скаляр-

ное произведение (свертка) тензоров. 

Если для рассматриваемого материала упругий потенциал известен, то в соот-

ветствии с (1) напряжения определяются соотношениями 

 
W

=


T
ε

. (2) 

В простейшем случае, когда упругий потенциал представляется квадратичной 

функцией деформаций W=0.5NIV :: εε, соотношения (2) приводят к линейной свя-

зи между напряжениями и деформациями 

 IV :=T N ε , (3) 

где NIV – постоянный тензор четвертого ранга, симметричный по парам индек-

сов [4]. 

В случае бесконечно малых деформаций тензор ε совпадает с линейным тен-

зором деформаций, тензор T – с тензором истинных напряжений Коши, а линей-

ные соотношения (3) – с обобщенным законом Гука для анизотропного материа-

ла [3, 4].  
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Соотношения (3) естественным образом обращаются, что приводит к выра-

жению 

 IV :=ε A T , (4) 

где тензор четвертого ранга AIV называют тензором упругой податливости [3, 4]. 

Тензоры NIV и AIV взаимно обратные, связаны условием  

 IV IV IV: =N A I , (5) 

где IIV – единичный тензор четвертого ранга такой, что IIV : ε = ε. 

Если для упругого потенциала W(ε) принято более сложное представление, то 

связь между напряжениями и деформациями оказывается нелинейной [11, 12, 14]: 

 ( )=T F ε . (6) 

Нелинейные соотношения (6) при бесконечно малых деформациях также 

должны асимптотически совпадать с обобщенным законом Гука: при ε → 0 тен-

зорная функция F(ε) → NIV : ε, поэтому асимптотическое представление нелиней-

ных соотношений (6) F(ε) при ε → 0 допускает обращение так же, как и соотноше-

ния (3). Возникает вопрос о возможности обращения нелинейных соотношений (6) 

в общем случае для анизотропного материала. Пользуясь подходом, описанным  

в монографии [1] для изотропных материалов, рассмотрим общий случай гипер-

упругих анизотропных материалов.  

В качестве производящей функции обратного преобразования используем по-

тенциал деформаций V(T), связанный с потенциалом напряжений W(ε) соотно-

шением 

 ( ) ( ) :V W= −T ε T ε . (7) 

Можно показать [4, 15], что упругие потенциалы W(ε) и V(T) в случае изотер-

мических процессов совпадают с удельными (отнесенными к единице начального 

объема) термодинамическими потенциалами свободной энергии и Гиббса соот-

ветственно, а в случае адиабатических процессов – с удельными (отнесенными  

к единице начального объема) термодинамическими потенциалами внутренней 

энергии и энтальпии. 

Дифференциал потенциала (7) с учетом выражения (1) имеет вид: 

 :dV d= −ε T . (8) 

Из представления (8) следует, что деформации определяются через потенциал 

V(T) по формулам 

 
V

= −


ε
T

. (9) 

Для тензоров напряжений и деформаций имеет место соотношение 

 IV:
 

=
 

T ε
I

ε T
, (10) 

которое на основании выражений (2) и (9) приводит к связи между вторыми про-

изводными потенциалов W(ε) и V(T): 

 
2 2

IV

2 2
:

W V 
= −

 
I

ε T
. (11) 

Продифференцируем (11) по тензору напряжений: 

( )
3 2 2 3

3 2 2 3
: : :

W V W V     
+ = 

    

ε
0

Tε T ε T
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или 

 ( )
3 2 2 2 3

3 2 2 2 3
: : :

W V V W V     
− + = 

     
0

ε T T ε T
. (12) 

В соотношениях (12) знаком [(:)] обозначено двойное скалярное произведение 

средней диады тензора шестого ранга ∂3W/∂ε3 и левой диады тензора четвертого 

ранга ∂2V/∂T2. Соотношения (11) и (12) устанавливают связи между вторыми  

и третьими производными потенциалов W(ε) и V(T). При выполнении усло-

вий (11) и (12) в общем случае нелинейная связь между напряжениями и дефор-

мациями (2) может быть обращена. Обращённые определяющие соотношения 

имеют вид (9). 

Рассмотрим случай, когда потенциалы W(ε) и V(T) имеют полиномиаль-

ный вид: 

 IV VI1 1
( ) :: :::

2! 3!
W = +ε N εε N εεε , (13) 

 IV VI1 1
( ) :: :::

2! 3!
V = +T A TT A TTT , (14) 

где тензоры четвертого NIV, AIV и шестого NVI, AVI рангов постоянные, опреде-

ляются через константы упругости второго и третьего порядков соответственно. 

В этом случае 

 
2

IV

2

W

=


=


ε 0

N
ε

,        
3

VI

3

W

=


=


ε 0

N
ε

; (15) 

 
2

IV

2

V

=


= −


T 0

A
T

,     
3

VI

3

V

=


= −


T 0

A
T

. (16) 

Тогда в окрестности ненапряженного и недеформированного состояния соот-

ношения (11) и (12) приводят к связи между тензорами (15) и (16) в виде: 
IV IV IV: =N A I ,                ( )VI IV IV IV VI(:) : :+ =N A A N A 0 . 

Первое из этих соотношений повторяет связь между тензорами упругости и 

упругой податливости (5), получающуюся при обращении линейных соотноше-

ний. Умножим второе из этих соотношений слева на AIV и преобразуем с учетом 

первого соотношения к виду: 

 ( )VI IV VI IV IV: (:) := −A A N A A . (17) 

Связь между напряжениями и деформациями является следствием соотноше-

ний (2), (9). Для потенциалов в форме (13) и (14) эта связь имеет вид: 

 IV VI1
: ::

2
= +T N ε N εε . (18) 

 IV VI1
: ::

2
= +ε A T A TT . (19) 

Если тензоры NIV, NVI, входящие в соотношения (18), и тензоры AIV, AVI, вхо-

дящие в соотношения (19), удовлетворяют условиям (5) и (17), то нелинейные 

соотношения (19) представляют собой обращение нелинейных соотношений (18) 

так же, как соотношения (4) представляют собой обращение линейных соотно-

шений (3). 
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Обращение нелинейных определяющих соотношений  

для некоторых материалов 

 
Для различных типов анизотропных материалов различным оказывается число 

независимых компонент тензоров упругости четвертого и шестого рангов, вхо-

дящих в определяющие соотношения (18) и (19), поэтому различным является и 

число независимых упругих констант второго и третьего порядков. Наиболее 

простые представления для тензоров (15) и (16) получаются при разложении их 

по собственным упругим состояниям материала [4, 16] в виде: 

 IV ( )

1

m

N
=





=

= N Ω ,   IV ( )

1

m

A
=





=

= A Ω ,   VI ( )

1

k

n
=





=

=N B ,   VI ( )

1

k

a
=





=

=A B . (20) 

В разложениях (20) Ω(α), α = 1, …, m, – собственные тензоры для тензоров 

упругих свойств четвертого ранга, B(β), β = 1, …, k, – собственные тензоры для 

тензоров упругих свойств шестого ранга. Число m равно количеству различных 

собственных значений тензора упругости четвертого ранга и числу независимых 

констант упругости второго порядка, а число k – количество различных соб-

ственных значений тензора шестого ранга и, следовательно, число независимых 

констант упругости третьего порядка. В соответствии с соотношениями (20) тен-

зоры упругости и тензоры упругой податливости одинаковых рангов расклады-

ваются по одним и тем же собственным базисным тензорам. 

В работах [4, 16] были получены представления для собственных тензоров Ω(α) 

в главных осях анизотропии для материалов, относящихся ко всем кристаллогра-

фическим системам, в том числе и для изотропного материала. В работах [14, 17] 

получены представления собственных тензоров шестого ранга B(β) для изотроп-

ного материала и анизотропного материала, относящегося к кубической кристал-

лографической системе. 

Собственные тензоры Ω(α) и B(β) удобно представлять в тензорных базисах 

четвертого и шестого рангов, построенных на основе канонического тензорного 

базиса А.А. Ильюшина [4]: 

( )0

1 1 2 2 3 3

1

3
= + +I a a a a a a ,   ( )1

3 3 1 1 2 2

1
2

6
= − −I a a a a a a ,   ( )2

1 1 2 2

1

2
= −I a a a a , 

( )3

1 2 2 1

1

2
= +I a a a a ,   ( )4

2 3 3 2

1

2
= +I a a a a ,   ( )5

3 1 1 3

1

2
= +I a a a a ; 

( )
1

2

    = +I I I I I ,   ( )
1

6

                  = + + + + +I I I I I I I I I I I I I I I I I I I , 

где α, β, γ = 0, 1, …, 5, а векторы a1, a2, a3 – единичные ортогональные векторы, 

направленные в случае анизотропных материалов вдоль главных (канонических) 

осей анизотропии [4, 14]. 

Известно [1, 4], что упругие свойства изотропного материала характеризуются 

двумя константами второго порядка и тремя константами третьего порядка. Для 

изотропного материала разложения (20) принимают вид:  
IV (1) (2)

1 2N N= +N Ω Ω ,   VI (1) (2) (3)

1 2 3n n n= + +N B B B , 

 IV (1) (2)

1 2A A= +A Ω Ω ,   VI (1) (2) (3)

1 2 3a a a= + +A B B B , (21) 
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где  
(1) 00=Ω I , (2) 11 22 33 44 55= + + + +Ω I I I I I ,  (1) 000=B I , 

(2) 011 022 033 044 055= + + + +B I I I I I , 

( ) ( ) ( )(3) 111 122 133 144 155 255 244 3452 6 3 3

6 6 6 2
2= − + + + + − +B I I I I I I I I . 

Подставляя разложения (21) в условия (5) и (17), после непосредственных вы-

числений можно определить связь между константами упругости и константами 

упругой податливости второго и третьего порядков для изотропного материала  

в наиболее простом виде [15]: 
1

1 1A N −= ,   1

2 2A N −= ,   3

1 1 1a A n= − ,   2

2 1 2 2a A A n= − ,   3

3 2 3a A n= − . 

Найденная связь между константами решает вопрос об обращении нелинейных 

соотношений (18) для изотропного материала. В обращенных соотношениях (19) 

тензоры упругих свойств AIV и AVI имеют вид (21). 

Для анизотропных материалов, по типу симметрии свойств относящихся к ку-

бической кристаллографической системе, разложения (20) имеют вид: 

 
3

IV ( )

1

N
=





=

=N Ω ,   
3

IV ( )

1

A
=





=

=A Ω ,   
6

VI ( )

1

n
=





=

=N B ,   
6

VI ( )

1

a
=





=

=A B , (22) 

где  
(1) 00=Ω I ,   (2) 11 22= +Ω I I ,   (3) 33 44 55= + +Ω I I I ;  

(1) 000=B I ,   (2) 011 022= +B I I ,   (3) 033 044 055= + +B I I I , 

( ) ( ) ( )(4) 111 122 (5) 144 155 133 255 244 (6) 3451 1 1 1
3 , 2 ,

6 6 2 2
= − = + − + − =B I I B I I I I I B I . 

После подстановки разложений (22) в соотношения (5) и (17) получаем связь 

между константами упругости и упругой податливости второго и третьего поряд-

ков для материалов, относящихся к кубической кристаллографической системе: 
1

1 1A N −= ,   1

2 2A N −= ,   1

3 3A N −= , 

3

1 1 1a A n= − ,   2

2 1 2 2a A A n= − ,   2

3 1 3 3a A A n= − , 

 3

4 2 4a A n= − ,   2

5 2 3 5a A A n= − ,   3

6 3 6a A n= − . (23) 

Рассмотрим в качестве примера кубический кристалл меди, для которого  

по данным работ [18, 19, 20] определены значения констант упругости второго 

порядка (в МПа): N1 = 4.13·105, N2 = 0.47·105, N3 = 1.51·105, и третьего порядка  

(в МПа): n1 = –7.22·106, n2 = –4.23·106, n3 = –2.71·106, n4 = 2.14·106, n5 = –2.33·106,  

n6 = –0.81·106, а упругие податливости вычислены по формулам (23). Упругие по-

датливости второго порядка (в МПа–1): A1 = 2.42·10–6, A2 = 2.13·10–5, A3 = 6.64·10–6. 

Упругие податливости третьего порядка (в МПа–2): a1 = 1.03·10–10, a2 = 4.64·10–9, 

a3 = 2.89·10–10, a4 = –2.06·10–8, a5 = 2.19·10–9, a6 = 2.36·10–10. Таким образом, для 

этого материала по формулам (22) определены тензоры NIV, NVI и AIV, AVI, вхо-

дящие в определяющие соотношения (18) и обращенные соотношения (19). 

Рассмотрим одноосное растяжение призматического образца, ось которого 

совпадает с одной из главных осей анизотропии кубического кристалла, а в попе-

речном сечении лежит квадрат, стороны которого параллельны двум другим 

главным осям анизотропии. Тензор напряжений в этом случае равен T = σa1a1, 

где σ – задаваемое напряжение. По обращенным соотношениям (19) находим 
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тензор деформаций ε(σ) = εa1a1 + ε2(a2a2 + a3a3). При подстановке полученных 

деформаций в соотношения (18) находим вычисляемые напряжения T = Ta1a1. На 

рис. 1 представлены зависимости задаваемых σ (сплошная линия) и вычисляемых 

напряжений T (пунктирная линия) от продольной деформации ε, отнесенных к мо-

дулю упругости N1. 
 

 

Рис. 1. Зависимость напряжений от деформаций при одноосном нагружении  

при расчетах по прямым (Т) и обращенным (σ) соотношениям 

Fig. 1. Stress-strain dependence under uniaxial loading  

in calculations using direct (T) and inverted (σ) relations 
 

Приведенные на рис. 1 кривые полностью совпадают в окрестности нулевых 

деформаций. Это объясняется тем, что в области бесконечно малых деформаций 

соотношения (18) и (19) вырождаются в обобщенный закон Гука (3), (4) и допус-

кают точное обращение. Поскольку тензоры упругих свойств (15) и (16) опреде-

лены через упругие потенциалы W(ε) и V(T) вблизи значений ε = 0 и Т = 0, то  

с ростом деформаций расчеты по прямым и обращенным соотношениям начи-

нают расходиться. В частности, расхождение кривых, приведенных на рис. 1, 

увеличивается с ростом деформаций. Если при одной и той же осевой дефор-

мации ε* ≠ 0 определить напряжения σ* и Т *, то относительная погрешность 

при расчетах по прямым и обращенным соотношениям характеризуется вели-

чиной δ =│(σ* – Т 

*)/σ*│·100%. При растяжении кубического кристалла меди 

величина δ достигает 5% при деформациях ε*
р = 0.032, а при сжатии – при де-

формациях ε*
с = –0.046. Найденные деформации определяют диапазон [ε*

с, ε*
р], 

в котором с заданной точностью возможно использование как прямых, так и 

обращенных определяющих соотношений. Фактически этот диапазон превыша-

ет интервал изменения деформаций кристалла меди, в котором его можно счи-

тать нелинейно упругим материалом.   

S/N1 

ε 

0.01 

0.008 

0.006 

0.004 

0.002 

0 

–0.002 

–0.004 

–0.006 

–0.008 

–0.04562 

–0.06      –0.05      –0.04      –0.03     –0.02      –0.01                    0.01        0.02       0.03        0.04 

 

0.032462 
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Заключение 

 

В работе сформулированы условия, которым должны удовлетворять в изотер-

мических процессах упругие потенциалы свободной энергии W(ε) и Гиббса V(T) 

для того, чтобы построенные по ним нелинейные определяющие соотношения 

допускали обращение. Для упругих потенциалов полиномиального вида, коэффи-

циенты которых связаны с упругими постоянными второго и третьего порядков, 

получена связь между коэффициентами потенциала W(ε) (константами упруго-

сти) и коэффициентами потенциала V(T) (упругими податливостями). Полученные 

соотношения (5) и (17) записаны в инвариантной форме и могут быть конкрети-

зированы для различных анизотропных сред, в том числе для изотропного мате-

риала.  

В статье получены соотношения между константами упругости и коэффици-

ентами упругих податливостей второго и третьего порядков для изотропного  

материала и анизотропного материала, относящегося к кубической кристалло-

графической системе. Для кристалла меди, относящегося к кубической системе, 

рассмотрено одноосное нагружение вдоль одной из осей анизотропии. Связь 

между напряжениями и деформациями, полученная по прямым и обращенным 

соотношениям, совпадает в окрестности нуля. Получен диапазон деформаций,  

в котором результаты расчетов по прямым и обращенным соотношениям расхо-

дятся менее, чем на 5%. 
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